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摘 要 如何设计求解混合变量优化问题(Mixed-variable
 

Optimization
 

Problems,
 

MVOPs)的相关算法,是计算机

算法设计与分析领域中的一个重要研究方向.该问题的求解难点在于需同时优化连续型和离散型决策变量,目前

进化算法(Evolutionary
 

Algorithms,EAs)是求解该问题的一种有效手段.然而,现有的相关EAs忽略了问题变量

之间的相关性,导致算法性能还存在一定不足.为此,本文从变量相关性角度出发,提出了一种自适应双坐标系的

差分进化算法来求解 MVOPs.首先,利用种群的协方差矩阵信息来构建特征坐标系,实现在特征坐标系下执行算

法的相关操作,以松弛连续变量与离散变量之间的相关性;其次,为避免种群多样性丢失,仍保留了原坐标系,并设

计了一种自适应策略来应用特征坐标系和原坐标系,以发挥双坐标系的优势;最后,为提高离散变量的优化效果,

专门设计了一种基于离散变量相关性的局部搜索策略,以增强算法的整体性能.为验证本文方法性能,在一套包含

28个测试函数的通用测试集上进行了大量实验,与5种求解 MVOPs的知名EAs进行了对比,结果表明本文方法

有更好性能.此外,在一个实际 MVOP上,即焊接梁设计问题,本文方法能取得目前已知最好解.本文方法为计算

机算法设计和分析领域的相关工作提供了新的思路.
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Abstract 
 

How
 

to
 

design
 

algorithms
 

for
 

solving
 

Mixed-variable
 

Optimization
 

Problems
 

(MVOPs)
 

is
 

an
 

important
 

research
 

direction
 

in
 

the
 

field
 

of
 

computer
 

algorithm
 

design
 

and
 

analy-
sis.

 

The
 

difficulty
 

of
 

this
 

problem
 

lies
 

in
 

the
 

need
 

to
 

optimize
 

both
 

continuous
 

and
 

discrete
 

deci-
sion

 

variables,
 

and
 

Evolutionary
 

Algorithms
 

(EAs)
 

are
 

an
 

effective
 

means
 

to
 

solve
 

this
 

problem.
 



However,
 

there
 

exists
 

an
 

issue
 

that
 

the
 

correlation
 

between
 

problem
 

variables
 

is
 

ignored,
 

which
 

deteriorates
 

the
 

algorithm
 

performance
 

to
 

some
 

extent.
 

Therefore,
 

in
 

this
 

work,
 

a
 

differential
 

e-
volution

 

algorithm
 

based
 

on
 

adaptive
 

bi-coordinate
 

systems
 

is
 

proposed
 

to
 

solve
 

MVOPs
 

from
 

the
 

perspective
 

of
 

variable
 

correlation.
 

Firstly,
 

the
 

covariance
 

matrix
 

information
 

of
 

the
 

population
 

is
 

used
 

to
 

establish
 

the
 

eigen
 

coordinate
 

system,
 

so
 

that
 

the
 

relevant
 

operations
 

of
 

the
 

algorithm
 

can
 

be
 

performed
 

in
 

the
 

eigen
 

coordinate
 

system
 

to
 

relax
 

the
 

correlation
 

between
 

continuous
 

and
 

dis-
crete

 

variables;
 

secondly,
 

to
 

avoid
 

the
 

loss
 

of
 

population
 

diversity,
 

the
 

original
 

coordinate
 

system
 

is
 

retained,
 

while
 

an
 

adaptive
 

strategy
 

is
 

designed
 

to
 

switch
 

the
 

eigen
 

coordinate
 

system
 

and
 

the
 

original
 

coordinate
 

system
 

for
 

taking
 

full
 

advantages
 

of
 

the
 

two
 

coordinate
 

systems;
 

finally,
 

to
 

better
 

optimize
 

the
 

discrete
 

variables,
 

a
 

local
 

search
 

strategy
 

based
 

on
 

the
 

correlation
 

between
 

discrete
 

variables
 

is
 

specially
 

designed,
 

which
 

is
 

helpful
 

for
 

the
 

overall
 

performance
 

of
 

the
 

algo-
rithm.

 

To
 

verify
 

our
 

approach,
 

extensive
 

experiments
 

are
 

conducted
 

on
 

a
 

wildly
 

used
 

test
 

suite
 

containing
 

28
 

test
 

functions,
 

and
 

the
 

comparative
 

results
 

with
 

five
 

well-known
 

EAs
 

of
 

solving
 

MVOPs
 

confirm
 

that
 

the
 

proposed
 

approach
 

owns
 

better
 

performance.
 

Besides,
 

on
 

a
 

real-world
 

MVOP,
 

i.e.,
 

the
 

welded
 

beam
 

design
 

problem,
 

and
 

our
 

approach
 

is
 

able
 

to
 

obtain
 

the
 

ever
 

best-
known

 

solution
 

to
 

the
 

problem.
 

Our
 

approach
 

provides
 

a
 

new
 

idea
 

for
 

the
 

related
 

work
 

in
 

the
 

field
 

of
 

computer
 

algorithm
 

design
 

and
 

analysis.
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1 引 言

在计算机算法设计与分析领域中,如何设计求

解混合变量优化问题的相关算法是一个重要研究方

向.事实上,混合变量优化问题(Mixed-variable
 

Op-
timization

 

Problems,
 

MVOPs)在实际的生产和生

活中十分常见,例如:压力容器设计问题[1]、报贩问

题[2]以及焊接梁设计问题等[3].这类问题的主要特

点是目标函数不仅有非凸、多峰、不可微等属性,其
决策变量还同时包含了连续型和离散型两类变量.
以最小化问题为例,

 

MVOPs的数学表达式可定义

如下:

Min
 

f X  

 s.t.
gj X  ≤0,j=1,2,…,k
hj X  =0,j=k+1,k+2,q
xl

i ≤xi ≤xu
i,i=1,2,…,D

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

其中,gj(X)≤0、hj(X)=0分别表示问题的不等

式约束和等式约束.X = Xm,Xn  =(x1,…,xm,

xm+1,…,xm+n),其中Xm、Xn 分别为m 维连续型

变量和n维离散型变量,且m+n=D ;xu
i 和xl

i 分

别是第i维决策变量的上下界.
相对于连续优化问题(Continuous

 

optimization
 

problems,
 

COPs)或离散优化问题(Discrete
 

Opti-
mization

 

Problems,
 

DOPs),
 

MVOPs的搜索空间

复杂度更高,求解难度也更大.为求解 MVOPs,研
究人员做了一些尝试,设计了分支定界法[4]、割平面

法[5]以及分解算法[6]等.然而,随着问题规模不断增

大,这些方法因需消耗大量的算力和存储空间,导致

算法的求解效率也快速下降.因此,近年来,有相关

研究人员开始采用进化算法(Evolutionary
 

Algo-
rithms,

 

EAs)来求解 MVOPs,并取得了一定成效.
在计算机算法设计与分析领域中,EAs是一种高效

的随机搜索算法,它不依赖于问题的具体数学特性,
可方便地用于求解各类优化问题,特别是对于 NP
难的问题,有非常良好的求解效果.

然而,现有的相关EAs几乎都是仅针对COPs
或DOPs设计的,例如:基本的差分进化算法(Dif-
ferential

 

Evolution
 

Algorithm,
 

DE)[7]、粒子群优化

算 法 (Particle
 

Swarm
 

Optimization
 

Algorithm,
 

PSO)[8]、人工蜂群算法(Artificial
 

Bee
 

Colony
 

Al-

gorithm,ABC)[9]等通常用于求解COPs,而基本的

蚁群算法(Ant
 

Colony
 

Algorithm,
 

ACO)[10]一般适

用于 求 解 DOPs,鲜 有 范 例 能 直 接 用 于 求 解

MVOPs.由于连续变量和离散变量在空间分布特征

上存在巨大差异,
 

EAs往往无法直接用于求解
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MVOPs.因此,采用EAs求解 MVOPs就必须解决

两个难点:
 

其一,如何设计出高效的方法来分别处

理连续变量和离散变量;其二,如何对混合变量的搜

索空间进行高效协同搜索,使得算法能快速定位到

全局最优解.
早期,研究人员做了一些初步尝试,例如:Debd

等人[11]提出了一种遗传自适应的遗传算法、Oce-
nasek等人[12]提出了一种混合贝叶斯优化算法以及

Guo等人[13]提出了一种混合群智能方法.但遗憾的

是,这些方法仅是简单地将 MVOPs中的连续变量

和离散变量分开进行处理,仍然无法很好地协同处

理混合变量,算法效果不尽人意.最近,研究人员在

这些早期工作的基础上做了进一步研究,例如:

Wang等人[2]提出了一种改进的分布估计算法用于

求解报贩问题,该算法的特点是采用了两种直方图

模型;基于混合变量编码方式,Wang等人[14]提出了

一种改进的PSO算法(PSOmv ),设计了两种重组

策略来分别处理连续变量和离散变量;Peng等人[15]

提出了多策略协同进化的DE算法(MCDEmv ),他们

基于松弛法思路设计了一种混合变量协同优化方法

来处理连续变量和离散变量.毫无疑问,这些近期的

相关工作有效提高了EAs求解 MVOPs的性能.但
需指出的是,这些相关工作也还存在一定不足,它们

忽略了连续变量与离散变量之间的相关性,而这种

相关性是导致 MVOPs较难求解的原因之一,会影

响算法的搜索方向,降低算法的有效性,特别是对于

变量相关性高的 MVOPs更是如此.
基于上述考虑,本文提出了自适应双坐标系的

差分 进 化 算 法 (Differential
 

Evolution
 

algorithm
 

based
 

on
 

Adaptive
 

Bi-coordinate
 

Systems,
 

ABSDEmv )
来求解 MVOPs.在 ABSDEmv 中,为松弛连续变量

与离散变量之间的相关性,基于种群的协方差矩阵

信息,把原坐标系旋转至特征坐标系,在特征坐标下

使用搜索策略生成后代个体,有利于引导种群向更

优的搜索区域进化.同时,为避免种群的多样性丧

失,ABSDEmv 仍保留了原坐标系,但设计了一种自

适应策略在进化过程中切换原坐标系和特征坐标

系,便于发挥出两种坐标系的各自优势.同时,为提

高对离散变量的优化效果,在ABSDEmv 中专门设计

了一种基于离散变量相关性的局部搜索策略,利用

离散变量之间的相关性,对多个相关性强的离散变

量同时进行优化,以增强算法处理离散变量的性能.
值得一提的是,受集成变异策略思路的启发,在

ABSDEmv 中还使用了集成变异策略框架,以提高算

法的整体性能.为验证 ABSDEmv ,在一套包含28
个测试函数的通用测试集上进行了大量实验,与5
种求解 MVOPs的知名EAs进行了对比,实验结果

表明ABSDEmv 有更好性能.此外,ABSDEmv 还被应

用于求解一个实际 MVOP,即焊接梁设计问题,

ABSDEmv 能得到该问题的目前已知最好解,并且算

法性能非常稳定.
本文方法为计算机算法设计与分析领域的相关

工作,特别是随机搜索算法的相关工作,提供了新的

研究思路,其主要贡献及创新之处可总结如下:
(1)首次从变量相关性的角度设计了求解MVOPs

的EAs,通过引入特征坐标系来松弛连续变量、离
散变量以及连续变量和离散变量之间的相关性,提
升了算法求解性能,为随机搜索算法的相关工作提

供了参考.
(2)提出了基于离散变量相关性的局部搜索策

略,根据离散变量之间的相关性来确定要优化的决

策变量,进一步提高了离散变量的优化性能,提高了

算法的搜索效率和收敛速度.
(3)采用了集成变异策略框架对连续变量和离

散变量进行协同优化,克服了经典DE仅采用单一

变异策略和固定参数值的局限性,提高了算法的整

体性能和鲁棒性.
本文的章节安排如下:第2节简要介绍DE算

法;第3节分别对求解混合变量优化问题的EAs和

DE的相关研究工作进行回顾;第4节介绍了本文

提出的ABSDEmv ,并详细叙述了算法的相关细节;
第5节给出一系列相关的实验验证及结果分析;最
后一节对本文工作进行了总结和展望.

2 差分进化算法

作为一种基于种群的启发式随机搜索算法,DE
是进化算法中效果最好的范例之一,最早由Storn
和Price于1995年提出[16],主要通过变异、交叉和

选择三种进化操作来生成后代个体.DE通过迭代

进化一个大小为NP 的种群以得到最优解,假设问

题有D 维决策变量,则第g 代种群的第i个目标个

体可表示为

Xg
i =(xg

i,1,xg
i,2,…,xg

i,D) (2)
其中i∈{1,2,…,NP},j∈{1,2,…,D}.当g=0
时,X0

i 的第j维决策变量x0
i,j 可按下式随机生成:

x0
i,j =li+rand(0,1)·(uj -lj) (3)

其中,rand(0,1)表示[0,
 

1]内服从均匀分布的随
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机数,lj 和uj 分别是第j维决策变量的下界和上界.
在初始化种群之后,DE采用变异、交叉和选择

三种操作推动种群迭代进化,直到算法达到预设的

停机条件,例如:最大迭代次数gmax 或最大适应度

函数评估次数MaxFEs.另外,变异操作和交叉操

作的组合也常被称为试验个体生成策略.下面简介

DE的这三种操作:
(1)变异操作.变异操作是 DE至关重要的一

步,也是DE区别于其他EAs范例的最大不同点.
以最简单且常用的变异策略“DE/rand/1”为例,其
公式如下:

Vg
i =Xg

r1+F· Xg
r2-Xg

r3  (4)
其中,Vg

i 为第g 代目标个体Xg
i 对应产生的变异个

体;Xg
r1,Xg

r2,Xg
r3 是从种群中随机选择的互不相同

的个体,且它们都不同于目标个体Xg
i ;参数F 为缩

放因子,是[0,
 

1]内服从均匀分布的随机数,F 值越

高,说明搜索步长越大,这有利于勘探;相反,F 值

较低意味着将围绕目标个体进行细粒度搜索,这有

利于开采.此外,如果Vg
i 的第j 维决策变量超出边

界 [lj,uj ],则通过如下公式进行修复:

vg
i,j =

min(uj,2lj -vg
i,j),vg

i,j <lj

max(lj,2uj -vg
i,j),vg

i,j >uj (5)

(2)交叉操作.在生成变异个体后,DE为每对

Xg
i 和Vg

i 进行交叉操作,以得到一个试验个体Ug
i =

(ug
i,1,ug

i,2,…,ug
i,D).DE中最常用的二项式交叉可

表示如下:

ug
i,j =

vg
i,j,if rand(0,1)≤CR

 

or
 

j=jrand

xg
i,j,otherwise 

(6)
其中,jrand 为[1,

 

D ]内的随机整数,rand(0,1)为

[0,
 

1]内均匀分布的随机数.CR 为交叉概率,对
DE性能有重要影响,CR 值越大意味着后代个体可

从变异个体中继承更多信息;相反,CR 值越小,后
代个体与父代个体之间的差异越小.值得注意的是,
条件j=jrand 可确保试验个体Ug

i 与目标个体Xg
i 至

少在一个维度上存在差异.
(3)选择操作.DE的选择操作是目标个体与其

对应的试验个体之间的一对一竞争.对于最小化问

题,如果试验个体的目标函数值小于或等于目标个

体的目标函数值,则试验个体可存活至下一代;否
则,目标个体将进入下一次迭代.这一过程正是“适
者生存”的体现,可形式化如下:

Xg+1
i =

Ug
i,if

 

f(Ug
i)≤f(Xg

i)

Xg
i,otherwise (7)

3 相关工作

3.1 求解混合变量优化问题的EAs的相关工作

  EAs求解混合变量优化问题主要有三种方法:

1)离散化方法,先将连续变量的搜索范围离散化,再
对离散变量进行优化;2)二分方法,对连续变量和离

散变量分别设计相应的处理策略,以此产生包含混

合变量的解;3)松弛方法,先采用连续优化策略对连

续变量和离散变量同时进行优化,之后再采用转化

方法,如:舍入法,把连续变量转化为离散值来产生

新解.下面简介这三种方法的相关EAs:
(1)基于离散化方法的EAs
该类算法先将连续变量处理为离散变量,然后

再用离散变量优化策略对问题求解.例如,Oce-
nasek等人[12]提出了一种混合的贝叶斯优化算法,
构建了带混合决策节点的树使得算法既适用于

COPs,也适用于DOPs;随后,再将算法与分布估计

算法结合用于求解 MVOPs.
 

Shi等人[17]提出了一

种基于数据驱动模型的自适应分布估计算法(AE-
DA),该算法混合了连续和离散概率分布模型来处

理不同类型的变量.为求解混合变量报贩问题,

Wang等人[2]提出了一种基于直方图模型的分布估

计算法(EDAmv ),其中连续变量采用宽度自适应直

方图模型,离散变量则采用基于学习的直方图模型;
实验结果表明,EDAmv 的性能不仅优于其他相关算

法,而且在某些方面甚至超过了商业软件Lingo.
(2)基于二分方法的EAs
该类算法同时采用连续变量优化策略和离散变

量优化策略来生成包含混合变量的解.例如,Lin等

人[18]提出了一种混合DE框架(DEmv ),该框架混

合了基本DE和基于集合的DE用于分别优化连续

变量和离散变量,与其他代表性算法的对比结果表

明DEmv 是高效的.Wang等人[14]提出了一种改进

的PSO算法(PSOmv ),设计了两种重组策略来分

别处理连续变量和离散变量;此外,在PSOmv 中采

用了自适应参数调整策略和约束处理方法来提高算

法整体性能.为求解混合整数规划问题,Liu等人[19]

提出了一种基于双目标优化的两阶段方法在第一阶

段,将该问题转化为约束双目标优化问题,使种群逼

近满足整数约束的Pareto最优解,第二阶段专注于

提高算法的收敛精度,从而方便得到最优解.
(3)基于松弛方法的EAs
该类算法先将离散变量松弛转化为连续变量,
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然后使用连续变量优化策略对问题求解.例如,

Mashinchi等 人[20]提 出 了 一 种 基 于 禁 忌 搜 索 和

Nelder-Mead搜索策略的混合优化算法;禁忌搜索

可覆盖更广的解空间,使搜索远离当前解,从而减少

算法陷入局部最优的可能.Liao等人[21]提出了一种

求解 MVOPs的 ACO 算法(ACOmv );在 ACOmv

中,优化问题的决策变量可显式地声明为连续变量、
序数变量或类别变量;相应地,设计了三种后代个体

生成机制,即:连续优化机制、连续松弛机制、以及分

类优化机制.最近,Peng等人[15]提出了多策略协同进

化的DE算法(MCDEmv ),他们基于松弛法思路设计

了一种混合变量协同进化方法来处理连续变量和离

散变量,该方法的主要特点是结合了不同特征的变异

策略和交叉操作,且对离散变量专门设计了基于统计

的局部搜索策略,能取得较为满意的优化效果.
3.2 DE的相关工作

  目前,DE主要用于求解COPs,但还存在一些

不足,例如:局部搜索能力较弱、进化后期收敛速度

慢等.为解决这些问题,研究人员相继提出了多种不

同的改进算法,这些算法可粗略地划分为以下两类:
(1)改进或提出新的变异策略

变异策略是DE区别于其他EAs范例的主要

特征,其对于算法性能有重要影响,因此如何改进或

提出新的变异策略是DE相关工作中的一个重要类

别.Zhang和Sanderson[22]提出了一种自适应DE,
其亮点是设计了一种新的变异策略“DE/current-to
-pbest/1”,其中pbest表示从当前种群的p%精

英个体中随机选择的一个精英个体;同时,该算法还

使用了外部存档来自适应更新控制参数F 和CR.
受PSO算法的启发,Das等人[23]提出了一种基于邻

域搜索的“DE/current-to-best/1”变异策略,使个体

只能与同邻域中的其他个体进行变异操作,在一定

程度上提高了DE算法的开采能力.为减少DE对

控制参数的依赖,Wang等人[24]提出一种基于高斯

变异策略的DE,其变异个体由预先构建的高斯分

布模型来生成,该分布的均值和标准差由当前个体

和全局最优个体计算而来,此变异策略几乎不需额

外的控制参数.Deng等人[25]提出了一种基于动态

组合变异策略和两级参数自适应策略的DE;在该

算法中,新提出的变异策略包含了一个动态基向量,
由当前最优个体和一个精英个体组成,有利于增强

算法的开采能力.
(2)集成多种变异策略

不同的变异策略往往有不同的特点和性能,通

常单一策略无法用于求解多种不同类型的问题或复

杂问题.因此,如何根据问题特点来选择最恰当的变

异策略是DE的一个研究热点.该类工作的一个主

流思路是采用多种变异策略用于构建策略候选池,
再根据设计好的概率模型从该候选池中自适应地选

择策略,代表性的工作有:Qin等人[26]设计了一种

变异策略自适应的DE,采用四种常见的变异策略

来构建候选池,并根据以往搜索过程中的经验来动

态调整每种策略被选中的概率;Mallipeddi等人[27]

提出了一种集成变异策略的DE,其变异策略和参

数均从已构建好的策略候选池和参数候选池中选

择,并且根据每组变异策略和参数值的历史表现来

设置其选择概率;Gong等人[28]提出了一种策略自

适应机制,先为每种策略采用不同的参数自适应方

法,再为每个个体设置了对应的策略选择参数,最后

根据构建的正态分布概率模型来自适应调整参数

值;Yi等人[29]设计了基于集成种群的自适应DE,
该算法利用了两组变异策略和交叉操作来生成后

代,以更好地平衡算法的开采和勘探能力.

4 ABSDEmv 算法

4.1 算法动机

  对最优化问题而言,决策变量之间普遍存在相

关性,不仅对于COPs或DOPs是这样,对 MVOPs
也是如此.通常,在求解最优化问题的情景下,决策

变量间的相关性可视作是把问题的最优解变换至坐

标系的非坐标轴位置,从而无法通过逐维寻优的方

式来得到问题的最优解,即问题是不可分的(Non-
separable).与此相反,若问题的最优解恰好位于坐

标轴上,那么可按逐维寻优的方式来较容易地获得

最优解,即该问题是可分的(Separable).一般而言,
不可分问题的求解难度要远大于可分问题,因其决

策变量间的相关性会导致求解过程容易产生“连锁

反应”,仅改变解的某一维度无法提高解的质量,而
须同时改变有相关性的某些维度时才能找到更好

解,有“牵一发而动全身”的效果.当然,这种相关性

给算法的求解也带来了挑战.
事实上,研究人员在求解COPs时就注意到了

决策变量间存在相关性的特点,也相应地提出了一

些解决办法.例如,Guo等人[30]指出DE算法的交

叉操作是旋转可变的,易受变量间相关性的影响,为
此他们提出了基于特征向量的交叉操作,把在原坐

标系中执行的交叉操作放至特征坐标系中进行,以
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缓解变量间相关性的影响.类似地,Wang等人[31]在

累积种群分布信息的基础上,通过计算出种群的协

方差矩阵来建立特征坐标系,以松弛变量之间的相

关性.这些解决办法对于如何提高算法处理变量间

存在相关性的问题起到了积极促进作用.
受上述研究工作的启发,我们注意到 MVOPs

的变量间同样存在相关性,这种相关性存在于连续

变量之间、离散变量之间以及连续变量和离散变量

之间.然而,遗憾的是,目前还未有相关工作从变量

间相关性的角度来设计求解MVOPs的EAs.为此,
本文引入特征坐标来松弛这种相关性,提高算法求

解 MVOPs的性能.同时,为保留原坐标系的优点,
设计了一种自适应双坐标系策略,在两种坐标系之

间自适应切换,以发挥它们的优势.为进一步提高离

散变量的优化效果,专门设计了一种基于离散变量

相关性的局部搜索策略,根据离散变量之间的相关

性来确定要优化的决策变量.
4.2 解的编码方式

  对于COPs,决策变量无需做特殊处理,直接使

用真实值即可.对于 DOPs,决策变量存在多种类

型,例如:二进制数、整数,或从有限候选集合中选择

的元素.离散变量进一步可分为序数变量和类别变

量.序数变量是指具有显式顺序的变量,例如:表示

学生年龄的变量就是序数变量,因其是在一组具有

明确顺序的整数上定义的;相反,类别变量就是指无

显式顺序的变量,例如:在二进制背包问题中,每个

变量都是一个类别变量,用0或1来表示是否将相

关的物品放进到背包中.
对于 MVOPs,

 

EAs处理混合变量有离散化方

法、二分方法以及松弛方法.对于离散化方法,使用

二进制字符串对连续变量进行编码,但这会导致二

进制字符串长度限制算法的精确度.与离散化方法

不同的是,二分方法通常会引入新的策略来处理原

算法不能直接处理的决策变量,并且还一般会嵌入

一个局部搜索过程,以提高算法的搜索效率.虽然二

分方法可根据变量类型的特点分别处理连续变量和

离散变量,但它忽略了变量之间的相关性,且算法需

设计两套优化策略,策略之间缺失一致性和兼容性.
因此,在连续变量和离散变量的协同优化过程中,二
分方法可能会带来一定的副作用.至于松弛方法,它
使用与连续变量相同的进化策略,以连续值的形式

优化离散变量.这种方法主要有两个优点:一方面,
它不需要为离散变量设计特定的搜索策略;另一方

面,它能够保留原算法的特点,不会破坏不同变量之

间的相关性.
基于上述考虑,我们采用松弛方法对解进行编

码.例如,对于第i个个体Xi ,其编码方式如图1所

示.Xi 中前M 维变量采用连续值进行编码,剩余N
维变量则采用离散值编码.因此,在算法的优化过程

中,不需要构造不同类型的模型.M、N 的值取决于

决策变量中的连续变量和离散变量的数量,此方式

也适 用 于 解 决 具 体 的 工 程 设 计 问 题.因 此,在

MVOPs中,一个解可由包含连续变量和离散变量

的混合编码方式表示.在优化过程中,先将离散变量

{xi,M+1,xi,M+2,…,xi,M+N}作为连续变量 {x~i,M+1,

x~i,M+2,…,x~i,M+N}进行优化,再对连续值进行“向
下取整”得到离散变量的值,由此产生新解.相较于

其他取整方式,例如:四舍五入、向上取整等,向下取

整有两方面优点:1)简单方便;2)可减小信息损失,
若连续值表示某种数量,向下取整可确保编码后的值

不超过原始值,从而在一定程度上保留了原始信息.
因此,本文采取向下取整的方式对连续值离散化.

图1 目标个体Xi 的混合编码方式

4.3 自适应双坐标系策略

  因DE的二项式交叉或指数交叉是旋转可变

的,无论用何种交叉方式,DE性能对坐标系的旋转

都是敏感的,特别是当目标函数具有强变量相关性

时更是如此.为解决此问题,研究人员提出了一些算

术重组方法,例如:Price提出了两种改进DE(DE/

rand/1/
 

Either-Or[32]和drift-free
 

DE[33]),即采用

旋转不变的算术重组操作代替原来的二项式交叉操

作.然而,算术重组方法可能会丢失种群的多样性,
且存在过早收敛的缺陷.为解决这一问题,Guo等

人[30]引入特征坐标系来代替原坐标系,采用种群协

方差矩阵的特征向量信息来旋转坐标系,同时为避

免种群多样性丢失,以概率选择的方式来确定在哪

一个坐标系下生成试验个体,报道的实验结果验证

了该方法处理COPs是有效的,能取得较好的优化

效果.
对于既存在连续变量又存在离散变量的MVOPs,

虽然变量类型不同,对应的特点也不同,但在优化过

程中,变量之间的相关性同样不可忽视,比如:连续

变量之间、离散变量之间以及连续变量与离散变量
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之间的相关性.若能在一定程度上松弛变量之间的

相关性,则可提高算法求解 MVOPs的性能.基于这

种考虑,我们引入特征坐标系来实现DE的变异操

作,以缓解变量之间相关性带来的求解困难,提高

DE求解 MVOPs的性能.在特征坐标系下实现变

异操作主要包括三个关键步骤:(1)计算得到种群的

协方差信息;(2)对协方差矩阵进行特征分解以得到

特征坐标系,再对种群中的个体进行坐标系切换;
(3)在特征坐标系下进行变异、交叉操作,得到试验

个体.下面对这三个步骤做进一步说明.
第一步:计算得到种群协方差信息,以计算第g

代种群中第i维变量与第j维变量的协方差为例:

cov(i,j)=
∑

NP

k=1 xg
k,i-x-g

i  xg
k,j -x-g

j  
NP-1

(8)

其中x-g
i=
∑

NP

k=1x
g
k,i

NP
为第i维变量的均值,x-g

j 是第

j维变量的均值.协方差矩阵Cg 可由协方差定义为

Cg =(ci,j,ci,j =cov(i,j)) (9)
值得注意的是,在本文算法 ABSDEmv 中计算协方

差矩阵的样本为种群中适应度值最好的一半个

体,其目的是减少种群随机性对协方差矩阵计算

的干扰.
第二步:将协方差矩阵进行特征分解以得到特

征向量

Cg =Qg g(Qg)-1 (10)
其中Qg 是一个D×D 的方阵,第i列是Qg 的特征

向量qg
i, g 是对角矩阵,它的对角元素是相应的特

征值.
第三步:在特征坐标系下进行变异、交叉操作,

从而得到试验个体.以“DE/rand/1”为例,Xg
i、Xg

r1、

Xg
r2 和Xg

r3 在特征坐标系下的新位置可以表示为Xg
i
􀮨

= (Xg
i·Qg)、Xg

r1
􀮨=(Xg

r1·Qg)、Xg
r2
􀮨=(Xg

r2·Qg)和Xg
r3
􀮨

= (Xg
r3·Qg),则对应生成的变异个体为Vg

i
􀮨 .然后,

通过二项式交叉方式,将目标个体与变异个体的

某些决策变量进行交换,产生一个试验个体,可表

示为

Ug
i
􀮨=Bin Xg

i
􀮨,Vg

i
􀮨  (11)

其中,Bin(a,b)表示a 和b 之间的二项式交叉

操作.
以二维问题为例,图2展示了特征坐标系下实

现变异、交叉操作的过程,其中,x'1ox'2 为通过公

式(10)特征分解得到的特征坐标系.子图(a)表示根

据种群中适应度值最好的一半个体计算协方差矩

阵,所得协方差矩阵展示了子图中虚线所示分布;子
图(b)表示对协方差矩阵进行特征分得到特征坐标

系,同时选取目标个体;子图(c)表示在特征坐标系

下进行变异操作,变异个体Vg
i
􀮨 由紫色点表示;子图

(d)表示在特征坐标系下进行交叉操作,试验个体

Ug
i
􀮨 由橙黄色点所示.

需指定的是,我们在构造协方差矩阵时采用了

种群中适应度值最好的一半个体作为样本,这种方

法能有效地松弛目标函数中变量与变量之间的相互

作用,但也可能会导致算法的搜索行为变得较为贪婪,

图2 特征坐标系下的变异、交叉操作
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从而容易丢失种群的多样性,导致算法性能下降.为
此,我们保留了原坐标系,并自适应地在两种坐标系

之间进行切换,以保持种群多样性.自适应切换策略

介绍如下:
首先,计算算法在当前迭代中使用的坐标系的

成功率.假设第g 代中有Num_S 个子代个体优于

其父代个体,则该坐标系在第g 代的使用成功率

SR(g)可定义为

SR(g)=
Num_S
NP

(12)

  然后,根据当前成功率SR(g)与上一代成功率

SR(g-1)的关系,确定下一代g+1使用何种坐标

系,规则如下:

CS(g+1)=
CS(g),if

 

SR(g)≥SR(g-1)·μ
CS(g),

 

otherwise 
(13)

其中,CS(g)表示第g 代使用的坐标系,CS(g)表
示与CS(g)相反的另一坐标系;参数μ = m +
rand(0,0.1)为区间 [m,m+0.1]中的随机数,参
数m 为 [0.1,0.9]之间的预设值.

最后,若CS(g+1)=CS(g),即坐标系发生改

变,则成功率SR(g)初始化为SR(0),表达式如下:

 SR(g)=
SR(0),

 

if
 

CS(g+1)=CS(g)

SR(g),
 

otherwise (14)

  从上述过程可看出,在迭代过程中,我们通过

SR(g)与SR(g-1)·μ 的关系来确定下一次迭代

使用何种坐标系,参数μ 可视为一个衰减因子.设
置该衰减因子的目的是,随着算法的迭代次数增加,
种群在进化后期产生更好后代的可能性会越来越

小,从而导致坐标系的成功率也会越来越低,如果没

有衰减因子的协助,坐标系会非常频繁地切换,在极

端情况下,每一次迭代都可能会切换一次坐标系.因
此,衰减因子在一定程度上能保持坐标系更平稳地

切换.此外,若坐标系发生改变,则此时坐标系的成

功率将不再作为下一次迭代的参考值,需按公式

(14)重新初始化成功率.在本文中,m 设置为0.7,

SR(0)设置为0.6,可使算法性能达到较好效果.关
于参数m 和SR(0)的敏感性分析将在实验部分的

5.2小节中单独给出.
4.4 基于离散变量相关性的局部搜索策略

  值得注意的是,如果将离散变量简单地松弛为

连续变量,则算法性能会随着离散变量的数量增加

而降低.为提高算法在复杂离散空间的优化性能,针
对离散变量,我们专门设计了一种基于离散变量相

关性的局部搜索策略SBA _C,其详细实现过程

如下:
第一步:根据公式(9),以种群中最好的一半个

体为样本,计算出离散变量的相关性矩阵,表达式

如下:

Cd =
cov(M +1,M +1) … cov(M +1,N)

︙ ⋱ ︙

cov(N,M +1) … cov(N,N)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(15)
其中,cov(M+1,M+2)表示为第M+1维离散变

量与第M +2维离散变量的相关性.
第二步:统计当前种群中每个个体的所有离散

变量的每一个可行值出现的频率.第i维中,第j个

可行值的出现频率Probi(j)可计算如下:

Probi(j)=
counti,j

counti
(16)

其中,counti,j 为第i维中第j 个可行值的出现次

数,counti 是第i维中所有可行值的出现次数之和.
第三步:从种群中随机选择出a个个体,对每个

被选中个体,先从其离散变量中随机选出一维,记作

xi,j ,再根据相关性矩阵Cd 确定与xi,j 相关性最高

的b-1维离散变量;然后,确定xi,j 中出现频率最

高的前c个可行值,为包括xi,j 在内的b 维离散变

量每维独立地从这c个可行值中随机选择一个值用

于替换,以此作为局部搜索.为更直观地展示这一步

骤,以a=3、b=2、c=2为例,在图3中给出了该步

骤的操作过程.图3(a)表示随机选择了3个个体

Xr1、Xr2、Xr3;图3(b)表示确定的2维离散变量,其
中绿色块表示随机选择的维度,紫色块表示与随机

选择维度相关性最高的维度;图3(c)表示从随机选

择维度中出现频率最高的前2个可行值中随机选择

一个作为对应维离散变量的值,例如:在第M+1维

中,应在可行值NumM+1,1 和NumM+1,2 之间随机选

择一个用于替换原值.
为更直观地理解SBA_C 的整个过程,算法1

展示对应的伪代码.SBA_C 涉及3个控制参数:a、

b、c.
 

参数a 决定了有多少个体能进行局部搜索,也
决定了所消耗的适应度值评估次数,a 值过大则消

耗的评估次数越多,会影响到算法的整体性能.参数

b控制了局部搜索的维度数,值越大则更新的维度

越多;如果该值设置不恰当,可能会导致收敛速度过

快,种群多样性丢失越快.参数c影响了所选个体的

收敛速度,如果c=1,则只将出现频率最高的可行

值作为更新值,如果c值接近所有可行值的数量,则
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图3 基于离散变量相关性的局部搜索过程

可行值的选择趋近于随机.此处,我们将a,b,c 分

别设置为{5,
 

3,
 

5},可使得算法性能达到较好效

果.关于这3个参数的敏感性分析将在实验部分的

5.2小节中给出.
算法1.SBA_C 伪代码.
输入:

 

种群P,种群大小 NP ,参数{a,b,c}
输出:

 

更新后的种群P
1.

 

根据目标函数值对种群个体进行排序,从最好至最差;

2.
 

FOR种群 P 中选出最好的一半个 体,k = {1,2,…,

NP/2}
 

DO
3. 

 

FOR每一个可行值Vj,j= {1,2,…,s}
 

DO
4.  

 

FOR每一维离散变量xk,M+i,i= {1,2,…,N}
 

DO
5.   

 

IF
 

xk,M+i =Vj
 THEN

6.    
 

counti =counti +1;

7.   
 

END
 

IF
8.  

 

END
 

FOR
9.  

 

counti =counti +counti,j ;

10. 
 

END
 

FOR
11. 

 

按式(16)计算概率Probi(j);

12.
 

END
 

FOR
13.

 

按式(9)计算种群P 中最好的一半个体的N 维离散变

量之间的相关性以得到协方差矩阵Cd ;

14.
 

从种群P 中选择a个个体;

15.
 

FOR每一个被选择的个体Xi,i= {1,2,…,a}
 

DO

16. 
 

随机选择一个维度j,根据协方差矩阵Cd 确定b-1
个相关性最高维度;

17. 
 

FOR每一个被选择的维度jl,l= {1,2,…,b}
 

DO

18.  
 

对第jl 维度上所有可行值的出现频率Prob从大到

小排序;

19.  
 

从对应的前c个可行值中随机选择一个用于替换

原值;

20. 
 

END
 

FOR
21.

 

END
 

FOR
22.

 

对新生成的个体执行编码,再计算其目标函数值f(Xi)
 

;

23.
 

FEs=FEs+a
24.

 

生成的新个体与父代个体进行比较,选择更优的个体进

入到下一代中;

4.5 集成变异策略框架

  一般而言,DE性能主要取决于两部分:一是试

验个体生成方式,另一个是控制参数设置,即种群规

模NP 、缩放因子F 和交叉概率CR 如何设置.在解

决一些复杂优化问题时,因仅使用单一搜索策略和

固定参数值,DE性能难以令人满意.为提高DE性

能,一些研究人员提出了集成变异策略的思想,例
如:Wang等人[34]提出的CoDE采用了三种变异策

略和三种控制参数设置.此处,为进一步提高 DE
求 解 MVOPs 性 能,受 CoDE 启 发,我 们 在

ABSDEmv 中也采用了类似的集成变异策略框架对

连续变量和离散变量进行协同优化.所选的三种

变异策略是:
(1)

 

DE/rand/1;
(2)

 

DE/current-to-best/1;
(3)

 

DE/best/1.
相应地,使用了如下三组参数值:
(1)

 

[F=1.0,
 

CR=0.1];
(2)

 

[F=1.0,
 

CR=0.9];
(3)

 

[F=0.8,
 

CR=0.2].
在该框架中,为三种变异策略随机搭配一组参

数值,可得到三种不同的试验个体,注意交叉操作仍

采用经典的二项式交叉.不难发现,每一个目标个体
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均会有三个对应的试验个体,若采用目标函数进行

评估,则消耗的目标函数评估次数是经典DE的3
倍,即3·NP .为降低评估次数,我们采用欧式距离

代替真实的目标函数来完成三个试验个体的评估,
具体做法是:首先,计算三个试验个体到种群最优个

体Xg
best 的欧式距离;其次,选择欧式距离最小的试

验个体作为最终的试验个体;最后,将试验个体与目

标个体进行比较,选择两者中较优的一个作为后代

个体.需说明的是,对这一方式的有效性验证,我们

在实验部分的5.3小节进行了相关实验.

4.6 算法框架

  与经典DE相比,本文提出的ABSDEmv 主要有

如下三点改进之处:
(1)引入了特征坐标系,并设计了一种自适应策

略来切换特征坐标系和原坐标系,以发挥这两种坐

标系的各自优势.特征坐标系可松弛变量间的相关

性,有利于提高算法求解不可分 MVOPs的性能,而
原坐标系可以避免种群多样性的丢失.

(2)设计了一种基于离散变量相关性的局部搜

索策略专门用于优化离散变量.该策略可根据离

散变量间的相关性来确定要优化的决策变量,能
更加精准地对问题寻优,从而增强离散变量的优

化效果.
(3)采用了一种集成变异策略框架对连续变量

和离散变量进行协同优化.该框架可克服经典DE
仅采用单一变异策略和固定参数值的局限性,提高

算法的整体性能.
为更直观地理解ABSDEmv 的主要过程,在图4

中给出了算法的主要流程,同时在算法2中给出算

法的伪代码描述.

图4 ABSDEmv 主要流程

算法2.ABSDEmv 算法伪代码.
输入:种群P,种群大小 NP ,缩放因子F,交叉概率CR ,最
大适应度函数评估次数 MaxFEs,参数{a,b,c}
输出:gbest(种群最优个体)

1.
 

初始化种群P,FEs=0;

2.
 

对种群个体进行编码,评估每个个体的目标函数值;

3.
 

FEs=FEs+NP ;

4.
 

WHILE
 

FEs<MaxFEs
 

DO
5. 

 

执行自适应双坐标系策略来确定坐标系;

6.
 

 执行集成变异策略框架来生成后代个体;

7. 
 

FEs=FEs+NP ;

8. 
 

执行基于离散变量相关性的局部搜索策略(算法1)
 

;

9.
 

END
 

WHILE

5 实验验证

为验证ABSDEmv 的有效性,本文在一套通用测
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试函数集上进行了大量实验,主要分为以下四个

部分:
(1)控制参数的敏感性分析,包括自适应双坐标

系所涉及的参数 m 、坐标系使用成功率的初始值

SR(0),以及基于离散变量相关性的局部搜索策略

所涉及的三个参数 {a,b,c}.
(2)策略有效性验证,包括自适应双坐标系策

略、基于离散变量相关性的局部搜索策略以及集成

变异策略框架中的个体选择方式.
(3)与其他知名的求解 MVOPs的EAs进行性

能比较.
(4)求 解 一 个 实 际 MVOPs,即 焊 接 梁 设 计

问题.
5.1 测试函数与参数设置

  实验中采用了一套包含28个测试函数的通用

测试集,在求解 MVOPs的相关算法中也被多次使

用[14-15].这 些 测 试 函 数 来 自 于 CEC2013测 试 函

数[35],但其决策变量不再只包含连续变量,而是混

合变量,其中M 维的连续变量仍保持原有特性,而
对于N 维的离散变量则做了离散化处理.对于 M
维连续变量,重构的测试函数维持了CEC2013测试

函数的原特性,包括决策变量的搜索范围依旧为

[-100,100]Z ,全局最优解的偏移为 (o1,o2,o3,
…,oZ)(随机分布在 [-80,80]Z ),旋转矩阵也相

同;对于N 维离散变量,将全局最优解的偏移转换

成整数(随机分布在[-80,80]V ),并保持了原始的

搜索范围 [-100,100]Z 和旋转矩阵.与原CEC2013
测试集类似,这套重构的测试集的基准函数按其特点

也可分为三类:(1)F01~F05为单峰函数,(2)F06~
F20为基本多峰函数,(3)F21~F28为复合函数.
其中,有24个函数的变量间存在相关性,即不可

分问 题,而 剩 下 的4个 函 数(F01、F05、F11和

F22)的变量间无相关性,即为可分离问题.需指出

的是,因同时包含了连续变量和离散变量,重构的

测试集的搜索空间更加复杂,因此求解难度也要

高于原测试集.
在后续的四个实验部分中,最大的适应度函数

评估次数(MaxFEs)设置为2000·D ,测试维度

D=50,连续变量和离散变量的维度数量均为25,
种群大小NP 设置为30.为尽可能减少随机因素的

影响,算法在每个测试函数上独立运行30次,并记

录其平均值作为最终结果.
5.2 控制参数敏感性分析

5.2.1 参数m 和SR(0)敏感性分析

在自适应双坐标系策略中,参数μ 决定了成功

率SR(g)需满足的最小值,而m 决定了参数μ 的

取值.如果m 的取值很大,那么成功率SR(g)只有

较大时才能持续使用当前坐标系.然而,随着迭代次

数不断增加,种群生成较好后代个体的机会将不断

减少,即成功率SR(g)也会逐渐减小,那么两种坐

标系之间的切换会过于频繁,这反而不利于算法找

到更优解.反之,若 m 的值设置太小,则较小的

SR(g)则几乎不会切换坐标系,从而大大降低双坐

标系的作用.因此,合适的m 值,有利于选择出适合

当前种群搜索状态的坐标系.在发生坐标系切换后,
将成功率SR(g-1)初始化为SR(0),可确保坐标

系有适合的初始值.本小节中,我们测试了不同的

m 和SR(0)取值对ABSDEmv 性能的影响,从而选

择最合适的参数值.
因m 取值范围为[0.1,0.9],所以我们选择了9

个有代表性的取值进行测试,即m =0.1,0.2,0.3,

0.4,0.5,0.6,0.7,0.8
 

或0.9.表1给出了不同 m
值的最终比较结果,其中最好结果加粗显示.同时,
为简化表格,表1只给出其中4个有代表性取值的

结果,即m=0.6,0.7,0.8,0.9.从整体上看,m =
0.7时的性能最好,能在12个函数上取得最好结

果,m=0.6次之.但是,m=0.6的结果情况与m=
0.7相差无几,仅少一个函数,即在11个函数上取

得了最好结果.此外,为比较四种参数值的整体性

能,采用Friedman检验进行多问题分析.通过显著

性水平为α=0.05的Friedman检验,可得到四种值

的平均排名情况,如图5所示.相比于m=0.6,m=
0.7以微弱优势排名第一.因此,根据比较结果,m
值默认设置为0.7.

表1 ABSDEmv 使用不同m 值的比较结果

Func. m =0.6 m =0.7 m =0.8 m =0.9
F01 1.86E+00±2.19E-02 1.86E+00±2.19E-02 1.86E+00±4.52E-16 1.87E+00±7.30E-02
F02 2.30E+06±7.32E+05 2.04E+06±7.32E+05 2.37E+06±9.30E+05 2.41E+06±8.08E+05
F03 1.78E+08±1.21E+08 1.36E+08±1.21E+08 2.22E+08±2.07E+08 1.56E+08±8.84E+07
F04 1.26E+04±2.37E+03 1.19E+04±2.37E+03 1.25E+04±3.18E+03 1.33E+04±4.10E+03
F05 4.33E-01±1.13E-16 4.33E-01±1.13E-16 4.41E-01±4.18E-02 4.33E-01±1.13E-16
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续表

Func. m =0.6 m =0.7 m =0.8 m =0.9
F06 5.71E+01±2.04E+01 4.68E+01±2.04E+01 4.94E+01±9.83E+00 5.09E+01±1.30E+01
F07 7.76E+01±2.24E+01 6.89E+01±2.24E+01 6.89E+01±2.47E+01 7.00E+01±1.97E+01
F08 2.11E+01±1.08E-01 2.11E+01±1.08E-01 2.11E+01±1.04E-01 2.11E+01±1.11E-01
F09 3.68E+01±5.70E+00 3.72E+01±5.70E+00 3.43E+01±5.21E+00 3.63E+01±7.05E+00
F10 4.63E+00±1.16E+00 4.43E+00±1.16E+00 4.38E+00±1.18E+00 4.84E+00±1.49E+00
F11 2.73E+01±8.41E+00 2.77E+01±8.41E+00 2.69E+01±6.55E+00 2.90E+01±7.37E+00
F12 1.24E+02±2.63E+01 1.32E+02±2.63E+01 1.40E+02±2.72E+01 1.23E+02±2.44E+01
F13 2.36E+02±4.79E+01 2.39E+02±4.79E+01 2.64E+02±5.21E+01 2.44E+02±5.77E+01
F14 9.74E+02±2.52E+02 1.01E+03±2.52E+02 8.33E+02±2.32E+02 1.01E+03±2.78E+02
F15 7.71E+03±1.20E+03 8.24E+03±1.20E+03 8.32E+03±1.01E+03 8.36E+03±1.01E+03
F16 1.23E+00±5.20E-01 1.14E+00±5.20E-01 1.36E+00±5.15E-01 1.24E+00±5.40E-01
F17 8.47E+01±5.65E+00 8.27E+01±5.65E+00 8.39E+01±4.99E+00 8.41E+01±6.62E+00
F18 2.48E+02±2.93E+01 2.63E+02±2.93E+01 2.58E+02±2.66E+01 2.48E+02±2.45E+01
F19 6.64E+00±1.30E+00 6.73E+00±1.30E+00 6.86E+00±1.14E+00 6.84E+00±1.30E+00
F20 2.08E+01±1.26E+00 2.09E+01±1.26E+00 2.10E+01±9.84E-01 2.12E+01±8.41E-01
F21 8.27E+02±3.58E+02 8.06E+02±3.58E+02 8.38E+02±3.36E+02 7.14E+02±4.39E+02
F22 9.75E+02±2.53E+02 9.78E+02±2.53E+02 1.02E+03±2.66E+02 1.08E+03±2.74E+02
F23 8.19E+03±1.26E+03 8.32E+03±1.26E+03 8.25E+03±1.35E+03 8.47E+03±1.11E+03
F24 2.83E+02±1.25E+01 2.80E+02±1.25E+01 2.86E+02±1.38E+01 2.80E+02±1.49E+01
F25 3.33E+02±2.51E+01 3.37E+02±2.51E+01 3.35E+02±1.99E+01 3.43E+02±1.86E+01
F26 3.63E+02±6.64E+01 3.64E+02±6.64E+01 3.55E+02±7.17E+01 3.72E+02±5.98E+01
F27 1.21E+03±1.54E+02 1.20E+03±1.54E+02 1.18E+03±1.20E+02 1.19E+03±1.24E+02
F28 1.23E+03±1.38E+03 4.08E+02±1.38E+03 8.20E+02±1.07E+03 9.15E+02±1.15E+03

图5 不同m 值的平均排名情况

  同样地,我们选择了9个有代表性的SR(0)值

进行实验,即SR(0)=0.1,
 

0.2,
 

0.3,
 

0.4,
 

0.5,
 

0.6,
 

0.7,
 

0.8
 

或0.9.表2给出了不同SR(0)值的

最终比较结果,其中最好的结果也加粗显示.类似

地,表2也只给出4个具有代表性取值的结果,即

SR(0)=0.5,0.6,0.7,0.8.
 

从表中可看出,SR(0)=
0.6时,算法在28个测试函数中的12个函数上获

得了最好结果,而采用其他值时取得最好结果的函

数个数均不超过10个.另外,通过Friedman检验得

到的平均排名如图6所示,SR(0)=0.6以较大优

势排名第一.因此,根据比较 结 果,ABSDEmv 中

SR(0)默认设置为0.6.

5.2.2 参数 {a,b,c}敏感性分析

基于离散变量相关性的局部搜索策略(SBA_C)
有三个重要参数:{a,b,c},a 值决定了有多少个个

体能进行局部搜索,b值控制了局部搜索的维度数,

c值表示可行值选择的范围,会影响种群的收敛速

度.为确定这三个参数的合理取值,本节进行了参数

敏感性分析.这三个参数的可能取值均为[3,
 

5,
 

10],因此有27种不同的参数值组合方案.我们测试

这27组方案对ABSDEmv 性能的影响,其他参数均

保持不变.表3给出了不同 组合方案 的实验结果,
其中最好结果用粗体突显.为简化表格结果,表3只

展示4组具有代表性组合的结果,即 {a,b,c}={3,

3,3},{3,3,5},{3,3,10},{5,3,5}.另外,为进一

步验证SBA_C 策略的有效性,我们构造了一个去

除SBA_C 策略的对比算法SBA_Cwithout .
  从表3可看出,四种方案的结果均优于或等于

SBA_Cwithout 算法,这也从侧面验证了SBA_C 策略

是有效的.在四种方案中,SBA_C5,3,5取得最佳结果,
在28个测试函数中有11个函数上取得了最好结果,
其次是SBA_C3,3,3取得了8个最好结果.图7展示了

这五个算法通过Friedman检验得到的平均排名,

SBA_C5,3,5 排名第一.因此,我们将 {a,b,c}的值设

置为{5,3,5},下文中的所有实验都按此设置进行.
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表2 ABSDEmv 使用不同SR(0)值的比较结果

Func. SR(0)=0.5 SR(0)=0.6 SR(0)=0.7 SR(0)=0.8
F01 1.86E+00±4.52E-16 1.86E+00±4.52E-16 1.87E+00±2.74E-02 1.87E+00±2.74E-02
F02 2.29E+06±6.64E+05 2.04E+06±5.60E+05 2.29E+06±5.87E+05 2.40E+06±9.48E+05
F03 1.73E+08±1.33E+08 1.36E+08±6.34E+07 1.55E+08±9.69E+07 1.78E+08±1.60E+08
F04 1.36E+04±3.74E+03 1.19E+04±3.48E+03 1.33E+04±3.57E+03 1.27E+04±4.10E+03
F05 4.33E-01±1.13E-16 4.33E-01±1.13E-16 4.33E-01±1.13E-16 4.33E-01±1.13E-16
F06 5.08E+01±1.27E+01 4.68E+01±3.67E+00 5.09E+01±1.42E+01 5.47E+01±1.84E+01
F07 7.42E+01±2.60E+01 6.89E+01±1.71E+01 7.33E+01±2.49E+01 6.23E+01±1.87E+01
F08 2.11E+01±1.12E-01 2.11E+01±1.03E-01 2.11E+01±8.60E-02 2.11E+01±1.17E-01
F09 3.56E+01±5.54E+00 3.72E+01±6.65E+00 3.77E+01±6.10E+00 3.73E+01±6.01E+00
F10 4.67E+00±1.19E+00 4.43E+00±1.69E+00 5.08E+00±1.56E+00 4.63E+00±1.23E+00
F11 2.85E+01±1.05E+01 2.77E+01±7.69E+00 2.60E+01±6.27E+00 2.64E+01±6.19E+00
F12 1.35E+02±2.68E+01 1.32E+02±2.52E+01 1.36E+02±2.33E+01 1.36E+02±2.15E+01
F13 2.55E+02±4.38E+01 2.39E+02±4.51E+01 2.39E+02±4.60E+01 2.65E+02±5.79E+01
F14 1.02E+03±2.87E+02 1.01E+03±2.54E+02 9.98E+02±2.26E+02 9.70E+02±2.37E+02
F15 7.96E+03±1.32E+03 8.24E+03±9.58E+02 8.17E+03±1.01E+03 8.22E+03±1.02E+03
F16 1.26E+00±6.54E-01 1.14E+00±5.03E-01 1.52E+00±8.57E-01 1.48E+00±7.39E-01
F17 8.13E+01±4.18E+00 8.27E+01±5.84E+00 8.35E+01±4.38E+00 8.31E+01±5.79E+00
F18 2.50E+02±2.97E+01 2.63E+02±2.62E+01 2.44E+02±2.43E+01 2.47E+02±2.73E+01
F19 6.83E+00±1.04E+00 6.73E+00±9.16E-01 6.98E+00±1.23E+00 7.03E+00±1.27E+00
F20 2.12E+01±8.11E-01 2.09E+01±9.04E-01 2.11E+01±8.86E-01 2.11E+01±1.11E+00
F21 8.67E+02±3.19E+02 8.06E+02±3.75E+02 8.66E+02±3.47E+02 8.75E+02±3.50E+02
F22 1.01E+03±3.14E+02 9.78E+02±3.61E+02 1.01E+03±2.63E+02 1.03E+03±3.20E+02
F23 8.50E+03±1.36E+03 8.32E+03±1.33E+03 8.32E+03±1.14E+03 8.54E+03±1.25E+03
F24 2.83E+02±1.71E+01 2.80E+02±1.22E+01 2.79E+02±1.78E+01 2.83E+02±1.26E+01
F25 3.32E+02±2.81E+01 3.37E+02±2.41E+01 3.37E+02±2.54E+01 3.39E+02±2.52E+01
F26 3.64E+02±6.73E+01 3.64E+02±6.63E+01 3.89E+02±1.62E+01 3.58E+02±7.35E+01
F27 1.23E+03±1.34E+02 1.20E+03±1.53E+02 1.20E+03±9.47E+01 1.24E+03±1.19E+02
F28 7.17E+02±9.44E+02 4.08E+02±4.98E-01 6.11E+02±7.72E+02 7.13E+02±9.29E+02

图6 不同SR(0)值的平均排名情况

5.3 策略有效性验证

  在本小节中,我们设计了一系列试验来验证自

适应双坐标系策略、基于离散变量相关性的局部搜

索策略以及集成变异策略框架中所涉及到的个体选

择方式的有效性.
5.3.1 自适应双坐标系策略的有效性验证

在此实验中,为验证自适应双坐标系策略的有

效性,我们构造了三种对比算法,如下所示:

(1)ABSDEmv_E :仅使用特征坐标系;
(2)ABSDEmv_I:仅使用原坐标系;
(3)ABSDEmv_R :按相同概率随机选择特征坐

标系或原坐标系.
上述三个对比算法与ABSDEmv 可分成两类:一

类是ABSDEmv_E 和ABSDEmv_I,它们仅使用单一

的坐标系;另一类是ABSDEmv_R 和 ABSDEmv ,它
们同时使用了双坐标系,区别在于如何使用这两种

坐标系.为公平比较,这三种对比算法的参数设置均

与ABSDEmv 保持一致.通过与这三种对比算法的性

能比 较,可 直 观 地 分 析 自 适 应 双 坐 标 系 策 略 对

ABSDEmv 的影响.同时,为使对比结果更具统计意

义,采用了无参数的 Wilcoxon’s秩和检验,显著性

水平α 设置为0.05.
表4给出了所涉及的四种算法的比较结果,且

最好结果加粗显示.Wilcoxon’s秩和检验的结果汇

总在表4最后一行,符号“+”,“=”和“-”分别表示

对比算法的结果好于、相似和差于ABSDEmv .从表

中可看出,ABSDEmv 总体性能在所有对比算法中表

现最好,能在绝大多数的测试函数上取得最好结果,
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表3 ABSDEmv 使用不同 {a,b,c}值的比较结果

Func. SBA_Cwithout SBA_C3,3,3 SBA_C3.3.5 SBA_C3,3,10 SBA_C5,3,5
F01 2.26E+00±4.21E-01 1.87E+00±4.93E-02 1.86E+00±4.52E-16 1.89E+00±7.64E-02 1.86E+00±4.52E-16
F02 1.98E+06±4.39E+05 2.32E+06±8.62E+05 2.39E+06±9.34E+05 2.27E+06±6.54E+05 2.04E+06±5.60E+05
F03 1.78E+08±1.01E+08 2.35E+08±2.72E+08 2.35E+08±1.87E+08 1.81E+08±1.72E+08 1.36E+08±6.34E+07
F04 1.05E+04±3.07E+03 1.08E+04±3.01E+03 1.06E+04±3.01E+03 1.15E+04±3.00E+03 1.19E+04±3.48E+03
F05 6.61E-01±2.10E-01 4.36E-01±1.79E-02 4.33E-01±1.13E-16 4.85E-01±9.46E-02 4.33E-01±1.13E-16
F06 4.95E+01±9.94E+00 5.24E+01±1.60E+01 5.23E+01±1.58E+01 5.30E+01±1.83E+01 4.68E+01±3.67E+00
F07 6.81E+01±1.94E+01 7.21E+01±2.40E+01 7.04E+01±2.27E+01 6.95E+01±1.89E+01 6.89E+01±1.71E+01
F08 2.11E+01±1.01E-01 2.11E+01±1.02E-01 2.11E+01±9.97E-02 2.11E+01±9.73E-02 2.11E+01±1.03E-01
F09 3.50E+01±6.24E+00 3.55E+01±5.41E+00 3.73E+01±6.79E+00 3.71E+01±5.61E+00 3.72E+01±6.65E+00
F10 5.53E+00±2.14E+00 5.07E+00±1.68E+00 5.10E+00±1.29E+00 4.53E+00±1.50E+00 4.43E+00±1.69E+00
F11 4.65E+01±1.24E+01 3.27E+01±9.00E+00 2.73E+01±7.82E+00 2.73E+01±8.14E+00 2.77E+01±7.69E+00
F12 1.36E+02±2.90E+01 1.31E+02±2.70E+01 1.35E+02±3.38E+01 1.32E+02±2.30E+01 1.32E+02±2.52E+01
F13 2.54E+02±4.30E+01 2.42E+02±5.41E+01 2.49E+02±3.83E+01 2.40E+02±4.65E+01 2.39E+02±4.51E+01
F14 1.45E+03±4.95E+02 1.21E+03±3.40E+02 9.99E+02±2.52E+02 8.15E+02±2.56E+02 1.01E+03±2.54E+02
F15 8.16E+03±9.60E+02 8.53E+03±1.07E+03 8.45E+03±9.64E+02 7.61E+03±1.33E+03 8.24E+03±9.58E+02
F16 1.26E+00±7.15E-01 1.42E+00±6.34E-01 1.13E+00±4.26E-01 1.37E+00±5.85E-01 1.14E+00±5.03E-01
F17 9.38E+01±1.21E+01 8.84E+01±6.82E+00 8.22E+01±4.49E+00 7.96E+01±3.74E+00 8.27E+01±5.84E+00
F18 2.41E+02±3.14E+01 2.46E+02±2.78E+01 2.52E+02±3.05E+01 2.51E+02±2.89E+01 2.63E+02±2.62E+01
F19 8.99E+00±1.78E+00 7.54E+00±1.30E+00 6.61E+00±1.37E+00 6.44E+00±1.01E+00 6.73E+00±9.16E-01
F20 2.11E+01±1.16E+00 2.12E+01±1.04E+00 2.12E+01±1.17E+00 2.11E+01±7.59E-01 2.09E+01±9.04E-01
F21 8.37E+02±3.61E+02 7.06E+02±4.12E+02 8.19E+02±3.27E+02 7.96E+02±3.94E+02 8.06E+02±3.75E+02
F22 1.73E+03±4.70E+02 1.29E+03±3.21E+02 1.02E+03±3.71E+02 7.65E+02±2.87E+02 9.78E+02±3.61E+02
F23 8.42E+03±1.46E+03 8.25E+03±1.13E+03 8.37E+03±1.19E+03 8.70E+03±1.17E+03 8.32E+03±1.33E+03
F24 2.83E+02±1.32E+01 2.82E+02±1.71E+01 2.85E+02±1.43E+01 2.81E+02±1.74E+01 2.80E+02±1.22E+01
F25 3.38E+02±2.38E+01 3.37E+02±2.25E+01 3.39E+02±2.53E+01 3.38E+02±2.49E+01 3.37E+02±2.41E+01
F26 3.89E+02±1.28E+01 3.63E+02±5.63E+01 3.72E+02±5.94E+01 3.83E+02±3.72E+01 3.64E+02±6.63E+01
F27 1.22E+03±1.44E+02 1.19E+03±1.65E+02 1.19E+03±1.18E+02 1.24E+03±1.40E+02 1.20E+03±1.53E+02
F28 1.22E+03±1.37E+03 4.08E+02±6.51E-01 1.12E+03±1.31E+03 7.13E+02±9.28E+02 4.08E+02±4.98E-01

图7 不同 {a,b,c}值的平均排名情况

在28个函数中的16个函数上取得了最好结果.具
体 而 言,与 ABSDEmv_E 和 ABSDEmv_I 相 比

ABSDEmv ,分别在15个、16个测试函数上要更优,
且仅在2个、5个测试函数上要弱于 ABSDEmv_E
和ABSDEmv_I.这一比较结果验证了,同时使用原

坐标系和特征坐标系的效果要显著地优于仅使用单

一坐标系.与ABSDEmv_R 相比,ABSDEmv 在13个

测试函数上更优,仅在5个测试函数上结果略差,在
剩下的10个测试函数上两者性能相近;由此可得

出,在使用双坐标系方面,本文提出的自适应方式比

随机方式要更好.
 

ABSDEmv 与 ABSDEmv_I 在24
个不可分问题上进行了进一步比较,结果表明前者

在24个问题上取得了12个最好结果,仅在5个问

题上差于前者.因此,可以得出结论,引入特征坐标

系松弛变量之间的相关性,可以有效提高算法求解

变量相关的 MVOPs的性能.为简化算法对比情况,
图8给出了使用Friedman检验得到的算法平均排

名,可看到ABSDEmv 排名最靠前.
  此外,为进一步讨论不同采样方式对算法性能

的影响,此处对比了三种采样方式:(1)选择种群

中适应度值最差的一半个体;(2)随机选择种群中

的一半个体;(3)选择种群中适应度值中间的一半

个体.基于以上采样方式构造的对比算法分别记

作ABSDEmv-1、ABSDEmv-2和 ABSDEmv-3.对这

三种对比算法而言,除采样方式不同外,其余的算

法部分均相同.
表5给出了所涉及的四种算法的实验结果,最
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表4 自适应双坐标系策略的有效性验证

Func. ABSDEmv_E ABSDEmv_I ABSDEmv_R ABSDEmv

F01 2.01E+00±1.96E-01- 1.90E+00±8.29E-02- 1.89E+00±8.61E-02- 1.86E+00±4.52E-16
F02 1.78E+06±6.78E+05= 3.07E+06±1.04E+06- 2.35E+06±1.09E+06= 2.04E+06±5.60E+05
F03 3.92E+08±2.35E+08- 1.52E+08±1.80E+08= 1.81E+08±1.28E+08= 1.36E+08±6.34E+07
F04 2.17E+04±5.28E+03- 1.52E+04±3.51E+03- 1.62E+04±3.51E+03- 1.19E+04±3.48E+03
F05 1.43E+01±1.03E+01- 5.68E-01±2.67E-01- 5.07E-01±1.89E-01- 4.33E-01±1.13E-16
F06 5.92E+01±2.21E+01= 4.75E+01±1.20E+00= 5.14E+01±1.30E+01= 4.68E+01±3.67E+00
F07 9.87E+01±2.36E+01- 9.78E+01±3.88E+01- 8.82E+01±2.83E+01- 6.89E+01±1.71E+01
F08 2.11E+01±9.61E-02= 2.12E+01±5.35E-02- 2.12E+01±6.51E-02- 2.11E+01±1.03E-01
F09 3.78E+01±4.42E+00= 3.36E+01±4.16E+00= 3.64E+01±4.10E+00= 3.72E+01±6.65E+00
F10 3.82E+00±1.04E+00= 3.80E+00±1.24E+00= 3.08E+00±6.57E-01+ 4.43E+00±1.69E+00
F11 1.74E+02±2.80E+01- 8.33E+01±1.18E+01- 1.35E+02±2.14E+01- 2.77E+01±7.69E+00
F12 1.52E+02±2.52E+01- 9.91E+01±1.90E+01+ 1.09E+02±2.27E+01+ 1.32E+02±2.52E+01
F13 2.72E+02±3.64E+01- 2.06E+02±5.49E+01+ 2.26E+02±4.03E+01= 2.39E+02±4.51E+01
F14 6.85E+03±1.22E+03- 3.77E+03±5.36E+02- 5.83E+03±4.79E+02- 1.01E+03±2.54E+02
F15 6.98E+03±7.97E+02+ 9.03E+03±2.19E+03= 7.37E+03±1.91E+03+ 8.24E+03±9.58E+02
F16 1.44E+00±1.23E+00= 3.66E+00±3.16E-01- 2.67E+00±1.38E+00- 1.14E+00±5.03E-01
F17 2.30E+02±2.93E+01- 1.50E+02±1.20E+01- 2.04E+02±1.58E+01- 8.27E+01±5.84E+00
F18 2.79E+02±2.34E+01- 3.42E+02±7.94E+01- 2.56E+02±5.04E+01= 2.63E+02±2.62E+01
F19 1.74E+01±3.67E+00- 1.85E+01±2.35E+00- 1.95E+01±3.58E+00- 6.73E+00±9.16E-01
F20 2.11E+01±8.35E-01= 2.22E+01±5.00E-01- 2.19E+01±6.50E-01- 2.09E+01±9.04E-01
F21 7.76E+02±4.07E+02= 8.24E+02±4.06E+02= 8.25E+02±3.83E+02= 8.06E+02±3.75E+02
F22 7.27E+03±8.37E+02- 4.98E+03±7.45E+02- 6.68E+03±6.30E+02- 9.78E+02±3.61E+02
F23 7.59E+03±7.78E+02+ 9.73E+03±2.27E+03- 8.37E+03±1.32E+03= 8.32E+03±1.33E+03
F24 2.79E+02±1.33E+01= 2.62E+02±8.46E+00+ 2.64E+02±9.87E+00+ 2.80E+02±1.22E+01
F25 3.67E+02±2.24E+01- 3.89E+02±3.70E+00- 3.83E+02±1.35E+01- 3.37E+02±2.41E+01
F26 3.16E+02±9.64E+01= 2.67E+02±8.90E+01+ 2.78E+02±9.16E+01+ 3.64E+02±6.63E+01
F27 1.23E+03±9.53E+01= 1.11E+03±1.18E+02+ 1.15E+03±1.15E+02= 1.20E+03±1.53E+02
F28 5.14E+02±5.73E+02- 4.09E+02±8.14E-01= 4.08E+02±7.30E-01= 4.08E+02±4.98E-01

+/=/- 2/11/15 5/7/16 5/10/13 -/-/-

图8 ABSDEmv_E、ABSDEmv_I、ABSDEmv_R 和

ABSDEmv 的平均排名情况

好结果以粗体突显.同样,也使用 Wilcoxon’s秩和

检验进行统计检验.如表5所示,
 

ABSDEmv 要明显

优于其他三种对比算法,尤其是单峰函数上,均取得

最好结果.
 

图9展示了所涉及的四种算法基于

Friedman检验的平均排名,可看出 ABSDEmv 排名

第一.

5.3.2 基于离散变量相关性的局部搜索策略的有

效性验证

为更好地优化 MVOPs中的离散变量,我们提出

了基于离散变量相关性的局部搜索策略(SBA_C).值
得注意的是,Peng等人[13]提出的 MCDEmv 也使用

了类似的离散变量优化策略,即基于统计的局部搜

索机制(SBA ).在SBA 中,从当前种群中最好的

一半个体中随机选择a 个个体,并随机选择b维离

散变量进行局部搜索.为验证SBA_C 策略的有效

性,我们构造了如下两种比较算法:
(1)ABSDEmv_non:移除SBA_C 策略ABSDEmv

的算法.
(2)ABSDEmv_peng:移除SBA_C 策略,使用

SBA 机制的ABSDEmv 算法.
此外,我们将 MCDEmv 加入比较,以进一步验

证所提出的SBA_C策略的有效性和本文算法性

能.
 

ABSDEmv 与 ABSDEmv_non、ABSDEmv_peng
之间的区别仅在于算法对于离散变量优化的方法不

同.ABSDEmv_non 未单独对离散变量进行优化,
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表5 不同采样方式的结果对比

Func. ABSDEmv-1 ABSDEmv-2 ABSDEmv-3 ABSDEmv

F01 1.86E+00±2.19E-02= 1.86E+00±4.52E-16= 1.86E+00±6.78E-16= 1.86E+00±4.52E-16
F02 4.17E+06±1.65E+06- 4.55E+06±1.68E+06- 3.69E+06±1.03E+06- 2.04E+06±5.60E+05
F03 3.02E+08±3.34E+08- 3.99E+08±3.98E+08- 3.42E+08±2.24E+08- 1.36E+08±6.34E+07
F04 5.05E+04±7.08E+03- 4.25E+04±8.61E+03- 4.49E+04±7.60E+03- 1.19E+04±3.48E+03
F05 4.37E-01±1.08E-02= 4.38E-01±1.71E-02= 4.33E-01±5.65E-17= 4.33E-01±1.13E-16
F06 5.28E+01±1.58E+01= 5.39E+01±1.83E+01= 5.11E+01±1.30E+01= 4.68E+01±3.67E+00
F07 7.47E+01±1.68E+01= 8.00E+01±1.47E+01- 7.65E+01±1.93E+01= 6.89E+01±1.71E+01
F08 2.12E+01±3.79E-02- 2.12E+01±4.61E-02- 2.12E+01±4.46E-02- 2.11E+01±1.03E-01
F09 4.13E+01±1.11E+01= 4.19E+01±9.23E+00- 3.89E+01±9.76E+00= 3.72E+01±6.65E+00
F10 5.41E+00±1.41E+00- 5.80E+00±1.67E+00- 6.54E+00±1.97E+00- 4.43E+00±1.69E+00
F11 1.68E+01±4.57E+00+ 1.95E+01±4.83E+00+ 1.74E+01±5.33E+00+ 2.77E+01±7.69E+00
F12 1.34E+02±5.62E+01= 1.35E+02±3.51E+01= 1.25E+02±3.05E+01= 1.32E+02±2.52E+01
F13 3.21E+02±7.80E+01- 2.95E+02±5.54E+01- 3.00E+02±6.72E+01- 2.39E+02±4.51E+01
F14 6.88E+02±2.19E+02+ 9.20E+02±2.50E+02= 7.34E+02±2.24E+02+ 1.01E+03±2.54E+02
F15 1.28E+04±2.03E+03- 1.02E+04±3.00E+03= 1.24E+04±2.39E+03- 8.24E+03±9.58E+02
F16 3.73E+00±3.59E-01- 3.54E+00±9.56E-01- 3.75E+00±3.46E-01- 1.14E+00±5.03E-01
F17 7.76E+01±2.59E+00+ 8.13E+01±3.14E+00= 7.78E+01±2.93E+00+ 8.27E+01±5.84E+00
F18 4.07E+02±4.41E+01- 3.44E+02±8.24E+01- 3.88E+02±6.53E+01- 2.63E+02±2.62E+01
F19 9.73E+00±3.00E+00- 1.04E+01±2.75E+00- 8.55E+00±2.68E+00- 6.73E+00±9.16E-01
F20 2.25E+01±7.05E-01- 2.23E+01±7.00E-01- 2.23E+01±7.75E-01- 2.09E+01±9.04E-01
F21 9.18E+02±2.71E+02= 7.67E+02±3.79E+02= 9.19E+02±2.72E+02= 8.06E+02±3.75E+02
F22 7.65E+02±2.37E+02+ 9.39E+02±2.46E+02= 6.99E+02±2.20E+02+ 9.78E+02±3.61E+02
F23 1.35E+04±1.87E+03- 1.01E+04±2.78E+03- 1.28E+04±2.33E+03- 8.32E+03±1.33E+03
F24 2.68E+02±1.44E+01+ 2.74E+02±1.88E+01= 2.69E+02±1.67E+01+ 2.80E+02±1.22E+01
F25 3.72E+02±1.60E+01- 3.54E+02±3.06E+01- 3.64E+02±2.34E+01- 3.37E+02±2.41E+01
F26 3.13E+02±9.42E+01= 3.30E+02±8.68E+01= 3.14E+02±9.43E+01= 3.64E+02±6.63E+01
F27 1.19E+03±1.22E+02= 1.18E+03±1.81E+02= 1.15E+03±1.39E+02= 1.20E+03±1.53E+02
F28 5.12E+02±5.72E+02- 6.12E+02±7.76E+02= 6.16E+02±7.93E+02= 4.08E+02±4.98E-01

+/=/- 5/9/14 1/13/14 5/10/13 -/-/-

图9 ABSDEmv-1、ABSDEmv-2、ABSDEmv-3和

ABSDEmv 的平均排名情况

ABSDEmv_peng 采用了 MCDEmv 的SBA 机制.
表6给出了这四种算法的实验结果,最好结果

加粗显示.同样,也使用 Wilcoxon’s秩和检验对结

果进行统计检测.从表中可看出,ABSDEmv 在大部

分测试函数上要优于ABSDEmv_non、ABSDEmv_peng
和 MCDEmv .因此,可得出结论,ABSDEmv 采用的

SBA_C 策略是有效的,且优于 MCDEmv 的SBA 方

法.与ABSDEmv_non 相比,ABSDEmv 在9个测试

函数上更优,仅在1个测试函数上弱一些,这很好地

验证了SBA_C 策略是有效的.ABSDEmv 在9个测

试函数上优于ABSDEmv_peng,仅在2个测试函数

上弱于ABSDEmv_peng,同样验证了SBA_C 策略

是有效的.最后,与 MCDEmv 比较,ABSDEmv 显著

地更优,在15个测试函数上要优于 MCDEmv ,仅在

5个 测 试 函 数 上 差 于 MCDEmv .综 上,不 论 是

SBA_C 策略还是就算法的总体性能,ABSDEmv 都

要优于 MCDEmv .图10展示了所涉及的四种算法

基于Friedman检验的平均排名.很明显,ABSDEmv

排名第一,而 MCDEmv 排名最后,这有力佐证了上

述结论.
5.3.3 个体选择方式的有效性验证

在ABSDEmv 的集成变异策略框架中,为减少目

标函数的评估次数,把试验个体与种群最优个体

Xg
best 的欧式距离作为评价指标,将距离最小的试验

个体作为候选个体.为验证这一方式的有效性,我们
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表6 SBA_C 策略的有效性验证

Func. ABSDEmv_non ABSDEmv_peng MCDEmv ABSDEmv

F01 2.26E+00±4.21E-01- 1.87E+00±4.63E-02- 3.33E-02±1.80E-01+ 1.86E+00±4.52E-16
F02 1.98E+06±4.39E+05= 2.07E+06±6.13E+05= 3.80E+06±1.03E+06- 2.04E+06±5.60E+05
F03 1.78E+08±1.01E+08= 1.61E+08±8.70E+07= 4.55E+08±2.96E+08- 1.36E+08±6.34E+07
F04 1.05E+04±3.07E+03= 1.06E+04±3.30E+03= 2.38E+04±4.92E+03- 1.19E+04±3.48E+03
F05 6.61E-01±2.10E-01- 4.37E-01±2.06E-02- 1.33E-01±3.40E-01+ 4.33E-01±1.13E-16
F06 4.95E+01±9.94E+00= 5.47E+01±1.92E+01- 4.78E+01±9.27E-01= 4.68E+01±3.67E+00
F07 6.81E+01±1.94E+01= 8.14E+01±3.15E+01= 7.20E+01±1.61E+01= 6.89E+01±1.71E+01
F08 2.11E+01±1.01E-01= 2.11E+01±9.99E-02= 2.12E+01±2.76E-02- 2.11E+01±1.03E-01
F09 3.50E+01±6.24E+00= 3.49E+01±6.01E+00= 4.46E+01±7.75E+00- 3.72E+01±6.65E+00
F10 5.53E+00±2.14E+00- 3.85E+00±1.23E+00= 2.98E+00±1.67E-01+ 4.43E+00±1.69E+00
F11 4.65E+01±1.24E+01- 7.49E+01±2.11E+01- 3.06E+01±9.52E+00= 2.77E+01±7.69E+00
F12 1.36E+02±2.90E+01= 1.45E+02±3.63E+01= 1.90E+02±6.16E+01- 1.32E+02±2.52E+01
F13 2.54E+02±4.30E+01= 2.40E+02±4.38E+01= 2.70E+02±4.95E+01- 2.39E+02±4.51E+01
F14 1.45E+03±4.95E+02- 1.91E+03±3.84E+02- 8.67E+02±4.58E+02+ 1.01E+03±2.54E+02
F15 8.16E+03±9.60E+02= 7.62E+03±1.01E+03+ 9.42E+03±1.77E+03- 8.24E+03±9.58E+02
F16 1.26E+00±7.15E-01= 1.26E+00±5.36E-01= 3.42E+00±8.53E-01- 1.14E+00±5.03E-01
F17 9.38E+01±1.21E+01- 1.18E+02±1.28E+01- 1.08E+02±1.14E+01- 8.27E+01±5.84E+00
F18 2.41E+02±3.14E+01+ 2.54E+02±3.37E+01= 3.04E+02±6.86E+01- 2.63E+02±2.62E+01
F19 8.99E+00±1.78E+00- 8.03E+00±1.81E+00- 6.46E+00±1.20E+00= 6.73E+00±9.16E-01
F20 2.11E+01±1.16E+00= 2.10E+01±7.75E-01= 2.16E+01±8.24E-01- 2.09E+01±9.04E-01
F21 8.37E+02±3.61E+02= 8.58E+02±3.16E+02= 4.00E+02±5.55E-01+ 8.06E+02±3.75E+02
F22 1.73E+03±4.70E+02- 2.44E+03±8.03E+02- 8.92E+02±3.14E+02= 9.78E+02±3.61E+02
F23 8.42E+03±1.46E+03= 7.86E+03±1.28E+03= 1.04E+04±1.98E+03- 8.32E+03±1.33E+03
F24 2.83E+02±1.32E+01= 2.86E+02±1.45E+01= 2.72E+02±1.62E+01= 2.80E+02±1.22E+01
F25 3.38E+02±2.38E+01= 3.23E+02±1.79E+01+ 3.38E+02±1.24E+01= 3.37E+02±2.41E+01
F26 3.89E+02±1.28E+01= 3.83E+02±3.79E+01= 3.92E+02±4.05E+01- 3.64E+02±6.63E+01
F27 1.22E+03±1.44E+02= 1.21E+03±1.29E+02= 1.25E+03±2.07E+02= 1.20E+03±1.53E+02
F28 1.22E+03±1.37E+03- 1.02E+03±1.25E+03- 2.14E+03±2.96E+02- 4.08E+02±4.98E-01

+/=/- 1/18/9 2/17/9 5/8/15 -/-/-

图10 ABSDEmv_non、ABSDEmv_peng、MCDEmv 和

ABSDEmv 的平均排名情况

采用了其他三种方式与该方式进行比较,包括:随机

选择方式、按距离最远的方式、Parzen
 

Window方

法[36].基于这三种方式,我们构造了如下三种对应

的比较算法:
(1)ABSDEmv_rnd:从三个试验个体中随机选

择一个作为候选个体.

(2)ABSDEmv_max :根据三个试验个体与种

群最优个体Xg
best 的欧式距离作为评价指标,选择距

离最远的试验个体作为候选个体.
(3)ABSDEmv_pwd:使用Parzen

 

Window 方

法对三个试验个体进行评估,选择概率密度最小的

作为后代个体.
上述 第 三 个 对 比 算 法 ABSDEmv_pwd 中 的

Parzen
 

Window方法是EAs中一种非常有代表性

的代理模型方法,通过构建概率密度函数来代替真

实的目标函数进行个体评估,其计算方式如下[36]:

F̂(y)=
1
μ∑

μ

i=1

Ri

μ
1
wφ

||y-xi||2
w    (17)

其中,||x||2= ∑
n

j=1
x2

j 表示为L2范式,Ri=μ-

i+1为个体Xi 在有序种群中的降序排名;φ(u)=
3
4
(1 - u2)1{|u|≤1} 为 Epanechnikov 核;w =

1
n∑

n

j=1

(a-j -b_j)
2 为窗口宽度,a-j 和b_j 为第j 维
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的上下边界.
表7给出了所涉及的四种算法的实验结果,最

好的结果加粗显示.同样,也使用 Wilcoxon’s秩和

检验进行统计检验.如表7所示,ABSDEmv 要明显

优于 ABSDEmv_rnd 和 ABSDEmv_max ,仅在3个

和1个函数上结果略差.而对于 ABSDEmv_pwd,

ABSDEmv 与 其 性 能 相 当,仅 在3个 函 数 上 差 于

ABSDEmv_pwd,在5个函数上要优于该算法.同

时,ABSDEmv 和 ABSDEmv_pwd 在四种算法中取

得了最好的整体性能,分别在13个和14个函数上

取得最好结果.为方便看出算法的整体性能对比,图

11中给出了采用Friedman检验得到的算法平均排

名情况,可看出 ABSDEmv 和 ABSDEmv_pwd 的排

名最靠前,且两者无明显差距.鉴于Parzen
 

Window
方法的计算复杂度要明显高于本文采用方法,我们

继续采用欧氏距离作为试验个体的评估指标.

表7 个体选择方式的有效性验证

Func. ABSDEmv_rnd ABSDEmv_max ABSDEmv_pwd ABSDEmv

F01 1.86E+00±4.52E-16= 5.92E+02±1.11E+02- 1.86E+00±4.52E-16= 1.86E+00±4.52E-16
F02 3.76E+06±1.08E+06- 7.60E+07±1.70E+07- 3.26E+06±8.58E+05- 2.04E+06±5.60E+05
F03 3.51E+08±1.84E+08- 7.09E+10±1.03E+10- 2.26E+08±1.55E+08- 1.36E+08±6.34E+07
F04 3.42E+04±7.45E+03- 9.58E+04±1.22E+04- 1.45E+04±3.76E+03- 1.19E+04±3.48E+03
F05 4.33E-01±1.13E-16= 2.79E+01±5.73E+00- 4.33E-01±1.13E-16= 4.33E-01±1.13E-16
F06 4.96E+01±1.22E+01= 3.81E+02±7.97E+01- 5.42E+01±1.79E+01= 4.68E+01±3.67E+00
F07 1.21E+02±2.54E+01- 1.30E+03±9.87E+02- 6.91E+01±1.35E+01= 6.89E+01±1.71E+01
F08 2.12E+01±6.06E-02- 2.12E+01±5.35E-02- 2.11E+01±9.23E-02= 2.11E+01±1.03E-01
F09 4.67E+01±7.70E+00- 6.25E+01±3.72E+00- 3.74E+01±4.20E+00= 3.72E+01±6.65E+00
F10 2.29E+00±4.67E-01+ 8.12E+02±1.80E+02- 7.24E+00±2.27E+00- 4.43E+00±1.69E+00
F11 2.17E+01±6.83E+00- 1.07E+02±1.19E+01- 1.81E+01±5.30E+00+ 2.77E+01±7.69E+00
F12 1.74E+02±8.86E+01= 5.43E+02±3.45E+01- 1.28E+02±2.25E+01= 1.32E+02±2.52E+01
F13 3.30E+02±6.17E+01- 5.62E+02±2.69E+01- 2.38E+02±5.70E+01= 2.39E+02±4.51E+01
F14 7.03E+02±2.32E+02+ 1.10E+03±2.09E+02= 6.34E+02±2.22E+02+ 1.01E+03±2.54E+02
F15 1.12E+04±2.47E+03- 1.38E+04±7.98E+02- 8.25E+03±7.72E+02= 8.24E+03±9.58E+02
F16 3.14E+00±8.99E-01- 3.61E+00±3.69E-01- 9.11E-01±3.00E-01+ 1.14E+00±5.03E-01
F17 8.78E+01±4.58E+00- 3.15E+02±2.70E+01- 8.24E+01±5.23E+00= 8.27E+01±5.84E+00
F18 3.73E+02±6.39E+01- 6.81E+02±3.95E+01- 2.56E+02±2.87E+01= 2.63E+02±2.62E+01
F19 1.36E+01±2.33E+00- 9.01E+01±1.92E+01- 6.82E+00±1.17E+00= 6.73E+00±9.16E-01
F20 2.23E+01±4.77E-01- 2.36E+01±2.66E-01- 2.06E+01±9.94E-01= 2.09E+01±9.04E-01
F21 6.47E+02±4.12E+02= 8.86E+02±1.38E+02= 8.75E+02±3.50E+02- 8.06E+02±3.75E+02
F22 8.28E+02±2.58E+02= 4.03E+03±7.57E+02- 5.76E+02±2.18E+02= 9.78E+02±3.61E+02
F23 1.12E+04±2.65E+03- 1.39E+04±8.41E+02- 8.40E+03±9.11E+02= 8.32E+03±1.33E+03
F24 2.82E+02±2.16E+01= 3.75E+02±4.78E+00- 2.75E+02±1.46E+01= 2.80E+02±1.22E+01
F25 3.79E+02±1.23E+01- 3.89E+02±4.42E+00- 3.26E+02±1.91E+01= 3.37E+02±2.41E+01
F26 2.70E+02±1.01E+02+ 2.24E+02±2.04E+01+ 3.26E+02±9.13E+01= 3.64E+02±6.63E+01
F27 1.33E+03±2.06E+02- 2.00E+03±5.40E+01- 1.14E+03±1.16E+02= 1.20E+03±1.53E+02
F28 5.16E+02±5.92E+02- 1.25E+03±1.51E+02- 7.16E+02±9.40E+02= 4.08E+02±4.98E-01

+/=/- 3/7/18 1/2/25 3/20/5 -/-/-

图11 ABSDEmv_rnd、ABSDEmv_max、MCDEmv_

pwd 和ABSDEmv 的平均排名情况

5.4 与其他EAs性能对比

  在本小节中,将ABSDEmv 与五种求解 MVOPs
的知名EAs进行性能对比,以验证算法的竞争力.
这五种对比算法如下:

(1)AEDA [17]:
 

基于离散化方法的分布估计

算法.
(2)ACOmv

[21]:
 

基 于 松 弛 方 法 的 蚁 群 优 化

算法.
(3)DEmv

[18]:
 

基于二分方法的混合DE算法.
(4)PSOmv

[14]:
 

基于二分方法的粒子群优化

算法.
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(5)MCDEmv
[15]:

 

基于松弛方法的多策略协同

DE算法.
上述算法中,AEDA是基于离散化方法的算

法,ACOmv 和 MCDEmv 是基于松弛方法的算法,

DEmv 和PSOmv 是基于二分方法的算法,关于算法的

其他特点已在3.1小节的“相关工作”中做了简介,
此处 不 再 赘 述.为 确 保 对 比 算 法 的 结 果 准 确,

AEDA、ACOmv、DEmv 以及PSOmv 的实验结果均

直接源自PSOmv 的原始文献[14],MCDEmv 的算

法结果源自其原文献[15].本文算法在每个测试

函数上独立运行30次,将30次的平均值作为最

终结果.表8给出了这六种算法的实验结果,表
的最后一行统计了每种算法取得最好结果的函

数个数.

表8 与五种知名EAs的对比结果

Func. AEDA ACOmv DEmv PSOmv MCDEmv ABSDEmv
F01 3.89E-02±9.83E-01 1.26E+02±2.13E+03 4.31E+03±3.62E+03 3.71E-11±4.63E-10 3.33E-02±1.80E-01 1.86E+00±4.52E-16
F02 8.60E+07±2.99E+08 2.79E+08±6.75E+08 1.64E+08±1.34E+08 3.39E+07±8.88E+07 3.80E+06±1.03E+06 2.04E+06±5.60E+05
F03 6.33E+08±2.36E+09 3.75E+10±1.07E+11 7.34E+10±7.92E+10 1.53E+09±6.39E+09 4.55E+08±2.96E+08 1.36E+08±6.34E+07
F04 4.80E+04±3.08E+04 6.80E+04±3.05E+04 9.18E+04±4.71E+04 1.00E+04±9.47E+03 2.38E+04±4.92E+03 1.19E+04±3.48E+03
F05 3.69E-01±2.33E+00 9.78E+00±7.66E+01 7.43E+02±4.51E+02 2.44E-05±1.73E-04 1.33E-01±3.40E-01 4.33E-01±1.13E-16
F06 2.10E+02±2.12E+02 4.43E+02±8.00E+02 6.73E+02±4.59E+02 2.87E+02±5.53E+02 4.78E+01±9.27E-01 4.68E+01±3.67E+00
F07 2.55E+01±3.21E+01 1.36E+02±1.63E+02 1.88E+02±1.18E+02 2.88E+01±2.88E+01 7.20E+01±1.61E+01 6.89E+01±1.71E+01
F08 2.12E+01±1.71E-01 2.12E+01±2.05E-01 2.12E+01±2.47E-01 2.12E+01±2.11E-01 2.12E+01±2.76E-02 2.11E+01±1.03E-01
F09 6.40E+01±1.11E+02 6.93E+01±3.21E+01 6.58E+01±9.55E+00 1.12E+01±2.20E+01 4.46E+01±7.75E+00 3.72E+01±6.65E+00
F10 2.77E+01±7.31E+01 4.04E+02±2.01E+03 1.46E+03±8.86E+02 2.08E-03±3.51E-02 2.98E+00±1.67E-01 4.43E+00±1.69E+00
F11 1.57E+02±1.11E+02 4.09E+02±4.40E+03 3.82E+02±1.15E+02 9.98E+01±2.63E+02 3.06E+01±9.52E+00 2.77E+01±7.69E+00
F12 3.70E+02±1.01E+02 5.31E+02±2.54E+02 6.23E+02±1.49E+02 3.55E+02±1.12E+02 1.90E+02±6.16E+01 1.32E+02±2.52E+01
F13 3.71E+02±7.72E+01 5.26E+02±2.56E+01 6.34E+02±1.61E+02 3.62E+02±7.56E+01 2.70E+02±4.95E+01 2.39E+02±4.51E+01
F14 6.47E+03±1.68E+03 1.35E+04±1.58E+03 6.24E+03±1.44E+03 1.81E+03±9.00E+03 8.67E+02±4.58E+02 1.01E+03±2.54E+02
F15 1.36E+04±2.04E+03 1.37E+04±2.28E+03 1.31E+04±1.94E+03 1.28E+04±2.08E+03 9.42E+03±1.77E+03 8.24E+03±9.58E+02
F16 3.73E+00±1.27E+00 3.92E+00±1.65E+00 3.75E+00±2.08E+00 3.68E+00±2.12E+00 3.42E+00±8.53E-01 1.14E+00±5.03E-01
F17 1.69E+02±7.76E+01 4.63E+02±7.83E+02 6.28E+02±2.23E+02 9.38E+01±3.11E+02 1.08E+02±1.14E+01 8.27E+01±5.84E+00
F18 1.76E+02±3.62E+02 4.51E+02±7.99E+02 6.40E+02±1.91E+02 7.54E+01±3.10E+02 3.04E+02±6.86E+01 2.63E+02±2.62E+01
F19 1.62E+01±1.15E+01 4.75E+03±2.63E+04 3.71E+02±6.69E+02 1.24E+01±3.15E+01 6.46E+00±1.20E+00 6.73E+00±9.16E-01
F20 2.16E+01±1.32E+00 2.16E+01±1.65E+00 2.18E+01±1.22E+00 1.92E+01±2.70E+00 2.16E+01±8.24E-01 2.09E+01±9.04E-01
F21 2.00E+02±1.71E-01 2.28E+02±4.03E+02 4.78E+02±1.84E+02 2.00E+02±4.41E-10 4.00E+02±5.55E-01 8.06E+02±3.75E+02
F22 6.61E+03±1.68E+03 1.36E+04±2.27E+03 6.39E+03±1.43E+03 1.85E+03±9.50E+03 8.92E+02±3.14E+02 9.78E+02±3.61E+02
F23 1.64E+04±9.06E+02 1.64E+04±1.16E+03 1.62E+04±1.50E+03 1.39E+04±3.29E+03 1.04E+04±1.98E+03 8.32E+03±1.33E+03
F24 1.43E+03±2.96E+02 1.68E+03±3.01E+02 1.74E+03±2.75E+02 1.25E+03±2.84E+02 2.72E+02±1.62E+01 2.80E+02±1.22E+01
F25 5.36E+02±6.83E+01 5.81E+02±6.25E+01 6.14E+02±5.44E+01 5.33E+02±5.34E+01 3.38E+02±1.24E+01 3.37E+02±2.41E+01
F26 7.70E+02±8.39E+02 9.54E+02±6.87E+03 3.05E+03±2.33E+03 2.90E+02±9.90E+02 3.92E+02±4.05E+01 3.64E+02±6.63E+01
F27 5.08E+03±5.83E+02 5.20E+03±1.36E+03 5.54E+03±2.19E+02 5.35E+03±5.97E+02 1.25E+03±2.07E+02 1.20E+03±1.53E+02
F28 1.15E+04±1.18E+03 1.13E+04±1.38E+03 1.12E+04±1.45E+03 1.06E+04±4.51E+03 2.14E+03±2.96E+02 4.08E+02±4.98E-01
Best 1 0 0 9 4 15

  从表8中可看出,ABSDEmv 在28个测试函数

上的表现显著优于五种对比算法,能在15个函数上

取得最好结果.具体而言,与AEDA相比,ABSDEmv

在23个函数上的结果要明显更优,且仅在5个函数

上略差.值得注意的是,与 ACOmv 和 DEmv 相比,

ABSDEmv 仅在测试函数F21上的性能更差,但在剩

余的其 他 函 数 上 均 明 显 好 于 它 们.与 PSOmv 和

MCDEmv 相比,ABSDEmv 的竞争力有微弱下降,但仍

显著优于这两个对比算法;其中,ABSDEmv 分别在18
和15个函数上明显优于PSOmv 和 MCDEmv .除此之

外,从函数类型方面来看,不管是单峰函数,还是多峰

函数或者组合函数,ABSDEmv 均表现出了强有力的

性能.为简化整体对比情况,根据Friedman检验结

果,在图12中给出了所涉及算法的平均排名.可看

出,前三名分别是ABSDEmv、PSOmv 以及 MCDEmv ,
并且ABSDEmv 的排名要比第二名好很多.
5.5 与其他DE性能对比

  在本小节中,为了进一步检验ABSDEmv 性能,
与三种知名的改进DE算法,即jSO[37]、L-SHADE[38]

和CPI-DE[31]进 行 比 较.前 两 种 算 法jSO 和 L-
SHADE分别为CEC2017和CEC2014单目标优化

竞赛中的冠军算法;而第三种CPI-DE是基于累计

种群信息的DE,主要特点是在原坐标系和特征坐

标系中同时实现了交叉操作,并生成两个试验向量,
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图12 AEDA、ACOmv、DEmv、PSOmv、MCDEmv 和

ABSDEmv 的平均排名情况

有非常好的性能.需说明的是,这三种DE是为求解

COPs而设计的,为方便它们能求解 MVOPs,我们

对其进行了适当改造,与本文算法ABSDEmv 一样分

别对连续变量和离散变量进行优化,且同样采用了

向下取整的方式.
为了保证实验的公平性,上述对比算法的公共

参数设置与第5.1小节保持一致.表9给出了这四

种算法的实验结果,且最好结果加粗显示.Wilcox-
on’s秩和检验的结果汇总在表9的最后一行.从表

9中可看出,本文算法ABSDEmv 在大多数问题上都

能取得最好表现,在21个测试函数上取得了最好结

果,且显著优于三种对比算法.与两个冠军算法jSO

和L-
 

SHADE相比,ABSDEmv 分别在23个和18
个函数上的结果明显更优.值得注意的是,jSO是基

于L-SHADE的改进版本,具有更强的单目标优化

能力,
 

但 在 求 解 MVOPs时 性 能 弱 于 后 者.与

ABSDEmv 相比,CPI-DE虽然同样采用特征坐标

系松弛变量间相关性,但其求解的结果更差,仅在测

数函数F21上优于 ABSDEmv .为简化整体对比情

况,根据Friedman检验结果,在图13中给出了所涉

及算法的平均排名.可看出,前三名分别是ABSDEmv 、

L-SHADE以及jSO.从本小节实验可得出,在设计

算法过程中,若不考虑 MVOPs的问题特性,不做针

对性的策略设计,算法仍无法取得较好结果.

图13 jSO、L-SHADE、CPI-DE和

ABSDEmv 的平均排名情况

表9 与三种知名的改进DE算法的对比结果

Func. jSO L-SHADE CPI-DE ABSDEmv

F01 6.82E+02±3.54E+02- 4.10E+01±1.39E+02- 6.10E+02±9.66E+01- 1.86E+00±4.52E-16
F02 1.63E+07±4.54E+06- 1.07E+07±4.43E+06- 1.90E+07±3.69E+06- 2.04E+06±5.60E+05
F03 1.75E+10±9.95E+09- 5.37E+09±3.69E+09- 3.59E+10±6.13E+09- 1.36E+08±6.34E+07
F04 2.73E+04±6.43E+03- 9.31E+04±4.78E+04- 2.93E+04±5.31E+03- 1.19E+04±3.48E+03
F05 1.47E+03±4.49E+02- 1.26E+02±1.23E+02- 7.76E+01±7.71E+00- 4.33E-01±1.13E-16
F06 2.15E+02±5.16E+01- 6.40E+01±2.53E+01= 1.36E+02±1.70E+01- 4.68E+01±3.67E+00
F07 1.06E+02±1.62E+01- 1.11E+02±2.11E+01- 1.36E+02±9.12E+00- 6.89E+01±1.71E+01
F08 2.12E+01±5.35E-02- 2.11E+01±8.98E-02= 2.12E+01±4.07E-02- 2.11E+01±1.03E-01
F09 5.71E+01±4.30E+00- 6.12E+01±3.29E+00- 7.45E+01±1.64E+00- 3.72E+01±6.65E+00
F10 4.09E+02±8.99E+01- 7.09E+01±6.86E+01- 1.35E+02±2.46E+01- 4.43E+00±1.69E+00
F11 1.27E+02±5.93E+01- 8.71E+00±6.93E+00+ 4.25E+02±1.51E+01- 2.77E+01±7.69E+00
F12 2.78E+02±5.48E+01- 1.63E+02±3.66E+01- 4.52E+02±1.83E+01- 1.32E+02±2.52E+01
F13 3.97E+02±6.91E+01- 3.23E+02±5.77E+01- 4.50E+02±1.37E+01- 2.39E+02±4.51E+01
F14 2.61E+02±3.12E+02+ 6.35E+01±3.65E+01+ 1.15E+04±4.09E+02- 1.01E+03±2.54E+02
F15 8.20E+03±1.43E+03= 7.46E+03±8.45E+02+ 1.46E+04±3.52E+02- 8.24E+03±9.58E+02
F16 3.77E+00±3.29E-01- 1.59E+00±3.97E-01- 3.78E+00±3.40E-01- 1.14E+00±5.03E-01
F17 1.34E+02±3.64E+01- 7.81E+01±1.03E+01+ 5.57E+02±2.14E+01- 8.27E+01±5.84E+00
F18 6.47E+02±7.42E+01- 4.93E+02±1.14E+02- 5.56E+02±2.89E+01- 2.63E+02±2.62E+01
F19 5.88E+02±6.72E+02- 9.92E+00±1.03E+01= 8.41E+01±1.41E+01- 6.73E+00±9.16E-01
F20 2.21E+01±7.99E-01- 2.31E+01±1.40E+00- 2.29E+01±2.17E-01- 2.09E+01±9.04E-01
F21 1.08E+03±2.69E+02- 8.93E+02±2.96E+02= 7.20E+02±2.34E+02+ 8.06E+02±3.75E+02
F22 3.54E+02±1.79E+02+ 1.30E+02±7.27E+01+ 1.20E+04±5.17E+02- 9.78E+02±3.61E+02
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续表

Func. jSO L-SHADE CPI-DE ABSDEmv

F23 8.41E+03±1.43E+03= 8.68E+03±1.33E+03= 1.48E+04±4.42E+02- 8.32E+03±1.33E+03
F24 3.42E+02±1.19E+01- 3.40E+02±1.39E+01- 3.69E+02±7.48E+00- 2.80E+02±1.22E+01
F25 3.73E+02±1.62E+01- 3.65E+02±1.30E+01- 4.25E+02±5.38E+00- 3.37E+02±2.41E+01
F26 3.14E+02±1.15E+02= 4.27E+02±6.34E+01- 4.12E+02±1.03E+02- 3.64E+02±6.63E+01
F27 1.62E+03±1.10E+02- 1.72E+03±1.59E+02- 2.20E+03±4.49E+01- 1.20E+03±1.53E+02
F28 1.59E+03±1.32E+03- 1.06E+03±1.32E+03- 5.87E+02±2.03E+01- 4.08E+02±4.98E-01

+/=/- 2/3/23 5/5/18 1/0/27 -/-/-

5.6 求解焊接梁设计问题

  为进一步评估ABSDEmv 性能,在本小节中,我
们使用ABSDEmv 来求解一个实际优化问题,即焊接

梁设计问题(WBD)[39],图14给出了该问题的一个

示意图.WBD问题包含一个梁(图中绿色部分)和
焊接体(图中蓝色部分),梁由低碳钢(C-1010)制成,
焊接在刚性支架上,并受到作用于自由端部的剪切

载荷P .该问题主要包括四个决策变量:宽度t、梁
的厚度b、焊缝厚度h 以及焊接接头的长度l,以最

小化梁的成本为设计目标.需注意的是,h 和l为离

散变量,t和b为连续变量,且离散变量的值必须为

0.0065的倍数.表10给出了这一问题的详细定义.
 

为求解 WBD问题,研究人员提出了多种方法[21,40-42],

其中文献[21,40,42]是将离散变量h 和l作为连续

变量进行优化,而文献[39,41-44]是作为离散变量

进行优化.应指出的是,在文献[39,41-44]中,求解

WBD问题取得了已知最好结果1.7312.

图14 焊接梁设计问题示意图

表10 焊接梁设计问题的具体定义

目标函数 Minf(x)=1.10471h2l+0.04811tb(14.0+l)

约束条件

g1 τ(x)-τmax≤0

g2 σ(x)-σmax≤0

g3 h-b≤0

g4 0.10471h2+0.04811tb(14.0+l)-5.0≤0

g5 0.125-h≤0

g6 δ(x)-δmax≤0

g7 P-Pc(x)≤0

其他说明

τ(x)= (τ')2+(τ″)2+2τ'τ″
1
2R
,τ″=

MR
J
,

M =P L+
l
2  ,R = l2

4 +(
h+t
2
)2,J=2 2hl l2

12+
h+t
2  2

    ,

σ(x)=
6PL
t2

,δ(x)=
4PL3

Et3b
,Pc(x)=

4.03E t2b6

36
L2 1-

t
2L

E
4G  ,

P =6000lb,L =14in,E =30×106psi,G =12×106psi,

τmax =13600psi,σmax =30000psi,δmax =0.25in,

0.1≤h≤2,0.1≤l≤10,0.1≤t≤10,0.1≤b≤2

  为充分验证ABSDEmv 在 WBD问题上的性能,
我们将上述文献中对应的算法StrGA-PSOA[39]、

CLPSO[43]、FA[44]以及 MCDEmv
[15]作为对比算法.

表11给出了所涉及五种算法的实验结果,其中对

比算法的实验结果直接来自于原文献.对比结果

表明,
 

ABSDEmv 同样可得到已知的最好结果.然
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而,需说明的是,尽管其他对比算法也能获得最好

结果,
 

但ABSDEmv 更加稳定且使用的评估次数最

少,这也表明 ABSDEmv 在 该 问 题 上 本 质 上 性 能

更好.

表11 五种算法在 WBD问题上的实验结果

算法 最佳值 平均值 最差值 标准差 评估次数(FEs)

StrGA-PSOA 1.731186 1.7622 — 0.0659 100000
CLPSO 1.731186 1.737459 — 0.017577 100000
FA 1.7312065 1.8786560 2.3455793 0.2677989 50000

MCDEmv 1.7312 1.7312 1.7314 4.08E-05 20000
ABSDEmv 1.7312 1.7312 1.7313 6.72E-08 20000

6 总 结

混合变量优化问题 MVOPs是一类重要的工程

问题,其难点在于需同时优化连续型和离散型决策

变量.然而,连续变量与离散变量之间的相关性,是
导致 MVOPs较难求解的原因之一.在已知求解

MVOPs的现有相关工作中,这种相关性往往被忽

略了,从而导致算法搜索方向极易受到变量间相关

性的影响.为此,本文提出了一种自适应双坐标系的

差分进化算法(ABSDEmv )来求解 MVOPs,通过使

用特征坐标系来松弛连续变量与连续变量、离散变

量与离散变量以及连续变量与离散变量之间的相关

性.同时,算法还保留原坐标系,设计了一种原坐标

系和特征坐标系的自适应切换策略,以发挥出两种

坐标系的各自优势,避免种群多样性丢失.此外,为
进一步提高离散变量的优化效果,还专门设计了一

种基于离散变量间相关性的局部搜索策略,有助于

增强算法的整体性能.
在一套通用测试集和一个实际混合变量优化问

题上进行了一系列的实验验证和分析,实验结果表

明本文算法能有效提高EAs求解 MVOPs的精度.
与其他五种相关的知名算法相比,本文算法有很强

的竞争力.在 WBD问题上的实验结果表明,本文算

法不仅在通用测试集上表现良好,在实际混合变量

优化问题上同样也有很好表现.但是,必须指出的

是,我们的工作仍存在两个缺点:其一,用于建立特

征坐标系的协方差矩阵可反映任意两个决策变量之

间的相关性,但无法反映多个决策变量之间的相关

性;其二,在集成变异框架中,考虑到计算复杂度而

未使用Parzen
 

Window方法.因此,如何获取多个

决策变量之间的相关性,以获得更可靠的特征坐标

系,以及使用Parzen
 

Window方法或更准确的个体

选择方法,是未来值得进一步研究的问题.

此外,在其他类型的优化问题中,例如:多目标

优化问题、多任务优化问题等,它们的决策变量间同

样存在相关性的特点.因此,若能在问题求解过程中

松弛变量间的相关性,这同样也能提升算法求解上

述优化问题的性能.在未来的工作中,我们将本文方

法拓展至更多类型的优化问题求解中,并设计相应

的改进算法以求解更多的实际 MVOPs,例如:盘式

制动器设计问题、CNN超参数优化等.
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Background

  Mixed-variable
 

optimization
 

problems
 

(MVOPs)
 

are
 

not
 

only
 

those
 

complex
 

optimization
 

problems
 

with
 

nonconvex,
 

multimodal
 

or
 

even
 

nondifferentiable,
 

but
 

also
 

have
 

the
 

u-

nique
 

feature
 

of
 

containing
 

both
 

continuous
 

and
 

discrete
 

vari-

ables,
 

which
 

exist
 

in
 

various
 

fields,
 

such
 

as
 

pressure
 

vessel
 

design
 

problem,
 

mixed-variable
 

newsvendor
 

problem
 

and
 

welded
 

beam
 

design
 

problem.
 

However,
 

due
 

to
 

that
 

the
 

deci-

sion
 

variables
 

of
 

MVOPs
 

present
 

different
 

spatial
 

distribution
 

features,
 

how
 

to
 

design
 

an
 

effective
 

algorithm
 

to
 

solve
 

MVOPs
 

is
 

still
 

a
 

challenge.
 

The
 

key
 

issue
 

in
 

developing
 

an
 

efficient
 

optimization
 

algorithm
 

lies
 

in
 

how
 

to
 

design
 

efficient
 

methods
 

to
 

deal
 

with
 

continuous
 

and
 

discrete
 

variables
 

sepa-

rately
 

and
 

how
 

to
 

search
 

the
 

search
 

space
 

of
 

mixed
 

variables
 

efficiently
 

and
 

cooperatively,
 

so
 

that
 

the
 

algorithm
 

can
 

quick-

ly
 

locate
 

the
 

global
 

optimal
 

solution.

To
 

address
 

those
 

challenges,
 

some
 

researchers
 

have
 

made
 

some
 

initial
 

attempts.
 

But
 

these
 

related
 

works
 

still
 

have
 

some
 

shortcomings.
 

They
 

ignore
 

the
 

correlation
 

be-

tween
 

continuous
 

variables
 

and
 

discrete
 

variables,
 

which
 

is
 

one
 

of
 

the
 

reasons
 

why
 

MVOPs
 

are
 

more
 

difficult
 

to
 

solve.
 

It
 

will
 

affect
 

the
 

search
 

direction
 

of
 

the
 

algorithm
 

and
 

reduce
 

its
 

effectiveness.

Therefore,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

differential
 

evolution
 

algorithm
 

based
 

on
 

adaptive
 

bi-coordinate
 

systems
 

to
 

solve
 

MVOPs
 

from
 

the
 

perspective
 

of
 

variable
 

correlation.
 

There
 

are
 

three
 

contributions
 

and
 

innovations
 

of
 

this
 

paper
 

when
 

compared
 

with
 

existing
 

work.
 

First,
 

this
 

paper
 

establishes
 

the
 

eigen
 

coordinate
 

system
 

using
 

the
 

covariance
 

matrix
 

in-

formation
 

of
 

the
 

population
 

to
 

relax
 

the
 

correlation
 

between
 

continuous
 

and
 

discrete
 

variables.
 

Second,
 

this
 

paper
 

designs
 

an
 

adaptive
 

strategy
 

to
 

switch
 

the
 

eigen
 

coordinate
 

system
 

and
 

the
 

original
 

coordinate
 

system
 

for
 

taking
 

full
 

advantages
 

of
 

the
 

two
 

coordinate
 

systems.
 

Third,
 

to
 

better
 

optimize
 

the
 

discrete
 

variables,
 

this
 

paper
 

specially
 

proposes
 

a
 

local
 

search
 

strategy
 

based
 

on
 

the
 

correlation
 

between
 

discrete
 

variables,
 

which
 

is
 

helpful
 

for
 

the
 

overall
 

performance
 

of
 

the
 

algorithm.
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Extensive
 

experimental
 

results
 

have
 

shown
 

the
 

great
 

superi-

ority
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

and
 

methods
 

over
 

compared
 

state-of-the-art
 

algorithms.
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