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无向图中子集反馈顶点集问题的精确算法
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摘　要　子集反馈顶点集问题是一个经典的ＮＰ难问题，该问题是指在一个无向图中删除最少的顶点使得图中某

些给定的顶点不在任何圈中．子集反馈顶点集问题包含了经典的最小反馈顶点集、多路割等重要特例问题，并且可

应用于电路测试、操作系统解死锁等领域．子集反馈顶点集问题也是精确算法中的一个重要问题，该问题存在一个

运行时间为犗（２狀）的简单暴力搜索算法，其中狀为图中顶点数．直到２０１１年Ｆｏｍｉｎ等人给出一个运行时间为

犗（１．８６３８狀）的算法，这个运行时间界才被打破．文中将该运行时间上界进一步改进到犗（１．７７４３狀）．文中的算法

是一个分支搜索算法，为了改进该问题的运行时间界，文中对问题的结构性质进行了深入的分析，挖掘出若干有效

的规约和分支规则，再采用测量治之方法对算法的运行时间进行分析，最终将运行时间上界给予改进．
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１　引　言

自从１９７１年Ｃｏｏｋ
［１］提出ＮＰ和ＮＰ完全的概

念以来，ＮＰ理论得到了广泛研究，成为计算机领域

中被引用最多的专业术语之一，ＮＰ完全也成为计

算理论中最为重要的概念之一．当Ｐ≠ＮＰ时，ＮＰ

完全问题不存在多项式时间算法．精确算法是通过

研究快速的指数时间算法来解决 ＮＰ完全问题和

ＮＰ难问题．在过去的几十年，精确算法得到了广泛

研究，虽然不如智能算法、近似算法等领域火热，但

是同样研究出了许多有趣的结果和方法，并且在计

算理论中产生了重大的影响，见 Ｗｏｅｇｉｎｇｅｒ的论文
［２］

和Ｆｏｍｉｎ与Ｋｒａｔｓｃｈ的专著
［３］．事实上，很多ＮＰ完

全问题都存在着一种非常简单的算法，即指数级的

暴力搜索算法．但是，到目前为止对于某些ＮＰ完全

问题其最佳的算法仍然还是这种简单的暴力搜索算

法，即便使用各种巧妙的算法设计技巧，它们的运行

时间仍然未能得到改进．例如ＴＳＰ问题，在２０世纪

６０年代就提出了运行时间为犗（２狀）的动态规划算

法（其中狀为图中的顶点数），但是在过去５０多年的

大量研究中一直未能打破２狀这个上界，而该问题是

否存在运行时间为犗（１．９９狀）的算法已经成为计

算理论中一个著名的公开难题．另一个重要的问题

是最大独立集问题（ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔ

ｐｒｏｂｌｅｍ），目前该问题的运行时间界被改进到

犗（１．１９９６狀）
［４］，而将这个上界改进到１．２狀以下用

了３０多年．这个上界是否能无限的改进下去呢？是

否存在运行时间为犗（１．０００１狀）的指数时间算法

呢？这些都是精确算法中常提及的问题，其研究意

义不仅仅在于解决该问题本身，而且有利于更好地

认识ＮＰ完全问题的计算复杂性．

在过去几十年，有许多基础的 ＮＰ完全问题其

精确算法的运行时间不断被改进，同时也产生了

许多新的算法设计技巧和方法．例如，３着色问题

（ｔｈｅ３ｃｏｌｏｒｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ）可以在犗（１．３２８９狀）时间

内解决［５］，最小顶点支配集问题（ｔｈｅｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔ

ｐｒｏｂｌｅｍ）可以在犗（１．４９６９狀）时间内解决
［６］，最小

边支配集问题（ｔｈｅｅｄｇｅｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ）

可以在犗（１．３１６０狀）时间内解决
［７］，最小反馈顶点

集问题（ｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ）可以在

犗（１．７２６６狀）时间内解决
［８］等等．本文研究的是子
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集反馈顶点集问题（ｔｈｅｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔ

ｐｒｏｂｌｅｍ）的精确算法．

图的一个反馈顶点集是一个顶点子集使得删除

它以后剩下的图不存在任何圈．最小反馈顶点集问

题就是在图中找出一个顶点数最少的反馈顶点集，

该问题是一个经典的 ＮＰ难问题
［９］．子集反馈顶点

集问题是最小反馈顶点集问题的一般化，给出图犌

和图犌 一个顶点子集犛，要求找出图中一个最小的

顶点集犆使得删除犆 以后犛 中的所有顶点都不在

任何圈中，这个顶点集犆称为图的一个子集反馈顶

点集．当犛指定为图中所有顶点时，子集反馈顶点

集问题退化为最小反馈顶点集问题．当犛中仅包含

一个顶点而此顶点不允许被删除时，子集反馈顶点

集问题等价于另一个经典问题———多路割问题（ｔｈｅ

ｍｕｌｔｉｗａｙｃｕｔｐｒｏｂｌｅｍ）
［１０］，这两个问题之间的相互

转换见参考文献［１１］．

子集反馈顶点集问题在电路测试、网络通信、操

作系统解死锁、分析工艺流程、同步系统、人工智能

和生物计算等领域都有重要的应用［１１１３］．例如，在操

作系统中，如果资源分配图含有圈则说明构成了死

锁．为了解除死锁，需要停止部分进程，即删除资源

分配图中某些点，使得图中不再含有圈，等价于在对

应的图中寻找顶点数最少的反馈顶点集．在某些应

用中，为了快速恢复操作系统，只需保证部分重要的

进程不存在死锁，这等价于在对应的图中寻找顶点

数最少的子集反馈顶点集．另一个例子是在遗传连

锁（Ｇｅｎｅｔｉｃｌｉｎｋａｇｅ）领域中的应用．遗传连锁是不

同基因的等位基因呈现和基因偶联的现象．遗传连

锁分析的目的是通过重组率来量化遗传连锁，重组

率是指在特定染色体的重要区域发生交叉的概率．

贝叶斯网络可以应用到遗传连锁分析中［１４］，在这种

模型下，估计重组率问题可转化为贝叶斯网络中用

谱系表示的更新问题，其本质是计算条件概率．但是

通常这样的计算无论是时间上还是空间上都是低

效的．Ｐｅａｒｌ提出了用于解决更新问题的算法
［１５］．

ＢａｒＹｅｈｕｄａ等人将具有特定拓扑结构的贝叶斯网

络的更新问题与无向图中的反馈集之间建立了联

系，他们证明了Ｐｅａｒｌ提出的算法的运行时间成指

数级取决于计算从贝叶斯网络中导出的无向图的反

馈顶点集［１６］．由于任意分配一组基因，Ｐｅａｒｌ提出的

算法可以处理顶点产生的诱导圈，所以不用执行穷

举搜索，估计重组率的复杂性由子集反馈顶点集所

决定．

２　相关工作

自从１９７９年Ｇａｒｅｙ等人
［９］证明了子集反馈顶

点集问题是ＮＰ完全问题以来，该问题得到了系统

且广泛的研究．在近似算法领域里，Ｅｖｅｎ等人
［１２］最

先开始对子集反馈顶点集问题进行研究，他们得到

了一个８倍近似率的算法，这也是该问题第一个常

数因子的近似算法．在参数算法领域里，以解集大

小犽为参数的子集反馈顶点集问题是否是固定参数

可解的（ＦｉｘｅｄＰａｒａｍｅｔｅｒＴｒａｃｔａｂｌｅ，ＦＰＴ）是知名的

公开难题［１７］．无向图中子集反馈顶点集问题的固

定参数可解性最后由 Ｋａｗａｒａｂａｙａｓｈｉ等人
［１８］和

Ｃｙｇａｎ等人
［１１］分别证明．随后 Ｗａｈｌｓｔｒｍ

［１９］给出了

第一个单指数运行时间的参数算法，其运行时间为

４犽狀犗
（１）．Ｈｏｌｓ等人

［２０］则给出了该问题的第一个多项

式大小的随机问题核．Ｃｈｉｔｎｉｓ等人
［２１］证明了有向

图上子集反馈顶点集问题的固定参数可解性，给了

一个运行时间为２犗
（犽
３）
狀犗

（１）的参数算法．

在精确算法领域里，如果将图中所有的顶点子

集都作为候选解考虑一次，可以得到运行时间为

犗（２狀）的暴力搜索算法来解决子集反馈顶点集问

题．这个运行时间上界很长时间都没有被打破．为

了解决这个问题，一些学者研究在某些特殊图上

的子集反馈顶点集问题．例如，Ｇｏｌｏｖａｃｈ等人
［２２２３］

证明了可以在犗（１．５８４８狀）时间内找到无向弦图上

一个最小的子集反馈顶点集，同时证明了可以在

犗（１．６７０８狀）时间内枚举（带权重的）无向弦图中

所有的最小子集反馈顶点集．对于一般的无向图，

犗（２狀）这个运行时间上界直到２０１１年才被Ｆｏｍｉｎ

等人打破［２４］（全文版参见文献［１３］）．他们给出一个

运行时间为犗（１．８６３８狀）的算法，该算法不仅可以

找到一个最小的子集反馈顶点集，而且可以枚举出

所有最小的子集反馈顶点集．Ｃｈｉｔｎｉｓ等人
［２５］则研

究了有向图上子集反馈顶点集问题，提出了一个运

行时间为犗（１．９９９３狀）的精确算法．以上都是目前

为止该问题已知的最好的精确算法．

另外，子集反馈顶点集问题的两个特例：最小

反馈顶点集问题和多路割问题，在精确算法里也

进行了深入研究．对于无向图中最小反馈顶点集问

题，Ｒａｚｇｏｎ
［２６］第一次打破了犗（２狀）这个上界，提出

了运行时间为犗（１．８８９９狀）的算法，随后这个结

果不断被改进［８，２７２８］，Ｆｏｍｉｎ等人将结果改进到

犗（１．７３４７狀）
［２７］，Ｘｉａｏ和Ｎａｇａｍｏｃｈｉ将结果改进到
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犗（１．７２６６狀）
［８］．对于多路割问题，Ｃｈｉｔｎｉｓ等人证明

此问题可以在犗（１．４７６６狀）时间内解决
［２５］．

３　本文贡献

本文将研究一般无向图中子集反馈顶点集问题

的精确算法，改进该问题的精确算法运行时间上界．

正如上所述，一般无向图上的子集反馈顶点集问题

的存在一个简单运行时间上界犗（２狀），能否改进这

个简单上界是一个多年的公开问题，直到２０１１年

Ｆｏｍｉｎ等人
［１３，２４］将上界改进到犗（１．８６３８狀），这也

是目前已知最好的结果．本文将这个运行时间上界

进一步改进到犗（１．７７４３狀）．

本文算法是一个分支搜索算法．通过对图性质

的深入分析得到一系列有效的约简和分支规则，算

法则是这些规则的一种合理组合．传统的算法分析

方法只能将该算法分析到犗（２狀）这个原始的运行

时间上界．为了得到改进的运行时间上界，文中采用

测量治之方法（ｔｈｅｍｅａｓｕｒｅａｎｄｃｏｎｑｕｅｒｍｅｔｈｏｄ）
［２９］

来对算法进行分析．测量治之方法是一种相对较新

的精确算法和参数算法分析技巧，其核心是分摊分

析的思想，将图中的顶点根据其在计算复杂度上的

贡献大小加以区分对待，赋予不同的权值，然后以图

中所有顶点的权值和作为衡量问题大小的度量．目

前很多重要的ＮＰ难问题的最佳精确算法都是基于

测量治之方法分析出来的．Ｆｏｍｉｎ等人
［１３］之所以能

将该问题的原始运行时间上界打破也是因为采用了

测量治之这个新的算法分析工具．

对比Ｆｏｍｉｎ等人的算法
［１３］和本文中的算法，主

要有如下一些异同点．首先两个算法都是基于测量

治之方法的分支搜索算法．两个算法中最基本的分

支规则都是不断选择图中一个顶点进行分情况讨

论：要么将该点放入解集中，要么将该点留在最终的

图（称为带约束的导出森林）中．然而在每一步中选

择不同点进行分支对问题的计算复杂度的下降是不

一样的，两个算法都试图在自己的度量规则下寻找

最有利于降低问题计算复杂度的顶点进行分支．为

了计算被分支的顶点对计算复杂度的贡献，两个算

法均定义了“激活块”、“广义邻居”等概念．然而本文

在更深入研究了该问题的图结构性质后，定义的“广

义邻居”等概念大大简化了文献［１３］中的概念，使得

算法分析更加简洁而且更加容易观察到问题的一些

其它性质．这样本文也得到了一些新的或精炼的约

简和分支规则，所有这些都是文中算法的基础．本文

算法中最为关键的一个步骤是定理６以及由它产生

的分支规则，其目的是为了避免在某些简单分支规

则下的瓶颈情况而设计的一个复杂的分支规则．总

体来说，本文算法基本沿用了文献［１３］中算法分析

的方法和思路，但是本文更加细致挖掘了问题的图

结构性质，在此基础上设计了更有效的简约和分支

规则，最终实现算法的运行时间上界的改进．

本文第４节介绍基本概念和定义；第５节介绍

分支搜索算法和测量治之方法的相关背景；第６节

证明问题的一些性质并设计算法；第７节采用测量

治之方法分析算法的运行时间；第８节进一步改进

算法，得到最终的运行时间上界；第９节进行总结．

４　符号和问题定义

无特殊说明，本文提及到的所有图均指无向图，

图中允许出现平行边和自环．简单图是指没有平行

边和自环的图．犌＝（犞，犈）表示一个顶点集为犞 和

边集为犈 的图，其中｜犞｜＝狀和｜犈｜＝犿．如果一个

顶点子集仅包含一个元素｛狏｝，可以简单记为狏．对

于一个顶点子集犡犞，用犌［犡］表示由犡 导出的

子图，犌［犞＼犡］也可以简写为犌＼犡．对图犌一个顶

点子集犡犞 的压缩是指在犌 中删除犡 以及与犡

相连的边，然后添加一个新顶点狏，在狏 和狏∈

犞＼犡之间添加狓狏条平行边，其中狓狏表示犌 中与集

合犡 相连的边的条数．压缩犌 中一个顶点子集犡

之后的图用犌／犡表示，压缩一个顶点子集后可能会

产生平行边．而压缩一条边就是压缩这条边的两个端

点．对于任意一个顶点狏，用犖（狏）表示图中顶点狏的

邻居集合；犖２（狏）表示距离顶点狏为２的顶点集合；

对于一个顶点子集犡，令犖（犡）＝∪
狏∈犡
犖（狏）＼犡．顶点

狏的度犱（狏）是指图中一个端点为狏的边的条数，其

中犱（狏）｜犖（狏）｜．在简单图中，犱（狏）＝｜犖（狏）｜始

终成立．算法运行时间的表示中，用犗符号省略多

项式部分，如对犳（狀）和犵（狀）两个函数，用犳（狀）＝

犗（犵（狀））表示犳（狀）＝犵（狀）·狀
犗（１）．

给定图犌的一个顶点子集犛犞，称为终端．如

果图中的一个圈包含犛中的顶点，则称该圈为犛

圈．若图中存在一个顶点子集犆犞 使得删除犆 以

后，在剩余图犌［犞＼犆］中犛＼犆中的任意顶点都不在

圈中（即不存在犛圈），则称顶点子集犆为图犌 的一

个犛反馈顶点集．对于图犌的一个导出子图犌１，如

果犌１中没有犛圈，则称犌１为犌 的一个犛导出森

林．给定一个图犌和终端集犛，最小子集反馈点集问
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题就是求一个包含顶点数最少的犛反馈顶点集；最

大子集导出森林问题就是求一个包含顶点数最多的

犛导出森林．可以看出这两个问题具有等价性，即

如果一个顶点集犆是最小子集反馈顶点集问题的

解，当且仅当其导出子图犌［犞＼犆］是最大子集导出

森林问题的解．为了描述方便，文中将以求解最大子

集导出森林问题的形式来阐述．本文考虑的是如下

一个带约束的最大子集导出森林问题：

带约束的最大子集导出森林问题

输入：一个无向图犌＝（犞，犈）和犌的两个顶点子集犛，犉

犞，其中导出子图犌［犉］不存在任意的犛圈．
问题：找到图犌的一个最大顶点子集犢犞 满足如下性

质：犉犢 且导出子图犌［犢］中任何圈都不包含犛∩犢 中

的顶点，即犌［犢］是一个犛导出森林．

可以看出，当犉为空集时，带约束的最大子集

导出森林问题就是最大子集导出森林问题．本文研

究这种带约束条件的问题，其主要原因是在分支搜

索算法中某些分支会要求将一些顶点保留在最后的

森林中，那么可以将这些顶点直接加入犉中．对于

带约束的最大子集导出森林问题，任意一个不含

犛圈并且包含犉 中所有顶点的子图称为该问题的

一个可行解．当一个可行解的大小达到最大时，就称

该可行解为最优解，在本文中将一个最优解简称为

一个解．本文用犝 来表示图中不在犉 中的顶点集，

即犝＝犞＼犉．

５　分支搜索算法和测量治之方法

本文采用的算法是分支搜索算法，这种算法包含

两种操作：约简和分支．约简就是在多项式时间内将

原问题实例转换成一个更小的等价实例．例如，在求

解最大子集导出森林问题中，图中所有度为１的顶点

都可以被删除，这是因为度为１的顶点不会在任何圈

中，所以可以将这些顶点直接加入最后的导出森林

中．注意，这种约简操作并不会指数级地增加算法的

运行时间．当不能对图进一步约简时，再将问题实例

分成几种情况进行搜索求解，即分支操作．分支就是

将原问题实例分成几个较小的问题实例，通过求解

所有这些小问题实例的解而得到原问题实例的解．

算法中的所有分支操作将会产生一棵“搜索树”，而

搜索树的大小则对应于问题的指数运行时间部分．

为了对算法进行分析，需要选择一个度量来分

析搜索树的大小．例如，图中的顶点数是最常见的度

量之一．假设在某个分支操作中，一个包含狀个顶点

的图犌被分成犾个子实例犌１，犌２，…，犌犾，其中犌犻只

有狀－狀犻个顶点（犻＝１，２，…，犾），狀犻表示图犌 分解成

子实例犌犻后减少的顶点数．用犆（狀）表示在任意狀个

顶点的图上算法所产生搜索树大小的上界．那么以

上的分支操作将产生如下的一个递归关系式：

犆（狀）∑
犾

犻＝１

犆（狀－狀犻）．

函数犳（狓）＝１－∑
犾

犻＝１

狓
－狀犻的最大实根τ（狀１，狀２，…，狀犾）

称为上述递归关系式的分支因子，而分支因子也是衡

量分支操作好坏的一个重要指标．如果一个算法中所

有分支操作对应的分支因子都不大于τ，那么算法对

应搜索树的大小为犆（狀）＝犗（τ
狀）．有关分支搜索算

法的分析和递归方程求解的内容可以参考文献［３］．

测量治之方法是Ｆｏｍｉｎ等人近年来新提出的

一种算法分析方法［２９］，该方法在精确算法和参数算

法中有着非常大的应用空间，在该方法提出后的五

年内，基于测量治之方法的算法改进了许多 ＮＰ难

问题原有的最佳精确算法．测量治之方法的核心是

采用一种分摊分析的思想，对于图上的某个问题，测

量治之方法将图中的顶点进行区分对待，并根据它

们对问题整体求解的难易程度分别赋予不同权重，

然后计算图中所有顶点的权值之和作为问题的度

量，最后对分支操作设计相应的递归关系式．按照这

种方式设置的度量能更多地考虑图的结构信息，甚

至可以在不改变原有算法的前提下改进算法的运行

时间界．例如，在测量治之方法中一种最为常见的权

值设置方案就是根据图中顶点的度对每个顶点进行

权重赋值［２９］，度越大的顶点其权重值越大，在分支

操作中，当删除一个顶点狏时，问题度量的减少不仅

包括狏这个顶点的权重（删除狏），可能还包括狏所

有邻居权重的减少量（删除狏后，其所有邻居的度减

少１，其权重也会减少）．所以相对于以图中顶点数

为度量的传统方式来说，这种方法可以从图结构中

得到一些信息从而可以更多地减少问题度量的规

模．因此，测量治之方法中最为重要的一步是设置顶

点的权重值，当列出所有递归关系式后可以通过求

解一个拟凸规划得到一个最好的赋值方案，使得在

该赋值方案下算法的最大分支因子达到最小．本文

将采用测量治之方法对子集反馈顶点集问题进行算

法的设计和分析．

６　算法设计

６１　初步思想

解决带约束的最大子集导出森林问题的一种最
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简单的分支搜索算法就是任意拿出犝 中一个顶点狏

分两种情况进行讨论：要么狏在犢（最后的导出森

林）中；要么狏不在犢 中．对于前一种情况，可以将狏

加入犉 中；对于后一种情况，则可以直接删除狏．如

此不断地进行分支搜索，直到犝 为空集，这样就可

以解决该问题．然而在理论分析上，该方法只能得到

犗（２狀）的运行时间界，很长时间以来，没有更好的

方法突破这个简单的运行时间界，直到Ｆｏｍｉｎ等人

用测量治之方法来解决该问题［１３，２４］．事实上，Ｆｏｍｉｎ

等人的算法主要还是不断选出一个顶点狏分两种情

况进行讨论：要么将狏留在最后的导出森林中，要么

删除．只是他们的算法不是随机地选择顶点进行分

支搜索，而是机智地选取可能很快降低问题计算复

杂度的顶点进行分支搜索，并采用测量治之方法对

算法进行设计和分析．本文同样采用测量治之方法

对算法进行分析和设计，但是本文将更深入研究问

题的结构性质，与此同时采用一种新的更有效的顶

点选择方案进行分支搜索，从而将算法的运行时间

界进一步改进．

首先，在一种特殊图犌＝（犞，犈）中考虑带约

束的最大子集导出森林问题．这种特殊图只包含一

个终端狊∈犛，并且图中所有顶点到狊的距离不大于

２，即犞＝｛狊｝∪犖（狊）∪犖２（狊）且｛狊｝∪犖（狊）犉，如

图１所示．

图１　图中所有顶点距离狊不大于２的特殊图

为了解决该问题，只需考虑犖２（狊）中的顶点是

加入森林犢 还是被删除．由于该图的特殊性可以得

到如下一个性质：如果图中存在犛圈，则一定存在

一个犛圈犙０至多只包含犖２（狊）中的两个顶点．如果

犙０只包含犖２（狊）中的一个顶点狏，那么可以不用分

支直接删除狏；如果犙０正好包含犖２（狊）中的两个顶

点狏和狌，那么需要对狏进行分支处理．要么将狏包

含到犢 中，要么将狏删除，而将狏包含到犢 中必须

删除狌，这样该分支可以同时减少两个顶点．所以，

在最差的分支情况下可以得到一个分支减少一个顶

点，另一个分支减少两个顶点，从而该问题可以在

犗（１．６１８２狀）的时间内解决，打破了原有犗（２狀）的

时间界．因此，文中算法的思想就是尝试将一般图一

步步转化成这种特殊图，从而降低运行时间复杂度．

事实上，文中算法所处理的特殊图犌原比上面描

述的更为复杂，其主要原因是终端集犛可能不止包

含一个顶点，而且犉可能包含｛犛｝∪犖（犛）以外的顶

点，这会导致问题更为复杂．为了处理更为复杂的结

构，文中将定义“广义邻居”和“激活块”等重要概念．

接下来先分析问题的图结构性质，给出一些约

简和分支规则，然后再介绍整体算法流程．

６２　定理和性质

一个问题实例犐等价于另一个问题实例犐′是指

在多项式时间内可以通过实例犐的一个解犢 构造

出实例犐′的一个解犢′，反之亦然．文中将证明一些

问题实例的等价性质，在这些等价性质的基础上定

义一些规约操作，通过这些规约操作简化原问题

实例．

定理１．　对于一个带约束的最大子集导出森林

问题实例犐＝（犌，犛，犉），若犐存在一个解不包含某个

顶点狏，则删除狏以后的实例犐′＝（犌＼狏，犛＼狏，犉）

的任意一个解是原问题实例犐的一个解；若犐存在

一个解包含某个顶点狌，则将狌加入犉 以后的实例

犐″＝（犌，犛，犉∪｛狌｝）的任意一个解是原问题实例犐

的一个解．

证明．　设犌′＝犌＼狏，犢′为犐′的任意一个最优

解．因为犌′是犌 的一个子图，所以犢′也是犐的一个

可行解．假设实例犐的一个最优解犢 不包含顶点狏，

那么犢 仍然是犐′的一个可行解．这种情况下有

｜犢｜｜犢′｜．

此时犢′是犐的一个最优解．

令犢″为犐″的任意一个最优解．因为犢″的导出

子图中不包含犛圈，因此犢″是犐的一个可行解．假

设实例犐的一个最优解犢 包含顶点狌，那么犢 仍然

是犐″的一个可行解．这种情况下有

｜犢｜｜犢″｜．

此时犢″是犐的一个最优解． 证毕．

定理１是文中很多分支操作的基础，当知道图中

某个顶点在一个最优解中或者不在一个最优解中时，

则可以利用定理将该顶点加入犉中或者直接删除．

定理２．　对于一个带约束的最大子集导出森

林问题实例犐＝（犌，犛，犉），用犐′＝（犌′，犛′，犉′）表示

压缩犛∩犉（或犉＼犛）中两个相邻点狏和狌成一个新

顶点狏后的问题实例，那么犐和犐′这两个问题实例

等价．其中犌′＝犌／｛狏，狌｝，犉′＝犉＼｛狏，狌｝∪｛狏｝，如

果狏，狌∈犛∩犉则犛′＝犛＼｛狏，狌｝∪｛狏｝，否则犛′＝犛．

证明．　假设犢′是犐′的任意一个解，以下证明

犢＝犢′＼｛狏｝∪｛狏，狌｝是犐的一个解．如果犢 不是犐

８９４ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



的一个解，则犌［犢］中存在一个犛圈犙′，这个圈必定

通过狏和狌中一个或者两个顶点．根据压缩操作的

定义可知，在犌 中狏 和狌 除去它们本身以外的所

有邻居在犌′中都是狏的邻居．这样，在犙′中将狏、狌

或者｛狏，狌｝换成狏后还能构造一个犛圈，这与犌［犢′］

不包含犛圈矛盾，所以犢 是犐的一个解．

下面假设犢 是犐的任意一个解，证明犢′＝

犢＼｛狏，狌｝∪｛狏｝是犐′的一个解．如果犢′不是犐′的一

个解，则犌［犢′］中存在一个犛圈犙 通过狏．根据压

缩操作的定义可知，对于犌′中狏的任意两个邻居

狑１和 狑２，在犌 中狑１和 狑２之间都有一条仅包含

｛狏，狌｝中顶点的路径．那么，在犙中将狏换成这条

路径则可得到一个犛圈，而该犛圈在犌［犢］中，这与

犢 是犐的一个解矛盾，所以犢′是犐′的一个解．

由此可知犐和犐′等价． 证毕．

根据定理２可知，压缩犛∩犉中的两个相邻点

或犉＼犛中的两个相邻点不会改变问题的最优性．当

定理２中蕴含的规则不能再压缩这个图的时候，

犛∩犉中的顶点构成一个独立集，犉＼犛中的顶点也

构成一个独立集，这时实例具有如下性质：

性质１．　假设定理２中的压缩规则不能再使

用，并且如果犝 中一个顶点狏 与犌［犉］中同一连

通分量的两个不同顶点相邻，那么狏一定在一个

犛圈中，且该圈只包含了犝 中的一个顶点狏．

定理３．　对于实例犐＝（犌，犛，犉），如果存在一

个顶点狏∈犞 不在任何犛圈中，则删除狏后的实例

犐′＝（犌＼狏，犛＼狏，犉＼狏）与犐等价．

证明．　假设犢′是犐′的任意一个解，以下证明

犢＝犢′∪狏是犐的一个解．如果犢 不是犐的一个解，

那么犌［犢］中存在一个犛圈犙′，而且这个圈必定通

过狏．这与已知狏在犌 中不属于任何犛圈矛盾，所以

犢 是犐的一个解．

下面假设犢 是犐的任意一个解，证明犢′＝犢＼狏

是犐′的一个解．令犌′＝犌＼狏，如果犢′不是犐′的一个

解，那么犌′［犢′］中存在一个犛圈犙．由于狏不在任

何的犛圈中，所以犛圈犙 必定不经过狏．而犢＝

犢′∪狏，这意味着犌［犢］中存在一个不包含狏的犛圈，

这与犢 是犐的一个解矛盾，所以犢′是犐′的一个解．

由此可知犐和犐′等价． 证毕．

根据定理３可知，当知道某个顶点狏不在任何

犛圈中时，删除狏后的实例与原问题等价．但是在求

解带约束的最大子集导出森林问题时，根据定理３

删除的所有顶点需要包含到原问题的最终解中．

定理４．　如果存在一个犛圈只包含犝 中的一

个顶点，那么删除这个顶点后的实例与原实例等价．

证明．　假设图中一个犛圈只包含犝 中的一个

顶点狏．用犐表示原问题实例，犐′表示删除狏以后的

问题实例．显然，狏一定不会在犐 的任何一个解犢

中．由定理１可知这两个问题的等价性． 证毕．

根据定理４可知，在求解最大子集导出森林问

题时，如果存在一个犛圈只包含犝 中的一个顶点

狏，那么可以将狏直接从图中删除．

当犉∩犛不为空时，算法将选择犌［犉］中一个包

含有犛中顶点的连通分量作为激活块，用犃狋表示激

活块．激活块是一个重要的概念，基于这个概念本文

才能将算法的运行时间给予改进．最开始激活块是

随机选择的，但是一旦某个犌［犉］的连通分量选定

为激活块后，即使该激活块压缩了（根据定理２两个

相邻顶点进行压缩了）或者扩展了（与激活块相邻的

犝 中顶点加入到犉 增大了该连通分量），该连通分

量仍然是激活块．仅仅当激活块不与图中任何犝 中

的顶点相邻时，算法将改选犌［犉］中另一个包含有犛

中顶点的连通分量作为激活块．以下先认为激活块是

犌［犉］中任意一个包含有犛中顶点的连通分量．犌［犉］

中除激活块外其余连通分量称为非激活块．

图２　激活块及其附属顶点狏的广义邻居

如果一个顶点不在激活块中并且至少与激活块

中一个顶点相邻时，称该顶点为激活块的附属点．如

果一个顶点不在非激活块中并且至少与非激活块中

一个顶点相邻时，称该顶点为非激活块的附属点．显

然激活块的附属点和非激活块的附属点都属于犝，

而且犝 的顶点可能既是激活块的附属点又是非激

活块的附属点．用犖（犃狋）表示激活块所有附属点的

集合．对于一个激活块的附属点狏，定义它的广义邻

居：犝 中的顶点狌称为狏的广义邻居，当且仅当狌不

是激活块的附属点，并且狌是狏的邻居或者狌和狏

都是同一个非激活块的附属点（即狌和狏之间存在

一条路径，在该路径上除去狌和狏以外的顶点都属

于非激活块）．激活块附属点狏广义邻居的集合用

犌犖（狏）表示，广义邻居的个数用犵犱（狏）表示，即

犵犱（狏）＝｜犌犖（狏）｜．广义邻居是文中另一个重要的

概念．在图２的例子中，狏是激活块犃狋的附属点，根

据广义邻居的定义可知，｛狌２，狌４｝是狏的广义邻居，
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而｛狌１，狌３｝不是狏的广义邻居，因为｛狌１，狌３｝是激活

块的附属点．

根据广义邻居的定义可以得到如下性质．

性质２．　如果一个顶点狏的广义邻居狌不是

激活块的附属点，将狏加入犉 后，则狌变成新激活

块的附属点．

下一个与广义邻居相关的定理在算法中被多次

使用．

定理５．　假设犛∩犉 中的顶点构成一个独立

集且犉＼犛中的顶点也构成一个独立集，如果通过顶

点狏的任意犛圈至少包含犝 中的３个顶点且

犵犱（狏）１，那么该问题实例存在一个最优解包含狏．

证明．　首先考虑犵犱（狏）＝０的情况．反设存在

一个最优解犢′不包含狏，以下推出矛盾．在反设条件

下，生成子图犌［犢′∪｛狏｝］中存在一个包含顶点狏的

犛圈犆．令顶点狌１和狌２为狏在犆 中的两个邻居，下

面根据狌１和狌２的性质分为不同情况讨论．

情况１．假设狌１和狌２都是激活块中的顶点：如

果狌１和狌２是激活块中两个不同的顶点，那么根据性

质１可知，存在一个犛圈只包含犝 中的一个顶点

狏，这与定理的条件相矛盾．假设狌１和狌２是激活块中

的同一顶点，即犛圈犆只包含了狏和狌１＝狌２这两个

顶点，而该犛圈也只包含了犝 中的一个顶点，矛盾

仍然存在．因此情况１不可能发生．

情况２．假设狌１和狌２中有一个不是激活块中的

顶点，不妨设狌２不是激活块中的顶点．

情况２．１．狌２既不是激活块中的顶点也不是犉

中的顶点．既然狏和狌２相邻且狌２不是狏的广义邻居

（因为犵犱（狏）＝０），根据广义邻居的定义可知狌２只能

是激活块的附属点，并且狏和狌２只能与激活块中同一

个顶点狕∈犉＼犛相邻．否则，若狏和狌２分别与激活块

中两个不同的顶点狑１和狑２相邻，记狑１和狑２在激活

块中的路径为犘，那么路径犘 与狑１狏，狏狌２，狌２狑２这

３条边构成了一个犛圈，该犛圈只包含犝 中的两个

顶点狏和狌２，从而与定理的条件相矛盾．同时还可

以看出狕＝狌１，否则狏与激活块中两个不同的顶点相

邻，由性质１可知，这与定理的条件相矛盾．显然狏，

狌２和狌１＝狕这３个顶点构成一个圈，而且这３个顶

点都不是犛中的顶点，否则存在一个犛圈只包含犝

中的两个顶点狏和狌２，这与定理的条件矛盾．所以

生成子图犌［犢′∪｛狏｝］中的犛圈犆肯定包含了除狏，

狌２和狌１之外的其它点，因为这３个点中没有犛中的

点．这样可以将犆中的边狌１狏和狏狌２换成狌１狌２得到

另一个不包含顶点狏的犛圈犆′，而犆′存在于生成

子图犌［犢′］中，这与犢′是一个解相矛盾．因此情况

２．１不可能发生．

情况２．２．狌２不是激活块中的顶点却是犉中的

顶点．那么狌２是非激活块中的一个顶点，用犃
表示

这个非激活块．由于犆至少包含犝 中的３个顶点，

因此犆中至少还有犃的另一个附属点狑≠狏．由于

狏和狑 同为一个非激活块的附属点且狑 不是狏的

广义邻居，那么狑 也只能是激活块的附属点．根据

情况２．１的分析可知，狏和狑 只能与激活块中同一

个顶点狕相邻，并且狕＝狌１．在圈犆中从狏到狑 经过

狌２的路径犘上不存在犛中的点，而且狌１也不是犛中

的点，否则犘加上边狏狌１和狑狌１构成一个犛圈，该圈

只包含犝 中的两个顶点并且其中一个是狏，与定理

的条件矛盾．这样犆不是由犘 加上边狏狌１和狑狌１构

成的，所以犆中包含了更多的顶点．因此可以在犆

中将路径犘 和狏狌１换成边狑狌１得到另一个不包含

顶点狏的犛圈犆′，而犆′存在于生成子图犌［犢′］中，

这与犢′是一个解相矛盾．因此情况２．２同样不能

发生．

由于情况１和情况２覆盖了所有可能，而且这

两种情况都不会发生，因此该定理在犵犱（狏）＝０时

成立．

下面考虑犵犱（狏）＝１的情况．令犌犖（狏）＝｛狏０｝．

如果存在一个最优解犢′不包含狏，那么可以证明

犢＝犢′∪｛狏｝＼｛狏０｝是另一个包含狏的最优解．显然

｜犢｜｜犢′｜．反设犢 不是一个解，那么在生成子图

犌［犢］中必定存在一个犛圈犆，这个圈不包含顶点狏０

但是包含顶点狏．重复以上犵犱（狏）＝０情况的分

析，始终得到矛盾．因此总存在一个最优解犢 包含

顶点狏． 证毕．

对于一个问题实例，如果犛∩犉中的顶点构成

一个独立集，犉＼犛中的顶点也构成一个独立集，而

且任意的犛圈至少包含犝 中的３个顶点，则称该实

例为约简实例，约简实例中对应的图称为约简图．基

于定理５可以推导出如下定理，这个定理是文中主

要分支的理论基础，并且只在约简图上使用．

定理６．　给出一个约简实例犐＝（犌，犛，犉），任

选犌［犉］中包含有犛中顶点的连通分量作为激活

块．对于激活块的任意附属点狏，实例犐将存在一个

最优解犢 使得如下成立：

（１）如果犵犱（狏）１，则狏∈犢；

（２）如果犵犱（狏）＝２，则要么狏∈犢，要么犌犖（狏）犢；

（３）如果犵犱（狏）＝３，则要么狏∈犢，要么狌１∈犢，要

么｛狌２，狌３｝犢，其中｛狌１，狌２，狌３｝＝犌犖（狏）．
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证明．　由于该实例为约简的，因此不存在犛

圈至多只包含犝 中的两个顶点．这样（１）满足定理５

的条件，因此（１）直接由定理５给出．

（２）令犢′为一个问题实例的最优解．假设犢′不

包含犌犖（狏）中至少一个点，否则定理直接成立．这

样集合犡＝犌犖（狏）＼犢′不为空．令犐′表示在原问题

实例中删除犡 以后的问题实例（犌′为实例犐′中对应

的图）．可以证明对于犐′的任意一个最优解犢也是

原问题实例的一个最优解．因为犡 不为空，因此在

犌′中，顶点狏满足犵犱（狏）１．根据（１）可知犐′存在一

个最优解犢包含顶点狏．那么犢
∪犡 是原问题实

例中一个包含顶点狏的最优解．

（３）令犌犖（狏）＝｛狌１，狌２，狌３｝，犢′为一个问题实

例的最优解．假设犢′不包含狌１，也不包含狌２和狌３中

最少一个点，否则定理直接成立．这样集合 犡＝

犌犖（狏）＼犢′最少包含两个元素．令犐′表示在原问题

实例中删除犡 中顶点以后的问题实例（犌′为实例犐′

中对应的图）．可以证明对于犐′的任意一个最优解

犢也是原问题实例的一个最优解．因为犡 至少包

含犌犖（狏）中的两个顶点，因此在犌′中，顶点狏满足

犵犱（狏）１．根据（１）可知犐′存在一个最优解犢包含

顶点狏．那么犢
∪犡是原问题实例中一个包含顶点

狏的最优解．

综上所述，该定理成立． 证毕．

定理６是本文最为重要的一个定理．定理１～５

主要是对图进行约简操作，而定理６是本文算法中

分支操作的理论依据．当所有的约简操作都不能再

进行的时候，算法通过分支搜索来寻找一个解．根据

定理６，在一个约简图中，对于激活块的任意附属点

狏，如果满足条件（１），算法将狏加入解中；如果满足

条件（２），算法进行分支操作，要么将狏加入解中，要

么将狏的所有广义邻居加入解中；如果满足条件（３），

算法进行分支操作，要么将狏加入解中，要么将狏的

广义邻居狌１加入解中，要么将狏的广义邻居狌２和狌３

加入解中．当定理６中３个条件都不成立的时候，对

于激活块的其它附属点狏，算法进行简单的分支操

作，要么将狏加入犉 中要么删除．

６３　算法设计

基于以上的定理和性质，下面进行算法的详细

设计，其主要步骤参见算法１．

算法１．　算法犕犐犉（犌，犛，犉）．

输入：一个无向图犌＝（犞，犈）和犌的两个顶点子集犛，

犉犞，其中导出子图犌［犉］不包含任何犛圈

输出：图犌中满足犉犢 的最大犛导出森林犢

１．如果图中所有的顶点都在犉中，则返回犉作为解．

２．否则如果图中存在两个同属于犛∩犉或者同属于

犉＼犛的相邻顶点，则将这两个顶点进行压缩，令犐′为压缩后

的实例，则返回犕犐犉（犐′）．

３．否则如果图中存在一个顶点狏不在任何犛圈中且狏

不在激活块中，则返回犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，犉∪｛狏｝）．

４．否则如果图中存在一个犛圈只包含犝 中的一个顶

点狏，则返回犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，犉）．

５．否则如果图中存在一个犛圈只包含犝中的两个顶点

狌１和狌２，则返回犕犐犉（犌＼狌１，犛＼狌１，犉）和 犕犐犉（犌＼狌２，犛＼狌２，

犉∪｛狌１｝）中较大的解．

６．否则如果犉为空集或者犉 中的所有顶点都不与犝

中的顶点相邻，那么在图中任选一个不属于犉的顶点狏，返

回犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，犉＝）和 犕犐犉（犌，犛，犉＝｛狏｝）中较大的

解，在犕犐犉（犌，犛，犉＝｛狏｝）实例中，将犌［犉］中包含狏的连通

分量选为激活块．

７．否则如果当前图中没有激活块或者激活块不与任

何犝 中的顶点相邻，且图中存在有犌［犉］的连通分量与犝 中

的顶点相邻，则任意选择一个这样的连通分量为激活块．

８．否则如果当前图中存在一个激活块的附属点狏满足

犵犱（狏）１，则返回犕犐犉（犌，犛，犉∪｛狏｝）．

９．否则如果当前图中存在一个激活块的附属点狏满足

犵犱（狏）＝２，则返回 犕犐犉（犌，犛，犉∪｛狏｝）和 犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，

犉∪犌犖（狏））中较大的解．

１０．否则如果当前图中存在一个激活块的附属点狏满

足犵犱（狏）＝３，令犌犖（狏）＝｛狌１，狌２，狌３｝，则返回 犕犐犉（犌，犛，

犉∪｛狏｝），犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，犉∪｛狌１｝）和 犕犐犉（犌＼｛狏，狌１｝，

犛＼｛狏，狌１｝，犉∪｛狌２，狌３｝）中较大的解．

１１．否则当前图中存在一个激活块的附属点狏满足

犵犱（狏）４，则返回犕犐犉（犌，犛，犉∪｛狏｝）和犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，犉）

中较大的解．

文中用犕犐犉（犌，犛，犉）表示算法，输入部分为一

个带约束的最大子集导出森林问题的实例，包括一个

无向图犌＝（犞，犈）和犌的两个顶点子集犛，犉犞，

其中导出子图犌［犉］不包含任何犛圈．算法开始时，

设犉为空集．算法输出的是一个包含犉中所有顶点

的最大犛导出森林犢．该算法主要包含１１个步骤，

用递归算法的形式进行描述，即每一个步骤都调用

算法本身．第１步当犉＝犞，即图中所有顶点都在犉

中时，直接返回犉＝犞 作为解，这一步显然正确．第

２步主要是对图中属于犉的一些顶点进行压缩，该

步的正确性由定理２给出．第３步则是删除图中任

何不在犛圈中的顶点，该步的正确性由定理３给

出．注意到在这一步中删除的顶点需要包含到原问

题的最终解中．第４步同样是从图中删除一些顶点，

但这些顶点不会包含到最终解中，该步的正确性由

定理４给出．第５步则是考虑存在一个犛圈只包含

１０５３期 周晓清等：无向图中子集反馈顶点集问题的精确算法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



犝 中两个顶点狌１和狌２的情况．算法分为两个分支，

第１个分支将狌１从图中删除，第２个分支将狌１包含

到犉中，注意这时狌２成为一个犛圈中唯一属于犝

的顶点，因此根据定理４可以直接删除狌２．当前

５步都不被执行时，此时的图为一个约简图．以下步

骤中默认图都是一个约简图．第６步和第７步是进

行激活块的选定．在第６步中，如果图中犉为空集，

那么任意选择一个点进行分支，要么删除该顶点要

么将该顶点加入犉中，在将顶点加入犉的这个分支

中，选择犌［犉］为激活块．第７步则是选择犌［犉］中

的一个连通分量作为激活块，选择的规则是要求激

活块一定有附属点．第８～１１步则是选择激活块的

一个附属点并根据其广义邻居的个数进行分支，其

中第８～１０步的正确性由定理６给出，第１１步则是

做简单的分支，要么删除这个附属点，要么将其放入

犉中．可以看出，只要在图中犝＝犞＼犉 不为空集，

６至１１步中至少有一步可以执行，而当犞＝犉 时，

第１步将会执行并且终止整个算法．由以上的分析

可以得到该算法的正确性，以下则是算法运行时间

的分析．

７　基于测量治之的算法运行时间分析

根据以上设计的算法可知，算法的第１，２，３，４，

７和８步只进行了约简操作，第５，６，９，１０和１１步

进行了分支操作．由于约简操作不会增加搜索树的

大小，所以以下仅对分支操作进行分析．

基于测量治之的分析方法首先需要确定衡量问

题大小的度量，然后以此度量为所有分支操作设计

递归关系式．对于一个问题实例（犌，犛，犉），其度量定

义如下：

μ（犌，犛，犉）＝α｜犖（犃狋）｜＋｜犞＼（犉∪犖（犃狋））｜，

其中０＜α＜１是一个实数，α的具体值将在后面给

出．换句话说，就是将犉中的顶点权重设为０，激活

块附属点的权重设为α，犝 中的其余顶点权重设为

１，然后将图中所有顶点的权重之和μ（犌，犛，犉）作为

度量．由于α是一个小于１的正数，这说明算法认为

激活块的附属点比犝 中的其它顶点在计算难易程度

上的贡献要小，其主要原因是基于６．１节中的观察．

度量μ（犌，犛，犉）具有如下一些性质：

（１）任何时候度量μ（犌，犛，犉）的值都不会大于

图中顶点的个数．特别地，令μ＝μ（犌，犛，）为开始

时问题实例的度量，则有μ狀．

（２）当度量值为０时，问题实例可以很快得以

解决（常数时间内）．

（３）当执行第１，２，３，４，６和７步中任何一步时，

度量都不会增加．

这是因为在算法第３步中没有删除激活块中的

顶点，而第６步仅在激活块没有附属点时才更换激

活块，因此激活块不会在算法中消失并且其激活块

的附属点的个数也不会减少．而其余的第１，２，４和

７步中的度量显然不会增加，由此可得上面第３条

性质的正确性．

以上３条性质是算法分析的基础，下面分析在

该度量下各分支操作产生的递归关系式．文中用

犆（μ）表示算法在度量为μ的问题实例上产生的搜

索树大小的上界．

第５步．在这一步中第１个分支删除了犝 中的

一个顶点狌１，狌１可能是激活块的附属点，因此在这

个分支上度量至少减少α．第２个分支至少减少犝

中的两个顶点狌１和狌２，从而度量至少减少２α．这一

步可以得到如下递归关系式：

犆（μ）犆（μ－α）＋犆（μ－２α）．

第６步．这一步选择一个非激活块的附属点狏

进行分支．注意到狏至少在一个圈中且这个圈包含

两个以上（犝 中）的顶点，否则它将在第３步中被删

除或者在第５步中被处理．这样狏至少有两个邻居

在犝 中．第１个分支删除狏从而度量减少１．第２个

分支将狏加入犉 中同时选取犌［犉］中包含狏的连通

分量为激活块．将狏加入犉 中度量减少１，狏的邻居

变成激活块的附属点度量由１减少到α，由于其邻

居个数最少为２其度量至少减少２（１－α），那么第２

个分支的度量至少减少３－２α．这一步可以得到如

下递归关系式：

犆（μ）犆（μ－１）＋犆（μ－（３－２α））．

以下根据激活块附属点狏广义邻居的个数进行

分析．

第９步．当犵犱（狏）＝２时，第１个分支将狏放入

犉中，犌犖（狏）中的所有顶点都变成激活块的附属点，

因此度量至少减少α＋２（１－α）＝２－α．第２个分支

将狏删除同时将犌犖（狏）中的两个顶点放入犉中，这

样度量减少α＋２．这一步可以得到如下递归关系式：

犆（μ）犆（μ－（２－α））＋犆（μ－（２＋α））．

第１０步．当犵犱（狏）＝３时，第１个分支将狏加

入犉 中，犌犖（狏）中的３个顶点都变成激活块的附属

点，因此度量减少α＋３（１－α）＝３－２α．第２个分支

将狏删除同时将狌１加入犉中，度量减少α＋１．第３

个分支将狏和狌１删除同时将狌２和狌３加入犉中，度量

减少α＋３．这一步可以得到如下递归关系式：
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犆（μ）犆（μ－（３－２α））＋犆（μ－（１＋α））＋

犆（μ－（３＋α））．

第１１步．当犵犱（狏）４时，对狏进行简单分支，

要么将狏加入犉 中要么删除．由于此时犵犱（狏）４，

当狏加入犉 后，至少其４个广义邻居变成激活块的

附属点，其度量至少减少α＋４（１－α）＝４－３α．这一

步可以得到如下递归关系式：

犆（μ）犆（μ－（α＋犵犱（狏）（１－α）））＋犆（μ－α）

犆（μ－（４－３α））＋犆（μ－α）．

将上述所有递归关系式作为约束条件组成一个

拟凸规划的约束条件，目标是使以上递归关系式中

最大分支因子最小，其中α为变量．利用文献［３０］中

介绍的方法对这个拟凸规划进行求解得到，当α＝

０．８时，上述递归关系的最大分子因子为１．８２４９，因

此该算法运行时间上界为犗（１．８２４９μ）．由于在初

始图上μ狀，因此带约束的最大子集导出森林问题

可以在犗（１．８２４９狀）时间内解决．该结果改进了原

有算法的运行时间界犗（１．８６３８狀）．

８　进一步改进

在以上算法第５步的递归关系式中产生了唯一

的最大分支因子．一种改进算法的思想是避免在算

法中出现第５步的分支操作．但是算法必须先处理

第５步中的犛圈（该犛圈只包含犝 中两个顶点），

才能保证定理５以及后面一些分支规则的正确性，

所以在该小节中将更细致地分析这种犛圈的性质，

从而使用一些更为有效的分支操作来替换原有的分

支操作，改进原有算法的运行时间界．改进的算法是

将原算法的第５步替换成如下系列操作．

为了叙述方便，将这种只包含犝 中两个顶点的

犛圈称为关键圈．对于犝 中的一个顶点狏来说，如

果犝 中另一个顶点狌使得存在一个只包含狏和狌

的关键圈，则称狌为狏的关键伴侣．显然，若犝 中的

一个顶点在关键圈中当且仅当它的关键伴侣个数不

为零．文中用犆犖（狏）来表示顶点狏关键伴侣的集

合．首先处理关键伴侣个数大于１的顶点．

情况１．如果存在一个顶点狏其关键伴侣个数至

少为２，算法分为两个分支，第１个分支直接删除狏，第

２个分支将狏加入犉中，并且所有犆犖（狏）中的顶点

都将删除（根据定理４）．因此算法返回 犕犐犉（犌＼狏，

犛＼狏，犉）和犕犐犉（犌＼犆犖（狏），犛＼犆犖（狏），犉∪｛狏｝）中

较大的解．

由于狏和犆犖（狏）中的顶点可能都是激活块的

附属点，所以这些顶点的权值有可能都只是α，因此

得到如下递归关系式：

犆（μ）犆（μ－α）＋犆（μ－（１＋｜犆犖（狏）｜）α）

犆（μ－α）＋犆（μ－３α）．

情况２．如果图中存在一个关键圈且该圈包含

一个不是激活块的附属点．令狏和狌为这个圈中两

个犝 中的顶点，其中狏不是激活块的附属点，则算

法在狏上进行分支，要么删除狏，要么将狏加入到犉

中，即返回犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，犉）和犕犐犉（犌＼狌，犛＼狌，

犉∪｛狏｝）中较大的解．

由于狏不是激活块的附属点，所以狏的权值

为１，因此可以得到如下递归关系式：

犆（μ）犆（μ－１）＋犆（μ－（１＋α））．

以下假设任何犝 中的顶点其关键伴侣个数都

不大于１，并且所有关键圈中属于犝 的顶点（即关键

伴侣个数为１的顶点）都是激活块的附属点．

情况３．如果图中存在一个关键圈包含激活块

的两个附属点，设为顶点狏和狌．算法选择狏和狌中

广义邻居个数较多的顶点进行分支．为了不失一般

性，假设犵犱（狏）犵犱（狌）．算法在狏上进行分支，要

么删除狏，要么将狏加入犉 中，即返回 犕犐犉（犌＼狏，

犛＼狏，犉）和犕犐犉（犌＼狌，犛＼狌，犉∪｛狏｝）中较大的解．

当犵犱（狌）２时，因为犵犱（狏）犵犱（狌），所以在

第２个分支犝 中至少有两个顶点变成激活块的附

属点，其度量至少减少２α＋２（１－α）＝２，得到如下

递归关系式：

犆（μ）犆（μ－α）＋犆（μ－２）．

当犵犱（狌）１时，算法稍微有所不同．在第１

个分支操作删除狏以后，狌所在的犛圈至少包含犝

中３个顶点（狌的关键伴侣个数为１），又因犵犱（狌）

１，定理５成立，所以可以将狌加入犉 中．因此当

犵犱（狌）１时，算法返回犕犐犉（犌＼狏，犛＼狏，犉∪｛狌｝）和

犕犐犉（犌＼狌，犛＼狌，犉∪｛狏｝）中较大的解．此时这两个

分支都减少了激活块的两个附属点狏和狌，度量至

少减少２α，得到如下递归关系式：

犆（μ）犆（μ－２α）＋犆（μ－２α）．

将第５步进行上述改进以后，新解拟凸规划可

得，当α＝０．６６６７时，算法中递归关系式中最大的分

子因子为１．７７４３，所以得到如下定理．

定理７．子集反馈顶点集问题可以在犗（１．７７４３狀）

时间内解决．

９　总　结

本文针对无向图中子集反馈顶点集问题设计了
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一个运行时间为犗（１．７７４３狀）的算法，该算法改进

了原有算法的最佳运行时间界犗（１．８６３８狀）．文中

算法的核心思想是将激活块的附属点和犝 中的其

它顶点加以区分，并利用测量治之方法进行运行时

间分析．目前，基于测量治之的方法使得很多重要的

ＮＰ难问题的精确算法得以改进，而该方法在更多

ＮＰ难问题的精确算法中的应用正在进一步拓展

中．文中的算法只适合无向图中的子集反馈顶点集

问题，对于有向图中子集反馈顶点集问题目前最

好的精确算法的运行时间上界是犗（１．９９９３狀）
［２５］，

非常接近犗（２狀）．此运行时间的上界能否改进到

犗（１．８狀）或更好，这是下一步值得研究的问题．
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ｂｉｌｉｔｙｆｏｒｔｈｅｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｔｈｅＳｃｙｃｌｅ

ｐａｃｋｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＴｈｅｏｒｙ，２０１２，

１０２（４）：１０２０１０３４

［１９］ Ｗａｈｌｓｔｒｍ Ｍ． Ｈａｌｆｉｎｔｅｇｒａｌｉｔｙ，ＬＰｂｒａｎｃｈｉｎｇ ａｎｄ ＦＰＴ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．ＡｒｘｉｖＰｒｅｐｒｉｎｔＡｒｘｉｖ，２０１３：１７６２１７８１

［２０］ ＨｏｌｓＥＭＣ，ＫｒａｔｓｃｈＳ．Ａｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｋｅｒｎｅｌｆｏｒ

ｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ３３ｒｄＳｙｍｐｏｓｉｕｍ

ｏｎＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＡｓｐｅｃｔｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ（ＳＴＡＣＳ２０１６）．

Ｏｒｌéａｎｓ，Ｆｒａｎｃｅ，２０１６：４３：１４３：１４

［２１］ ＣｈｉｔｎｉｓＲ，Ｃｙｇａｎ Ｍ，Ｈａｊｉａｇｈａｙｉ Ｍ，Ｍａｒｘ Ｄ．Ｄｉｒｅｃｔｅｄ

ｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｉｓｆｉｘｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｔｒａｃｔａｂｌｅ．ＡＣＭ

ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２０１０，１１（４）：１２８

［２２］ ＧｏｌｏｖａｃｈＰＡ，ＨｅｇｇｅｒｎｅｓＰ，ＫｒａｔｓｃｈＤ，ＳａｅｉＲ．Ａｎｅｘａｃｔ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｏｎｃｈｏｒｄａｌｇｒａｐｈｓ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ７ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＰａｒａｍｅ

ｔｅｒｉｚｅｄａｎｄＥｘａｃｔＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．Ｌｊｕｂｌｊａｎａ，Ｓｌｏｖｅｎｉａ，２０１２：

７５３５：８５９６

［２３］ ＧｏｌｏｖａｃｈＰＡ，ＨｅｇｇｅｒｎｅｓＰ，ＫｒａｔｓｃｈＤ，ＳａｅｉＲ．Ｓｕｂｓｅｔ

ｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｓｉｎｃｈｏｒｄａｌｇｒａｐｈｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｉｓｃｒｅｔｅ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２０１４，２６：７１５

［２４］ ＦｏｍｉｎＦＶ，ＨｅｇｇｅｒｎｅｓＰ，ＫｒａｔｓｃｈＤ，ｅｔａｌ．Ｅｎｕｍｅｒａｔｉｎｇ

ｍｉｎｉｍａｌｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ

ＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄＤａｔａＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ：１２ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍ．

ＮｅｗＹｏｒｋ，ＵＳＡ，２０１１：３９９４１０

［２５］ ＣｈｉｔｎｉｓＲ，ＦｏｍｉｎＦ Ｖ，ＬｏｋｓｈｔａｎｏｖＤ，ＭｉｓｒａＰ．Ｆａｓｔｅｒ

ＥｘａｃｔＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＳｏｍｅＴｅｒｍｉｎａｌＳｅｔＰｒｏｂｌｅｍｓ．Ｂｅｒｌｉｎ，

Ｇｅｒｍａｎｙ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１３：１５０１６２

［２６］ ＲａｚｇｏｎＩ．Ｅｘａｃｔｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｍａｘｉｍｕｍｉｎｄｕｃｅｄｆｏｒｅｓｔ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１０ｔｈＳｃａｎｄｉｎａｖｉａｎＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｔｈｅｏｒｙ（ＳＷＡＴ２００６）．Ｂｅｒｌｉｎ，Ｇｅｒｍａｎｙ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００６：

１６０１７１

［２７］ ＦｏｍｉｎＦ Ｖ，ＶｉｌｌａｎｇｅｒＹ．Ｆｉｎｄｉｎｇｉｎｄｕｃｅｄｓｕｂｇｒａｐｈｓｖｉａ

ｍｉｎｉｍａｌｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２７ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ＡｓｐｅｃｔｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ

（ＳＴＡＣＳ２０１０）．Ｎａｎｃｙ，Ｆｒａｎｃｅ，２００９：３８３３９４

［２８］ ＦｏｍｉｎＦＶ，ＧａｓｐｅｒｓＳ，ＰｙａｔｋｉｎＡ Ｖ，ＲａｚｇｏｎＩ．Ｏｎｔｈｅ

ｍｉｎｉｍｕｍｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ：Ｅｘａｃｔａｎｄｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃａ，２００８，５２（２）：２９３３０７

４０５ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年
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［２９］ ＦｏｍｉｎＦＶ，ＧｒａｎｄｏｎｉＦ，ＫｒａｔｓｃｈＤ．Ａｍｅａｓｕｒｅ＆ｃｏｎｑｕｅｒ

ａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅ

ＡＣＭ，２００９，５６（５）：１３２

［３０］ ＥｐｐｓｔｅｉｎＤ．Ｑｕａｓｉｃｏｎｖｅｘａｎａｌｙｓｉｓｏｆｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒｂａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．ＡＣＭＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２００６，２（４）：４９２５０９

犣犎犗犝 犡犻犪狅犙犻狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８２，

Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ

ｉｎｃｌｕｄｅｄｅｓｉｇｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，

ｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

犡犐犃犗犕犻狀犵犢狌，ｂｏｒｎｉｎ１９７９，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙａｎｄ

ｇｒａｐｈａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｆｏｃｕｓｅｓｏｎｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｗｈｉｃｈｄｅｖｅｌｏｐ

ｆａｓｔｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＮＰｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｓｏｍｅｔｏｐｉｃｓｉｎｔｈｉｓａｒｅａ，ｓｕｃｈａｓｗｈｅｔｈｅｒｔｈｅｒｅｉｓａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｆａｓｔｅｒｔｈａｎ犗（２狀）ｆｏｒＴＳＰ，ｗｈｅｔｈｅｒｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄｉｎ犗
（１．０００１狀）ａｎｄｓｏｏｎ，ａｒｅｗｅｌｌ

ｋｎｏｗｎｈａｒｄｔａｓｋｓｉｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ．

Ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｌａｓｔ２０ｙｅａｒｓ，ｍａｎｙｅｌｅｇａｎｔｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｈａｖｅｂｅｅｎ

ｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏｄｅｓｉｇｎｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｔｈｉｓａｒｅａｂｅｃｏｍｅｓａ

ｈｏｔａｒｅａｉｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃｏｍｐｕｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅ．Ｔｈｅｍｅａｓｕｒｅａｎｄ

ｃｏｎｑｕｅｒｍｅｔｈｏｄ，ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＦｏｍｉｎｅｔａｌ．［Ｊｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅ

ＡＣＭ，２００９］，ｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅ ｍｏｓｔｉｍｐｏｒｔａｎｔｍｅｔｈｏｄｓｔｏ

ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．

Ｎｏｗａｄａｙｓ，ｔｈｅｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｂｏｕｎｄｓｏｆｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒ

ｍａｎｙＮＰｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍｓｈａｖｅｂｅｅｎｉｍｐｒｏｖｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｉｓ

ｎｅｗｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍｉｓｏｎｅ

ｏｆｔｈｅｍｏｓｔｅｘｔｅｎｓｉｖｅｌｙｓｔｕｄｉｅｄｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，

ｓｉｎｃｅｉｔｃｏｎｔａｉｎｓｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｔｈｅ

ｍｕｌｔｉｗａｙｃｕｔｐｒｏｂｌｅｍａｓｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｔｒｉｖｉａｌ

ｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｂｏｕｎｄｏｆ犗（２
狀）ｆｏｒｔｈｅｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘ

ｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ ｗａｓｎｏｔｂｒｏｋｅｎｕｎｔｉｌＦｏｍｉｎｅｔａｌ．ｇａｖｅａｎ

犗（１．８６３８狀）ｔｉｍｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎ２０１１．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｇｉｖｅｓａ

ｓｉｍｐｌｅａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅｓｕｂｓｅｔｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘ

ｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ．Ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｍｅａｓｕｒｅａｎｄｃｏｎｑｕｅｒｍｅｔｈｏｄ，ｗｅ

ｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｂｏｕｎｄｉｓ犗
（１．７７４３狀），

ｂｅｔｔｅｒｔｈａｎｔｈｅｋｎｏｗｎｂｏｕｎｄｏｆ犗（１．８６３８狀）．ＩｎＣｈｉｎａ

ｍａｉｎｌａｎｄ，ｓｏｍｅｕｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ，ｉｎｃｌｕｄｅＣｅｎｔｒａｌＳｏｕｔｈＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙｏｆＣｈｉｎａａｎｄ

ｓｏｏｎ，ｈａｖｅｒｅｓｅａｒｃｈｇｒｏｕｐｓｆｏｃｕｓｉｎｇｏｎｅｘａｃｔａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓｔｕｄｉｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓａｔａｓｋｉｎ

ｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔ，ｔｉｔｌｅｄ“ＴｈｅＭｅａｓｕｒｅａｎｄＣｏｎｑｕｅｒＭｅｔｈｏｄａｎｄ

ＩｔｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ Ｄｅｓｉｇｎ”，ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅ

ＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔ

Ｎｏ．６１３７００７１．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｆｉｎｉｓｈｅｓ

ｔｈｉｓｔａｓｋ．

５０５３期 周晓清等：无向图中子集反馈顶点集问题的精确算法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》




