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收稿日期：２０２１１１２７；在线发布日期：２０２２１００９．本课题得到国家重点研发计划（２０１７ＹＦＢ０２０２１０５）、国家自然科学基金（６１９７２３７６）、北

京自然科学基金（Ｌ１８２０５３）资助．赵　翔，硕士，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为高性能计算、并行计算．Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｏｘｉａｎｇ．

ｃｓ＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ．贾海鹏（通信作者），博士，高级工程师，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为高性能计算、众核编程方法、面向众

核平台的关键优化技术研究．Ｅｍａｉｌ：ｊｉａｈａｉｐｅｎｇ＠ｉｃｔ．ａｃ．ｃｎ．张云泉，博士，研究员，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为高性能

计算及并行数值软件、并行计算模型．邓明森，博士，教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）高级会员，主要研究领域为分布式并行计算、大数据特

征提取．张广婷，硕士，中级工程师，主要研究领域为高性能计算、并行编程．郭金鑫，硕士，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为

高性能计算、并行编程．

基于犃犚犕狏８处理器的实数犉犉犜实现与性能优化研究
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摘　要　ＦＦＴ（快速傅里叶变换）是离散傅里叶变换或其逆变换的一种常见快速算法，是高性能计算领域最重要的

基础核心算法之一，在科学、工程和数学等领域的应用十分广泛．实数ＦＦＴ算法，即输入或者输出为实数的ＦＦＴ算

法，其中包括Ｒ２Ｃ（ＲｅａｌｔｏＣｏｍｐｌｅｘ）、Ｃ２Ｒ（ＣｏｍｐｌｅｘｔｏＲｅａｌ）等变换类型．相比复数ＦＦＴ算法，实数ＦＦＴ算法在图

形图像处理、数据压缩等领域有着不可替代的作用．传统实数ＦＦＴ实现针对的是输入规模为偶数，一般转变为复

数ＦＦＴ进行运算．然而当前鲜有针对输入规模为奇数的实数ＦＦＴ高效实现．对此，本文提出了一种实数ＦＦＴ高效

算法（ＤＲＦＦＴ），并采用蝶形网络优化、蝶形计算优化、访存优化、ＳＩＭＤ优化以及数据转置等方法进行优化，大幅提

升了实数ＦＦＴ算法性能，最终构建了一种针对实数ＦＦＴ的高性能算法库．实验结果表明，本文实现的ＤＲＦＦＴＲ２Ｃ

变换在单双精度浮点数处理方面较ＦＦＴＷ库性能分别平均提升了３７．６％和４．６％，较ＡＲＭＰＬ库性能分别平均提

升了６７．６％和２８．１％．ＤＲＦＦＴＣ２Ｒ变换在单双精度浮点数处理方面则较ＦＦＴＷ 库性能分别平均提升了５８．６％

和１０．８％，较ＡＲＭＰＬ库性能分别平均提升了１２１．８％和８５．２％．
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ａｒｅａｌｎｕｍｂｅｒＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｆｏｒｔｈｅＡＲＭｖ８ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ．Ｔｈｉｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ｉｍｐｒｏｖｅｓｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｒｅａｌｎｕｍｂｅｒＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｎｔｈｅＡＲＭｖ８ｐｌａｔｆｏｒｍ．Ｂｅｓｉｄｅｓ，

ｔｈｉｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｖｉｄｅｓａｃｅｒｔａｉｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅｆｏｒｔｈｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔｏｆｏｔｈｅｒ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｔｈｅＡＲＭｅｃｏｓｙｓｔｅｍ．（３）Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｍｐｌｅｍｅｎｔｓａｈｉｇｈｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｒｅａｌｎｕｍｂｅｒ

ＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｌｉｂｒａｒｙ，ａｎｄｗｈｉｃｈｈａｓｂｅｔｔｅｒｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｆａｍｏｕｓｏｐｅｎｓｏｕｒｃｅ

ｌｉｂｒａｒｙＦＦＴＷａｎｄＡＲＭ’ｓｃｏｍｍｅｒｃｉａｌｌｉｂｒａｒｙＡＲＭＰＬ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　 ＡＲＭｖ８；ＦＦＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ；Ｒ２Ｃ；Ｃ２Ｒ；ＦＦＴＷ

１　引　言

离散傅里叶变换［１２］（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，

ＤＦＴ）是高性能计算最重要的基础算法之一，基本

定义如等式（１）．

犡（犽）＝∑
犖－１

犾＝０

狓（犾）犠
犾犽
犖＝∑

犖－１

犾＝０

狓（犾）ｅ
－２π犼

犖
犾犽 （１）

其中狓（犾）是一个复数序列，犾和犽范围均为０，１，…，

犖－１，犠
犾犽
犖＝ｅ

－犼２π犾犽／犖被称为旋转因子，犼为虚构（犼
２＝

－１），等式的输出序列为犡（犽）．

离散傅里叶变换由于其复杂度犗（狀２）过高，不

能很好满足实时性的要求，因此ＦＦＴ算法应运而

生［１］．在ＦＦＴ众多的实现算法中，ＣｏｏｌｅｙＴｕｋｅｙ算

法是目前采用最为广泛的ＦＦＴ算法之一，其主要思

想是利用旋转因子的对称性、周期性、可约性，采用

分而治之的策略思想，循环递归地将大规模 ＤＦＴ

分解成若干较小规模的ＤＦＴ线性组合，最后再进

行求解计算，使得 ＤＦＴ的计算复杂度从犗（狀２）降

低到了犗（狀ｌｏｇ狀）
［３］．以基数犚＝２为例，其实现方法

如等式（２）．

等式中，犡１（犽）、犡２（犽）均为犖／２点的ＤＦＴ，由于

犽的取值范围为０，１，…，犖／２－１，所以公式犡（犽）＝

犡１（犽）＋犠
犽
犖犡２（犽）只能得出前一半的结果．根据旋

转因子周期性犠
犚（犽＋犖／２）

犖／２ ＝犠
犚犽

犖／２，可得出犡１（犖／２＋

犽）＝犡１（犽）、犡２（犖／２＋犽）＝犡２（犽），即后半部分的值

为犡１（犽）－犠
犽

犖犡２（犽）
［４］．
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犡（犽）＝犇犉犜［狓（犖）］＝∑
犖－１

狀＝０

狓（犾）犠
犾犽

犖

＝∑
犖／２－１

犔＝０

狓（２犔）犠
２犔犽

犖 ＋∑
犖／２－１

犔＝０

狓（２犔＋１）犠
（２犔＋１）犽
犖

＝∑
犖／２－１

犔＝０

狓１（犔）犠
犔犽

犖／２＋犠
犽

犖∑
犖／２－１

犔＝０

狓２（犔）犠
犔犽

犖／２

＝犡１（犽）＋犠
犽

犖犡２（犽），犔，犽＝０，１，…，犖／２－１
（２）

　　虽然各类复数ＦＦＴ算法已经能够满足大部分

应用场景［５６］，但实数ＦＦＴ，即输入或输出为实数

的ＦＦＴ算法，在图形图像处理、数据压缩和科学计

算等领域［７］是复数ＦＦＴ不可替代的．实数ＦＦＴ算

法［８９］主要分为三类：Ｒ２Ｃ（ＲｅａｌｔｏＣｏｍｐｌｅｘ）、Ｃ２Ｒ

（ＣｏｍｐｌｅｘｔｏＲｅａｌ）和Ｒ２Ｒ（ＲｅａｌｔｏＲｅａｌ），其中Ｒ２Ｃ

和Ｃ２Ｒ较为常见．Ｒ２ＣＦＦＴ算法处理输入序列为实

数，输出序列为复数的ＤＦＴ计算；而Ｃ２ＲＦＦＴ算法

处理输入序列为复数，输出序列为实数的ＤＦＴ计

算．目前传统的实数ＦＦＴ实现在进行Ｒ２Ｃ和Ｃ２Ｒ

两种变换时，通常将两个实数合并为一个复数进行

Ｃ２ＣＦＦＴ计算，同时调用ｓｐｌｉｔ转换算法实现复数

到实数的变换［１０］．

上述传统实数ＦＦＴ算法只能针对输入规模为

偶数的情况，同时也增加了ｓｐｌｉｔ转换操作，因此算

法性能还有进一步优化的空间．当算法输入规模为

奇数时，上述传统实数ＦＦＴ算法则无法处理．对此，

本文针对实数ＦＦＴ提出了一种高效算法：ＤＲＦＦＴ，

实现了基２，３，４，５，６，７，８，９，１６的蝶形计算，并从蝶

形网络、蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ、汇编优化等多方面
［１１］对其

进行了性能优化，能够高效处理规模为２犪３犫５犮７犱（犪，

犫，犮，犱为自然数）的实数ＦＦＴ变换．最终本文结合

ＡＲＭｖ８的架构特征，研制出一个高性能的ＤＲＦＦＴ

算法库．实验结果表明：在ＡＲＭｖ８平台上，相较于

应用广泛的开源ＦＦＴ库，本文实现的ＤＲＦＦＴ算法

在实数ＦＦＴ算法方面性能最大提升１１４．４％；相对

于 ＡＲＭＰＬ（ＡＲＭ 高性能商业库），本文实现的

ＤＲＦＦＴ算法性能最大能提升１８９．４％．

本文的主要贡献如下：

（１）提出了一种新的实数ＦＦＴ快速算法（ＤＲ

ＦＦＴ），充分利用旋转因子的对称性、周期性和可约

性，优化实数ＦＦＴ的计算模式，明显提高了算法的

实际运行效率．

（２）设计了一种针对ＡＲＭｖ８架构的实数ＦＦＴ

算法优化技术体系，在提升实数ＦＦＴ算法在ＡＲＭｖ８

平台上的性能的同时，也对其他算法在 ＡＲＭ 处理

器上的实现和部署有着一定的参考意义．

（３）实现了一个高性能的实数ＦＦＴ算法库，并与

开源ＦＦＴＷ 库以及ＡＲＭ高性能商业库（ＡＲＭＰＬ）

的性能进行了对比，都有着不俗的性能优势．

本文第１节为引言，讲述ＦＦＴ算法及实数ＦＦＴ

的研究背景；第２节为相关工作；第３节介绍实数

ＦＦＴ的算法原理；第４节介绍Ｒ２Ｃ和Ｃ２Ｒ算法的

网络构造及优化；第５节详细讨论实数ＦＦＴ蝶形计

算ｋｅｒｎｅｌ推导及优化；第６节详细介绍ＦＦＴ在实现

过程中所采用的汇编优化；第７节为本文的算法实

现结果及分析；第８节为结束语．

２　相关工作

２１　相关库

ＦＦＴＷ
［２］（ｔｈｅＦａｓｔｅｓｔＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｔｈｅ

Ｗｅｓｔ）算法库由麻省理工学院的Ｆｒｉｇｏ和Ｊｏｈｎｓｏｎ

于１９９７年３月发布，历经二十多年更新维护，现在

最新版本是ＦＦＴＷ３．３．１０．ＦＦＴＷ 作为著名的ＦＦＴ

开源库，有着性能高、可移植性好、一维和多维转换

等特点，能够良好地支持任意规模、各种数据类型的

离散傅里叶变换（ＤＦＴ）
［１２］．由于ＦＦＴＷ 相比很多

ＦＦＴ库较早，且得益于移植性好和不俗的性能，目

前已普遍被学术界和工业界所接受，许多硬件厂商

的数值库也提供了ＦＦＴＷ 函数接口规范，便于用户

的应用程序适应自家计算机系统．

ＡＲＭＰＬ
［１３］（ＡＲＭＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＬｉｂｒａｒｉｅｓ）商业

库是ＡＲＭ公司为完善ＡＲＭ的软件生态和满足用户

的高性能计算需求，针对 ＡＲＭｖ８平台推出的高性

能商业库．在 ＡＲＭ 服务器和 ＨＰＣ领域，ＡＲＭＰＬ

扮演着重要的角色，为 ＡＲＭ 处理器上的高性能计

算应用程序提供优化，并支持 ＦＦＴＷ 的ｇｕｒｕ和

ＭＰＩ接口．

２２　传统的实数犉犉犜

由于将实数看作虚部为零的复数来进行复数

ＦＦＴ计算，内存需求大了一倍，且无法简化虚部为

零的无效计算，这对计算资源和内存有着巨大的浪

费［１４］，实数ＦＦＴ由此产生．对于输入长度为犖 的实

数序列，传统的实数ＦＦＴ方法首先将两个实数看作

一组进行组装，成为长度为犖／２的复数序列，接着

调用已有的复数ＦＦＴ算法
［１５１６］进行ＦＦＴ计算．然

后，将计算结果进行ｓｐｌｉｔ操作
［１７］，并进行相应处

理，得到最终的计算结果．

以Ｒ２Ｃ为例，传统Ｒ２ＣＦＦＴ算法原理如下
［１８］：

由等式（２）犡（犽）＝犡１（犽）＋犠
犽

犖犡２（犽）可知，要

求犡（犽）需要先求得犡１（犽）和犡２（犽），以下为犡１（犽）

和犡２（犽）的计算过程．
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设狔犾＝狓２犾＋犼狓２犾＋１，犾＝０，１，…，犖／２－１，可将规

模为犖／２，虚部为狓２犾＋１的复数序列狔狀作为输入序

列，其离散傅里叶变换表示为等式（３）：

犢犽＝∑

犖
２
－１

犾＝０

狔犾犠
犾犽

犖／２＝∑

犖
２
－１

犾＝０

（狓２犾＋犼狓２犾＋１）犠
犾犽
犖／２

＝∑

犖
２
－１

犾＝０

狓２犾犠
犾犽
犖／２＋犼∑

犖
２
－１

狀＝０

狓２犾＋１犠
犾犽
犖／２

＝犡１（犽）＋犼犡２（犽） （３）

　　再由等式（３）可得犡１（犽）和犡２（犽）：

犡１（犽）＝
１

２
（犢犽＋犢犖

２－犽
），犡２（犽）＝－犼犡１（犽）（４）

　　因此最终可由等式（２）～（４）求得输入为实数序

列的ＤＦＴ变换结果．

这种采用两个实数合并为一个复数的传统实数

ＦＦＴ算法，可以有效的将计算量减少一半，避免计

算资源和内存的无效消耗．若转化规模为奇数，则需

要在输入序列中增加一个无效数据０转为偶数规模

计算．该实现方法需要额外的ｓｐｌｉｔ转换操作，一方

面增加访存，另一方面实现中增加额外计算步骤，会

大幅降低算法性能．

因此，本文将从复数ＦＦＴ的定义出发，直接推

导实数ＦＦＴ的分解与计算过程，如第３节描述，消

除ｓｐｌｉｔ转换操作，能够更加有效的节省资源，提高

性能．

３　实数犉犉犜算法原理

在复数ＦＦＴ的算法原理
［４］中，对于一个计算规

模为犖 的离散傅里叶变换，若犖 能被基数犚 整除，

则离散傅里叶变换等式（１）可以表示为等式（５）．

犡（犽）＝∑

犖
犚
－１

犾＝０

狓（犾犚）犠
犾犽
犖
犚
＋犠

１犽
犖∑

犖
犚
－１

犚＝０

狓（犾犚＋１）犠
犾犽
犖
犚
＋…＋

犠
（犚－１）犽
犖 ∑

犖
犚
－１

犾＝０

狓（犾犚＋犚－１）犠
犾犽
犖
犚

，

犽＝０，１，２，…，
犖
犚
－１ （５）

令：

犡１（犽）＝∑

犖
犚
－１

犾＝０

狓（犾犚）犠
犿犽
犖
犚

，　　

犡２（犽）＝∑

犖
犚
－１

犾＝０

狓（犾犚＋１）犠
犾犽
犖
犚

，

　

犡犚（犽）＝∑

犖
犚
－１

犾＝０

狓（犾犚＋犚－１）犠
犾犽
犖
犚

（６）

则离散傅里叶变换的结果可以表示成等式（７），其中

犽＝０，１，…，犖／犚－１，因此等式（７）只能求得犡（０）～

犡
犖
犚（ ）－１ 的值．

犡（犽）＝犡１（犽）＋犠
１犽
犖犡２（犽）＋…＋犠

（犚－１）犽
犖 犡犚（犽）（７）

　　由于旋转因子具有周期性犠
犽＋犖
犖 ＝犠

犽
犖，且等式

（７）中犡１（犽），犡２（犽），…，犡犚（犽）的旋转因子周期为

犖／犚，因此可以得到犡１（犽）＝犡１（犽＋犾犖／犚），犡２（犽）＝

犡２（犽＋犾犖／犚），…，犡犚（犽）＝犡犚（犽＋犾犖／犚）（犾为自

然数）．至此，离散傅里叶变换的输出序列犡（０）～

犡（犖－１）均可以用犡１（犽），犡２（犽），…，犡犚（犽）进行

表示，如等式（８），其中旋转因子组成的矩阵被称为

旋转因子矩阵，输入序列前的旋转因子被称为旋转

因子系数．

复数ＦＦＴ算法中的Ｃ２Ｃ蝶形的计算与优化通

常都以等式（８）为基础进行实现，而本文的实数

ＦＦＴ则是在此基础上，根据实数离散傅里叶变换的

输入输出特点进行进一步的推导和简化．

犡（犽）

犡 犽＋
犖（ ）犚

犡 犽＋
２犖（ ）犚



犡 犽＋
（犚－１）犖（ ）

熿

燀

燄

燅犚

＝

犠
０
犚 犠

０
犚 犠

０
犚 … 犠

０
犚 犠

０
犚

犠
０
犚 犠

１
犚 犠

２
犚 … 犠

－２
犚 犠

－１
犚

犠
０
犚 犠

２
犚 犠

４
犚 … 犠

－４
犚 犠

－２
犚

     

犠
０
犚 犠

－２
犚 犠

－４
犚 … 犠

４
犚 犠

２
犚

犠
０
犚 犠

－１
犚 犠

－２
犚 … 犠

２
犚 犠

１

熿

燀

燄

燅犚



犡１（犽）

犠
１犽
犖犡２（犽）

犠
２犽
犖犡３（犽）



犠
（犚－１）犽
犖 犡犚（犽

熿

燀

燄

燅）

（８）

在Ｒ２Ｃ离散傅里叶变换中，除复数离散傅里叶

变换所存在的性质外，还存在以下特点：（１）输入序列

为犖个实数；（２）输出序列为
犖＋１
２
个复数，犡（０）的虚

部为０，若计算规模为偶数时，犡
犖（ ）２ 的虚部也为０，

除此之外犡（１）与犡（犖－１），犡（２）与犡（犖－２），…，

犡
犖
２（ ）－１ 与犡

犖
２（ ）＋１ 为实部相等虚部相反的共轭

复数．因此在Ｒ２ＣＦＦＴ算法实现时，只需要对犡（０）～

犡
犖（ ）２ 进行求解即可．

在对犡（０）～犡
犖（ ）２ 进行求解的过程中，本文将

Ｒ２ＣＦＦＴ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ分为以下三种情况：
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（１）当犽＝０时，等式（８）的输出结果中

犡
犖（ ）犚 与犡

（犚－１）犖（ ）犚
，犡
２犖（ ）犚 与犡

（犚－２）犖（ ）犚
，…，

犡
（犚－１）犖
２（ ）犚

与犡
（犚＋１）犖
２（ ）犚

关于犡
犖（ ）２ 对称，

满足Ｒ２Ｃ离散傅里叶变换输出序列实部相等虚部

相反的特性．因此犽＝０，犚 为奇数时只需要计算

犡
（犚－１）犖
２（ ）犚

及其之前的数值即可，犚为偶数时只

需要计算犡
犚犖
２（ ）犚 及其之前的数值．为进行统一，犚

为奇数时，本文令犚′为犚－１，偶数时即为犚．除对称

性外，等式中 犠
１犽
犖，…，犠

（犚－１）犽
犖 其值均为１，以及

犡１（０），犡２（０），…，犡犚（０）的虚部均为０．因此本文对

这部分进行特殊处理，将犽＝０代入等式（８）中进行

化简得到等式（９）．本文将对等式（９）的实现定义为

Ｒ２Ｃ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ，并在第５节进行详细描述．

犡（０）

犡
犖（ ）犚

犡
２犖（ ）犚



犡
犚′犖
２（ ）

熿

燀

燄

燅犚

＝

犠
０
犚 犠

０
犚 … 犠

０
犚

犠
０
犚 犠

１
犚 … 犠

－１
犚

犠
０
犚 犠

２
犚 … 犠

－２
犚

   

犠
０
犚 犠

犚′

２

犚
… 犠

－犚′

２

熿

燀

燄

燅犚



犡１（０）

犡２（０）

犡３（０）



犡犚（０

熿

燀

燄

燅）

（９）

　　（２）当犽＝１～
犖－犚
２犚

时，输出结果中犡（犽），犡（犽＋

犖／犚），犡（犽＋２犖／犚），…，犡（犽＋（犚－１）犖／犚）在

犡
犖（ ）２ 两边不存在共轭对称的特性，因此 犡（犽），

犡（犽＋犖／犚），犡（犽＋２犖／犚），…，犡 犽＋
（犚－１）犖（ ）犚

犽＝１～
犖
２犚（ ）－１ 中的每个数据都为有效数据．在Ｒ２Ｃ

变换中，可只计算犡（０）～犡
犖（ ）２ ，因此本文在等式（８）

的基础上进行Ｃ２Ｃ蝶形实现，然后将犡 犽＋
狓犖（ ）犚

＞

犖
２
的值进行虚部取反转为前半部分的值．

（３）在偶数规模的Ｒ２Ｃ离散傅里叶变换输出

序列中，犡
犖（ ）２ 是虚部为零的复数，同理，若犖 能够

被２犚整除，则犡１（犖／２犚），犡２（犖／２犚），…，犡犚（犖／

２犚）的虚部也为零．在此情况下，本文对犽＝犖／２犚

的输出序列进行单独计算．此时输出序列中的犡（犖／

２犚）与 犡
犖
２犚
＋（犚－１）犖／（ ）犚 ，犡

犖
２犚
＋２犖／（ ）犚 与

犡
犖
２犚
＋（犚－２）犖／（ ）犚 等，是沿 犡

犖（ ）２ 成共轭对称

的，因此犡
犖（ ）２ 以后的部分可省略计算．若犚为奇

数则最后一个数为犡
犚犖
２（ ）犚 ，犚为偶数则最后一个

数为犡
（犚－１）犖
２（ ）犚

，为进行统一，犚为奇数时，本文令

犚″为犚，偶数时即为犚－１．与Ｒ２Ｃ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ

不同，该部分输入序列的旋转因子系数不为１，因此

本文在等式（８）基础上将输入序列前的旋转因子系

数放入到前面旋转因子矩阵中，化简成为等式（１０），

本文将对此等式的实现定义为 Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形计算

ｋｅｒｎｅｌ，同样在第５节进行详细介绍．

犡
犖
２（ ）犚

犡
３犖
２（ ）犚

犡
５犖
２（ ）犚


犡
犚″犖
２（ ）

熿

燀

燄

燅犚

＝

犠
０
２犚 犠

１
２犚 … 犠

犚－１
２犚

犠
０
２犚 犠

３
２犚 … 犠

３（犚－１）
２犚

犠
０
２犚 犠

５
２犚 … 犠

５（犚－１）
２犚

   

犠
０
２犚 犠

犚″
２犚 … 犠

犚″（犚－１）
２

熿

燀

燄

燅犚



犡１（犽）

犡２（犽）

犡３（犽）



犡犚（犽

熿

燀

燄

燅）

（１０）

　　以上就是本文ＤＲＦＦＴ算法中 Ｒ２Ｃ变换的算

法原理，而Ｃ２Ｒ变换则是Ｒ２Ｃ的逆变换，本文不进

行过多介绍．

４　蝶形网络构造与实现

４１　实数犉犉犜算法蝶形网络

本文采用Ｓｔｏｃｋｈａｍ蝶形网络
［１９］对ＤＲＦＦＴ算

法进行实现．相对于其他ＦＦＴ蝶形网络，Ｓｔｏｃｋｈａｍ

蝶形网络主要有三方面的优势：（１）输入输出均为

自然序列，去除了“位元反转”操作；（２）ＳＩＭＤ友好．

每一层网络的蝶形计算相互独立，输入输出序列连

续，能够并行处理多个蝶形的计算；（３）完美支持混

合基．每层蝶形网络的输入、输出都为自然序列，对

于不同基的蝶形网络可结合一起使用，可处理任意

规模的ＤＦＴ．

（１）ＤＲＦＦＴＲ２Ｃ算法的Ｓｔｏｃｋｈａｍ蝶形网络

图１是一个输入规模为２４个实数，输出规模为

１３个复数的ＤＲＦＦＴＲ２Ｃ蝶形网络图．通常情况下

ＤＦＴ计算的输入输出规模一致，但由于ＤＲＦＦＴＲ２Ｃ

算法实现中，犡（１）和犡（犖－１），犡（２）和犡（犖－２），…，

犡
犖
２（ ）－１ 和犡

犖
２（ ）＋１ 实部相等，虚部相反，在蝶

形计算输出时，本文把实部相等虚部相反的后半部
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图１　规模为２４的Ｒ２Ｃ蝶形网络图

分省略，减少不必要内存占用．如图１中，网络输出

结果为犆０～犆１２共１３个复数，犆１３～犆２３由于共轭对

称性进行了省略．图１中，方块、菱形和六边形的左

边圆圈代表输入数据，右边圆圈代表输出数据．第一

级网络中蝶形计算的实数输入用实线圆和犇狓进行

表示，虚部为０只进行实部存储的数用实线圆和

犆狓．狉表示，其余复数用虚线圆和犆狓表示．方块、菱形

和六边形分别表示不同基的蝶形计算，其中对角线

填充的方形、菱形和六边形分别表示进行一次基２

Ｒ２Ｃ蝶形计算、基３Ｒ２Ｃ蝶形计算以及基４Ｒ２Ｃ蝶

形计算，黑点填充的菱形和六边形分别表示进行一

次基３Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形计算和基４Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形计算，

空白的六边形表示进行一次基４Ｃ２Ｃ蝶形计算．这

里Ｓｔｏｃｋｈａｍ网络被组织成一个以基２、基３和基４

的各类蝶形作为计算ｋｅｒｎｅｌ的２×３×４三级网络

结构（ｓｔａｇｅｓｅｃｔｉｏｎｂｕｔｔｅｒｆｌｙ）：

①“Ｓｔａｇｅ”．每一列方块、菱形或六边形分别代

表每一级，每一级蝶形总数为目前所在级的输入规

模除以所采用的基（犖／犚）．图１为三级网络．

②“Ｓｅｃｔｉｏｎ”．蝶形网络中的每一级至少包含

１个ｓｅｃｔｉｏｎ，每个ｓｅｃｔｉｏｎ至少包含１个蝶形．第一

级蝶形网络中的每一个ｓｅｃｔｉｏｎ中仅包含１个基２

Ｒ２Ｃ蝶形，共１２个ｓｅｃｔｉｏｎ；第二级蝶形网络共包含

４个ｓｅｃｔｉｏｎ：１个基３Ｒ２Ｃ蝶形和其后面１个相邻

的基３Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形组成１个ｓｅｃｔｉｏｎ．第三级网络仅

包含１个ｓｅｃｔｉｏｎ，共有４个蝶形：１个基４Ｒ２Ｃ蝶

形、２个基４Ｃ２Ｃ蝶形和１个基４Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形．

③“Ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ”，蝶形是整个ＦＦＴ蝶形网络的最

小计算单元．由于Ｒ２Ｃ变换的共轭对称性，奇数基

Ｒ２Ｃ蝶形输入为犚个实数，输出为
犚＋１
２
个复数，其

中第一个复数虚部为零，偶数基Ｒ２Ｃ蝶形则输出为

犚
２
＋１个复数，第一个复数和最后一个复数虚部为

零．因此基２Ｒ２Ｃ蝶形输入为２个实数，输出为

２个虚部为零的复数，基３Ｒ２Ｃ蝶形输入为３个实

数，输出为２个复数，且第一个复数虚部为零，基４

Ｒ２Ｃ蝶形输入为４个实数，输出为３个复数，第一个

和最后一个复数虚部为零．同理，基３Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形

输入３个实数，输出为１个复数加１个虚部为零的

复数，基４Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形输入为４个实数，输出为

２个复数．基４Ｃ２Ｃ蝶形则输入输出均为４个复数．

在蝶形网络中，为避免无效资源消耗，本文将中间计

算过程中虚部零的数据进行了省略不存储，最后一

级蝶形网络中，再把第１个数犆０和第１３个数犆１２的

虚部０补充上．

整个网络中，每个蝶形的输入步长（ｉｎ＿ｓｔｒｉｄｅ）

为当级网络的整个输入规模 犖 除以当前采用的

基犚（犖／犚）．如第一级网络输入规模为２４，则每个

蝶形的输入分量间隔为２４／２＝１２，而输出步长

（ｏｕｔ＿ｓｔｒｉｄｅ）当中，第一级网络蝶形计算输出步长

为１，其他级的蝶形输出步长为前面每一级所采用

基的值相乘（１×犚１×犚２…）．如图１，第一级网络中

每个蝶形输出结果相邻且连续，最后一级每个蝶形

输出间隔为第一级网络采用的基乘第二级网络采用

的基（犚１×犚２＝６），最后一级蝶形输出步长即为６．

蝶形网络中，由于第一级每个ｓｅｃｔｉｏｎ的蝶形输

入均为实数，因此第一级网络中蝶形均采用Ｒ２Ｃ蝶

形．第二级和第三级蝶形网络中每个ｓｅｃｔｉｏｎ的第

一个蝶形输入均为虚部为零的复数且旋转因子系数

为１，因此同样也采用Ｒ２Ｃ蝶形．最后一个蝶形为等

式（１０）中偶数输入规模中的特殊点情况，其蝶形输

入数据虚部同样为零，但其旋转因子系数值不为１，

这部分采用单独的Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形．其他剩余蝶形，则

采用Ｃ２Ｃ蝶形．

图１中，每个基４Ｃ２Ｃ蝶形计算中，第３个数和第

４个数的输出数据为后半部分犡
犖
２（ ）＋１ ～犡（犖－１）
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中的数据，这部分可省略存储，但在犡（１）～犡
犖
２（ ）－１

中与其对应的实数相等虚部相反的数未计算出，因

此本文在存储时，会将后半部分的值虚部取反转为

犡（１）～犡
犖
２（ ）－１ 中实部相等虚部相反对应的数进

行存储．如第三级网络中，第一个基４Ｃ２Ｃ蝶形输出

结果为犆１，犆７，犆１３和犆１９，但犆１３～犆２３不进行存储，

因此将犆１３和犆１９虚部取反转为犆１１和犆５进行存储．

（２）ＤＲＦＦＴＣ２Ｒ算法的Ｓｔｏｃｋｈａｍ蝶形网络

Ｃ２ＲＦＦＴ的输入输出特点与Ｒ２ＣＦＦＴ相反，

其输入序列为前后对称性的共轭复数，输出序列为

实数，因此蝶形网络为整个Ｒ２Ｃ蝶形网络的逆推．

如图２同样为２４规模的蝶形网络图，由于犆１３～犆２３

能够用犆１～犆１１表示，因此整个蝶形网络中只需用

输入犆０～犆１２共１３个数，输出２４个实数．

图２　规模为２４的Ｃ２Ｒ蝶形网络图

和Ｒ２Ｃ蝶形网络图同理，这里Ｓｔｏｃｋｈａｍ网络也

被组织成一个２×３×４三级网络结构（ｓｔａｇｅｓｅｃｔｉｏｎ

ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ）：

①“Ｓｔａｇｅ”．每一列蝶形分别代表每一级．图２

也为三级网络．

②“Ｓｅｃｔｉｏｎ”．由于是Ｒ２Ｃ蝶形网络的逆推，因

此第一级网络仅包含１个ｓｅｃｔｉｏｎ，共有４个蝶形：

１个基４Ｃ２Ｒ蝶形、２个基４Ｃ２Ｃ蝶形以及１个基

４Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形；第二级蝶形网络共包含４个ｓｅｃｔｉｏｎ：

１个基３Ｃ２Ｒ蝶形和其后面１个相邻的基３Ｃ２Ｒ＿ＩＩ

蝶形组成１个ｓｅｃｔｉｏｎ．第三级蝶形网络中的每一个

ｓｅｃｔｉｏｎ中仅包含１个基２Ｃ２Ｒ蝶形，共１２个蝶形．

③“Ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ”．Ｃ２Ｒ网络中的Ｃ２Ｒ蝶形和Ｃ２Ｒ＿

ＩＩ蝶形同样也分别和 Ｒ２Ｃ网络中的 Ｒ２Ｃ蝶形和

Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形输入输出情况完全相反．基４Ｃ２Ｃ蝶形

则与Ｒ２Ｃ网络中的相同．

Ｃ２Ｒ蝶形网络中，蝶形的输入步长和输出步长

与Ｒ２Ｃ蝶形网络的蝶形相互对立，Ｃ２Ｒ的输出步长

为输出规模除以当级网络所采用的基（犖／犚），输入

步长为后面每一级所采用基的值相乘，最后一级输

入步长为１，如图２中第一级蝶形的输入步长为第

二和第三级网络所采用的基相乘（３×２），而最后一

级的输入步长为１．

图２蝶形网络中，第一级网络、第二级网络和第

三级网络中每个ｓｅｃｔｉｏｎ的第一个蝶形与Ｒ２Ｃ蝶形

输入输出情况相反，因此采用Ｃ２Ｒ蝶形省略重复的

数据输入．同样第一级网络和第二级网络中每个

ｓｅｃｔｉｏｎ的最后一个蝶形也与 Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形情况相

反，输入数据存在共轭对称性，但旋转因子系数是不

为１的特殊点，因此采用Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形进行实现．而

Ｃ２Ｒ蝶形网络中的Ｃ２Ｃ蝶形计算时，每个Ｃ２Ｃ蝶

形，后半部分输入为狓
犖
２（ ）＋１ ～狓（犖－１）中的数

据，这部分可由狓（１）～狓
犖
２（ ）－１ 表示，并未读入网

络．因此本文在读取时，对狓（１）～狓
犖
２（ ）－１ 相应的

值进行读取，并将虚部取反．如第一级网络中，第一

个基４Ｃ２Ｃ蝶形输入结果为犆１，犆７，犆１３和犆１９，但

犆１３～犆２３并未读取，可由犆１～犆１２的实部虚部表示，

因此分别将与犆１３和犆１９实部相等虚部相反的犆１１和

犆５进行虚部取反转为犆１３和犆１９．

４２　蝶形网络实现与优化

（１）蝶形网络的实现

算法１给出了ＤＲＦＦＴ算法ｓｔａｇｅｓｅｃｔｉｏｎｂｕｔｔｅｒｆｌｙ

三级实数蝶形网络的实现方法．如算法１中所示，第

１行外层的ｆｏｒ循环表示网络的级数ｓｔａｇｅ＿ｎｕｍ，第

５行ｆｏｒ循环表示蝶形网络的块数ｓｅｃｔｉｏｎ＿ｎｕｍ，第

７行ｆｏｒ循环表示蝶形计算数ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ＿ｎｕｍ．每一

级蝶形计算的个数都是规模除以基（犖／犚），每一块

ｓｅｃｔｉｏｎ和每一级ｓｔａｇｅ都至少有一个蝶形．在蝶形

网络图中，本文发现每个ｓｅｃｔｉｏｎ的第一个蝶形为

Ｒ２Ｃ蝶形或Ｃ２Ｒ蝶形，因此本文算法实现中，第７

行ｆｏｒ循环中实现Ｃ２Ｃ蝶形控制，在第５行和第７

行ｓｅｃｔｉｏｎ数的控制和Ｃ２Ｃ蝶形数的控制之间实现

９００１５期 赵　翔等：基于ＡＲＭｖ８处理器的实数ＦＦＴ实现与性能优化研究
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Ｒ２Ｃ或Ｃ２Ｒ蝶形，第１０行和第１１行对是否执行

Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形或Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形进行判断和实现．蝶形

计算ｋｅｒｎｅｌ的实现，本文将在第５节进行推导．

算法１．　ＤＲＦＦＴ优化算法．

输入：犉犻狀［］：输入序列；狉犪犱犻狓［］：当前蝶形计算的基；

狋狑犻犱犱犾犲［］：旋转因子；狊狋犪犵犲＿狀狌犿：蝶形网络级数；

狊犲犮狋犻狅狀＿狀狌犿：蝶形模块数

输出：犉狅狌狋［］：输出序列

１．ＦＯＲ犿←１ＴＯ狊狋犪犵犲＿狀狌犿 ＤＯ

２． 犚＝狉犪犱犻狓［犿］

３． 犫狌狋狋犲狉犳犾狔＿狀狌犿＝犫狌狋狋犲狉犳犾狔＿狀狌犿犚

４． 狊犲犮狋犻狅狀＿狀狌犿＝狊犲犮狋犻狅狀＿狀狌犿／犚

５． ＦＯＲ犼←０ＴＯ狊犲犮狋犻狅狀＿狀狌犿ＤＯ

６． 犚２犆＿犽犲狉狀犲犾（犉狅狌狋，犉犻狀，狋狑犻犱犱犾犲，０）

７． ＦＯＲ犽←０ＴＯ犫狌狋狋犲狉犳犾狔＿狀狌犿ＤＯ

８． 犆２犆＿犽犲狉狀犲犾（犉狅狌狋，犉犻狀，狋狑犻犱犱犾犲，

犫狌狋狋犲狉犳犾狔＿狀狌犿，０）

９． ＥＮＤＦＯＲ

１０． ＩＦ犫狌狋狋犲狉犳犾狔＿狀狌犿＝＝１ＤＯ

１１． 犚２犆＿犐犐＿犽犲狉狀犲犾（犉狅狌狋，犉犻狀，狋狑犻犱犱犾犲，０）

１２． ＥＮＤＦＯＲ

１３．ＥＮＤＦＯＲ

（２）蝶形网络的优化

实数ＦＦＴ蝶形网络的优化主要有三个方面：

①第一级和最后一级特殊优化．由于Ｒ２Ｃ蝶形、

Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形、Ｃ２Ｒ蝶形和Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形的输入输出以

及旋转因子存在特殊性，可减少输入输出以及输入序

列可省略旋转因子相乘的情况．因此将这两级单独

进行优化，能够减少旋转因子系数的读取与计算．

②减少访存开销．该优化将整个蝶形网络中共

轭复数的计算和输入输出均进行了省略，这样不仅

能够减少计算量，而且也能够降低访存开销．

③宽度优先与深度优先结合的蝶形网络．ＦＦＴ

蝶形计算有两种执行顺序：宽度优先和深度优先．第

一种方式的蝶形计算顺序为：下一级蝶形计算需要

等到上一级的蝶形计算完成才能开始计算．当规模

比较大时，当前级蝶形计算的结果，下一级蝶形计算

还未使用就被置换出去．频繁的数据置换，容易导致

Ｌ１ｃａｃｈｅｍｉｓｓ．因此为减少Ｌ１ｃａｃｈｅｍｉｓｓ，合理利

用资源，本文采用深度优先和宽度优先结合的方法，

在多级蝶形网络中，前两级采用深度优先的执行顺

序，余下的采用宽度优先执行顺序．

５　犇犚犉犉犜蝶形实现

５１　犚２犆蝶形计算犽犲狉狀犲犾

　　由等式（９）可知，一个基数为犚的Ｒ２Ｃ蝶形计

算ｋｅｒｎｅｌ的旋转因子矩阵可以表示为等式（１１）．与

等式（９）相同，当基数犚为奇数时，犚′为犚－１，否则

为犚．旋转因子矩阵为犚′／２行．

犠
０
犚 犠

０
犚 犠

０
犚 … 犠

０
犚 犠

０
犚

犠
０
犚 犠

１
犚 犠

２
犚 … 犠

－２
犚 犠

－１
犚

犠
０
犚 犠

２
犚 犠

４
犚 … 犠

－４
犚 犠

－２
犚

     

犠
０
犚 犠

犚′－２
２

犚 犠
犚′－２
犚 … 犠

２－犚′
犚 犠

２－犚′
２

犚

犠
０
犚 犠

犚′
２
犚 犠

犚′
犚 … 犠

犚′
犚 犠

犚′
２

熿

燀

燄

燅犚

（１１）

实数与复数相乘的过程就是实数分别与复数的

实部和虚部相乘，因此等式（１１）根据旋转因子矩阵

将实部虚部分开计算可得到等式（１２），其中狉代表

实部，犻代表虚部．

犡（０）．狉＝狓（０）＋狓（１）＋…＋狓（犚－１），

犡（０）．犻＝０，

犡（１）．狉＝狓（０）＋狓（１）犠
１
犚．狉＋…＋狓（犚－１）犠

－１
犚 ．狉，

犡（１）．犻＝狓（１）犠
１
犚．犻＋…＋狓（犚－１）犠

－１
犚 ．犻，



犡
犚′（ ）２ ．狉＝狓（０）＋狓（１）犠

犚′／２
犚 ．狉＋…＋

狓（犚－１）犠
－犚′／２
犚 ．狉，

犡
犚′（ ）２ ．犻＝狓（１）犠

犚′
２

犚 ．犻＋…＋狓（犚－１）犠
－犚′／２
犚 ．犻 （１２）

　　由等式（１１）的旋转因子矩阵可以看出每一行的

前半部分旋转因子 犠
犿狀

犚 与后半部分旋转因子的

犠
－犿狀
犚 具有实部相等虚部相反的对称性，因此可以通

过提取公因式的方法对等式（１２）进行进一步化简使

得计算最简化．等式（１３）即为基数犚 为奇数时，等

式（１２）的化简等式．

犡（０）．狉＝狓（０）＋∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）＋狓（犚－犿）］，　 　

犡（０）．犻＝０，

犡（狀）．狉＝狓（０）＋∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）＋狓（犚－犿）］犠
犿狀

犚 ．狉１，

犡（狀）．犻＝∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）－狓（犚－犿）］犠
犿狀

犚 ．犻，狀∈１，
犚－１［ ］２
（１３）

当犚为偶数时，旋转因子矩阵中最后一行的旋

转因子为犠
犿犚／２
犚 （犿为旋转因子矩阵的列），其值为１

或者－１，所以蝶形输出犡（犚／２）的计算可以进行单

独简化，消除旋转因子的乘法．同时中间列的旋转因

子为犠
狀犚／２
犚 （狀为旋转因子矩阵的行），其值也为１或

者－１，因此本文将偶数基犡（狀）的计算中，中间分

量狓
犚（ ）２ 的计算也单独进行简化．最终偶数基Ｒ２Ｃ
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蝶形的计算ｋｅｒｎｅｌ可以化简成等式（１４）．

犡（０）．狉＝狓（０）＋狓
犚（ ）２ ＋∑

犚
２
－１

犿＝１

［狓（犿）＋狓（犚－犿）］，

犡（０）．犻＝０，

犡（狀）．狉＝狓（０）＋（－１）狀狓
犚（ ）２ ＋

∑

犚
２
－１

犿＝１

［狓（犿）＋狓（犚－犿）］犠
犿狀

犚 ．狉，

犡（狀）．犻＝∑

犚
２
－１

犿＝１

［狓（犿）－狓（犚－犿）］犠
犿狀

犚 ．犻，狀∈１，
犚
２［ ］－１，

犡
犚（ ）２ ．狉＝狓（０）＋（－１）

犚
２狓
犚（ ）２ ＋

∑

犚
２
－１

犿＝１

（－１）犿［狓（犿）＋狓（犚－犿）］，

犡
犚（ ）２ ．犻＝０ （１４）

５２　犚２犆＿犐犐蝶形计算犽犲狉狀犲犾

　　由等式（１０）可知，偶数输入规模中所特有的

Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ旋转因子矩阵可以表示为等

式（１５）．与等式（１０）相同，当基数犚为奇数时，犚″为

犚，否则为犚－１．旋转因子矩阵为（犚″＋１）／２行．

犠
０
２犚 犠

１
２犚 犠

２
２犚 … 犠

犚－２
２犚 犠

犚－１
２犚

犠
０
２犚 犠

３
２犚 犠

６
２犚 … 犠

犚－６
２犚 犠

犚－３
２犚

犠
０
２犚 犠

５
２犚 犠

１０
２犚 … 犠

犚－１０
２犚 犠

犚－５
２犚

     

犠
０
２犚 犠

犚″－２
２犚 犠

２（犚″－２）
２犚 … 犠

犚－２（犚″－２）
２犚 犠

犚－犚″＋２
２犚

犠
０
２犚 犠

犚″
２犚 犠

２犚″
２犚 … 犠

犚－２犚″
２犚 犠

犚－犚″
２

熿

燀

燄

燅犚

（１５）

　　其优化方式与Ｒ２Ｃ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ优化方式

相同，将其实部虚部分开计算，则计算公式可表示成

等式（１６），再利用旋转因子对称性、周期性和可约性

进行化简．

犡（０）．狉＝狓（０）＋狓（１）犠
１
２犚．狉＋…＋狓（犚－１）犠

犚－１
２犚 ．狉，

犡（０）．犻＝狓（１）犠
１
２犚．犻＋…＋狓（犚－１）犠

犚－１
２犚 ．犻，

犡（１）．狉＝狓（０）＋狓（１）犠
３
２犚．狉＋…＋狓（犚－１）犠

犚－３
２犚 ．狉，

犡（１）．犻＝狓（１）犠
３
２犚．犻＋…＋狓（犚－１）犠

犚－３
２犚 ．犻，

　 

犡
犚″－１（ ）２

．狉＝狓（０）＋狓（１）犠
犚″
２犚．狉＋…＋

狓（犚－１）犠
犚－犚″
２犚 ．狉，

犡
犚″－１（ ）２

．犻＝狓（１）犠
犚″
２犚．犻＋…＋狓（犚－１）犠

犚－犚″
２犚 ．犻

（１６）

　　由于旋转因子中犠
狀
２犚和犠

犚－狀
２犚 实部相反虚部相

等，而旋转因子矩阵在横向上正好满足这一条件，因

此可将等式（１６）同Ｒ２Ｃ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ一样进行

合并，且奇数基中最后一行旋转因子为犠
犿犚

２犚 （犿 为

旋转因子矩阵列），其值为１或－１，因此本文将最后

一行单独计算．最后奇数基的 Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形计算

ｋｅｒｎｅｌ可化简为等式（１７）．

犡（狀）．狉＝狓（０）＋∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）－狓（犚－犿）］犠
（２狀＋１）犿
２犚 ．狉，

犡（狀）．犻＝∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）＋狓（犚－犿）］犠
（２狀＋１）犿
２犚 ．犻，

狀∈ ０，
犚－３［ ］２

，

犡
犚－１（ ）２

．狉＝狓（０）＋∑

犚－１
２

犿＝１

（－１）犿［狓（犿）－狓（犚－犿）］，

犡
犚－１（ ）２

．犻＝０ （１７）

　　在偶数基Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形的旋转因子矩阵中，最

中间列的旋转因子为犠
（２狀＋１）犚／２
２犚 ＝犠

（２狀＋１）
４ （狀为旋转

因子矩阵行），与其他列的旋转因子不能提取公因

式，且其值为实部为零，虚部为１或－１，因此狓（狀）

的中间分量也可进行简化，最终偶数基的 Ｒ２Ｃ＿ＩＩ

蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ可化简为等式（１８）．

犡（狀）．狉＝狓（０）＋∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）－狓（犚－犿）］犠
（２狀＋１）犿
２犚 ．狉，

犡（狀）．犻＝（－１）狀狓
犚（ ）２ ＋

∑
犚－１

犿＝１

［狓（犿）＋狓（犚－犿）］犠
（２狀＋１）犿
２犚 ．犻，狀∈ ０，

犚
２［ ］－１

（１８）

５３　犆２犚蝶形计算犽犲狉狀犲犾

　　由犇犉犜犖可知，犡（犽）的通用公式为等式（１９）．

在离散傅里叶变换中，Ｃ２ＲＦＦＴ情况与Ｒ２ＣＦＦＴ

情况相反，当输入复数序列前半部分与后半部分实

数相等虚部相反时，计算结果均为实数．因此其

Ｃ２Ｒ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ的实现也和 Ｒ２Ｃ蝶形计算

ｋｅｒｎｅｌ是相逆的情况．

犡（０）＝狓（０）犠
０
犚＋狓（１）犠

０
犚＋狓（２）犠

０
犚＋…＋

狓（犚－２）犠
０
犚＋狓（犚－１）犠

０
犚，

犡（１）＝狓（０）犠
０
犚＋狓（１）犠

１
犚＋狓（２）犠

２
犚＋…＋

狓（犚－２）犠
－２
犚 ＋狓（犚－１）犠

－１
犚 ，

犡（２）＝狓（０）犠
０
犚＋狓（１）犠

２
犚＋狓（２）犠

４
犚＋…＋

狓（犚－２）犠
－４
犚 ＋狓（犚－１）犠

－２
犚 ，

　　 

犡（犚）＝狓（０）犠
０
犚＋狓（１）犠

１
犚＋狓（２）犠

２
犚＋…＋

狓（犚－２）犠
－２
犚 ＋狓（犚－１）犠

－１
犚 （１９）
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　　等式（２０）如下：

犡（０）＝狓（０）．狉＋狋狓
犚″＋１（ ）２

．狉＋２狓（１）．狉＋

２狓（２）．狉＋…＋２狓
犚″（ ）２ ．狉，

犡（１）＝狓（０）．狉－狋狓
犚″＋１（ ）２

．狉＋２狓（１）．狉犠
１
犚．狉－

２狓（１）．犻犠
１
犚．犻＋…＋２狓

犚″（ ）２ ．狉犠
犚″
２

犚 ．狉－

２狓
犚″（ ）２ ．犻犠

犚″
２

犚 ．犻，

犡（２）＝狓（０）．狉＋狋狓
犚″＋１（ ）２

．狉＋２狓（１）．狉犠
２
犚．狉－

２狓（１）．犻犠
２
犚．犻＋…＋２狓

犚″（ ）２ ．狉犠
犚″
犚 ．狉－

２狓
犚″（ ）２ ．犻犠

犚″
犚 ．犻，

　　 

犡（犚－１）＝狓（０）．狉－狋狓
犚″＋１（ ）２

．狉＋

　　 　２狓（１）．狉犠
犚－１
犚 ．狉－２狓（１）．犻犠

犚－１
犚 ．犻＋…＋

　　 　２狓
犚″（ ）２ ．狉犠

犚″（犚－１）
２

犚 ．狉－２狓
犚″（ ）２ ．犻犠

犚″（犚－１）
２

犚 ．犻

（２０）

由于Ｃ２ＲＦＦＴ为Ｒ２ＣＦＦＴ的逆变换，因此输

入序列中，狓（０）以及偶数输入规模中的狓
犚（ ）２ 的虚

部均为０，且狓（１）与狓（犚－１），狓（２）与狓（犚－２）等

输入序列则是关于狓
犚（ ）２ 成共轭对称性．因此实现

过程中可将前半部分输入序列的实部虚部分别代入

替换掉狓
犚（ ）２ 后的输入序列，替换后等式（１９）可化简

成等式（２０）．若犚为偶数时，等式（２０）中蝶形输入序

列中狓（犚／２）与狓（０）一样不存在共轭对称性，且对

应的旋转因子犠
狀犚／２
犚 （狀为旋转因子矩阵行）的值为１

或 －１．为了便于统一，本文将变量狋和犚″代入，当

基数犚为奇数时，狋＝０，犚″＝犚；偶数则狋＝１，犚″＝

犚－１．

在等式（２０）的犡（狀）和犡（犚－狀）中，由于犠
狀

犚和

犠
犚－狀
犚 是共轭对称的，利用这一特性可对等式犡（犿）

和犡（犚－犿）中的实部和虚部同时进行计算，因此奇

数基的Ｃ２Ｒ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ可以化简成等式（２１）．

偶数基Ｃ２Ｒ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ中，由于旋转因子

矩阵的
犚
２
＋１行，旋转因子为犠

犿犚／２
犚 （犿 为旋转因子

矩阵的列），其值为１或－１，因此本文将其单独化

简，消除旋转因子乘法，偶数基的 Ｃ２Ｒ蝶形计算

ｋｅｒｎｅｌ最终化简成等式（２２）．

犡（０）＝狓（０）．狉＋∑

犚－１
２

犿＝１

［２狓（犿）．狉］，

犡（狀）＝狓（０）．狉＋∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）．狉２犠
犿狀

犚 ．狉］－

∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）．犻２犠
犿狀

犚 ．犻］，

犡（犚－狀）＝狓（０）．狉＋∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）．狉２犠
犿狀

犚 ．狉］＋

∑

犚－１
２

犿＝１

［狓（犿）．犻２犠
犿狀

犚 ．犻］，

狀∈ １，
犚－１［ ］２

，犚－狀∈
犚＋１
２
，犚［ ］－１ （２１）

　　等式（２２）如下：

犡（０）＝狓（０）．狉＋∑

犚
２
－１

犿＝１

［２狓（犿）．狉］＋狓
犚（ ）２ ．狉，

犡（狀）＝狓（０）．狉＋∑

犚
２
－１

犿＝１

［狓（犿）．狉２犠
犿狀

犚 ．狉］－

∑

犚
２
－１

犿＝１

［狓（犿）．犻２犠
犿狀

犚 ．犻］＋（－１）
狀狓
犚（ ）２ ．狉，

犡
犚（ ）２ ＝狓（０）．狉＋∑

犚－１
２

犿＝１

（－１）犿［２狓（犿）．狉］＋

（－１）
犚
２狓
犚（ ）２ ．狉，

犡（犚－狀）＝狓（０）．狉＋∑

犚
２
－１

犿＝１

［狓（犿）．狉２犠
犿狀

犚 ．狉］＋

∑

犚
２
－１

犿＝１

［狓（犿）．犻２犠
犿狀

犚 ．犻］＋（－１）
狀狓
犚（ ）２ ．狉，

狀∈ １，
犚
２［ ］－１ ，犚－狀∈

犚
２
＋１，犚［ ］－１ （２２）

５４　犆２犚＿犐犐蝶形计算犽犲狉狀犲犾

　　在偶数输入规模的Ｃ２ＲＦＦＴ算法中，同样也

存在着Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形相逆的情况，其旋转因子可以

表示成为等式（２３）．

犠
０
２犚 犠

０
２犚 犠

０
２犚 … 犠

０
２犚 犠

０
２犚

犠
１
２犚 犠

３
２犚 犠

５
２犚 … 犠

－３
２犚 犠

－１
２犚

犠
２
２犚 犠

６
２犚 犠

１０
２犚 … 犠

－６
２犚 犠

－２
２犚

     

犠
犚－２
２犚 犠

犚－６
２犚 犠

犚－１０
２犚 … 犠

６－犚
２犚 犠

２－犚
２犚

犠
犚－１
２犚 犠

犚－３
２犚 犠

犚－５
２犚 … 犠

３－犚
２犚 犠

１－犚
２

熿

燀

燄

燅犚

（２３）

根据其旋转因子矩阵，Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形计算等式可

以表示成等式（２４）．

２１０１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２３年

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



犡（０）＝狓（０）犠
０
２犚＋狓（１）犠

０
２犚＋…＋狓（犚－１）犠

０
２犚，

犡（１）＝狓（０）犠
１
２犚＋狓（１）犠

３
２犚＋…＋狓（犚－１）犠

－１
２犚 ，

犡（２）＝狓（０）犠
２
２犚＋狓（１）犠

６
２犚＋…＋狓（犚－１）犠

－２
２犚 ，

　

犡（犚－１）＝狓（０）犠
犚－１
２犚 ＋狓（１）犠

犚－３
２犚 ＋…＋狓（犚－１）犠

１－犚
２犚

（２４）

同样Ｃ２Ｒ＿ＩＩ的蝶形输入也存在前后共轭对称

的特性，狓（０）与狓（犚－１），狓（１）与狓（犚－２）等互为

共轭复数的关系，同时Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形计算中存在犠
犿
２犚

与犠
犚－犿
２犚 上下对称的情况．因此可对Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形计

算ｋｅｒｎｅｌ进行化简．

又因为奇数基Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形输入序列与Ｒ２Ｃ＿ＩＩ

蝶形相反，其中间一个数狓
犚－１（ ）２

虚部为零，且其

对应的旋转因子犠
狀犚
２犚为１或者－１，因此中间分量的

计算单独进行简化，最终奇数基Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形计算

ｋｅｒｎｅｌ可化简成等式（２５）．

犡（０）＝狓
犚－１（ ）２

．狉＋∑

犚－３
２

犿＝０

［２狓（犿）．狉］，

犡（狀）＝（－１）狀狓
犚－１（ ）２

．狉＋

∑

犚－３
２

犿＝０

［狓（犿）．狉２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．狉］＋

∑

犚－３
２

犿＝０

［狓（犿）．犻２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．犻］，

犡（犚－狀）＝（－１）犚－狀狓
犚－１（ ）２

．狉－

∑

犚－３
２

犿＝０

［狓（犿）．狉２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．狉］＋

∑

犚－３
２

犿＝０

［狓（犿）．犻２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．犻］，

狀∈ １，
犚－１［ ］２

，犚－狀∈
犚＋１
２
，犚［ ］－１ （２５）

　　由于偶数基Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形旋转因子矩阵的
犚
２
＋１

行，旋转因子为犠
（２犿＋１）犚／２
２犚 ，其值实部为零，虚部为１或

者－１，本文对此进行单独简化，因此偶数基Ｃ２Ｒ＿ＩＩ

蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ可化简成等式（２６）．

　　犡（０）＝∑

犚
２
－１

犿＝０

［２狓（犿）．狉］，

犡（狀）＝∑

犚
２
－１

犿＝０

［狓（犿）．狉２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．狉］＋

∑

犚
２
－１

犿＝０

［狓（犿）．犻２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．犻］，

犡
犚（ ）２ ＝∑

犚
２
－１

犿＝０

（－１）犿＋１［２狓（犿）．犻］，

犡（犚－狀）＝－∑

犚
２
－１

犿＝０

［狓（犿）．狉２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．狉］＋

∑

犚
２
－１

犿＝０

［狓（犿）．犻２犠
（２犿＋１）狀
２犚 ．犻］，

　　　狀∈ １，
犚
２［ ］－１ ，犚－狀∈

犚
２
＋１，犚［ ］－１ （２６）

　　Ｃ２Ｃ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ实现原理基本相同，详细

实现则参照本课题组已有工作［１６］．

５５　蝶形优化复杂度分析

由前面部分可知，Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｃ＿ＩＩ、Ｃ２Ｒ＿ＩＩ以

及Ｃ２Ｃ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ推导过程可知，ＦＦＴ计算中

实数计算的运算量与复数计算的运算量具有特别大

的差异．表１展示了ＤＲＦＦＴ算法在几种蝶形计算的

运算量．Ｒ２Ｃ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ化解后，奇数基和偶

数基 Ｒ２Ｃ蝶形计算的乘法次数分别为（犚－１）２／２

次和（犚－２）２／２次，加减法次数分别为（犚２－１）／２

次和（犚２－犚＋２）／２次．Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形计算ｋｅｒｎｅｌ化

解后，奇数基和偶数基Ｒ２Ｃ＿ＩＩ蝶形计算的乘法次

数分别为（犚－１）２／２次和（犚－２犚）２／２次，加减法次

数分别为（犚２－１）／２次和（犚２－４）／２次，而Ｃ２Ｒ蝶

形和Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形等式中，公式存在许多乘２的情

况，本文将旋转因子的虚部值以２倍的形式进行保

存，这样能够有效减少计算量，此时奇数基和偶数

基的Ｃ２Ｒ蝶形计算的乘法次数分别为（犚－１）２／２

次和（犚－２）２／２次，加减法分别为（犚２＋１）／２次和

（犚２－犚＋６）／２次．奇数基和偶数基的Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形

计算的乘法次数为（犚－１）２／２次和（犚２－２犚）／２次，

加减法分别为（犚２＋１）／２次和犚２／２次．而奇数基和

偶数基的Ｃ２Ｃ蝶形计算的乘法次数分别为（犚－１）２

次和（犚－２）２次，加减法次数分别为２犚２－３犚＋３次

和２犚２－７犚＋１０次．

表１　各类蝶形变换的计算复杂度

蝶形类型 乘法次数 加减法次数

Ｒ２Ｃ（奇） （犚－１）２／２ （犚２－１）／２

Ｒ２Ｃ（偶） （犚－２）２／２ （犚２－犚＋２）／２

Ｒ２Ｃ＿ＩＩ（奇） （犚－１）２／２ （犚２－１）／２

Ｒ２Ｃ＿ＩＩ（偶） （犚２－２犚）／２ （犚２－４）／２

Ｃ２Ｒ（奇） （犚－１）２／２ （犚２＋１）／２

Ｃ２Ｒ（偶） （犚－２）２／２ （犚２－犚＋６）／２

Ｃ２Ｒ＿ＩＩ（奇） （犚－１）２／２ （犚２＋１）／２

Ｃ２Ｒ＿ＩＩ（偶） （犚２－２犚）／２ 犚２／２

Ｃ２Ｃ（奇） （犚－１）２ ２犚２－３犚＋３

Ｃ２Ｃ（偶） （犚－２）２ ２犚２－７犚＋１０
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运算量方面未化解的蝶形计算不管在乘法还是

加减法方面较Ｒ２Ｃ、Ｃ２Ｒ、Ｒ２Ｃ＿ＩＩ以及Ｃ２Ｒ＿ＩＩ蝶形

计算都增加约一倍．因此，采用这四类蝶形计算的

ＦＦＴ实现，能够大幅度提升计算性能．

６　实数犉犉犜汇编优化

６１　犛犐犕犇向量化

ＳＩＭＤ（ＳｉｎｇｌｅＩｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎＭｕｌｔｉｐｌｅＤａｔａ）并行，

即单指令多数据，能够通过一条指令同时处理多个

数据［２０］．如图３，在浮点数寄存器中，标量情况下，四

组数据的加法需要四条指令才能实现，而ＳＩＭＤ向

量化后，一条指令能够同时完成四组数据的计算．

ＡＲＭｖ８架构采用的Ｎｅｏｎ技术支持ＳＩＭＤ向量化，

提供３２个１２８ｂｉｔ的浮点数寄存器，可同时处理４

个单精度浮点数的数据，因此采用ＳＩＭＤ优化技术

能够同时处理四个蝶形计算［２１］，有效提升处理性

能．在实数ＦＦＴ算法实现中，本文将每一级中相邻

的同类型蝶形进行循环展开，单精度计算中展开４

次和２次，双精度计算中展开２次，将蝶形展开的相

同变量依次放入相同浮点数寄存器的相应位置．当

循环次数满足４次或２次时，可直接同时处理４个

或２个蝶形ｋｅｒｎｅｌ计算．除此之外，在Ｃ２Ｃ蝶形循

环展开１次时，本文发现Ｃ２Ｃ蝶形同一分量的实部

和虚部计算时所采用的运算符是一致的，因此在实

现过程中，本文将单次循环的Ｃ２Ｃ蝶形实部和虚部

放入同一寄存器中以减少指令条数．

图３　ＳＩＭＤ向量图

ＡＲＭＮｅｏｎ中提供许多不同类型的指令，本

文在指令使用时，选择延迟低吞吐量高的指令完

成蝶形计算，使代码简洁的同时，将性能发挥到最

优．如：

（１）使用ｆｍｌａ／ｆｍｌｓ指令代替ｆｍｕｌ和ｆａｄｄ／ｆｓｕｂ

两指令．

（２）使用ｌｄ１／ｓｔ１代替ｌｄｒ／ｓｔｒ．

６２　转置优化

数据读取过程中，本文根据数据存储情况的不

同，选取不同的读／写指令［２２］，能够显著提升访存效

率．如图１Ｒ２Ｃ蝶形网络中，每一级蝶形之间的输

入数据以及最后一级中蝶形的输出数据是连续的，

而图２的Ｃ２Ｒ蝶形网络中，每一级蝶形之间的输出

数据以及第一级的输入数据是连续的，对于这样一

类存储规律的数据采用ｌｄ１能够一次性读取四个蝶

形的一个输入分量，或者采用ｓｔ１能够一次性存储

四个蝶形的一个输出分量．除此之外，图１蝶形网络

中，第一级网络的蝶形输出存储中每个蝶形内的输

出分量存储是连续的，且蝶形之间上一个蝶形的输

出分量与下一个蝶形输出分量连续，以及图２蝶形

网络中，最后一级蝶形输入数据的存储情况也是如

此，此时采用ｓｔ２、ｌｄ２等访存指令，能够使代码更加

简洁的同时，也能实现高效的访存．

图４展示了本文针对第一级网络为基３Ｒ２Ｃ

蝶形的输入输出进行优化的情况，采用３条ｌｄ１指

令，对四个蝶形的输入数据进行读取，读取后进行四

个蝶形的并行计算．当计算完成后，使用ｓｔ３指令将

蝶形的计算结果高效存入内存．向量化后，一次性可

计算４个蝶形能够有效减少指令执行条数．

图４　Ｒ２Ｃ蝶形输入输出图

对于其他不能使用ｓｔ３、ｌｄ３等高效访存指令的

蝶形，本文采用ｌｄ１或ｓｔ１和ｚｉｐ转置指令，能够有

效地将算法实现中不连续的数据转置成计算或存储

所需要的具有连续性的数据［２３］．转置过程中共需要

两条转置指令ｚｉｐ１和ｚｉｐ２，ｚｉｐ１可以将两个寄存器

的低位数据交错放到一个寄存器上面，ｚｉｐ２可以将

两个寄存器的高位数据交错放到一个寄存器上面．

通过这两条转置指令可实现数据转置．

如图５，以一个４×４的数据转置为例．先使用

ｚｉｐ１指令将Ｖ０和Ｖ１寄存器的低位数据交错放到

Ｖ４寄存器，再使用ｚｉｐ２指令将Ｖ０和Ｖ１寄存器的

高位数据交错放到Ｖ６寄存器．Ｖ２和 Ｖ３寄存器的

数据操作一致，经过第一次转置，数据转置到了Ｖ４、

Ｖ５、Ｖ６和Ｖ７四个寄存器上．接着再将Ｖ４到Ｖ７这
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四个寄存器上面的单精度浮点数以两个为一组看成

一个整体，然后再次使用ｚｉｐ１和ｚｉｐ２进行转置，将

Ｖ４和Ｖ５中的ｉｎ０、ｉｎ４、ｉｎ８和ｉｎ１２按序放到Ｖ０寄

存器当中，ｉｎ１、ｉｎ５、ｉｎ９和ｉｎ１３按序放到Ｖ１寄存器

当中，Ｖ６和 Ｖ７寄存器中的值同理．最后寄存器上

的数据经过转置后得到了计算所需要的排列顺序，

并保存在Ｖ０、Ｖ１、Ｖ２和Ｖ３寄存器当中．

图５　４×４转置图

６３　寄存器优化

寄存器作为稀缺的片上资源，合理的使用能显

著地提升性能．本文采用分组使用
［２４］的思想，将寄

存器共分为四组．第一组，Ｖ０和 Ｖ１寄存器做旋转

因子寄存器，由于旋转因子会重复使用，为避免多次

读写，这组寄存器通常不分配给其他变量使用．第

二、三、四组分别为输入寄存器、计算寄存器和输出

寄存器．在算法实现中，不同基的寄存器所需个数之

和通常会超过浮点数寄存器的总数，因此 Ｖ２到

Ｖ３１寄存器需要重复使用才能满足算法实现．本文

算法实现中，Ｖ２到 Ｖ３１寄存器在保证有效数据不

被覆盖的情况下通常会扮演多个角色．

本文实现中，一些情况下会采用堆栈技术．如在

双精度计算中Ｖ０和Ｖ１只能够存放４个双精度的

旋转因子，而基７的ＤＲＦＦＴＣ２Ｒ实现时，需使用

３个基７旋转因子的数值和３个基７旋转因子数值

的２倍值共６个双精度浮点数．同样，基１６也存在

寄存器不够用的情况．面对寄存器不够用时，堆栈技

术能够将暂时不用的值用ｓｔｐ指令放入堆栈，使用

时再用ｌｄｐ指令取出，维持算法性能．

７　实验结果与性能分析

７１　实验环境搭建

本文的实数ＦＦＴ算法在 ＡＲＭｖ８架构的鲲鹏

９２０处理器上实现运行，处理器时钟频率为２．６ＧＨｚ．

ＦＦＴＷ库和ＡＲＭＰＬ库采用当前最新版本，２０２１年

发布的ＦＦＴＷ３．３．１０和２０２２年发布的ＡＲＭＰＬ２２．０．

ＦＦＴＷ是一个目前应用最为广泛，且非常成熟的

ＦＦＴ开源库，而ＡＲＭＰＬ是ＡＲＭ公司针对ＡＲＭ平

台所开发的高性能商业库，两者可以作为很好的比

较对象，来评估ＡＲＭｖ８架构下实数ＦＦＴ的性能表

现．具体实验环境配置如表２．

表２　实验环境配置

硬件环境

ＣＰＵ 鲲鹏９２０

Ａｒｃｈ ＡＲＭｖ８．２

ＳＩＭＤ １２８ｂｉｔｓ

Ｆｒｅｑ ２．６ＧＨｚ

Ｌ１缓存 ４ＭＢ

Ｌ２缓存 １２ＭＢ

软件环境

编译器 ＧＣＣ７．５

ＦＦＴＷ ３．３．１０

ＡＲＭＰＬ ２２．０

性能计算测量采用业内ＦＦＴ计算测量通用的

性能计算等式（２７）
［２５］．犖 为ＦＦＴ的计算规模，狋为

程序的执行时间，最终单位为ＧＦｌｏｐｓ．

ＧＦｌｏｐｓ＝
５犖．ｌｏｇ２犖．１０

－９

狋
（２７）

　　本文测量样本精度分为单精度和双精度．在比对

库中，本文以Ｃ语言实现的Ｒ２ＣＦＦＴ和Ｃ２ＲＦＦＴ

作为一个性能基准，能直观地体现ＳＩＭＤ优化所带

来的性能提升．

７２　性能分析

本文目前实现了基２，３，４，５，６，７，８，９，１６的高

性能蝶形计算，能够高效处理规模为２犪３犫５犮７犱（犪，犫，

犮，犱均为自然数）的实数ＦＦＴ变换，已能满足绝大

部分高性能需求．除此之外，完成了小于３２的其他

质数基的Ｃ代码实现满足算法的一定通用性．因此

本文数据测试规模犖 由２犪３犫５犮７犱（犪，犫，犮，犱均为自

然数）组成，其中Ｒ２Ｃ算法输入实数，Ｃ２Ｒ算法输入

复数．分析在不同实数规模情况下，ＤＲＦＦＴ算法在

处理单精度浮点数和双精度浮点数的性能情况．

性能图中，虚线代表着各个算法库ｏｕｔｐｌａｃｅ的

处理性能，实线则是ｉｎｐｌａｃｅ的处理性能，带圆形节
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点的黑色曲线代表着本文实现的 ＤＲＦＦＴ算法在

Ｒ２Ｃ和Ｃ２Ｒ两种变换的性能曲线，带三角形节点的

曲线，则是ＦＦＴＷ 的性能测试曲线，正方形和叉形

节点的曲线分别是 ＡＲＭＰＬ库和本文实现的Ｃ代

码的性能测试曲线．

图６、图７展示了各算法库的实数ＦＦＴ对单精

度浮点数的处理能力，ＤＲＦＦＴ算法在Ｒ２Ｃ变换方

面相比ＦＦＴＷ 最大性能提升８２．５％、最小性能达

到ＦＦＴＷ 的９４．５％、平均性能提升３７．６％．相比

ＡＲＭＰＬ最大性能提升１２０．０％、最小性能提升

１４．５％、平均性能提升６７．６％．Ｃ２Ｒ变换相比ＦＦＴＷ

最大性能提升１１４．４％、最小性能提升２．８％、平均性

能提升５８．６％．相比ＡＲＭＰＬ最大性能提升１８９．４％、

最小性能提升１６．７％、平均性能提升１２１．８％．

图６　Ｒ２Ｃ单精度性能图

图７　Ｃ２Ｒ单精度性能图

图８、图９展示了各算法库的实数ＦＦＴ对双精

度浮点数的处理能力，ＤＲＦＦＴ 算法的 Ｒ２Ｃ变换

相比ＦＦＴＷ 最大性能提升２４．２％、最低性能达到

ＦＦＴＷ的９０．９％、平均性能提升４．６％．相比ＡＲＭＰＬ

最大性能提升９６．８％、最小性能提升５．７％、平均性

能提升２８．１％．Ｃ２Ｒ变换相比ＦＦＴＷ最大性能提升

４１．７％、最低性能达到ＦＦＴＷ的８８．５％、平均性能提

升１０．８％．相比ＡＲＭＰＬ最大性能提升１３３．３％、最

小性能提升２９．２％、平均性能提升８５．２％．

图８　Ｒ２Ｃ双精度性能图

图９　Ｃ２Ｒ双精度性能图

相同规模下，双精度数据的处理性能整体弱于

单精度数据的处理性能．一方面是因为双精度浮点

数的计算优化空间有限，蝶形ｋｅｒｎｅｌ手工优化的性

能增益也同样有限；另一方面是同等规模下双精度

浮点数的数据量为单精度浮点数数据量的一倍，在

数据处理上开销也增加了一倍．

整体上，本文实现的实数ＦＦＴ总体性能均明显

优于ＦＦＴＷ 和 ＡＲＭＰＬ库，结果表明本文实现的

ＦＦＴ算法以及对算法实现的ＳＩＭＤ优化、网络优

化、计算简化等一系列优化是有效的．

８　结束语

本文在现有ＦＦＴ算法库上，添加了关于实数的

ＤＲＦＦＴ算法，进一步完善了ＯｐｅｎＦＦＴ算法库，同

时从蝶形网络、蝶形计算以及向量化等方面对实数

ＦＦＴ进行了优化，以实现高性能计算．本文实现的
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ＦＦＴ算法库整体性能明显优于使用广泛的ＦＦＴＷ

库和ＡＲＭＰＬ库，这对于ＡＲＭ生态应用，提供了一

个新的参考．本文接下来的工作主要体现在三个方

面：（１）对大于３２的质数基的蝶形计算进行研究实

现；（２）对于其他平台的Ｒ２Ｃ和Ｃ２Ｒ实数ＦＦＴ算

法进行研究和实现；（３）研究实现输入输出皆为实

数的ＦＦＴ算法．
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