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面向高效并行犛犽狔犾犻狀犲计算的数据划分方法
赵　翔１），３）　　商海川２）

１）（国防科技大学信息系统工程重点实验室　长沙　４１００７３）
２）（东京大学工业科学研究院　东京１５３８５０５　日本）
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摘　要　Ｓｋｙｌｉｎｅ计算是数据管理领域长久以来的一个研究重点和热点．给定一组多维的数据点，Ｓｋｙｌｉｎｅ算子从中
筛选出在所有维度上都不被其他点支配的数据点；Ｓｋｙｌｉｎｅ算子的处理过程称之为Ｓｋｙｌｉｎｅ计算．Ｓｋｙｌｉｎｅ算子使得
用户可以在较小规模的Ｓｋｙｌｉｎｅ结果集上选择自己感兴趣的对象，而无须关心那些已经被过滤掉的对象．因此，
Ｓｋｙｌｉｎｅ计算在多目标决策、数据可视化分析、用户偏好查询等方面应用广泛，典型的应用任务包括但不限于商业营
销策略分析，产品能力横向评估等．随着大数据时代的到来，以及分布式网络系统的深入应用和基于云计算平台解
决方案的快速发展，各类应用领域数据规模的快速增长已经成为一个关键性技术挑战，面向大规模数据集的并行
Ｓｋｙｌｉｎｅ算子应运而生，以部分解决大数据给Ｓｋｙｌｉｎｅ计算困难；同时，并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的相关研究近年来备受学术
界和工业界的广泛关注．由于缺乏关于整个数据集的全局分布信息，并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的高效处理面临着巨大的技
术挑战．一般认为，并行Ｓｋｙｌｉｎｅ处理的计算框架通常包含三个主要步骤：（１）合理划分给定的大数据集；（２）利用
本地计算资源在每个数据分块上分别计算局部Ｓｋｙｌｉｎｅ；（３）合并局部Ｓｋｙｌｉｎｅ最终形成全局Ｓｋｙｌｉｎｅ．其中，针对后
两步———计算局部Ｓｋｙｌｉｎｅ和合并局部Ｓｋｙｌｉｎｅ的现有算法较多，相关研究相对成熟；相较而言，第一步上的相关研
究工作则较少，但其效果却直接决定了整体计算的并行化程度，进而能够影响并行计算系统的整体性能．具体地，
第一步需要考虑两方面的准则：（１）各个分块上的计算负载是否均衡；（２）如何减小每个分块上局部Ｓｋｙｌｉｎｅ的基
数．然而，无论采用基于随机划分还是基于网格的方法，现有算法均只能满足上述两个准则之一，不能两全其美．针
对该问题，研究探索了如何利用概率模型估计Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望，该概率模型将已有研究的相关结论纳入到了一
个统一的框架中．接着，据此提出了一种新的基于排列的数据划分方法，它通过简单的数据点映射即可实现负载均
衡，同时生成小于现有其他方法的Ｓｋｙｌｉｎｅ候选点集．在理论研究的坚实基础上，在大型人工和真实数据集上实验
验证了所提模型和方法的有效性；换言之，在大规模实验研究中，所提方法显著提高了并行Ｓｋｙｌｉｎｅ算子的执行效
率，在绝大多数参数设定下的表现都优于现有其他同类算法．
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ｉｎｔｏａｕｎｉｆｉｅｄｆｒａｍｅｗｏｒｋ．Ｔｈｅｎ，ｂａｓｅｄｏｎｔｈａｔ，ｐｒｏｐｏｓｅａｎｏｖｅｌｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ｄａｔａｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇｗｈｉｃｈｔｈｒｏｕｇｈｓｉｍｐｌｅｄａｔａｐｏｉｎｔｍａｐｐｉｎｇｉｓａｂｌｅｔｏａｃｈｉｅｖｅｂｏｔｈｌｏａｄｂａｌａｎｃｅ
ａｎｄｇｅｎｅｒａｔｅｓｍａｌｌｅｒＳｋｙｌｉｎｅｃａｎｄｉｄａｔｅｓｅｔｓｉｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｏｔｈｅｒｅｘｉｓｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ．Ｏｎｔｈｅ
ｓｏｌｉｄｂａｓｉｓｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｓｔｕｄｙ，ｅｘｔｅｎｓｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｏｎｌａｒｇｅｓｃａｌｅｓｙｎｔｈｅｔｉｃｄａｔａｓｅｔｓａｎｄ
ｒｅａｌｌｉｆｅｄａｔａｓｅｔｓｖｅｒｉｆｙｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌａｓｗｅｌｌａｓｔｈｅｍｅｔｈｏｄ；ｉｎｏｔｈｅｒ
ｗｏｒｄｓ，ｉｎｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｔｕｄｙ，ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄｉｍｐｒｏｖｅｓｔｈｅｅｘｅｃｕｔｉｏｎ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｐａｒａｌｌｅｌＳｋｙｌｉｎｅｏｐｅｒａｔｏｒ，ａｎｄｉｔｏｕｔｐｅｒｆｏｒｍｓｅｘｉｓｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｌｉｋｅｕｎｄｅｒｍｏｓｔ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｔｔｉｎｇｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｐａｒａｌｌｅｌＳｋｙｌｉｎｅ；ｄａｔａｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ；ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ；ｓｃａｌａｂｉｌｉｔｙ

１　引　言
Ｓｋｙｌｉｎｅ计算求解的是一个典型的多目标优化

问题，相关的早期科学研究可追溯到２０世纪７０年
代．其问题定义如下：给定一组多维空间中的数据点
犌＝｛狆１，狆２，…，狆狀｝，Ｓｋｙｌｉｎｅ计算并返回所有不被
其他点“支配（ｄｏｍｉｎａｔｅ）”的数据点，即Ｓｋｙｌｉｎｅ点；
对于多维空间中的两个数据点狆犻和狆犼，当同时满足

下述两个条件时，称狆犻被狆犼支配：（１）在一个维度上，
狆犼的值小于狆犻的值①；（２）在剩余其他维度上，狆犼的
值不大于狆犻的值．Ｓｋｙｌｉｎｅ的概念和帕累托最优
（Ｐａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ）在本质上是相同的，因此，Ｓｋｙｌｉｎｅ
算子又称帕累托算子．

图１展示了解释Ｓｋｙｌｉｎｅ算子的一个经典例
子．假设去巴拿马的拿索旅游，用户想要找一个既便

１５０２１１期 赵　翔等：面向高效并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的数据划分方法

①文中认为，值越小越优．

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



宜又靠近海滩的旅馆；一般来说，旅馆越靠近海滩，
其价格越高．因此，旅馆与海滩接近和它的价格低，
这两个目标是互斥的；通常情况下，系统很难找到一
个既最便宜又最靠近海滩的“最好”的旅馆，而只能
退而求其次地推荐一些用户可能感兴趣的旅馆———
这些旅馆在价格和距离两个方面都不（同时）比其
他旅馆差．这些旅馆所对应的数据点即为Ｓｋｙｌｉｎｅ
点，如图１中的虚线勾勒，本例中的所有Ｓｋｙｌｉｎｅ点
包括犪、犫、犮、犱和犲五个数据点．

图１　Ｓｋｙｌｉｎｅ经典示例：拿索海滩旅馆
通常Ｓｋｙｌｉｎｅ计算采用集中式的解决方案，其

上的相关研究已较为成熟，近年来也仍有一些进
展［１３］．然而在大数据时代，集中式解决方案的局限
性日益凸显，尤其是在效率和可扩展性方面，这种局
限性变得更加明显．换言之，在面对当前的大规模在
线数据分析的应用时，集中式的解决方案已经无法
满足快速响应的要求．因而，并行式的Ｓｋｙｌｉｎｅ算法
应运而生［４６］，并成为近些年的研究热点．

如图２所示，并行Ｓｋｙｌｉｎｅ处理的基本计算框
架主要包括３个阶段：（１）将数据点划分到各并行
计算节点；（２）各节点分别计算各自的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ；
（３）合并局部Ｓｋｙｌｉｎｅ形成全局Ｓｋｙｌｉｎｅ．在上述框
架中，数据划分起到了至关重要的作用；不合理的
数据划分或直接影响多个计算节点（或数据分块①）
之间的负载平衡，造成后续处理的额外开销和系统
延迟．

图２　并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的基本框架
一个好的数据划分应当满足以下两个准则：

（１）均衡的划分：每个工作者负责一块具有大小近
似的数据划分；（２）较低的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数：每个

工作者都生成一个尽可能小的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点集．
不幸的是，现有的并行Ｓｋｙｌｉｎｅ算子均无法同时满
足上述两个要求．具体地，并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算通常采
用的一种方法是基于网格（ｇｒｉｄｂａｓｅｄ）的策略［５９］，
此方法在常规数据分布上可以平衡每个划分之间的
负载，但是会生成大量的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点；另外，此
方法是对数据分布敏感的，也就是说，当数据分布倾
斜时，它仍然会产生数据划分不均衡的问题．为缓解
该问题，后续研究提出了基于角度（ａｎｇｌｅｂａｓｅｄ）［１０］
和基于超平面投影（ｈｙｐｅｒｐｌａｎｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｂａｓｅｄ）［４］
的策略以生成较少的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点；但是，这两种
方法却容易生成不均衡的局部数据负载．不均衡的
数据负载通常意味着大差异的局部处理计算时间，
这将极大地限制大型计算集群在处理海量数据时的
并行化程度．

综上，现有的并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算方法在高度并
行和均衡负载两个准则上只能择其一满足，即基于
网格的方法可以实现均衡负载但是其并行化程度较
低，基于角度或超平面投影的方法可实现高度并行
但是负载较不均衡．那么，能否设计一种同时满足上
述两个准则———既均衡负载又高度并行的Ｓｋｙｌｉｎｅ
计算方法？下文将尝试回应上述研究问题．

具体地，针对高效并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算，提出一种
基于排列的数据划分方法，不仅可以有效地控制计
算节点之间的负载均衡（同基于网格的方法），同时
还可以生成较小的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点以提高并行化程
度（如基于角度和基于超平面投影的方法）．总结而
言，基于排列的数据划分方法具有至少如下三方面
的优势：（１）每个数据分块上的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数是
可理论估计的；（２）能够保证每个分块中含有近似
数量的数据点，且在生成局部Ｓｋｙｌｉｎｅ时具有近似
的计算开销；（３）生成的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数远小于当
前最优的其他并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算方法．

综上，论文的主要贡献包括如下３点：
（１）针对并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算问题，提出了一种用

于估计Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的通用概率模型，将文献［１１］
和文献［１２］中的结果纳入到一个统一的框架中；

（２）提出了一种基于排列的数据划分方法，通
过简单的数据点映射即可实现负载均衡，同时生成
小于现有其他方法的Ｓｋｙｌｉｎｅ候选点集；

（３）在理论研究的基础上，在大规模人工和真
实数据集上实验验证了所提模型和方法的有效性．

本文第２节介绍背景知识，并描述用于估计

２５０２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年
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Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的通用概率模型；第３节提出一种面向
并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的高效数据划分方法，重点阐释
其工作原理和理论保证；第４节是实验结果及分析；
第５节讨论模型的扩展．随后，在第６节中对相关工
作进行论述；结论和下一步工作计划则放在文末的
第７节．

２　估计犛犽狔犾犻狀犲基数的概率模型
本节从相关背景知识出发，然后提出了一个概

率模型用于估计Ｓｋｙｌｉｎｅ基数；该模型将文献［１１］
和文献［１２］中的结果纳入到了一个统一的框架中．
２１　背景知识

在一个犱维数据空间中，一个数据点狓－表示为
狓－＝｛狓１，狓２，…，狓犻，…，狓犱｝，其中狓犻是数据点狓－在第
犻维上的值，１犻犱．对于两个犱维数据点狓－和狔－，
如果狓－在某一维犻上的值小于狔－（狓犻＜狔犻），且在剩余
其他犱－１维上的值小于或等于狔－（狓犼狔犼，１犼
犱，犼≠犻），则狓－支配狔－．

给定一个包含狀个数据点的输入犌，Ｓｋｙｌｉｎｅ算
子犛犓犢（犌）返回犌中一组不被其他点支配的数据
点；Ｓｋｙｌｉｎｅ点集中数据点的个数称为Ｓｋｙｌｉｎｅ基
数，记作｜犛犓犢（犌）｜，即集合中元素的个数．

在集中式环境中，最经典的Ｓｋｙｌｉｎｅ算法是
ｓｏｒｔｆｉｌｔｅｒｓｋｙｌｉｎｅ［１３］，简称ＳＦＳ算法．ＳＦＳ算法是一
个多轮（ｍｕｌｔｉｐａｓｓ）算法，它在内存中设立了一个窗
口来保存Ｓｋｙｌｉｎｅ点，初始化后窗口是空的．首先，
将所有的数据点依据任一维度值进行拓扑排序，将
结果记作犜０，即第一轮待处理的数据．假设每一轮
处理一个数据集犜犻，其大小通常会超过内存的上
限，因此，采取每次读取一个外存页面的方式逐次进
行处理．读取的每一个数据点狓－会和内存窗口中的
每一个数据点狊－比较：若狊－支配狓－，则丢弃狓－；若狓－
支配狊－，则丢弃狊－，狓－还需要和窗口中剩余其他数据
点比较．若最终狓－没有被丢弃，则后续也不会再有
其他犜犻中的数据点能够支配狓－，狓－直接是一个
Ｓｋｙｌｉｎｅ点，将狓－加入到窗口中并输出；若内存窗口
不足以容纳狓－，则将狓－插入到犜犻＋１中．当ＳＦＳ处理
到犜犻中最后一个点时，算法结束；否则，那些在第一
个数据点被写入到犜犻＋１中之前就存在的数据点（即
Ｓｋｙｌｉｎｅ点），可直接删除，而窗口中剩余的数据点则
由下一轮处理．之后，ＳＦＳ开始下一轮针对犜犻＋１中
数据的处理．

在并行环境中，存在犿个工作者（ｗｏｒｋｅｒｓ），如
本地计算节点或亚马逊ＥＣ２实例①等，每个工作者
记作犠犻（１犻犿）．犌从纵向被划分成犿个数据分
块，每个数据分块中的数据点ρ犻存储在犠犻的本地存
储中；且每个数据分块ρ犻和ρ犼之间没有重复的数据
点，即∪１犻犿ρ犻＝犌，ρ犻∩ρ犼＝，犻≠犼．在并行Ｓｋｙｌｉｎｅ
计算中，每个工作者犠犻利用其本地的数据ρ犻分别计
算局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点集犛犓犢（ρ犻），然后在所有局部
Ｓｋｙｌｉｎｅ点集的并集∪１犻犿犛犓犢（ρ犻）上计算出全局的
Ｓｋｙｌｉｎｅ．表１总结归纳了文中使用的主要符号及其
含义．

表１　主要符号与含义
符号 含义
狓－ 一个数据点
狓犻 数据点狓－的第犻维取值
犱 数据空间维数
犌 犱维空间中包含狀个点的集合

犛犓犢（犌） 数据点集犌上的Ｓｋｙｌｉｎｅ
｜犛犓犢（犌）｜ 数据点集犌上的Ｓｋｙｌｉｎｅ基数

犿 分布式集群中工作者数量
ρ犻 第犻个工作者上的数据点集
犆犱，狀 度量｜犛犓犢（犌）｜的随机变量
犆^犱，狀 犆犱，狀的期望

犆^２，狀，２ ２维空间中，２部划分的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的
期望之和

犆^ｐｅｒｍ犱，狀，犱！
犱维空间中，犱！部划分的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的
期望之和

文中的论述将涉及两个有关数据分布的常用假
设：（１）稀疏性，数据点在各维度上不存在重复值；
（２）独立性，每个维度的取值在统计意义上是相互
独立的．

用犆犱，狀表示度量Ｓｋｙｌｉｎｅ基数犛犓犢（犌）的
随机变量，犆^犱，狀是犆犱，狀的期望值；犆犱，狀，犿表示度量所
有局部Ｓｋｙｌｉｎｅ集之和∪１犻犿犛犓犢（ρ犻）大小的随机变
量，犆^犱，狀，犿是犆犱，狀，犿的期望值．假设数据分布具有稀
疏性，则局部Ｓｋｙｌｉｎｅ中不存在重复值，那么，等式
∪１犻犿犛犓犢（ρ犻）＝∑１犻犿｜犛犓犢（ρ犻）｜总是成立的．
在稀疏性和独立性的假设下，Ｇｏｄｆｒｅｙ首先给

出了下述关于Ｓｋｙｌｉｎｅ基数期望的结果［１１］．
定理１．　Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望犆^犱，狀等于双参数

调和数
犆^犱，狀＝犎犱－１，狀，

３５０２１１期 赵　翔等：面向高效并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的数据划分方法

①ｈｔｔｐｓ：／／ａｗｓ．ａｍａｚｏｎ．ｃｏｍ／ｅｃ２／

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



其中，犎犽，狀是由下式递归定义的：（１）犎１，狀＝∑
狀

犻＝１

１
犻，

（２）犎犽，狀＝∑
狀

犻＝１

犎犽－１，犻
犻．

此后，Ｃｈａｕｄｈｕｒｉ等人提出采用概率模型估计
Ｓｋｙｌｉｎｅ基数，并给出了如下结果［１２］．

定理２．　Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望犆^犱，狀等于
　犆^犱，狀＝狀∫１

０∫１

０
…∫１

０
１－∏

犱

犻＝０
狓（ ）犻狀－１ｄ狓１ｄ狓２…ｄ狓犱．

定理１和定理２的结果从形式上看，差别较大；
但是，下面我们将提出一个通用的用于估计Ｓｋｙｌｉｎｅ
技术的概率模型，据此开展理论分析，并证明定理１
和定理２的结果在给定有关数据分布假设的约束条
件下是等价的．
２２　概率模型

用Ω表示一个抽样空间，犘（犈）是一个度量事
件犈∈Ω发生的概率．一个随机变量犡是一个定义
在Ω上的函数犡：Ω→!

犱，其中，!犱是一组犱维整
数向量．分布函数犉犡定义为犉犡（狓－）＝犘（犡狓－），其
中，事件｛犡狓－｝是针对每一个组成部分而言的
（ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｗｉｓｅ），即

｛犡狓－｝＝｛犡１狓１，犡２狓２，…，犡犱狓犱｝
＝∩

犱

犽＝１
｛犡犽狓犽｝．

在稀疏性的假设下，Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的估计问题可
以建模成一个连续空间上的联合分布问题．为此，这
里引入一个关于变量狓－的概率密度函数犳犡（狓－）＝
ｄ犱犉犡（狓－）
ｄ狓－犱 ，狓－∈!

犱；换言之，

　　　犳犡１，犡２，…，犡犱（狓１，狓２，…，狓犱）＝
犱犉犡１，犡２，…，犡犱（狓１，狓２，…，狓犱）

狓１狓２…狓犱 ，
其中，狓１，狓２，…，狓犱∈!．

如此，上述概率模型中的变量狓－就建模了
Ｓｋｙｌｉｎｅ计算中的单个数据点，而对于任意一个给定
的狓－，存在另外一个数据点，譬如狓－′，支配狓－的概率
等于犉犡（狓－）－犘（∩

犱

犽＝１
｛犡犽＝狓犽｝）．进一步，由于等式

犘（∩
犱

犽＝１
｛犡犽＝狓犽｝）＝０总是成立，且仅当没有其他数

据点支配狓－时，狓－是一个Ｓｋｙｌｉｎｅ点，所以，把另一
个数据点支配狓－的概率定义成一个新的随机变量
犢：Ω→!

，则有犢＝（１－犉犡（狓－））狀－１．那么，犢的期望
等于犈（犢）＝∫!

犱（１－犉犡（狓－））狀－１犉犡（狓－）ｄ狓－．

在稀疏性假设下，Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望犆^犱，狀等于

犆^犱，狀＝狀犈（犢）＝狀∫!

犱（１－犉犡（狓－））狀－１犉犡（狓－）ｄ狓－．若进
一步施加独立性的假设，则有

犉犡（狓－）＝犉犡１（狓１）犉犡２（狓２）…犉犡犱（狓犱），
犳犡（狓－）＝犳犡１（狓１）犳犡２（狓２）…犳犡犱（狓犱）．
那么，综上可以得到如下的理论结果．
定理３．　在稀疏性和独立性假设下，Ｓｋｙｌｉｎｅ

基数的期望等于

犆^犱，狀＝狀∫１

０∫１

０
…∫１

０
１－∏

犱

犻＝１
狓（ ）犻狀－１ｄ狓１ｄ狓２…ｄ狓犱

＝∑
狀

犽＝１
（－１）犽－１（）狀犽１

犽犱－１＝犎犱－１，狀，

其中，犎犽，狀是由下式递归定义的：犎１，狀＝∑
狀

犻＝１

１
犻，犎犽，狀＝

∑
狀

犻＝１

犎犽－１，犻
犻．
证明．　在稀疏性和独立性假设下，

　犆^犱，狀＝狀∫!

犱（１－犉犡（狓－））狀－１犉犡（狓－）ｄ狓－

＝狀∫＋∞

－∞∫＋∞

－∞
…∫＋∞

－∞
１－∏

犱

犻＝０
犉犡犻（狓犻（ ））狀－１·

　∏
犱

犻＝０
犳犡犻（狓犻）ｄ狓１ｄ狓２…ｄ狓犱．

若定义变量狔犻犉犡犻（狓犻），则积分的上下限可分
别变换为犉犡犻（－∞）＝０和犉犡犻（＋∞）＝１，那么，

犆^犱，狀＝狀∫１

０∫１

０
…∫１

０
１－∏

犱

犻＝０
狔（ ）犻狀－１ｄ狔１ｄ狔２…ｄ狔犱．

当犱２，狀∫１

０∫１

０
…∫１

０
１－∏

犱

犻＝０
狔（ ）犻狀－１ｄ狔１ｄ狔２…ｄ狔犱可

写为

狀∫１

０∫１

０
…∫１

０
１－∏

犱

犻＝０
狔（ ）犻狀－１－狀∏

犱－１

犻＝０
狔犻ｄ狔１ｄ狔２…ｄ狔犱－１

＝∫１

０∫１

０
…∫１

０∑
狀

犽＝１
（－１）犽－１（）狀犽∏犱－１犻＝０

狔（ ）犻犽－１ｄ狔１ｄ狔２…ｄ狔犱－１

＝∑
狀

犽＝１
（－１）犽－１（）狀犽１

犽犱－１．

由双参数调和数的定义，犎犱－１，狀＝∑
狀

犽＝１
（－１）犽－１（）狀犽１

犽犱－１，

因此，犆^犱，狀＝犎犱－１，狀． 证毕．
至此，上述模型将文献［１２］和文献［１３］的工作

的纳入到了一个统一的框架中，并证明了其在特定
条件下的等价性；下一节，我们将设计一种新的数据
划分方法，并采用上述概率模型来估计改进的数据
划分方法所生成的Ｓｋｙｌｉｎｅ基数．值得注意的是，虽
然下文的论述仍是基于稀疏性和独立性的假设，其
目的在于简化论述的过程；论述的思路和结果并不
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受稀疏性和独立性假设的限制，因而可推广到稠密
数据和非独立分布的数据上（参见第５节）．

３　基于排列的高效数据划分
本节提出了一种基于排列的数据划分方法；为

证明其优越性，首先在二维空间中，证明了其局部
Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望小于现有方法，接着再将上述结
果推广到犱维空间中．
３１　划分算法

数据划分的主要任务是（１）将数据点映射到
犱！个唯一的犱维排列向量中，然后（２）将排列向量
通过转换作为哈希值进行数据划分．
３．１．１　数据点映射

首先，对每一个数据点狓－进行空间映射，即为狓－
的每一个维度犻创建一个形如（犉犡犻（狓犻），犻）的键值
对，其中犉犡犻（狓犻）为键，犻为值；这里暂不讨论如何获
取概率分布函数犉犡（狓－），相关内容会在３．３节中进
行介绍．据此，形成一个长度为犱的键值对数组犙．
然后，根据键值对的键犉犡犻（狓犻）对该数组进行排序
得到一个新的键值对数组犛．接着，从犛中依次拷
贝每一个键值对的值，生成一个排列向量犚，其第犻
个元素的值等于犛的第犻个键值对的值．

表２展示了一个基于上述算法进行空间映射
的处理过程的示例：假设当前已知有关数据点狓－
的概率犉犡｛狓－｝，构建的两个键值对数组犙和犛分
别罗列在第２列和第３列，得到的排列向量犚在第
４列中．

表２　数据点映射示例
犉犡（狓－） 犙 犛 犚
０．７５ （０．７５，１） （０．２５，２） ２
０．２５ （０．２５，２） （０．５０，３） ３
０．５０ （０．５０，３） （０．７５，１） １

这种映射的几何意义在于，将数据空间分成了
犱！个互不相交的子空间．图３直观地展示了这种映
射在３维空间中的几何释意，三个坐标轴分别对
应了３维空间的三个维度，刻画了数据点狓－的概率
犉犡（狓－）值，即犉犡犻（狓犻）．图中，整个数据空间被划分成
了６个子空间，各由一个排列代表，如｛１，２，３｝和
｛３，１，２｝等；如表２所示，假设数据点狓－在各维度上
的概率值分别为０．７５、０．２５和０．５０，则狓－会被映射
到对应于排列｛２，３，１｝的子空间中，也即构成了排列
｛２，３，１｝对应的一个数据分块中的一个元素．

图３　数据划分的几何释意

３．１．２　数据点划分
在完成空间映射之后，可直接采用排列向量作

为哈希值并据此对数据点进行划分；即通过对前述
排列向量犚编码，生成一个正整数ρ，表示数据点狓－
所对应归属的分块．在实现中，采用莱默编码①

（Ｌｅｈｍｅｒｃｏｄｅ）将一个包含犱个元素的排列向量转
成一个［１，犱！］范围内的整数．该操作等同于在排列
向量基础之上进行二次映射．

具体地，对一个具有犱个元素的排列，莱默编
码用０到犱－１的一个数来描述它．初始时，编码的
第一个位置有犱种选择，接着下一个位置除去初始
元素之外有犱－１种选择，则该位置可以用一个０到
犱－２之间的数来标识．譬如，对于由元素｛１，２，３，
４，５｝构成的排列〈３，１，５，２，４〉，第一个位置上的３表
示５种选择（｛１，２，３，４，５｝）中的第３种，因此，为
其分配索引２；第二个位置上的１表示４种选择
（｛１，２，４，５｝）中的第１种，因此，为其分配索引０；第
三个位置上的５表示３种选择（｛２，４，５｝）中的第３
种，分配索引２；第四个位置上的２表示２种选择
（｛２，４｝）中的第１种，分配索引０；第五个位置上的４
只有一种选择，分配索引０；最终，由此得到一个序
列犔＝｛２，０，２，０，０｝．显然，这个序列的最后一位犔犱
总是为０，倒数第二位犔犱－１则是０或１．因此，莱默
编码对应的整数可由∑

犱－１

犻＝１
犔犻（犱－犻）！计算得到．在上

述例子中，排列〈３，１，５，２，４〉的莱默编码对应的整数
为２×２４＋０×６＋２×２＋０×１＝５２．

鉴于每个分块包含大量的数据点，可采用构建索
引的方法来保存从排列到编码的映射，以保证通过快
速查询的形式获取编码结果，最终形成一个模块化
的方法Ｅｎｃｏｄｅ（）．可见，在Ｅｎｃｏｄｅ（）方法中，从索
引中查询返回映射结果的时间复杂度仅为犗（犱）．

将空间映射和排列编码的思想结合起来，形
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成了针对单个数据点的划分算法，伪代码如算法１
所描述．按照如图４中的流程所示，第１～５行主
要完成了对数据点的映射，而第６～７行则对数据
点进行了编码，进而实现为该输入的数据点指定一
个分块．

算法１．　ＰｅｒｍＰａｒｔｉｔｉｏｎ（狓－）．
输入：狓－ｉｓａｄａｔａｐｏｉｎｔｉｎ犱ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅ
输出：ρｉｓｔｈｅｐａｒｔｉｔｉｏｎｔｈａｔ狓－ｂｅｌｏｎｇｓｔｏ
１．犙←ａｎｅｍｐｔｙｖｅｃｔｏｒｏｆｋｅｙｖａｌｕｅｐａｉｒｓ；
２．ｆｏｒｅａｃｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｖａｌｕｅ狓犻ｏｆ狓－ｄｏ
３．　ｉｎｓｅｒｔ｛犉犡犻（狓犻），犻｝ｉｎｔｏ犙；
４．犛←ｓｏｒｔ犙ｂｙｔｈｅ犽犲狔ｖａｌｕｅ；
５．犚←ａｖｅｃｔｏｒｏｆｌｅｎｇｔｈ犱ｓｕｃｈｔｈａｔ犚［犻］＝犛［犻］．ｖａｌｕｅ；
６．ρ←Ｅｎｃｏｄｅ（犚）；
７．ｒｅｔｕｒｎρ

图４　算法１的流程图

关于数据划分算法的性能，第１～３行的时间复
杂度为犗（犱），其中犱是数据的维度（常量）；第４和
第５行的时间复杂度分别为犗（ｌｏｇ犱）和犗（犱）；第６
行的时间复杂度为犗（犱）；因此，算法１的整体时间
复杂度为犗（犱）．
３２　理论分析

采用２．２节的概率模型，可从理论上估计上述
数据划分方法的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数．具体如下：首
先，通过一个二维空间的例子阐述估计的过程，然
后，将该过程扩展到犱维空间．

考虑存在一个二维空间，假设其同时具备稀
疏性和独立性，且式子犉犡（狓－）＝犉犡１（狓１）犉犡２（狓２）和
０犉犡１（狓１），犉犡２（狓２）１总是成立的．则对于任意
的狓－＝｛狓１，狓２｝∈!

２，其对应的概率向量｛犉犡１（狓１），
犉犡２（狓２）｝落在概率空间［０，１］２中．由定理３可知，狓－
是一个Ｓｋｙｌｉｎｅ点的概率等于

∫＋∞

－∞∫＋∞

－∞
（１－犉犡１（狓１）犉犡２（狓２））狀－１犳犡１（狓１）犳犡２（狓２）ｄ狓１ｄ狓２

＝∫１

０∫１

０
（１－犉犡１（狓１）犉犡２（狓２））狀－１ｄ犉犡１（狓１）ｄ犉犡２（狓２）．

上式的几何意义如图５所示：若一个数据点是
Ｓｋｙｌｉｎｅ点，需要满足所有其他狀－１个点落在阴影
区域；一个数据点落在阴影区域的概率等于该区域
的大小．

图５　二维空间中的Ｓｋｙｌｉｎｅ概率
文献［１２］和文献［１３］研究建议，在独立均匀分布

下，采用狓１＝狓２作为二维空间划分的准则，但未能
给出理论上的分析与证明，即采用如下的划分函数：

ρ（狓－）＝
０，狓１＞狓２
１，狓１狓｛ ２

．
图６给出了采用狓１＝狓２进行划分的示例．每一

个数据点狓－依据ρ（狓－）的取值被划分到分块０
或者分块１中；其中，犪、犱和犲是分块０中的局部
Ｓｋｙｌｉｎｅ点，而分块１中的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点为犮、犫和
犵；经过最终的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ合并，得到全局Ｓｋｙｌｉｎｅ
为犪、犫、犮、犱和犲（如图１所示）．

图６　二维空间中现有划分示例
下面，对采用３．１节中的方法在二维空间中进

行划分的情况进行分析，后续可以看到所提方法是
将文献［１２］和文献［１３］中启发式的划分思想扩展到
任意分布上，并给出局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数期望的理论
结果．在任意分布的二维空间中，基于排列的数据划
分方法采用通用的划分函数：

ρ（狓－）＝
０，犉犡１（狓１）＞犉犡２（狓２）
１，犉犡１（狓１）犉犡２（狓２烅烄烆 ）．

类似地，该函数将概率空间划分为两部分，如图７所示．
首先，考虑ρ（狓－）＝０所对应的分块ρ０的局部
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图７　分块的Ｓｋｙｌｉｎｅ概率

Ｓｋｙｌｉｎｅ基数期望．由于当且仅当其他数据点落在阴
影区域中时，一个数据点才是局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点．因此
假设ρ０拥有狀／２个点，则ρ０的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的
期望等于
　犈（犛犓犢（ρ０））＝

　　狀２·
∫１

０∫１

狔２

１／２－狔１狔２＋狔２２／２
１／（ ）２

狀／２－１
ｄ狔１ｄ狔２

１／２ ，
其中，狔犻犉犡犻（狓犻）．由于二维空间中两个划分ρ０和
ρ１是对称的，因此，犈（犛犓犢（ρ０））＝犈（犛犓犢（ρ１））．此
时，两部分的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望和等于
犆^２，狀，２＝２狀∫１

０∫１狔２１／２－狔１狔２＋狔
２
２／２

１／（ ）２
狀／２－１

ｄ狔１ｄ狔２

＝２∫１

０

（１－狔２２）狀／２
狔２ －（１－狔２）

狀

狔２ ｄ狔２

＝２∫１

０

１－（１－狔２）狀
狔２ ｄ狔２－∫１

０

１－（１－狔２２）狀／２
狔２ ｄ狔（ ）２

＝２∑
狀

犻＝１

１
犻－∑

狀／２

犻＝１

１
犻＝２犆^２，狀－犆^２，狀／２．

将上述结果归纳总结，可得如下定理．
定理４．　在稀疏性和独立性的假设下，若二维

空间中采用划分函数

ρ（狓－）＝
０，犉犡１（狓１）＞犉犡２（狓２）
１，犉犡１（狓１）犉犡２（狓２烅烄烆 ），

则局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望和等于
犆^２，狀，２＝２犆^２，狀－犆^２，狀／２．

定理４的推断是基于ρ０＝ρ１＝狀／２的假
设，当点数狀２时，可有效估计局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数．
相比之下，若采用随机划分，其局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数期
望和为犆^ｒａｎｄ

２，狀，２＝２犆^２，狀／２，由于２犆^２，狀－犆^２，狀／２＜２犆^２，狀／２，
因此，从期望上基于排列的方法可以生成比随机划
分（或者基于网格①）更小的候选集．

上述针对二维空间的结果可以很容易地推广到

犱维空间中．对于数据点狓－＝｛狓１，狓２，…，狓犱｝，犱维
空间中总共有犱！个不同的排列方式，按照算法１可
以快速地将数据点划分到各分块中．

定理５．　在稀疏性和独立性假设下，犱维空间
中采用基于排列的数据划分方法得到的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ
基数的期望和满足：
犆^ｐｅｒｍ
犱，狀，犱！＝
犱！狀∫１

０∫１

狔犱
…∫１

狔２

１／犱！－犆ｐｅｒｍ
１／犱（ ）！

狀／犱！－１
ｄ狔１ｄ狔２…ｄ狔犱，

其中，犆ｐｅｒｍ＝∫狔犱

０∫狔犱－１

狋犱
…∫狔１

狋２
１ｄ狋１ｄ狋２…ｄ狋犱．

而随机划分的方法将狀个数据点划分到犱！个
分块中，每个分块拥有狀／（犱！）个点，每个划分的局
部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数是犆^犱，狀／犱！．那么，随机划分中，局部
Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望和为犆^ｒａｎｄ犱，狀，犱！＝犱！犆^犱，狀／犱！．由于对
于任意的狔犻∈［０，１］，有犱！犆ｐｅｒｍ＞∏

犱

犻＝１
狔犻，因此不等

式犆^ｐｅｒｍ
犱，狀，犱！＜犆^ｒａｎｄ犱，狀，犱！显然是成立的．这从理论上保证

了基于排列的方法产生的数据划分是负载均衡的，
且该方法的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数从期望上是小于随机
划分（或者基于网格）方法．

为了对上述理论结果有一个直观的认识，图８
展示了在不同的数量数据点上两种方法的局部
Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望和，同时还给出了全局Ｓｋｙｌｉｎｅ
点数作为参考．可以看到，基于排列的方法生成的局
部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望和随着全局Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的
增长呈亚线性（ｓｕｂｌｉｎｅａｒｌｙ）增长，而随机划分方法
的结果则是超线性（ｓｕｐｅｒｌｉｎｅａｒｌｙ）增长；换言之，基
于排列的方法有效减少了局部Ｓｋｙｌｉｎｅ所生成的假
阳性候选数据点的可能性．

图８　局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期望和

７５０２１１期 赵　翔等：面向高效并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的数据划分方法

①从期望上，基于网格的方法具有和随机划分方法相同的局
部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数．
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３３　分布函数拟合
接下来讨论如何估计概率分布犉犡（狓－）以将狓犻转

换成犉犡犻（狓犻）．在各维度之间相互独立且服从相同的
分布的情况下，由于犉犡犻（狓犻）的单调性，犉犡犻（狓犻）
犉犡犼（狓犼）狓犻狓犼，可以直接使用狓犻的值并利用上述
模型进行基数的估计．其他情况下，则需要进行数据
预处理来转换得到犉犡犻（狓犻）．一种相对直接的方法
是将所有数据点按照每个维度的值进行排序，然后
取数据点狓－在该序列中的排位与数据点总量的比
值（归一化）作为概率犉犡犻（狓犻），即

犉犡犻（狓犻）＝
｜｛狔－｜狔犻＜狓犻｝｜

狀 ，狓－，狔－∈犌．
这种方法步骤简单，但是面对大规模数据集时

的开销较大，时间复杂度为犗（犱狀ｌｏｇ狀）．鉴于此，受
直方图技术启发，针对大规模数据考虑一种结合抽
样统计信息的估计方法来测算数据点的排位．

具体地，针对某一维度，首先通过简单随机抽样
（每个数据点都具有相同的抽中概率）创建一组连续
的数值区间，称之为桶（记作犅狊）；然后将数据点的维
度值放入桶中，并计算每一个桶中的数据点个数｜犅狊｜．
给定一个在区间［ｍｉｎ（犅狊），ｍａｘ（犅狊）］里的维度犻上
的值狓犻，其中ｍｉｎ（犅狊）和ｍａｘ（犅狊）分别是犅狊上的
最小值和最大值．那么，狓犻的归一化之后的排位可估
计为

犉犡犻（狓犻）＝
狓犻－ｍｉｎ（犅狊）

ｍａｘ（犅狊）－ｍｉｎ（犅狊）·
｜犅狊｜
狀＋

∑
狊－１

犽＝１
｜犅犽｜
狀．

最后，所有落在各个区间［ｍｉｎ（犅狊），ｍａｘ（犅狊）］中的
数据点都被映射到区间

１
狀∑

狊－１

犽＝１
｜犅犽｜，１狀∑

狊

犽＝１
｜犅犽［ ］｜

上，进而估计得出数据点对应的概率．
在并行环境中，［ｍｉｎ（犅狊），ｍａｘ（犅狊）］和犅狊等

有关桶犅狊的统计信息会通过广播的形式发送给所
有工作者，然后各工作者便可并行地将本地拥有的
数据点进行预处理．
３４　局部和全局犛犽狔犾犻狀犲计算

ＳＦＳ算法不仅可用在局部Ｓｋｙｌｉｎｅ计算中，在
合并局部Ｓｋｙｌｉｎｅ的阶段，同样可采用ＳＦＳ算法进
行计算来得到全局Ｓｋｙｌｉｎｅ．因此，在局部和全局
Ｓｋｙｌｉｎｅ计算中，均采用经典的ＳＦＳ算法（参见２．１
节）．值得注意的是，设计新的集中式Ｓｋｙｌｉｎｅ处理算
法不属于本研究范畴．

总结而言，本节所提出的基于排列的数据划分

算法主要是针对并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的过滤阶段进行
了合理的过程重构：

（１）预处理．对于数据空间中的每一个维度犻，
利用抽样统计信息，将狓－的取值狓犻预处理成一个在
［０，１］区间上的概率犉犡犻（狓犻）；换言之，对于每一个
狓－，生成一个相应的概率向量表示犉犡（狓－）；

（２）数据划分．将每个预处理后的概率向量映
射到一个排列上，再通过对排列向量编码转换，将狓－
分到某个分块中；

（３）局部计算．各工作者利用经典的ＳＦＳ算法
分别计算其拥有的局部数据的Ｓｋｙｌｉｎｅ．

最后，过滤阶段的局部候选点集交由合并阶段
处理，并再次利用ＳＦＳ算法计算得到全局Ｓｋｙｌｉｎｅ．

４　实验与分析
本节主要通过大规模的实验来评估所提方法的

有效性和先进性．
４１　实验设置

实验在一个具有１６个节点的计算集群上开展
的，每个节点具备２个ＩｎｔｅｌＸｅｏｎＥ５５３０２．５ＧＨｚ和
２４ＧＢ内存，运行环境为ＤｅｂｉａｎＧＮＵ／Ｌｉｎｕｘ５．０．

算法．实验中，主要对比了两个现有的并行
Ｓｋｙｌｉｎｅ算法［１０，１４］，分别称作Ａｎｇｌｅ［１０］和Ｐｒｏｊ［１４］．实
验中并没与Ｐａｒｋ等人提出的算法［５］对比，这是因为
他们的方法仅使用了一个Ｒｅｄｕｃｅ任务进行全局
Ｓｋｙｌｉｎｅ合并；而在本文的设定中，一个计算节点的
内存是无法容纳所有的候选Ｓｋｙｌｉｎｅ点．实验也没
有对比Ｔａｏ等人提出的算法［１５］，因为他们的方法不
支持处理二维以上数据．对于所有的算法，每个计算
节点上的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ及全局Ｓｋｙｌｉｎｅ合并计算均
采用了经典的ＳＦＳ算法［１３］．

数据集．实验中，同时采用了人工数据和真实数
据．人工数据来自服从独立分布和负相关分布的数据
生成器，生成的数据集大小从一百万（１０６）到十亿
（１０９），数据点的维度数在［２，６］之间；实验默认的数
据集大小为一百万．真实数据则采用了著名的
ＮＢＡ①和Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ②数据集．

实现细节．实验中，采用了脱机（Ｓｔａｎｄａｌｏｎｅ）的
实现方式，原因主要在于现有算法Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ在

８５０２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年
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数据分块的大小上没有保证，容易导致负载不均衡并
造成系统崩溃，而脱机实现可以减轻上述问题．所有
相关算法都使用Ｃ＋＋语言实现，ｇ＋＋４．３．２编译．

脱机实验是按如下规程设计的：（１）一个集中
式的算法依照不同的数据划分策略（基于角度的
Ａｎｇｌｅ、基于超平面的Ｐｒｏｊ和基于排列的Ｐｅｒｍ）将
数据进行分块；该步耗时记作划分时间；（２）利用
ＳＦＳ算法顺序处理每一个划分，单个分块所需的最
长处理时间作为该步的耗时；（３）利用ＳＦＳ算法合
并处理上一步的输出结果，该步的耗时也记录下来．
上述三个步骤的耗时之和为总体响应时间．下文的
实验结果分析中，将每组数据集上的结果分成“数据
划分效果”和“时间性能”两部分论述，前者考查了数
据划分的对负载均衡和局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的影响，
后者对比分析了各算法的数据划分耗时和整体响应
时间．
４２　实验结果及分析
４．２．１　独立分布人工数据集

（１）数据划分效果

图９　独立分布数据集上数据划分实验结果Ｉ

图９（ａ）和（ｂ）展示了在不同的分块数量条件

下，划分得到的最大分块的大小．最大分块的大小意
味着一个计算节点的内存大小，只有满足该大小才
能满足存储局部Ｓｋｙｌｉｎｅ点的需求．当划分在理想
状态下，即负载均衡，每个分块的大小为狀／犿，其中
狀是数据点个数，犿是分块的数量．因此，狀／犿可以
作为评价划分相对效果的一个基准．将该大小作为
１００％，对比发现，Ｐｅｒｍ的划分效果相比其他方法更
加接近１００％．而Ａｎｇｅｌ和Ｐｒｏｊ则需要１９０％和
３５０％的理想内存大小．注意到图９（ｂ）中，Ａｎｇｌｅ和
Ｐｒｏｊ在分块数位于１０２和１０３的区间上出现了一个
拐点，其主要原因可能是这两个算法的运行时间主
要取决于处理速度最慢的一个分块，而当分块数量
增加后，由于它们的负载均衡能力和伸缩性较差，实
验结果也变得不可预测．

图１０　独立分布数据集上数据划分实验结果ＩＩ

图１０（ａ）和（ｂ）展示了所有分块上的最大局部
Ｓｋｙｌｉｎｅ基数．局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数和局部Ｓｋｙｌｉｎｅ计
算的开销是成正比的；换言之，局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数越
大，则局部Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的开销越大．该实验中，
Ｐｅｒｍ得到的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数在所有参数设定下
均远小于其他方法．

９５０２１１期 赵　翔等：面向高效并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的数据划分方法
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（２）时间性能

图１１　独立分布数据集上时间性能实验结果

首先，图１１（ａ）和（ｂ）统计了数据划分的耗时情
况．Ｐｅｒｍ具有和分块数量相同的划分时间，而Ａｎｇｌｅ
和Ｐｒｏｊ则分别慢于Ｐｅｒｍ１０倍和５倍．Ａｎｇｌｅ和
Ｐｒｏｊ的额外开销，这主要是为了追求均衡负载而做
的处理；相比而言，Ｐｅｒｍ则是天生负载均衡的，因而
无须付出额外代价．对于Ｐｒｏｊ而言，Ａｎｇｌｅ更加耗
时，因为它需要将笛卡尔坐标空间转换到超球面空
间．Ｐｅｒｍ的天生负载均衡且划分高效的特质意味着

Ｐｅｒｍ算法能够横向扩展到更多的计算节点．
其次，图１１（ｃ）和（ｄ）则展示了各算法消耗在局

部Ｓｋｙｌｉｎｅ计算上的时间，Ｐｅｒｍ在较大的分块数量
上的性能优势较为明显，也就是说Ｐｅｒｍ可以有效
提高并行化程度．

最后，图１１（ｅ）和（ｆ）描绘了各算法的总体响应
时间，该时间和分块大小及局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数都有
关联．Ｐｅｒｍ在划分大小和局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数上都是
均衡的，且在前述实验中都优于Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ，因

０６０２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年
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此，它在所有参数设定下的性能均优于其他算法，该
结果也是符合预期的．此外，虽然Ａｎｇｌｅ在数据划
分阶段比Ｐｒｏｊ耗时，但是在总体时间上，Ａｎｇｌｅ在
绝大多数参数设定下优于Ｐｒｏｊ，原因是Ａｎｇｌｅ在划
分大小和局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数都小于Ｐｒｏｊ．这亦说明
数据划分在整个并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算中的重要性，同
时也从另一个侧面阐明了Ｐｅｒｍ优于其他同类算法
的本质原因所在．另外，注意到不同的维度上，算法
表现出了不同的趋势；尤其是在高维数据上，所有算
法的整体响应时间会随着分块数的增加而有所增
加，其原因可能是高维空间给数据处理带来了一些
困难，特别是在汇总分块结果的全局Ｓｋｙｌｉｎｅ阶段
需要花费更多的时间．这也说明并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算
的并行数量是存在一个合理的上限的，超过该上限
之后，并行化所带来的优势就可能会被汇总的代价
所抵消掉了．

图１２　非独立分布数据集上数据划分实验结果

４．２．２　非独立分布人工数据集
除了独立分布之外，实验还考查了在负相关分

布下的表现，以维度数为６的数据为例．负相关分布

定义了数据点靠近超平面∑
犱

犻＝１
狓犻＝犱／２的程度，其可

能的最大距离是槡犱／２；负相关系数为一个［０，１］之
间的实数，使用人工数据生成器构建了７个负相关
系数在０．５到０．８范围之内的人工数据集．

（１）数据划分效果
图１２（ａ）和（ｂ）分别展示了最大的分块所包含

的数据点的个数以及最大的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数．Ｐｒｏｊ
在数据划分上的效果相对较差，Ｐｅｒｍ和Ａｎｇｌｅ则
比较接近；然而，在最大局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数上，所有
算法的结果均随着负相关系数的增大而减小，且
Ｐｅｒｍ显示出较明显的优势．

（２）时间性能
图１３（ａ）和（ｂ）分别展示了各算法在数据划分

和总体时间消耗上的情况．在数据划分阶段，各算法
的性能都比较稳定，从快到慢的依次排序为Ｐｅｒｍ、
Ｐｒｏｊ和Ａｎｇｌｅ；从总体时间消耗看，各算法的效率随
着负相关度的增加而提升，从快到慢的依次排序为
Ｐｅｒｍ、Ｐｒｏｊ和Ａｎｇｌｅ．

图１３　非独立分布数据集上时间性能实验结果
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４．２．３　真实数据集
在ＮＢＡ和Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ两个数据集上，Ｐｅｒｍ都

展示出相比Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ更加稳定和优越的性能．
（１）数据划分效果
图１４（ａ）展示了两个数据集上各算法生成的最

大分块的大小．从图中可见，无论是ＮＢＡ还是
Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ数据集上，Ｐｅｒｍ都是负载均衡最好的方
法，相比Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ有很显著地改善．接着，图１４
（ｂ）给出了各种算法生成的最大局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数
的大小．在这项结果上，Ｐｅｒｍ依旧优势明显；并且由
于ＮＢＡ数据集具备更强的负相关性，因此，Ｐｅｒｍ在
ＮＢＡ上的优越性相比在Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ上更加显著．

图１４　真实数据集数据划分实验结果
（２）时间性能
然后，图１５（ａ）绘制了各算法在划分上消耗的

时间．因为Ｐｅｒｍ采用了高效的划分策略（配合映射
索引），其花费在数据划分上的时间极少；相较而言，
Ａｎｇｌｅ的划分时间开销较大，原因在于其复杂的坐
标转换方法．最后，图１５（ｂ）描绘了各算法在整个
Ｓｋｙｌｉｎｅ计算过程中的消耗时间．基于前序实验结
果，该组实验结果也是可期的，看到Ｐｅｒｍ在两个数
据集上都表现出很大的性能优势，存在至少一个数

图１５　真实数据集时间性能实验结果

量级的执行时间提升．
总结而言，无论是ＮＢＡ还是Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ数据

集，Ｐｅｒｍ都是最优的选择．特别是在ＮＢＡ数据集
上，Ｐｅｒｍ相比Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ有至少一个数量级的
优势，因为ＮＢＡ中的数据点之间存在负相关性，一
个数据划分方法如果能较好地对数据进行分块，则
能生成较小的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ，进而直接影响并行算法
的整体效率．Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ由于不能很好地进行数
据划分，导致若干数据分块上的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数
较大，这些分块上的ＳＦＳ算法的响应时间较长，最
终导致整体性能欠佳．在Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ数据集上，
Ｐｅｒｍ比Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ分别快１．９倍和１．２倍．由
于Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ数据集是一个相关性较高的数据集，
所有算法在局部Ｓｋｙｌｉｎｅ计算中的性能都是令人满
意的；而Ｐｅｒｍ在这个阶段的额外优势在于高效的
数据划分上，换言之，良好的负载均衡和最小化局部
Ｓｋｙｌｉｎｅ基数保证了并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的效能．
４．２．４　可扩展性实验

在独立分布的人工数据集上开展了可扩展性的
实验，评测所提算法针对数据集大小变化和数据点
的维度数变化时所表现出来的性能趋势．

２６０２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



首先，评测所提算法针对数据集的可扩展性，固
定算法进行数据分块数量为１２０．从图１６（ａ）中可
见，随着数据集规模的增长（从１０６到１０９），Ｐｅｒｍ算
法的时间响应性能匀速下降，未遇见明显的拐点等
异常；相较而言，Ａｎｇｌｅ算法在若干数据集上存在异
常拐点，时间性能可能不遵循一般规律和预期．其主
要原因在于，Ｐｅｒｍ算法的效果有理论保证的，良好
的数据划分保证了各分块的负载均衡，因此，能够保
证算法对数据集的规模具有良好的可扩展性．

图１６　可扩展性实验结果ＩＶ

然后，考查所提算法针对数据点维度数的可扩
展性，此实验中采用默认规模的数据集并固定算法
进行数据分块数量为１２０９，数据点的维度在２到８
之间变化．从图１６（ｂ）中可见，随着数据点维度的增
加，算法处理的难度也逐渐增大，所有算法的响应时
间均不同程度地增长．注意到，Ｐｅｒｍ算法的增长曲
线是最平缓的，即具有最小的增长率．该现象符合实
验的预期，其主要原因在于，Ｐｅｒｍ良好的数据划分
效果保证了各分块的负载均衡，尽可能地规避了个
别分块过长的处理响应时间，从而使得，在常见的数
据维度空间中①，Ｐｅｒｍ相对Ａｎｇｌｅ和Ｐｒｏｊ在关于数

据点维度方面具有更佳的可扩展性．

５　扩展与讨论
第２节中的理论分析假设了数据的独立性，同

时还要求了稀疏性．其实，可将模型扩展到处理稠密
数据的情况，即每个维度上允许存在重复值．在这类
应用中，通常维度的值域是十分有限的，譬如，男士
泳衣的样式可能的取值包括“三角短裤”、“及膝短
裤”、“过膝长裤”和“全身泳服”．当维度数值被映射
到一个可数集合上时，一个可数集合的分布是离散
分布．

离散分布下，为狓－∈!

犱定义联合概率分布函数
狆犡（狓－）＝犘（犡＝狓－），

其中，时间犡＝狓－是如下定义的：
｛犡＝狓－｝＝｛犡１＝狓１，犡２＝狓２，…，犡犱＝狓犱｝

＝∩
犱

犽＝１
｛犡犽＝狓犽｝．

那么，犉犡（狓－）＝∑
狔－狓－
（狔－），即

犉犡１，犡２，…，犡犱（狓１，狓２，…，狓犱）＝

∑狔１狓１∑狔２狓２…∑狔犱狓犱狆犡１，犡２，…，犡犱（狔１，狔２，…，狔犱），
其中，狓１，狓２，…，狓犱∈!

，狔１，狔２，…，狔犱∈!．
对于任意数据点狓－，其他数据点支配狓－的概率

等于犉犡（狓－）－狆犡（狓－）．基于类似定理３的思路，可推
得如下结果．

定理６．　在稠密性假设下，Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的期
望等于
犆^犱，狀＝狀∑

狓－∈!

犱
狆犡（狓－）［１－（犉犡（狓－）－狆犡（狓－））］狀－１．

对于离散分布而言，概率函数狆犡（狓－）是多数情
况下都是非零的，且有０狆犡（狓－）犉犡（狓－）１．当狀
趋向于无穷大时，可进一步推得如下结论．

定理７．　在稠密性的假设下，Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的
期望与数据点个数狀比值的极限等于

ｌｉｍ
狀→＋∞

犆^犱，狀
狀＝ ∑

狓－∈!

犱∧犉犡（狓－）＝狆犡（狓－）
狆犡（狓－）．

注意到，文献［１１］提出，在独立性假设下，当各维度
服从一个狆值的均匀分布时，那么，
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ｌｉｍ
狀→＋∞

犆^犱，狀
狀＝１狆犱．

定理７的结论将上述结果又推进了一步，可适用于
任意分布，且免除了有关独立性的约束．

６　相关工作
Ｓｋｙｌｉｎｅ是数据分析和决策支持应用中一个十

分重要的基础问题，近年来得到了大量研究的关注，
譬如，结合预处理或不带预处理的面向Ｓｋｙｌｉｎｅ算
子的索引结构，外存计算，ａｄｈｏｃ计算，连接计算等，
以及用Ｓｋｙｌｉｎｅ算计处理偏斜的和不确定的数据
等．文中关注的是单机无法处理的针对大数据集的
并行和分布式处理．
６１　并行犛犽狔犾犻狀犲计算

针对并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算，首先采用的是随机数
据划分方法［１６］，而后是基于网格的数据划分方法［９］

（也应用在分布式Ｓｋｙｌｉｎｅ计算［８］）．相对于无共享
（ｓｈａｒｅｎｏｔｈｉｎｇ）的架构，Ｐａｒｋ等人的研究聚焦在多
核（ｍｕｌｔｉｃｏｒｅ）架构上［１７］，其他类似的工作还包
括［１８１９］．在大数据处理结构方面，Ｚｈａｎｇ等人的研
究首次实现了一个基于ＭａｐＲｅｄｕｃｅ编程框架的
Ｓｋｙｌｉｎｅ算子［６］，并设计了三个算法———ＭＲＢＮＬ、
ＭＲＳＦＳ和ＭＲＢｉｔｍａｐ．同期，丁琳琳等人研究提出
了四个ＭａｐＲｅｄｕｃｅ框架下的Ｓｋｙｌｉｎｅ计算方法［２０］，
对候选数据点进行多种形式的过滤．之后，Ｐａｒｋ等
人的研究提出用ｑｕａｄｔｒｅｅ在局部Ｓｋｙｌｉｎｅ计算步
骤中对非Ｓｋｙｌｉｎｅ数据点进行过滤，在数据划分上，
该方法采用了基于网格的划分［５］．Ｔａｏ等人的研究
考查了利用ＭａｐＲｅｄｕｃｅ进行排序和滑动聚合的问
题［１５］；作为一个副产品，还给出了一种针对二维数
据的高效Ｓｋｙｌｉｎｅ算法，但无法扩展到更高的维度
空间．

新近的研究在约减局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数方面有较
大进展．Ｖｌａｃｈｏｕ等人的研究提出一种基于角度的
划分方法［１０］，主要利用了超球面（ｈｙｐｅｒｓｐｈｅｒｉｃａｌ）
坐标；最近，基于角度的划分方法被扩展实现到基于
ＭａｐＲｅｄｕｃｅ的并行框架上［２１］，但其在数据划分方面
的缺陷并没有得到重视和解决．Ｋｈｌｅｒ等人注意到
这种基于角度的超球面坐标变换可能相当耗时，因
此提出了一种向超平面投影的划分方法［４］．上述两
种算法均可以纳入到文中的通用并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算
框架中，但是它们在负载均衡方面的缺陷限制了系
统的性能和可扩展性．针对偏序关系的数据应用，

Ｙｉｎ和Ｇｕ研究了如何将偏序关系映射到全序域中
再进行并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算的问题［２２］，其方法可通过
改造运用到本文所提的算法上，使其具备处理偏序
数据的能力；针对高维空间，周红福等人研究了在线
的集中式的高效子空间Ｓｋｙｌｉｎｅ算法ＣＳｋｙ［２３］，其渐
进性的算法优势主要得益于一种新颖的数据结构
ＩｎｖｅｒｔＳ．
６２　分布式犛犽狔犾犻狀犲计算

分布式Ｓｋｙｌｉｎｅ计算同样十分关注数据的划分
问题，但其设计的出发点与网络结构存在较大关联．
Ｂａｌｋｅ等人［２４］和Ｌｏ等人［２５］的研究采用了纵向划分
方法，他们的方法与采用横向划分的并行Ｓｋｙｌｉｎｅ
算法存在较大差别．

此外，一个相关方向的研究是针对ａｄｈｏｃ网络
拓扑结构（基于树［２６］和全连接［２７］）的分布式环境中
如何高效执行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算．感兴趣的读者可以延
伸阅读Ｈｏｓｅ和Ｖｌａｃｈｏｕ的优秀综述［２８］．
６３　集中式犛犽狔犾犻狀犲计算

相比经典的基于ＢｌｏｃｋＮｅｓｔｅｄＬｏｏｐ（ＢＮＬ）的
算法，ＳＦＳ算法具有易优化、可管道化、输出有序等
优点，且对计算节点内存的要求相对较小．因此，
ＳＦＳ算法在大多数情况下通常能够提供相对ＢＮＬ
算法更佳的时间响应和系统性能．

７　结　论
文中主要研究了面向大数据的并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计

算问题．现有并行Ｓｋｙｌｉｎｅ计算方法仍存在无法实
现负载均衡或局部Ｓｋｙｌｉｎｅ基数较大的缺陷，无法
满足当前大数据处理与分析应用中在系统响应方面
的要求．首先，本文从理论上深入探究了一种用于估
计Ｓｋｙｌｉｎｅ基数的概率模型．以此为基础，为了设计
面向大数据集高效并行Ｓｋｙｌｉｎｅ算子，提出了一种
基于排列的数据划分方法．这种方法不仅能够实现
负载均衡，同时每个划分所生成的局部Ｓｋｙｌｉｎｅ都
具有较小的基数，从而提升系统的整体性能．从理论
分析和实验验证两个角度同时展示了所提方法的高
效性；相比现有方法，新的并行Ｓｋｙｌｉｎｅ算子在绝大
多数参数设定下面具有更加优越的时间性能．

下一步，计划将所提技术扩展到其他相似的并行
查询与分析处理中；譬如，考虑所提技术是否能够运
用到并行大图计算上，以提升大图数据处理与分析的
效率．大图数据处理是当前数据管理领域的一个热
点，已有一系列工作研究和讨论并行的图数据处理
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问题，如并行的大图搜索与评估［２９］等．譬如，以图结
构相似度查询［３０］来举例，一个大图数据被划分成不
同的分块是进行并行图处理的前提条件，而如何进
行合理高效的分块则很大程度上决定了查询处理的
性能．为此，可考虑能否将计算量与候选集规模尽可
能均衡的思想贯彻到并行大图处理的数据划分过程
中，从而提高整体数据查询与分析的效果和效率．

致　谢　感谢匿名评审和编辑对本文质量的改进提
供了大量建设性的意见和帮助．同时感谢ＳＦＳ算法
作者对源代码的开源与共享！
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