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摘　要　在收集和处理时间序列数据的过程中，难免会产生误差，而在很多现实情形中误差是自相关非独立的．已
有的预测理论在分析误差自相关的时序数据时，往往需要知道预测算法所输出假设空间的显式表达，而对于一些
假设空间不明确的模型，比如神经网络，尚未有系统的求解方法和理论保障来分析其在非平稳且误差自相关时序
数据上的预测能力．本文基于误差截尾的假设，提出了时间序列的预测ＰＡＣ可学习理论，并给出了数据依赖情形
下的泛化误差界．该界限包含一个时序复杂度度量和一个差异度量，前者描述了序列数据的非平稳性，后者可在适
当情形下从数据中估计得到．因此，该误差界并不依赖于假设空间的显式表达，具有较强的普适性．根据上述理论，
本文提出了一种基于自回归模型的交替优化算法用于预测非平稳的时间序列数据．我们在真实数据集上进行实
验，验证了本文提出算法的有效性．
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１　引　言
近年来，时间序列预测在诸多领域得到了广泛的

关注和应用，包括医疗健康［１３］、天气预报［４］、交通预
测［５６］、量化交易［７８］等．在预处理和建模时间序列数
据的过程中，难免会存在误差，且由于数据变周期［９］、
非平稳［１０］、影响变量收集不充分［１１］、欠拟合等因素的
影响，在很多现实情形中误差是自相关非独立的，即
当前时刻的误差与先前时刻的误差相关．该领域以往
有一些相关工作，比如具有自相关误差的极大似然回
归算法［１２１３］和具有自相关误差的非参数估计［１４］等，
往往需要知道预测算法所输出假设空间的显式表达，
而对于一些假设空间不明确的模型，比如神经网络，
尚未有系统的求解方法和时序理论来分析其在非平

稳且误差自相关时序数据上的预测能力．因此，当误
差自相关非独立时，如何设计性能良好且有理论保障
的时序预测算法是机器学习中非常重要的研究课题．

需明确的是，尽管误差自相关，我们仍需对误差
的相关性或者分布有进一步假设；否则若对误差分
布一无所知，甚至允许任意变化，那么这样的问题显
然不可学．一个自然而然的想法是假设误差的自相
关性是截尾的，即当前时刻的误差只与最近有限个
时刻的误差相关．本文以ＶａｎｉｌｌａＲＮＮ预测股票价
格的任务为例说明该假设的普适性（实验细节详见
第５节）．图１展示了４００次迭代训练内误差的偏自
相关（ＰａｒｔｉａｌＡｕｔｏＣｏｒｒｅｌａｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＡＣＦ）
图．据观察，预测模型的误差呈现出明显的自相关
性，其ＰＡＣＦ随着训练迭代而变得稳定且表现出２
阶截尾（２ｎｄｏｒｄｅｒｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ）．

图１　ＶａｎｉｌｌａＲＮＮ模型的误差ＰＡＣＦ图

　　基于误差截尾的假设，本文提出了时间序列的
预测ＰＡＣ可学习理论，并给出了数据依赖情形下的
泛化误差界．该界限包含一个序列复杂度度量和一
个差异度量；前者描述了序列数据的非平稳性，后者
可在适当假设下从数据中估计得到．因此，该误差界
并不依赖于预测函数的显式表达，可用于神经网络
等模型，具有较强的普适性．根据上述理论，本文提
出了一种基于自回归模型的交替优化算法用于预测
非平稳的时间序列数据．我们在真实数据集上进行
实验，验证了本文提出算法的有效性．

本文第２节介绍相关工作；第３节和第４节分
别提出预测ＰＡＣ可学习理论和基于自回归模型的
交替优化算法；第５节通过在真实数据集上进行实
验，验证了算法的有效性；第６节总结全文并展望未
来工作．

２　相关工作
根据克拉默分解定理（ＣｒａｍｅｒＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

Ｔｈｅｏｒｅｍ）［１５］，当误差随时间独立时，误差序列不可
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预测．然而在很多现实情形中误差是自相关非独立
的，这使得基于独立性假设的高斯马尔可夫定理
（ＧａｕｓｓｉａｎＭａｒｋｏｖＴｈｅｏｒｅｍ）不再适用．以最小二乘
法为例，当误差非独立时，估计系数的方差增加而标
准误差被低估．因此，模型的预测准确性会降低，并
且许多指标在实际上不再具有统计意义．因此，当误
差自相关非独立时，如何提高预测模型的性能则成
为时间序列分析中重要的研究问题之一．组合预测
（ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｆｏｒｅｃａｓｔｉｎｇ）是工程上处理该问题的经
典方法之一．该方法的基本原理是建立各种子模型用
以模拟不同类型序列的行为，然后组合在一起进行
优化和预测，这样组合模型在最终选择时通常不需
要估计很多参数就可以做到较好的性能．比较代表
性的工作，如Ｔａｙｌｏｒ和Ｌｅｔｈａｍ［９］将Ｆａｃｅｂｏｏｋ数据
分解为四种模式，即多重强季节性、趋势变化、异常值
和假日效应，然后对这四种模式分别建模，最后组合
成完整的预测模型．一些研究［１６１７］表明与单独应用
每种预测方法相比，组合预测可以提高预测准确性，
并且复合预测集可以产生比任何原始预测都低的均
方误差．混合模型（ｈｙｂｒｉｄｍｏｄｅｌ）是另一种广受好评
的时间序列预测方法，其在ＭＣｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎｓ［１８］和
ＩＥＥＥＣＩＳＣｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ［１９］等主要比赛中取得了巨大
成功．该方法依赖于预处理过程，比如指数平滑、差分
（常用于统计）、经验模态分解［２０］和重整化［２１］等，可以
消除波动和噪声，并且在模型的最终选择中通常不
需要估计很多超参数．在实际应用中，设计和采用何
种预处理技术在很大程度上取决于研究人员的经
验．因而，混合模型仍属于实验密集型的研究．

在线性模型中考虑自相关误差已被广泛研究，
比较代表性的工作有具有自相关误差的极大似然回
归算法［１２１３］和具有自相关误差的非参数估计［１４］等．
这类方法首先需要利用一些统计方法，如德宾沃森
统计量（ＤｕｒｂｉｎＷａｔｓｏｎｓｔａｔｉｓｔｉｃ）［２２］、ＡＩＣ和ＢＩＣ［２３］
等，检测一阶自相关误差的存在性并对模型定阶，然
后可用类似于极大似然估计的框架求解．整个算法
流程可受传统的统计时间序列分析和预测ＰＡＣ可
学习理论支持．值得注意的是，这类方法必须知道预
测算法所输出的预测函数或假设空间的显示表达，
而对于一些预测函数表达未知的模型，比如神经网
络，尚未有系统的求解方法和时序理论来分析其在
非平稳时序数据上的预测能力．

３　预测可学习性理论
本节提出了基于误差截尾假设的时间序列的预

测ＰＡＣ可学习理论，包括第３．１节中介绍并分析了
误差截尾假设、第３．２节中数据依赖情形下的泛化
误差界以及第３．３节中关于样本分布和真实分布之
间差异的估计．在此之前，介绍一些相关概念和基本
知识．

令ｉ表示虚数单位元，其满足 槡ｉ＝－１．令!表
示后移算子（ｂａｃｋｓｈｉｆｔｏｐｅｒａｔｏｒ），使得!狓狋＝狓狋－１．
令λ为算子!的特征值．对于整数犖＞０，记［犖］＝｛１，
２，…，犖｝．令狕０表示对于任意犻∈［犜］，其对应元
素满足狕犻０．用"狕（χ，#，σ）表示序列狕＝（狕１，…，
狕犜）在函数类#下的最小序列χ覆盖数（ｍｉｎｉｍａｌｓｅ
ｑｕｅｎｃｅχｃｏｖｅｒｉｎｇｎｕｍｂｅｒ）［２４２５］，其中二元指示器
σ∈｛－１，＋１｝犇．

令犡－犜＝（狓１，狓２，…，狓犜）∈!

犇×犜是由犇个变量
在犜个时间戳上生成的多变量时间序列，其中狓狋∈
!

犇×１且狋∈［犜］．给定观测数据犡－狋，我们的目标
是预测犺步超前值狓狋＋犺，其中犺∈"

＋．方便起见，将
示例集记为｛（犡－狋，狔狋）：狔狋＝狓狋＋犺｝．令犳（·；Θ）表示
预测模型，其中Θ表示模型参数，犲狋＝狔狋－犳（犡－狋；Θ）
表示模型犳在狋时刻的误差．给定狆∈"

＋，记犲狋＝
（犲狋－狆，犲狋－狆＋１，…，犲狋－１）．

对于任意假设犺－∈#和序列｛犣狋｝，定义
（１）平均经验误差（ａｖｅｒａｇｅｄｅｍｐｉｒｉｃａｌｅｒｒｏｒ）

犔^犪（犺－）＝１犜∑
犜－１

狋＝１
犺－（犣－狋），犣狋（ ）＋１，

（２）路径依赖经验误差（ｐａｔｈｄｅｐｅｎｄｅｎｔｅｍｐｉｒｉｃａｌ
ｅｒｒｏｒ）

犔^狆（犺－）＝１犜∑
犜－１

狋＝１
γ狋犺－（犣－狋），犣狋（ ）＋１，

（３）泛化误差（ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ）
犔^（犺－）＝#犣狋＋１∈^犣［（犺－（犣－狋），犣狋＋１）］，

其中是损失函数，γ狋’ｓ是实数标量，^犣表示测试集．
定义１．　我们称学习算法$对时间序列犡－犜

所诱导的随机过程是预测概率近似正确可学习的
（ＰｒｅｄｉｃｔｉｖｅＰｒｏｂａｂｌｙＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙＣｏｒｒｅｃｔｌｅａｒｎｉｎｇ
ｌｅａｒｎａｂｌｅ，简称为预测ＰＡＣ可学习的），若对于０＜%

，
δ＜１，存在学习算法$和多项式函数ｐｌｏｙ（…），使
得对于目标概念犮和任何犜ｐｌｏｙ（１／%，１／δ，犇，
ｓｉｚｅ（犮）），学习算法$所输出的假设（ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ）犺－∈
#满足$

（
#

（犺－）%

）１－δ．进一步，如果存在学习算
法$对模型犳的误差序列是预测ＰＡＣ可学习的，则称
模型犳在时间序列犡－犜上是可提升的（ｉｍｐｒｏｖａｂｌｅ）．
３．１　误差截尾假设

观察图１易知，误差序列的ＰＡＣＦ呈现出二阶
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截尾．受此启发，本文考虑一个更通用的假设形式，
即误差序列的自相关系数存在狆阶截尾，如下

犲狋＝α１犲狋－１＋α２犲狋－２＋…＋α狆犲狋－狆＋%狋 （１）
其中狆∈"

＋，α犻（犻∈［狆］）是回归系数，%狋∈&

（０，Σ）
且Σ＞０．注意，式（１）也是一个狆阶微分方程．因此，
易知该方程的解由两部分组成，其一是其齐次形式
（ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｆｏｒｍ，即%狋＝０）的通解犲'

狋，其二是其
非齐次形式（ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｆｏｒｍ，即%狋≠０）的一
个特解．对于%狋＝０的情况，有

犲狋－α１犲狋－１－α２犲狋－２－…－α狆犲狋－狆＝０ （２）
将后移算子!代入式（２），可得到如下特征方程

（ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ）
λ狆－α１λ狆－１－α２λ狆－２－…－α狆－１λ－α狆＝０（３）
因为式（３）是一个狆阶的非齐次实值方程．所

以该方程有狆个非零解，依次记为λ１，λ２，…，λ狆．凭
此，方程（２）的通解犲'

狋由如下三种基本情况及其变
种组成：

①当λ１，λ２，…，λ狆为不同的实根，即λ１≠λ２≠…≠
λ狆∈!时，方程（２）的解为

犲'

狋＝犮１λ狋１＋犮２λ狋２＋…＋犮狆λ狋狆，
其中犮１，犮２，…，犮狆∈!．

②当λ１，λ２，…，λ狆中存在犱重实根，即λ１＝…＝
λ犱≠λ犱＋１≠…≠λ狆∈!时，方程（２）的解为
犲'

狋＝（犮１＋犮２狋＋…＋犮犱狋犱－１）λ狋１＋犮犱＋１λ狋犱＋１＋…＋犮狆λ狋狆，
其中犮１，犮２，…，犮狆∈!．

③当λ１，λ２，…，λ狆中存在复根时，由于α１，α２，…，
α狆∈!

，可以断定复数根是以共轭对（ｃｏｎｊｕｇａｔｅｐａｉｒｓ）
的形式出现．因此，只需要类比实重根的情形，如

λ１＝狉ｅｉω，λ２＝狉ｅ－ｉω（狉＝｜λ１｜）
为方程（３）的一对复重根，且重数为犿时，方程（２）
的解为

犲'

狋＝∑
犿

犻＝１
狉狋（犮１ｅｉω狋＋犮２ｅ－ｉω狋），

其中犮１，犮２∈!．综上，方程（１）的解为
犲狋＝犲'

狋＋犲(

狋

＝∑
犱′

犽＝１
狉狋犽（犪犽ｅｉω犽＋犫犽ｅ－ｉω犽）＋∑

犱″

犼＝狀′＋１
犮犼λ狋犼＋

∑
犱

犻＝１∑
狀犻

犻′＝１
犮犻，犻′狋犻′（ ）－１λ狋犻＋犲(

狋 （４）
式（４）中有犱组实数重根，每组中有狀犻（犻∈［犱］）个元
素；犱′对复根（狉狋犽犲ｉω犽，狉狋犽ｅ－ｉω犽）；犱″个非重根的实根．这
里｛犪犽，犫犽，犮犻，犻′，犮犼｝都是实数标量，且有∑

犱

犻＝１
狀犻＋２犱′＋

犱″＝狆．

３．２　预测犘犃犆可学习性
基于上节中的误差截尾假设，本文给出第一个

主要定理，如下．
定理１．　如果对于犻∈［狆］有｜λ犻｜＜１，那么模

型犳在时间序列犡－犜上是可提升的．
根据定义１可知，要完成定理１的证明，只需证

明式（４）中的误差序列｛犲狋｝狋∈［犜］是预测ＰＡＣ可学习
的即可．本文介绍下列引理来证明该结论．

引理１．　如果对于犻∈［狆］有｜λ犻｜＜１，那么式（４）
定义的序列｛犲狋｝狋∈［犜］服从一个弱依赖过程（ｗｅａｋ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｐｒｏｃｅｓｓ）．

证明．　令)

狋狊表示序列｛犣狊，犣狊＋１，…，犣狋｝的分
布，其中０狊＜狋．定义如下的系数［２６］

β（狊）＝ｓｕｐ狋#犣－狋 )

＋∞狋＋狊（·｜犣－狋）－)

＋∞狋＋狊（·）［ ］μ，
其中)

（·｜·）表示条件概率分布，μ表示概率测度或
者事件集'上的σ代数（σａｌｇｅｂｒａ），其对于两个概率
分布犘和犙满足

犘－犙μ＝ｓｕｐ狕∈'

｜犘（狕）－犙（狕）｜．
根据式（４），有

犲'

狋＝∑
犱′

犽＝１
狉狋犽犪犽犲ｉω犽＋犫犽ｅ－ｉω（ ）犽＋∑

犱″

犼＝狀′＋１
犮狋犼λ犼＋

∑
犱

犻＝１∑
狀犻

犻′＝１
犮犻，犻′狋犻′（ ）－１λ狋犻．

如果对于犻∈［狆］有｜λ犻｜＜１，则显然有
犲'

狋→０随着狋→∞．
根据克拉默分解定理［１５］，当狋充分大时，有犲狋∈

&

（０，σ２）．令犣狋＝犲狋，则
β（狊）→０随着狊→＋∞．

因此，式（４）中的序列｛犲狋｝狋∈［犜］是β混合的（β
ｍｉｘｉｎｇ），即服从一个弱依赖过程． 证毕．

引理２．　如果对于犻∈［狆］有｜λ犻｜＜１，那么对
于δ＞０，δ′＝δ－狇β（犽）＞０，狇＝犖／犽和任意假设
犺－∈#

，以至少１－δ＞０的概率成立

%

（犺－）%^犪（犺－）＋犆ｌｏｇ（２／δ′）８槡狇 ＋　　　
２
犽∑

２犽

犻＝１
!狇（*犻）＋２犜∑

犜

狋＝１
犱（狋，犜＋１）（５）

其中，%（犺－）和%^犪（犺－）分别表示泛化误差和平均经验
误差，犆表示损失函数的上界（即对于任意犺－∈#

有｜（犺－，·）｜犆）．泛化误差界（５）的第二项是每个
子集*犻的Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ复杂度的总和

!狇（*犻）＝１狇# ｓｕｐ
犺－∈犎∑犼：狓犼∈*犻

σ犼（犺－（犲犼），犲犼［ ］），
其中σ犼是Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ随机变量，｛*犻｝是对训练集的
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一种划分*犻＝｛犲犻（狇－１）＋１，犲犻（狇－１）＋２，…，犲犻狇｝．泛化误差
界（５）的第三项测量了不同时间戳狊和狋上两个概
率分布之间的差异
犱（狊，狋）＝ｓｕｐ

犺－∈犎
#犲狊［（犺－（犲狊），犲狊）］－#犲狋［（犺－（犲狋），犲狋）］．

　　值得注意的是，引理２中的犱（狊，狋）描述了狊时
刻预测产生的误差分布与狋时刻预测产生的误差分
布之间的差异，进而式（５）中泛化误差界的第三项

２／犜∑
犜

狋＝１
犱（狋，犜＋１）表示了各个观测时刻预测产生的

误差分布与测试时刻（犜＋１）预测产生的误差分布
之间的差异和．该差异和描述了学习器利用已观测
数据对测试数据进行预测时的困难程度，这也是学
习者在处理非平稳时序数据时可能会面临的挑战．
该引理是引理１，文献［２７］中定理２和文献［２８］中
定理１的直接推导．其证明略．

引理３．　如果对于犻∈［狆］有｜λ犻｜＜１，那么对于
δ＞０，犆＞０，χ＞０和任意假设犺－∈#

，以至少１－δ＞０
的概率成立

%

（犺－）%^狆（犺－）＋!狆＋犆γ２２ｌｏｇ#σ［"犲（χ，#，σ）］（ ）槡 δ ，

其中，%（犺－）和%^狆（犺－）分别是泛化误差和路径依赖经
验误差，犆表示损失函数的上界（即对于任意犺－∈#

有｜（犺－，·）｜犆），γ＝（γ１，…，γ犜），σ是Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ
随机变量，且

!狆＝ｓｕｐ犺－∈［# #犲犜＋１∈犈^（犺－（犲－（犜＋１）），犲犜＋１［ ］）－
１
犜∑

犜

狋＝２
γ狋#犲狋∈犈［（犺－（犲－狋），犲狋）］＋（ ）］犆．

此处犈和犈^分别表示训练集和测试集．
引理２和引理３分别利用不同的经验误差提供

了预测误差序列｛犲狋｝狋∈［犜］时的泛化误差界．该结论
指明了，由序列｛犲狋｝狋∈［犜］诱导的随机过程是可预测
ＰＡＣ可学习的，因为给定｜λ犻｜＜１（犻∈［狆］），则
｛犲狋｝狋∈［犜］服从一个混合随机过程且具备狆阶ＰＡＣＦ．
当给定如下引理时，引理３可由文献［２９］中的定理１
直接推得．

引理４．若｜λ犻｜＜１（犻∈［狆］），则对于任意δ＞０
和犆＞０，以至少１－δ＞０的概率成立
!狆ｓｕｐ犺－∈#

∑
犜

狋＝２
γ狌狋－γ（ ）狋#狋（犺－（犲－狋＋１），犲狋＋１［ ］［ ］）＋

２犆＋犆熿
燀
狆＋１
２β（１）＋

γ－γ狌２２ｌｏｇ２#σ［"犲（χ，#，σ）］（ ）槡 δ
燄
燅　
，

其中向量γ狌＝（γ狌１，…，γ狌犜）服从某个均匀分布，它对
应于平均经验误差．

证明．　根据三角不等式，可得
!狆!１＋!２ （６）

其中
!１＝ｓｕｐ

犺－∈#

#犜＋１［（犺－（犲－（犜＋１）），犲犜＋１［ ）］－
１
狆∑

犜

狋＝犜－狆＋１
#狋［（犺－（犲－狋），犲狋（ ）］）］，

和
!２＝ｓｕｐ

犺－∈#

１
狆∑

犜

狋＝犜－狆＋１
#狋［（犺－（犲－狋），犲狋（ ））］［ －

１
犜∑

犜

狋＝２
γ狋#狋（犺－（犲－狋），犲狋［ ］）＋（ ）］犆．

对于第一项!１，有

!１１狆∑
犜

狋＝犜－狆＋１
ｓｕｐ
犺－∈#

Δ１，犜（狋）１狆∑
犜

狋＝犜－狆＋１
β１，犜（狋）

１狆
狆（狆＋１）
２犆β（１）＝犆（狆＋１）β（１）／２（７）

其中，
Δ１，犜（狋）［＝#犜＋１［（犺－（犲－（犜＋１）），犲犜＋１）］－

#狋［（犺－（犲－狋），犲狋 ］）］
和
β１，犜（狋）＝ｓｕｐ犺－∈#

)

＋∞
犜＋１（·｜犲－（犜＋１））－)

＋∞
狋＋１（·｜犲－狋）μ．

式（７）的第三个不等式成立于｜λ犻｜＜１（犻∈［狆］）和任
意狊＝犜－狆＋１，…，犜．这说明｛犲狋｝狋∈［犜］对应的随机
过程具有较小程度的非平稳性．换句话说，后狆个
观测值的分布接近于犜＋１时刻处的真实分布．从
另一方面来看，!２显然可以从数据中计算得到．根
据文献［２９］中的定理３，对于任意δ＞０和犆＞０，以
至少１－δ＞０的概率成立

ｓｕｐ犺－∈#

∑
犜

狋＝２
γ狌狋－γ（ ）狋#狋（犺－（犲－狋＋１），犲狋＋１［ ］［ ］）

ｓｕｐ犺－∈#

∑
犜

狋＝２
γ狌狋－γ（ ）狋（犺－（犲－狋＋１），犲狋＋１［ ］）＋２犆＋

犆γ－γ狌２２ｌｏｇ２#σ［"犲（χ，#，σ）］（ ）槡 δ （８）
将式（７）和式（８）代入不等式（６），即可得证．证毕．
３．３　差异估计

上节给出了数据依赖情形下的泛化误差界，该
界限包含一个序列复杂度度量和一个差异度量．本
小节将针对具体问题并在适当假设下对该差异度量
进行估计．我们采用简单的自回归模型ＡＲ（狆）作为
误差序列｛犲狋｝狋∈［犜］的预测模型，则有如下结论．
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定理２．　给定均方误差（ｓｑｕａｒｅｌｏｓｓ）和参数
为α＝（α１，α２，…，α狆）的ＡＲ（狆）预测器犺－，如果对于
任意犻∈［狆］，有｜α犻｜＜１和α２犕，那么对于任意
δ＞０，０＜γ狌－γ１１和假设犺－，以至少１－δ的概
率成立

# 犺－（犲犜；α）－犲犜＋１｜)犜［ ］１　　

∑
犜

狋＝１
（犺－（犲狋；α）－犲狋＋１）２＋!狆＋犆δ （９）

其中

犆δ＝+ｌｏｇ３犜ｌｏｇ２ ２
γ狌－γ槡 １

犕
槡犜＋γ

狌－γ（ ）烄
烆

烌
烎１ ．

　　定理２对定理１的结论提供了一个更具体的分
析．为了证明该定理，只需界定住下列顺序Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ
复杂度（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌＲａｄｅｍａｃｈｅｒｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ）即可

!

狊犲狇
狆＝ｓｕｐγ#σｓｕｐ犺－∈#

∑
犜

狋＝１
σ狋γ狋（犺－（犲狋；α），犲狋［ ］），

其中犺－（犲狋；α）＝∑
狆

犻＝１
α犻犲狋－犻．其证明略．

沿用Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ和Ｍｏｈｒｉ［３０］的思路，定理２的
结论可用于指导如下优化问题的求解：

ｍｉｎ
α，γ∑

犜

狋＝１
γ狋（狋）＋μ犲∑

犜

狋＝１
γ狋Δ狋＋μαα２ （１０）

其中μ犲，μα∈!

，α２是参数α的正则化项，损失函数
采用均方误差（狋）＝（犺－（犲狋；α）－犲狋）２，以及∑

犜

狋＝１
γ狋Δ狋界

定住了经验差异（ｅｍｐｉｒｉｃａｌｄｉｓｃｒｅｐａｎｃｙ）
Δ狋＝ｓｕｐα

１
狋∑

狋

狊＝１
γ狌狊（狊）－（犺－（犲狋；α）－犲狊）２．

对于任意狋∈［犜］，Δ狋可以使用ＤＣ规划法（ＤＣ
Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）［３１］预先求得．假设限制γ０以确保
该优化问题的凸性，则问题（１０）可由一个两阶段子
优化过程求得，如下

ｍｉｎ
α∑

犜

狋＝１
γ狋（犺－（犲狋；α）－犲狋）２＋μαα２，

其中，γ＝（γ１，γ２，…，γ犜）且

γ＝ａｒｇｍｉｎ
γ０

ｓｕｐα∑
犜

狋＝１
（γ狋－γ狌狋）（狋（ ）｛ ｝）．

４　基于自回归模型的交替优化算法
根据上述分析，本节正式提出基于自回归模型的

交替优化算法．方便起见，这里仅考虑一阶ＰＡＣＦ的
简单情况，即犲狋＝α犲狋－１＋%狋．那么，预测函数可表示为
　狔狋＝犳（犡－狋；Θ）＋α狔狋－１－犳（犡－（狋－１）；Θ（ ））＋%狋（１１）

将式（１１）代入优化问题（１０），可得到一个最小化带
正则化项的平方损失问题
ｍｉｎ
α，Θ∑狋狔狋－犳（犡－狋）－α狔狋－１－犳（犡－（狋－１）（ ）［ ］）２＋
μα,（α）＋μΘ,（Θ） （１２）
这里我们将预测模型犳（犡－狋；Θ）简写为犳（犡－狋），其中
,

（α）和,

（Θ）分别是参数α和Θ的正则化器，μα和
μΘ是相对应的正则化系数．注意，如果预测模型犳
是神经网络，则,

（Θ）通常表示复杂正则化项［３２３３］，
而,

（α）防止α过大．本文推荐使用一些反双曲函数
（ｉｎｖｅｒｓｅｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）作为,

（α），例如,

（α）＝
ａｒｔａｎｈ（ηα）．其中η是一个比例系数．沿用Ｙｕ等人［３４］

中的思路，可以采用交替优化的方法求解优化问题
（１２）．这样，每个交替步骤都简化为一些众所周知的
方法．具体过程如下：

（１）初始化．从一个预定义的分布，比如均匀分
布-

［－１，１］，中采样α^．
（２）更新Θ．通过求解下式来更新Θ^

ａｒｇｍｉｎΘ ∑狋$Θ（狋）＋μΘ,（Θ），
其中犢表示监督信号，且
$Θ（狋）＝狔狋－犳（犡－狋）－α^狔狋－１－犳（犡－（狋－１）（ ）［ ］）２．
　　本文采用了Ａｄａｍ算法［３５］来加速求解过程．

（３）更新α．给定Θ^，通过求解式（１３）来求得新
参数α^

ａｒｇｍｉｎα ∑狋$α（狋）＋μα,（α） （１３）

其中犢表示监督信号犳^（犡－狋）＝犳（犡－狋；Θ^），且
$α（狋）＝狔狋－犳^（犡－狋）－α狔狋－１－犳^（犡－（狋－１）（ ）［ ］）２．
　　特殊地，根据高斯马尔科夫定理，当μα＝０时，
优化问题（１３）存在如下闭式解

α^＝
∑
犜

狋＝２
［狔狋－犳^（犡－狋）］［狔狋－１－犳^（犡－（狋－１））］

∑
犜

狋＝２
［狔狋－１－犳^（犡－（狋－１））］２

．

５　实　验
本节在三个数据集上测试了基于自回归模型的

优化算法，其目的是验证该方法的有效性以及与几
种实用技术的兼容性．

数据集．（１）雅虎财经（Ｙａｈｏｏ！Ｆｉｎａｎｃｅ）［３６］的
股票价格，其包含２００７年至２０１６年１０个板块中
５０只股票的每日开盘价，本文选择每个板块市值前

４８２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２２年
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５名的公司．该数据具有高噪音非平稳的特点；（２）柏
林天气数据①，其记录德国柏林从１９９５年到２００４
年的每日和每月的天气数据．天气数据含周期性，具
有高噪音近似平稳的特点；（３）盐城上牌量数据②，
其包括近１０００天５个汽车品牌的每日汽车上牌量．
本文只考虑５个汽车品牌的汽车上牌量总数，不关
心其具体日期信息，从而该数据集构成一个真实的
单变量时间序列．该数据是低噪音且非平稳的．

对比方案．采用循环神经网络（ＲｅｃｕｒｒｅｎｔＮｅｕｒａｌ
Ｎｅｔｗｏｒｋ，ＲＮＮ）、时间卷积网络（ＴｅｍｐｏｒａｌＣｏｎｖｏｌｕ
ｔｉｏｎＮｅｔｗｏｒｋ，ＴＣＮ）［３７］、门循环单元（ＧａｔｅＲｅｃｕｒｒｅｎｔ
Ｕｎｉｔ，ＧＲＵ）［３８］、ＬＳＴＭ［３９］、ＤＳＡＮｅｔ［４０］和ＦＴＮｅｔ［４１４２］
作为基础模型．所有的基础模型使用Ａｄａｍ优化器
配置０．００１的学习率进行优化，且皆在３００次迭代
内收敛．上标犱和犲狊分别表示时间序列预测中两种
实用的预处理技术［４３］，一阶差分（ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｃｉｎｇ）和指数光滑（ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓｍｏｏｔｈｉｎｇ），而本
文所提出的方法采用下标α标记．本文还添加一步
延迟序列（ｏｎｅｓｔｅｐｄｅｌａｙｅｄｓｅｑｕｅｎｃｅ）作为基准线，
即狔^狋＝狔狋－１（狋∈［犜］），记为Ｎａｉｖｅ．详细的网络配置
参数被列举在表１中，其中ＤＳＡＮｅｔ采用自定义
配置［４４］．

表１　基础模型的配置
模型 雅虎财经 盐城汽车

上牌量 柏林天气学习率 训练
轮数

ＲＮＮ ５×６４×１１×６４×１１×６４×１０．００１ ３００
ＧＲＵ ５×６４×１１×６４×１１×６４×１０．００１ ３００
ＬＳＴＭ５×６４×１１×６４×１１×６４×１０．００１ ３００
ＦＴＮｅｔ５×６４×１１×６４×１１×６４×１０．００１ ３００
ＤＳＡＮｅｔ － － － ０．００１ ３００
ＴＣＮ ７×１０×

１０×１０×１
５×１０×
１０×１０×１

７×１０×
１０×１０×１０．００１ ３００

定制化．整个数据集按照６０％∶２０％∶２０％的样
本比划为三部分：训练集、验证集和测试集．在验证
集上测试各种配置，并挑选出具有最佳验证性能的
配置对测试集进行预测．本文采用４个评估指标评
估预测性能：令狔^狋和狔狋分别表示预测值和监督信
号，定义

（１）均方误差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅｄＥｒｒｏｒ，ＭＳＥ），

犕犛犈＝∑
犜＋犛

狋＝犜＋１
（狔^狋－狔狋）（ ）２／犛．

（２）平均绝对误差（ＭｅａｎＡｂｓｏｌｕｔｅＥｒｒｏｒ，ＭＡＥ），

犕犃犈＝∑
犜＋犛

狋＝犜＋１
｜狔^狋－狔狋（ ）｜／犛．

（３）混淆精度（ＣｏｎｆｕｓｉｏｎＡｃｃｕｒａｃｙ，ＣＡ），
犆犃＝ 犜犘＋犜犖

犜犘＋犜犖＋犉犘＋犉犖，

其中犜犘，犉犘，犜犖和犉犖分别表示超前一步增量的
真正例（ＴｒｕｅＰｏｓｉｔｉｖｅｓ）、假正例（ＦａｌｓｅＰｏｓｉｔｉｖｅｓ）、真
反例（ＴｒｕｅＮｅｇａｔｉｖｅｓ）和假反例（ＦａｌｓｅＮｅｇａｔｉｖｅｓ）．易
知，犆犃可以更加细致地评价模型对时序趋势走向
（＋／－）的预测精度：犆犃值越高表示模型对时序趋
势走向预测越准确；反之，预测精度越低．

假设“预测误差是否独立（ＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔＰｒｅｄｉｃ
ｔｉｏｎＥｒｒｏｒｓ，ＩＰＥ）”被用于估计预测误差狔^狋－狔狋是否
随时间独立．反馈“”表示预测误差独立；否则，
“×”表示预测误差与时间相关．该指标可以用来检
测预测误差是否独立．根据克拉默分解定理，若误差
独立，则说明预测模型已达到最好预测性能．

最后，本文使用组合指标符［犕犛犈±狊狋犱，犕犃犈±
狊狋犱，犆犃，犐犘犈？］来评估预测性能．

实验结果．表２列出了各对比方案和本文所提
出的方法在雅虎财经股票价格、盐城汽车上牌量和
柏林天气预测任务上的性能．在每个数据集上，均进
行１０次测试以统计评价指标的平均值以及标准偏
差．每个数据集上每个评估指标的最佳值以粗体显
示，并采用后缀·／标注９５％显著性水平的成对狋检
验意义下，本文方法明显优于／劣于对比方法的情
况．图２展示了本文方法ＲＮＮα在雅虎财经股票数
据上预测误差的ＰＡＣＦ图（４００轮训练迭代）．通过
图表，易观察到如下几个事实：（１）使用本文方法训
练的模型都实现了独立的预测误差，这验证了本文
方法的有效性；（２）对比原始的基础模型，本文方法
基本上在所有数据集上取得了（四个评价指标上）显
着的提升，这验证了本文方法的优越性；（３）本文方
法可与其他两种实用的预处理技术兼容，其性能在
大多数数据集和评价指标上未表现出下降；（４）指
数光滑预处理和本文方法的结合方案在大多数数据
集和评价指标上取得了最佳，而且其性能对基础模
型鲁棒．综上，本节采用对比实验验证了本文方法的
有效性和优越性，并展示了它与几种实用的预处理
技术的兼容性．

讨论．本文的实验部分考虑了数据集的多样性，
即有高噪音非平稳的金融数据，低噪音非平稳的上
牌量数据，以及高噪音近似平稳的天气数据（含周期
性）．在面对不同类型的时序数据时，混合模型往
往需要“定制化”预处理过程以保证误差序列独立．

５８２２１１期 张绍群等：基于误差截尾假设的时序预测可学习性理论与算法

①
②
ｈｔｔｐｓ：／／ｇｉｔｈｕｂ．ｃｏｍ／ｂｌａｃｋｅｙｅ７３５／ＷｉｎｄＳｐｅｅｄＰｒｅｄｉｃｔｉｏｎ
ｈｔｔｐｓ：／／ｔｉａｎｃｈｉ．ａｌｉｙｕｎ．ｃｏｍ／ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ／ｅｎｔｒａｎｃｅ／２３１６４１／
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
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表２　对比方法在雅虎财经股票价格、盐城汽车上牌量、柏林天气预测任务上的性能
数据集对比模型 犕犛犈 犕犃犈 犆犃 犐犘犈？ 本文方法 犕犛犈 犕犃犈 犆犃 犐犘犈？·／

雅
虎
财
经

Ｎａｉｖｅ ６．３５１８ ０．９５９５ ０．５２１０ ０／５０
ＲＮＮ ４１６．５±１０．３５４．２７８±０．１４５００．５０６３±０．００１４０／５０ＲＮＮα ６．５４５±０．０１３００．９５８９±０．００８１０．５１２７±０．０００９４９／５０·
ＲＮＮ犱 ６．２９５±０．０１３９０．９６０９±０．００１５０．５４１５±０．００１０５０／５０ＲＮＮ犱α ６．２７３±０．００５１０．９５７０±０．０００５０．５４２２±０．００１０５０／５０·
ＲＮＮ犲狊 ４０２．０±５．１６９４．１６３±０．１１２００．５１８５±０．０４２１０／５０ＲＮＮ犲狊α ６．２７３±０．００３７０．９５７３±０．００１１０．５３６５±０．００７８５０／５０·
ＧＲＵ １２７７±８１．８５７．８９７±０．１０４００．５１２９±０．００２４０／５０ＧＲＵα ６．３３４±０．００８３０．９５６２±０．００７１０．５１６０±０．００２１４８／５０·
ＧＲＵ犱 ６．２７８±０．００４１０．９６００±０．００２６０．５３８６±０．００１８５０／５０ＧＲＵ犱α ６．２６９±０．０１２１０．９５５４±０．０００５０．５４１３±０．００１２５０／５０
ＧＲＵ犲狊 １２６９±６７．４３７．７３２±０．０９７２０．５２７０±０．００８３０／５０ＧＲＵ犲狊α ６．９３８±０．０１８１０．９８８３±０．０１１２０．５３３３±０．００９５５０／５０·
ＬＳＴＭ ３５０６±１１８．２１７．９５±１．４２８０．５１４５±０．００２６０／５０ＬＳＴＭα ６．３２７±０．００９１０．９５７０±０．００９０．５１５２±０．００２７４７／５０·
ＬＳＴＭ犱 ６．２８６±０．００８０．９６１４±０．０００６０．５４０９±０．０００９５０／５０ＬＳＴＭ犱α ６．２５４±０．０１２１０．９５５９±０．００１００．５４１０±０．００１２５０／５０·
ＬＳＴＭ犲狊 ３４９９±８６．４６１６．８８±１．３１７０．５４０７±０．００１６０／５０ＬＳＴＭ犲狊α ６．９４０±０．０２４４０．９５５１±０．００３６０．５２０２±０．００４６５０／５０·
ＦＴＮｅｔ ６５６．９±９９．５２４．２７８±０．２０２１０．５３２４±０．００１４２／５０ＦＴＮｅｔα ６．９８９±０．０２５００．９５８５±０．００９００．５３３１±０．００２９４５／５０·
ＦＴＮｅｔ犱 ６．３１３±０．００４１０．９５５７±０．０００６０．５４１４±０．００１１５０／５０ＦＴＮｅｔ犱α ６．３２１±０．０１２０．９５７８±０．０００７０．５４１２±０．００１３５０／５０
ＦＴＮｅｔ犲狊 ５０７．４±７２．３１４．９７８±０．２１３３０．５１２５±０．００１４４／５０ＦＴＮｅｔ犲狊α ６．１６３±０．０１７１０．９７２７±０．００１１０．５３７２±０．０００５５０／５０·
ＴＣＮ ３９３７±１３５．５２１．８４±１．３２１０．５０８６±０．００１００／５０ＴＣＮα ６．９７８±０．５７６００．９６５１±０．００５００．５２１２±０．００３２４９／５０·
ＴＣＮ犱 ６．２９１±０．０１６８０．９５４６±０．０００８０．５３３４±０．００１５５０／５０ＴＣＮ犱α ６．３３１±０．０１１７０．９６３５±０．０００８０．５３５３±０．００１３５０／５０
ＴＣＮ犲狊 ２８７４±９７．２７１７．３３±１．１０７０．５１２０±０．０００９０／５０ＴＣＮ犲狊α ０．６２７１±０．０１０９０．９６１４±０．００１１０．５４３３±０．００１２５０／５０·
ＤＳＡＮｅｔ３２６０±２１５．８１５．６５±２．７９２０．５２３８±０．０００３０／５０ＤＳＡＮｅｔα １７．９３±１．１７２１．４４５±０．０９３００．５６０３±０．００１８２７／５０·
ＤＳＡＮｅｔ犱 ６．８４９±０．０６５０．９８３７±０．００１９０．５４３３±０．００１２５０／５０ＤＳＡＮｅｔ犱α ６．６９９±０．０４２０．９７６５±０．００３９０．５４５６±０．０００８５０／５０
ＤＳＡＮｅｔ犲狊 ３１９４±２２４．１１５．４７±２．１５２０．５１９８±０．００１３０／５０ＤＳＡＮｅｔ犲狊α １３．７９±０．９５８３１．１２７±０．１０４５０．５３２４±０．００１３５０／５０·

数据集对比模型 犕犛犈（１ｅ５） 犕犃犈（１ｅ２） 犆犃 犐犘犈？ 对比模型 犕犛犈（１ｅ５） 犕犃犈（１ｅ２） 犆犃 犐犘犈？
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Ｎａｉｖｅ ４３．０４ １６．４９ ０．５０８０ ×
ＲＮＮ ６．６７１±０．４７５２５．０３１±０．１０２１０．９２４５±０．０１２８× ＲＮＮα ６．０１８±０．２８１０４．９３２±０．０５３００．９２８７±０．００２４·
ＲＮＮ犱 ９．８１７±１．１６８５．６００±０．０３５２０．９０１１±０．０２２６× ＲＮＮ犱α ６．７２１±０．２６２０５．１０４±０．０１５２０．９２８７±０．００２４·
ＲＮＮ犲狊 ７．６９２±０．０３４５５．８７２±０．００９９０．８７４９±０．００９１× ＲＮＮ犲狊α ６．６５９±０．０３１８５．０２３±０．００７３０．９５３８±０．００４５·
ＧＲＵ ５．５９４±０．１７１０４．８３６±０．０３４００．９３１５±０．００４６ ＧＲＵα ５．３２９±０．１９７３４．７２１±０．０４２００．９３８５±０．００６８·
ＧＲＵ犱 ６．１２９±０．１５５３４．９４９±０．０３５００．９２６６±０．００４１ ＧＲＵ犱α ６．１１２０±０．２６２４４．８２８±０．０１５１０．９４７７±０．００４４·
ＧＲＵ犲狊 ５．６４６±０．４４８１４．９２１±０．００２９０．９５５９±０．０１２９ ＧＲＵ犲狊α ５．６２４５±０．０５４６４．７０７±０．０１３４０．９５４７±０．００７９·
ＬＳＴＭ ５．５９４±０．１７１０４．８０１±０．０４６１０．９２５１±０．００４４ ＬＳＴＭα ５．５３４±０．１７２４４．７１３±０．０３３００．９３０１±０．０１１５·
ＬＳＴＭ犱 ６．０３９±０．２８５３４．８８８±０．００５００．９３３３±０．０１２６ ＬＳＴＭ犱α ６．０５０±０．１９８６４．７８３±０．００６２０．９３４４±０．００９５
ＬＳＴＭ犲狊 ５．６２８±０．１７９２４．８２１±０．０２１００．９５８２±０．０１２０ ＬＳＴＭ犲狊α ５．６３８±０．０１５６４．７７２±０．０２１３０．９６１４±０．０１３５·
ＦＴＮｅｔ ５．９２８±０．０４９０４．９０７±０．００７１０．９２５１±０．００９０ ＦＴＮｅｔα ５．８５５±０．１１２１４．９７３±０．００９１０．９３５１±０．００７５·
ＦＴＮｅｔ犱 ６．５３７±０．３０８０５．１１３±０．０５８００．９２６２±０．０１４７ ＦＴＮｅｔ犱α ６．４７５±０．２９７１５．０１３±０．０９７００．９３２９±０．００３５·
ＦＴＮｅｔ犲狊 ５．７２４±０．０２３２４．８３３±０．０２８３０．９５１７±０．００３７ ＦＴＮｅｔ犲狊α ５．６７１±０．０３７１４．８２７±０．０３９１０．９５１３±０．００２８·
ＴＣＮ ５．７７７±０．４７８１５．１４５±０．０２３３０．９２５９±０．００６１ ＴＣＮα ５．４８２±０．１５１１４．９５６±０．０１２１０．９２５９±０．００６１·
ＴＣＮ犱 ６．１１１±０．２５５３５．１９８±０．０１４００．９２３３±０．０１４６ ＴＣＮ犱α ６．０４６±０．２２７０５．２８１±０．０１５４０．９４５５±０．００８８·
ＴＣＮ犲狊 ５．８２１±０．３４１２５．０２３±０．０１２１０．９３４４±０．００９７ ＴＣＮ犲狊α ５．５１２±０．０８３７４．９２０±０．０１２００．９４１５±０．００２１·
ＤＳＡＮｅｔ５．３８８±０．１６９０４．９３６±０．０１７１０．９２９６±０．０１２０ ＤＳＡＮｅｔα ５．１５２±０．２５９０４．７５３±０．０１１００．９３９６±０．００５８·
ＤＳＡＮｅｔ犱６．２３４±０．１８０９４．９１１±０．０１１００．９２２２±０．０１１１ ＤＳＡＮｅｔ犱α ５．９６４±０．２４７０４．９１７±０．０１８００．９４００±０．００７８
ＤＳＡＮｅｔ犲狊５．２１１±０．１９２３４．８３１±０．００９２０．９３２２±０．００８７ ＤＳＡＮｅｔ犲狊α ５．１７９±０．２３１０４．７７８±０．０１０９０．９４０６±０．００３７·

数字集对比模型 犕犛犈 犕犃犈 犆犃 犐犘犈？ 对比模型 犕犛犈 犕犃犈 犆犃 犐犘犈？
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Ｎａｉｖｅ ４．６２４ １．６５ ０．５１０４ ×
ＲＮＮ ４．６１８±０．１００９１．６３２±０．００７８０．５４０５±０．０１０３ ＲＮＮα ４．４６２±０．２３５０１．６２４±０．００６００．５６２７±０．０１６５
ＲＮＮ犱 ４．３２３±０．００２２１．６１３±０．００２００．５７２８±０．００３６ ＲＮＮ犱α ４．３１７±０．００９９１．６１３±０．００４００．５７３９±０．００４０·
ＲＮＮ犲狊 ４．５２７±０．０８４７１．６２０±０．０２１９０．５４９９±０．００３９ ＲＮＮ犲狊α ４．４９７±０．２１４７１．６３２±０．０１２００．５５３４±０．０１５９
ＧＲＵ ４．５４１±０．０６７０１．６０４±０．０１２８０．５３６１±０．０１２１ ＧＲＵα ４．３０１±０．１１８０１．５８４±０．０１０２０．５７１２±０．０１９４·
ＧＲＵ犱 ４．３３９±０．０１２０１．６１７±０．００２９０．５６０７±０．００３１ ＧＲＵ犱α ４．３３９±０．０１０１１．６１４±０．００４００．５６１５±０．００４１·
ＧＲＵ犲狊 ４．５８４±０．０９１４１．６２２±０．００２００．５４２２±０．００９５ ＧＲＵ犲狊α ４．３３４±０．０２４６１．６１９±０．００７１０．５６００±０．００４５·
ＬＳＴＭ ４．７２７±０．１２７７１．６３２±０．０１５００．５３９１±０．００２８× ＬＳＴＭα ４．３５７±０．０３５０１．６１９±０．０１４００．５５９４±０．００３８·
ＬＳＴＭ犱 ４．３５２±０．０２２１１．６１８±０．０１４９０．５６３１±０．００２４ ＬＳＴＭ犱α ４．３５１±０．０２３０１．６１８±０．００９００．５６２４±０．００２５·
ＬＳＴＭ犲狊 ４．７３９±０．１２３９１．６４７±０．０２５２０．５３５３±０．００６４ ＬＳＴＭ犲狊α ４．４２１±０．０８０５１．６２０±０．００１２０．５５５６±０．００５２·
ＦＴＮｅｔ ４．３４０±０．００６０１．６１８±０．００２８０．５８７６±０．０１４３ ＦＴＮｅｔα ４．３３５±０．０３１０１．６１６±０．００１１０．５８６３±０．０１３６·
ＦＴＮｅｔ犱 ４．３５１±０．０２６９１．６１９±０．００３００．５７４４±０．００４５ ＦＣＮＴＮｅｔ犱α４．３４９±０．０３３０１．６２０±０．００８００．５７５３±０．００３６·
ＦＴＮｅｔ犲狊 ４．４８９±０．０９５８１．６１２±０．０１７００．５９３２±０．０１２９ ＦＴＮｅｔ犲狊α ４．２３７±０．００１１１．６２２±０．００７１０．６０２３±０．００１１
ＴＣＮ ４．４６６±０．０７０９１．６２９±０．００８４０．５４７３±０．００７９ ＴＣＮα ４．４３８±０．０４９２１．６２６±０．０１０１０．５６９２±０．００７１·
ＴＣＮ犱 ４．２９８±０．０１９０１．６２３±０．００７４０．５５３０±０．００９６ ＴＣＮ犱α ４．２８７±０．０１４０１．６２０±０．００４８０．５５４６±０．００５４·
ＴＣＮ犲狊 ４．２６０±０．０２２８１．６３３±０．００６９０．５３１８±０．０１１９ ＴＣＮ犲狊α ４．２２８±０．０４６０１．５９８±０．００６２０．５５１３±０．０１５１·
ＤＳＡＮｅｔ４．５５６±０．０８２０１．６６４±０．０１２００．５６３０±０．００８３ ＤＳＡＮｅｔα ４．５１０±０．０５６０１．６６５±０．００７９０．５６３４±０．００１９·
ＤＳＡＮｅｔ犱４．４４３±０．０９４０１．６３９±０．０１６１０．５４５８±０．０１８５ ＤＳＡＮｅｔ犱α ４．４３２±０．０６９８１．６３８±０．０１２００．５６１８±０．０１５１·
ＤＳＡＮｅｔ犲狊４．２１４±０．０４９１１．６１７±０．０２１１０．５６２０±０．０１３３ ＤＳＡＮｅｔ犲狊α ４．２００±０．０３６８１．５９６±０．０１３２０．５６０６±０．０１９０·

注：带表示存在独立误差的股票数量占股票总数（５０）的数量比例．
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图２　本文方法ＲＮＮα的误差ＰＡＣＦ图

差分等预处理技术可以有效去噪，但是通常会损失
一部分有用的信息，在统计学习中往往需要各种检
测方法以确定差分阶数．而本文所提方法可自适应
地应对误差自相关且截尾的情况．以式（１１）为例，
α＝０即可处理误差独立的情况；α＝１，即等价于结合
了一阶差分技术的预测模型；当自适应学习参数α
时，在功能上可以视为自适应学习对原始序列的预
处理，参数α表示了预处理中的光滑程度．此外，
式（１１）中的预测函数仅考虑了自相关误差一阶截尾
的情况，本文所提算法也可以推广到高阶截尾的情
况．较大的阶数往往意味着误差序列存在较长的相
关性和拖尾性，而在实际应用中，使用者通常无法提
前获知该信息．我们在做了大量实验后，建议阶数取
１或者２即可．当然，也可以将阶数狆被设定为超参
数，然后采用零阶优化的方法，比如网格搜索（ｇｒｉｄ
ｓｅａｒｃｈ）或者贝叶斯估计（ＢａｙｅｓＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ）等，来
学习超参数狆，但是这些工作并非本文的重点．

６　结　语
本文基于误差截尾的假设，对时间序列的预测

可学习性提出了新的理论分析，并给出了数据依赖
情形下的泛化误差界．该界限包含一个序列复杂度
度量和一个差异度量，前者描述了序列数据的非平
稳性，后者可在适当假设下从数据中估计得到．该误
差界并不依赖于预测函数或者假设空间的显示表

达，具有较强的普适性．根据该理论结果，本文提出
一种基于自回归模型的交替优化算法用于预测非平
稳的时序数据．通过在多个真实数据集上的实验，验
证了该算法的有效性．

如何从理论上刻画时间序列的预测可学习性质
是时间序列分析和机器学习理论中一个重要的研究
课题．本文在仅考虑了误差截尾的情形下，讨论如何
设计可有效提升预测模型性能的算法以及计算其与
数据分布相关的泛化误差界．但仍有许多问题亟待
进一步研究．未来，我们可能会关心误差序列拖尾的
情况以及算法相关的泛化性等问题．
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９８２２１１期 张绍群等：基于误差截尾假设的时序预测可学习性理论与算法
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