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否定知识的代数表示及在模糊系统设计中的应用
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摘　要　对于模糊系统中的否定知识的认识，首先从哲学层面上对潘正华提出的３种否定关系进行了研究，提出
了矛盾否定关系、对立否定关系和中介否定关系的本质特征．接着，在Ｚａｄｅｈ提出的语言变量中引入３种否定的概
念，得到了带有３种否定的语言变量．为了能够刻画这些否定关系的本质特征和内在联系，进一步研究了它们的集
合基础，定义了一种新的带有矛盾否定、对立否定和中介否定的模糊集ＧＦＳｃｏｍ，并讨论了ＧＦＳｃｏｍ的一些基本运
算及性质．在此基础上，给出了基于ＧＦＳｃｏｍ的具有一阶逼近精度和二阶逼近精度的模糊系统的设计方法，并分析
了所设计的模糊系统的逼近性能．应用示例表明，ＧＦＳｃｏｍ不仅丰富了模糊系统的推理功能，而且能在仅知道部分
隶属函数分布的情况下设计出具有给定精度的模糊系统．
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１　引　言
知识处理，尤其是模糊性知识处理是计算机科

学领域，特别是人工智能方向的一个重要研究内容
之一．随着知识处理研究的发展，对“否定知识”的认
识和处理提出了新的要求，亦即经典数学以及带一
种否定的非经典数学已不满足知识处理的需要．对
此，国内外许多学者提出了不同的研究方法和思想．
２０世纪８０年代，朱梧!

和肖奚安［１］提出了中介逻
辑系统ＭＬ（ＭｅｄｉｕｍＬｏｇｉｃ），该系统有着完整的语
构和较强的语义表达能力，且将矛盾对立概念和反
对对立概念进行了严格区分，并认为反对对立概念
有中介概念（对象）的存在．Ｗａｇｎｅｒ等人［２３］认为否
定是一个非清晰的概念，继而在计算知识处理系统
中指出（至少）存在两种形式的否定：强否定（ｓｔｒｏｎｇ
ｎｅｇａｔｉｏｎ）表示明确的假和弱否定（ｗｅａｋｎｅｇａｔｉｏｎ）
表示非真．Ｅｓｔｅｖａ等人［４５］通过在严格基本逻辑
（ＳｔｒｉｃｔＢａｓｉｃＬｏｇｉｃ）中引入一种新的一元联结词～
（其语义是对合否定算子）而得到一种带有对合否定
的严格基本逻辑（ＳｔｒｉｃｔＢａｓｉｃＬｏｇｉｃｗｉｔｈＩｎｖｏｌｕｔｉｖｅ
Ｎｅｇａｔｉｏｎ），它实际上是一种具有两种否定的逻辑
（另一种否定就是Ｈｊｅｋ［６］建立的基本逻辑ＢＬ
（ＢａｓｉｃＬｏｇｉｃ）中的否定，即瓙狓＝狓→０）．Ｆｅｒｒé［７］在
ＬＣＡ（ＬｏｇｉｃａｌＣｏｎｃｅｐｔＡｎａｌｙｓｉｓ）和自然语言中对否
定概念提出一种认识上的扩充，即内涵的否定应为
传统的否定（如“ｙｏｕｎｇ／ｎｏｔｙｏｕｎｇ”和“ｈａｐｐｙ／ｎｏｔ
ｈａｐｐｙ”），外延的否定应解释为对立（如“ｈｏｔ／ｃｏｌｄ”
ａｎｄ“ｔａｌｌ／ｓｍａｌｌ”）．Ｋａｎｅｉｗａ［８］提出一种具有经典否
定和强否定的描述逻辑，其中经典否定用于刻画某
一否定语句，而强否定则更适合于表达确定性的否
定信息（或否定事实）．换句话说，与经典否定相比，
强否定指的是那些与原语句直接对立且排斥的信
息．潘正华［９１０］从概念的层面上指出，在模糊性知识
中应该区分矛盾否定关系、对立否定关系和中介否
定关系，并建立了一种带有矛盾否定、对立否定和中
介否定的新模糊集ＦＳｃｏｍ（ＦｕｚｚｙＳｅｔｓｗｉｔｈＣｏｎｔｒａ
ｄｉｃｔｏｒｙ，ＯｐｐｏｓｉｔｅａｎｄＭｅｄｉｕｍｎｅｇａｔｉｏｎ）．文献［１１］
对ＦＳｃｏｍ做了改进，提出一种改进的模糊集ＩＦＳｃｏｍ
（ＩｍｐｒｏｖｅｄＦｕｚｚｙＳｅｔｓｗｉｔｈＣｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙ，Ｏｐｐｏｓｉｔｅ
ａｎｄＭｅｄｉｕｍｎｅｇａｔｉｏｎ）．为了给ＦＳｃｏｍ（ＩＦＳｃｏｍ）提
供一种逻辑演算基础，文献［１２１３］分别从公理化和
自然演绎推理的角度给出了带有３种否定的模糊逻
辑．基于中介逻辑系统ＭＬ，洪龙等人［１４１５］从应用角

度考虑，研究并建立了中介真值程度的数值化度量
方法．文献［１６］给出了带有矛盾否定、对立否定和中
介否定的模糊推理方法，指出在模糊推理中考虑不
同否定是可行的．同时，Ｂｕｓｔｉｎｃｅ等人［１７１８］指出，两
个句子之间的否定通常与矛盾相关，并进一步指出，
在有些情况下否定以分明的形式出现（如“狓ｉｓ
ｓｍａｌｌ”和“狓ｉｓｎｏｔｓｍａｌｌ”），而在另外情形下则以隐
含方式出现（如“狓ｉｓｔｉｎｙ”和“狓ｉｓｈｕｇｅ”），并提出
新概念犳ｗｅａｋｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ，进而在此基础上研究
模糊集之间的ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ及ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ的度量．

自Ａｒｉｓｔｏｔｌｅ以来，形式逻辑就区分了矛盾对立
和反对对立［１９２０］．文献［１９］从玄学（ｍｅｔａｐｈｙｓｉｃｓ）、
语言哲学（ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙｏｆｌａｎｇｕａｇｅ）和心灵哲学
（ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｙｏｆｍｉｎｄ）发展历史的角度概述了矛盾
（ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙ）和反对（ｃｏｎｔｒａｒｙ）及否定与其他逻
辑算子之间的关系．文献［２０］则研究了带有中性
量词（ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｑｕａｎｔｉｆｉｅｒｓ）的广义亚里士多
德对立方形图（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＡｒｉｓｔｏｔｅｌｉａｎｓｑｕａｒｅｏｆ
ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎ）的形式化理论，给出了ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｉｅｓ，
ｃｏｎｔｒａｒｉｅｓ和ｓｕｂｃｏｎｔｒａｒｉｅｓ的形式化定义．因此，语
言哲学和逻辑学的研究中早就发现［１，８，１９２０］，有些词
（概念）本身就隐含了其对另外某一词（概念）的“否
定”，例如悲伤、讨厌、丑、懒惰、富裕和胆小等分别是
对快乐、喜欢、美、勤劳、贫穷和勇敢等的“否定”．显
然，这种形式的否定关系要比经典的否定“ｎｏｔ”强很
多，我们需要把这种形式的否定与经典的否定ｎｏｔ
区分开来，称这种形式的否定关系为对立否定关系．
给定一个词（概念）狑，记狑的对立否定（如果存在）
为瓙瓙狑，从而狑与瓙瓙狑就表示一种对立否定关系．而
狑的经典否定ｎｏｔ狑记为瓙狑，进而狑和瓙狑就构成
一种矛盾否定关系．

在现实世界的各种知识中，大量存在于中介过
渡状态的对象（概念），承认中介对象（概念）的存在
已作为认识论的一条基本准则．所谓中介对象（概
念），即它具有对立双方的部分性质．例如“半导体”
就是“导体”和“绝缘体”的中介过渡对象，“中年人”
是“年轻人”到“老年人”的中介过渡概念．潘正华等
认为中介概念与对立双方概念之间的关系也是一种
否定关系，称为中介否定关系．我们记狑的中介否
定为～狑，于是～狑与狑（或瓙瓙狑）之间的关系就是一
种中介否定关系．

在模糊系统中，模糊知识是以规则的形式表达
的，而每条模糊规则均可表示成如下标准形式［２１２２］：

犚（犾）：ＩＦ狓１ｉｓ犃犾１ａｎｄ…ａｎｄ狓狀ｉｓ犃犾狀，
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ＴＨＥＮ狔ｉｓ犅犾（犾＝１，２，…，犿）
其中：犃犾犻和犅犾分别是论域犡犻犚和犢犚上的模糊
集；狓＝（狓１，狓２…，狓狀）Ｔ∈犡＝犡１×犡２×…×犡狀；狔∈
犢分别是输入、输出（语言）变量；犿为规则数目．该
形式是狀输入单输出模糊规则的标准形式，其他形
式的规则都可转化为这样的形式．在传统的模糊系
统中，我们需要对每一个模糊子集犃犾犻和犅犾都建立一
个隶属函数．正如文献［１７］所说，因为存在大量的聚
合函数（ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ），且有许多不同的但
有效的构造方法，因此，对于一个实用的系统而言，
一个重要但困难的事情就是如何选择最适合的函
数．这也意味着，一个实用的模糊系统中往往具有成
百上千个不同的模糊子集，而如何为每一个模糊子
集寻找到有效的隶属函数是一件非常困难的事情．

然而，通过对模糊规则的分析后发现，从否定的
角度看，许多模糊子集之间并不是孤立的，而是可以
通过上述３种否定关系联系起来．本文的工作之一
就是给出这种联系的方法．

如上所知，模糊系统实际上就是从输入空间到
输出空间的一个转换，其数学本质为一个复合映射．
给定一个在紧集上连续的未知函数，希望设计一个
模糊系统，使之能够以任意的精度逼近该未知函数．
目前，模糊系统的设计方法需要在整个输入空间上
恰当地构造出模糊子集的隶属函数的分布情况．本
文另一个主要工作就是在已知部分隶属函数的情况
下，并考虑上述３种否定的前提下给出如何设计模
糊系统的方法．

此外，研究模糊系统的逼近性能是非常重要的，
亦是必要的．自然地，我们希望设计出能以任意精度
逼近所给定的某一未知函数（该函数通常要求在紧
集上连续）．模糊系统的逼近性能在理论和应用上都
取得了丰硕的成果［２１２６］．对于考虑了不同否定的模
糊系统设计方法所设计出的系统，其是否也具有良
好的逼近性能？本文的第３个工作就是给出相应的
逼近性能分析．

对于模糊系统中的否定知识的认识，本文首先
从哲学层面上对潘正华等人提出的３种否定关系进
行了研究，提出了矛盾否定关系、对立否定关系和中
介否定关系的本质特征．紧接着，在语言变量中引入
３种否定的概念，得到了带有３种否定的语言变量．
为了能够刻画这些否定关系的本质特征和内在联系，
进一步研究了它们的集合基础，定义了一种新的带有
矛盾否定、对立否定和中介否定的模糊集ＧＦＳｃｏｍ，
并讨论了ＧＦＳｃｏｍ的一些基本运算及性质．在此基

础上，本文给出了基于ＧＦＳｃｏｍ的模糊系统的设计
方法，并研究其逼近特性，得到了所设计的系统也是
一种万能逼近器．

２　预备知识
２１　一些基本概念

为了使模糊集合适用于各种不同的模糊现象，
必须建立模糊集合的各种不同的运算．模运算是模
糊集合运算的最一般形式．

定义１［６，２１］．　映射犜：［０，１］２→［０，１］称为三角
模，如果犜满足如下条件：

（１）犜（０，０）＝０，犜（１，１）＝１；
（２）犪犮，犫犱犜（犪，犫）犜（犮，犱）；
（３）犜（犪，犫）＝犜（犫，犪）；
（４）犜（犜（犪，犫），犮）＝犜（犪，犜（犫，犮））．
若三角模满足犜（犪，１）＝犪（犪∈［０，１］），则称犜

为狋模（狋ｎｏｒｍ）；若三角模犜满足犜（犪，０）＝犪（犪∈
［０，１］），则称犜为狋余模或狊模（狊ｎｏｒｍ）．

例１．　下面是一些常见的狋模：
取小算子（ｍｉｎｉｍｕｍ）：犜０（犪，犫）＝犪∧犫＝ｍｉｎ｛犪，犫｝；
代数积（ａｌｇｅｂｒａｉｃｐｒｏｄｕｃｔ）：犜１（犪，犫）＝ａｂ；
有界积或Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ积（Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚｐｒｏｄｕｃｔ）：

犜∞（犪，犫）＝ｍａｘ｛０，犪＋犫－１｝．
而下面的模则是一些常见的狊模：
犛０（犪，犫）＝犪∨犫＝ｍａｘ｛犪，犫｝；
犛１（犪，犫）＝犪＋犫－犪犫；
犛∞（犪，犫）＝ｍｉｎ｛１，犪＋犫｝．
定义２［２１］．　设狀：［０，１］→［０，１］满足
（１）狀（０）＝１，狀（１）＝０； （正则性）
（２）犪，犫∈［０，１］，若犪犫，则狀（犫）狀（犪）；

（逆序性）
则称狀为伪补．若伪补狀还满足

（３）狀（狀（犪））＝犪，犪∈［０，１］， （对合性）
则称狀为补．

例２．　设狊狆（狓）＝１－狓１＋狆狓，狆＞－１，则狊狆为补，
称为Ｓｕｇｅｎｏ补．当狆＝０时，狊狆（狓）＝１－狓，狊狆＝犮，即
犮（狓）＝１－狓，称为线性补．

定义３［２１］．　（１）一个连续且严格递增的函数
犳：［０，１］→［０，１］，若满足犳（０）＝０，犳（１）＝１，则称犳
为修饰子．修饰子若满足犳（狓）狓，狓∈［０，１］，则
称犳为强修饰子．若满足犳（狓）狓，狓∈［０，１］，则
称犳为弱修饰子．若满足犳（狓）＋犳（１－狓）＝１，狓∈

９２５２１２期 张胜礼等：否定知识的代数表示及在模糊系统设计中的应用



［０，１］，则称犳为调熵子．
（２）一个语言词或修饰词是一个函数，它修饰一

个词或一般地修饰一个模糊集的名称，若犳：［０，１］→
［０，１］是修饰子，可将犳扩张为犳：犉（犝）→犉（犝）：
犃∈犉（犝），犅＝犳（犃）∈犉（犝）定义为犅（狌）＝犳（犃（狌）），
狌∈犝．

这样，词犃经修饰词犳作用后产生一个复合词
犅＝犳（犃），其中犉（犝）表示论域犝上的模糊子集的
全体．

例３．　常用的修饰词是犳狆（狓）＝狓狆，狓∈［０，１］，
狆＞０．一般地，狆＝２对应修饰词“非常（ｖｅｒｙ）”、“多
（ｍｕｃｈ）”，狆＝４对应“极（ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ）”，狆＝１．２５对
应“相当（ｑｕｉｔｅ）”，狆＝０．２５对应“微”等．
２２　犉犛犮狅犿及犐犉犛犮狅犿

为方便计，我们对新模糊集ＦＳｃｏｍ及ＩＦＳｃｏｍ
做一简单介绍．

定义４［２７］．　设犝是论域．映射μ犃：犝→［０，１］
确定了犝上的模糊子集犃．映射μ犃称为犃的隶属
函数，μ犃（狓）称为狓对犃的隶属程度（简称隶属度），
简记为犃（狓）．

定义５［１０］．设犃是犝上的模糊子集，λ∈（０，１）．
（１）映射犳瓙瓙：｛犃（狓）｜狓∈犝｝→［０，１］，若满足

犳瓙瓙（犃（狓））＝１－犃（狓），则映射犳瓙瓙确定了犝上的一
模糊子集，记作犃瓙瓙，犃瓙瓙（狓）＝犳瓙瓙（犃（狓））．犃瓙瓙称为犃
的对立否定集．

（２）映射犳～：｛犃（狓）｜狓∈犝｝→［０，１］，若满足
犳～（犃（狓））＝

２λ－１
１－λ（犃（狓）－λ）＋１－λ，当λ∈

１
２，［ ）１

且犃（狓）∈（λ，１］
２λ－１
１－λ犃（狓）＋１－λ， 当λ∈１

２，［ ）１
且犃（狓）∈［０，１－λ）

１－２λ
λ犃（狓）＋λ， 当λ∈０，（ ］１２

且犃（狓）∈［０，λ）
１－２λ
λ（犃（狓）＋λ－１）＋λ，当λ∈０，（ ］１２

且犃（狓）∈（１－λ，１］
犃（狓），

烅

烄

烆 其他

，

则映射犳～确定了犝上的一模糊子集，记作犃～，
犃～（狓）＝犳～（犃（狓））．犃～称为犃的中介否定集．

（３）映射犳瓙：｛犃（狓）｜狓∈犝｝→［０，１］，若满足
犳瓙（犃（狓））＝ｍａｘ（犃瓙瓙（狓），犃～（狓）），则犳瓙确定了犝
上的一模糊子集，记作犃瓙，犃瓙（狓）＝犳瓙（犃（狓））．犃瓙

称为犃的矛盾否定集．
以上定义的论域犝上的模糊子集，称为“区分

矛盾否定、对立否定和中介否定的模糊集”（Ｆｕｚｚｙ
ＳｅｔｓｗｉｔｈＣｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙｎｅｇａｔｉｏｎ，Ｏｐｐｏｓｉｔｅｎｅｇａｔｉｏｎ
ａｎｄＭｅｄｉｕｍｎｅｇａｔｉｏｎ），简记为ＦＳｃｏｍ．

为了使新模糊集ＦＳｃｏｍ能够更好地刻画模糊
知识及其３种否定的规律，文献［１１］对定义５中的
（１）和（２）作如下改进，得到一种改进的模糊集
ＩＦＳｃｏｍ．

定义６．　设犃是犝上的模糊子集，λ∈（０．５，１）．
（１）若映射犳瓙瓙：｛犃（狓）｜狓∈犝｝→［０，１］满足

犳瓙瓙（犃（狓））＝
１－犃（狓），当犃（狓）∈［０，１－λ）或犃（狓）∈（λ，１］
犃（狓），当犃（狓）∈［１－λ，λ｛ ］ ，

则该映射犳瓙瓙确定了犝上的一模糊子集，称为犃的
对立否定集，记作犃瓙瓙．

（２）若映射犳～：｛犃（狓）｜狓∈犝｝→［０，１］满足
犳～（犃（狓））＝
２λ－１
１－λ（１－犃（狓））＋１－λ，当犃（狓）∈（λ，１］
２λ－１
１－λ犃（狓）＋１－λ， 当犃（狓）∈［０，１－λ）
１－λ
２λ－１（λ－犃（狓））＋λ， 当犃（狓）∈［１－λ，λ

烅

烄

烆 ］

，

则该映射犳～确定了犝上的一模糊子集，称为犃的
中介否定集，记作犃～．

３　３种否定关系的本质
３１　模糊概念中３种否定关系的本质特征

文献［９１１］对模糊知识中存在的３种否定关系
的基本特征做了阐述．为了更好地刻画３种否定之
间的关系，根据文献［１９２０］从哲学方面对“否定”认
识的思想以及中介数学思想［１］，我们通过对大量的
客观实例进行研究后发现，３种否定具有如下本质
特征：

（１）矛盾否定关系的本质
本质特征：“外延界限不分明，本质上非此

即彼”．
例如，在“ｖｅｌｏｃｉｔｙ”这个概念下“Ｓｌｏｗ”和“ｎｏｔ

Ｓｌｏｗ”就是一对矛盾否定关系．我们说“Ｓｌｏｗ”和
“ｎｏｔＳｌｏｗ”在本质上非此即彼，是指存在着一对象
狓，使得“狓ｉｓＳｌｏｗ”和“狓ｉｓｎｏｔＳｌｏｗ”不能同时为
真，也不能同时为假．换句话说，存在着一对象狓满
足：狓对模糊子集“Ｓｌｏｗ”的隶属度为１，而对模糊子
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集“ｎｏｔＳｌｏｗ”的隶属度为０，或者狓对模糊子集
“Ｓｌｏｗ”的隶属度为０，而对模糊子集“ｎｏｔＳｌｏｗ”的
隶属度为１．

（２）对立否定关系的本质
本质特征：“外延界限不分明，本质上不非此

即彼”．
这里“本质上不非此即彼”是指在任意属概念之

下，对立否定双方可以都为假，但不能两者都为真．
例如，在“ｅｍｏｔｉｏｎ”这个概念下“ｈａｐｐｙ”和“ｓａｄ”之间
的关系就是对立否定关系．我们说“ｈａｐｐｙ”和“ｓａｄ”
在本质上不非此即彼，是指可能存在着一对象狓，使
得“狓ｉｓｈａｐｐｙ”和“狓ｉｓｓａｄ”都为假，但绝不存在对
象狓使得“狓ｉｓｈａｐｐｙ”和“狓ｉｓｓａｄ”都为真．换句话
说，也许存在着一对象狓，使得狓对模糊子集“ｈａｐｐｙ”
和“ｓａｄ”的隶属度都为０，但绝对找不到一对象狓，使
得狓对模糊子集“ｈａｐｐｙ”和“ｓａｄ”的隶属度都为１．

（３）中介否定关系的本质
本质特征：“外延界限不分明，本质上非此

非彼”．
例如，在“ａｇｅ”这个概念下的“ｍｅｄｉｕｍ”与对立

否定概念“ｙｏｕｎｇ”和“ｏｌｄ”之间的关系就是一种中
介否定关系．我们说“ｍｅｄｉｕｍ”与对立否定概念
“ｙｏｕｎｇ”和“ｏｌｄ”在本质上非此非彼，是指也许存在
着某一“ａｇｅ”狓，使得狓对“ｙｏｕｎｇ”和“ｏｌｄ”的隶属度
都为０，而对“ｍｅｄｉｕｍ”的隶属度为１．进一步分析后
我们发现，中介概念应该是对对立否定概念双方的
“ｎｏｔ”，进而我们认为，要精确刻画描述中介否定概
念，就必须同时使用对应的对立双方概念进行描述，
否则单用对立概念中的任何一个都不能对其进行较
客观地表达．通过对矛盾否定关系和中介否定关系
的本质特征分析后发现，中介否定概念可以视为是
对概念狑的“矛盾否定”，同时也是对概念瓙瓙狑的
“矛盾否定”，因而我们认为中介否定～狑应该定义
为狑的矛盾否定与瓙瓙狑的矛盾否定之“交”．从下文
可以看出，这种处理方式是合理恰当的．

需要指出的是，本文所称的对立否定（ｏｐｐｏｓｉｔｅ
ｎｅｇａｔｉｏｎ）和中介否定（ｍｅｄｉｕｍｎｅｇａｔｉｏｎ）与文献［２０］
中所称的反对（ｃｏｎｔｒａｒｙ）和小反对（ｓｕｂｃｏｎｔｒａｒｙ）是
不同的．因为文献［２０］认为“大部分犅是犃”（ｍｏｓｔ
犅ａｒｅ犃）与“大部分犅是ｎｏｔ犃”（ｍｏｓｔ犅ａｒｅｎｏｔ
犃）”是一对反对关系，而根据中介数学的思想，我们
认为“大部分犅是犃”的对立否定面应为“小部分犅
是犃”．类似地，在文献［２０］中，“一些犅是犃”（ｓｏｍｅ
犅ａｒｅ犃）与“一些犅是ｎｏｔ犃”（ｓｏｍｅ犅ａｒｅｎｏｔ犃）”

是一对小反对，显然它们之间的关系并不是本文所
称的中介否定关系．因为中介否定关系指的是在同
一个属概念之下，中介过渡状态（概念）与对立否定
双方之间的一种关系，换句话说，对立否定双方在由
一方转化为另一方的过程中所呈现出的“本质上非
此非彼”性．
３２　模糊概念中３种否定关系本质的形式化刻画

在知识中，知识是由概念所构成．在形式逻辑
中，概念是由其内涵和外延所确定．概念的内涵就是
指这个概念的含义，即该概念所反映的事物对象所
特有的属性；而概念的外延就是指这个概念所反映
的事物对象的范围，即具有概念所反映的属性的事
物或对象．概念的模糊性，一般指概念在外延上的不
分明性，但其内涵则是分明的．

若犃是一概念，分别用Ｉｎｔ（犃）和Ｅｘｔ（犃）来表
示犃的内涵和外延．

定义７［９１０］．　设犝（≠）为论域，犡（犡犝）为
关于犝中对象的一个概念．对于犡，若存在一个划
分：｛犡１，…，犡狀｝，犡犻犡，犡犻≠，∪

狀

犻＝１
犡犻＝犡，则称犡

为犡１，…，犡狀的属概念，犡犻（犻＝１，２，…，狀）为犡的种
概念．

由于任何一对具有矛盾否定关系的概念和一对
具有对立否定关系的概念，都是同一个属概念下的
一对种概念，矛盾否定关系和对立否定关系的形式
化刻画如下．

设一个属概念犡＝∪
狀

犻＝１
犡犻，其中犡犻（犻＝１，２，…，狀）

为犡的种概念．若在犡中存在种概念犡犻，犡犼，犡犽
（犡犻≠犡犼≠犡犽），且都为模糊概念，则：

若犡犻与犡犼具有关系：｛（犡犻，犡犼）｜犡犻≠犡犼，Ｅｘｔ（犡犻）
∩Ｅｘｔ（犡犼）≠，Ｉｎｔ（犡犻）∩Ｉｎｔ（犡犼）＝，Ｉｎｔ（犡犻）∪
Ｉｎｔ（犡犼）＝Ｉｎｔ（犡）｝犡×犡，那么，犡犻与犡犼之间的关
系就是矛盾否定关系，简记为ＣＦＣ（Ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙ
ｎｅｇａｔｉｖｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｉｎＦｕｚｚｙＣｏｎｃｅｐｔｓ）；

进一步，若犡犻与犡犽具有关系：｛（犡犻，犡犽）｜犡犻≠
犡犽，犡犻≠犡犼，犡犽≠犡犼，犡犻与犡犼具有ＣＦＣ，Ｅｘｔ（犡犽）
Ｅｘｔ（犡犼），Ｉｎｔ（犡犻）∩Ｉｎｔ（犡犽）＝，Ｉｎｔ（犡犻）∪Ｉｎｔ（犡犽）
Ｉｎｔ（犡）｝犡×犡，那么，犡犻与犡犽之间的关系就是
对立否定关系，记为ＯＦＣ（Ｏｐｐｏｓｉｔｅｎｅｇａｔｉｖｅｒｅｌａ
ｔｉｏｎｓｈｉｐｉｎＦｕｚｚｙＣｏｎｃｅｐｔｓ）．

如前所述，对立否定概念为模糊概念时，它们之
间存在中介（否定）概念，故而一对对立否定的模糊
概念与其中介概念之间的关系可形式化表示为：
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设一个属概念犡＝∪
狀

犻＝１
犡犻，其中犡犻（犻＝１，２，…，狀）

为犡的种概念．若犡犻与犡犼具有ＯＦＣ，且存在
犡犿犡（犿≠犻，犿≠犼），使得犡犿与（犡犻，犡犼）有关系：
｛（犡犿，（犡犻，犡犼））｜犡犻与犡′犻具有ＣＦＣ，犡犼与犡′犼具有
ＣＦＣ，Ｅｘｔ（犡犿）∩Ｅｘｔ（犡犼）≠，Ｅｘｔ（犡犿）∩Ｅｘｔ（犡犻）
≠，Ｅｘｔ（犡′犻）∩Ｅｘｔ（犡′犼）＝Ｅｘｔ（犡犿），Ｅｘｔ（犡犻）∪
Ｅｘｔ（犡犼）∪Ｅｘｔ（犡犿）Ｅｘｔ（犡）｝犡×（犡×犡），那
么，犡犿与（犡犻，犡犼）之间的关系就是中介否定关系，
记为ＭＦＣ（ＭｅｄｉｕｍｎｅｇａｔｉｖｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｉｎＦｕｚｚｙ
Ｃｏｎｃｅｐｔｓ）．

４　带有３种否定的语言变量犔犞犮狅犿
定义８．　称形如［犪，犫］，（犪，犫］，［犪，犫），（犪，犫）或

｛犪＝狓１＜狓２＜…＜狓狀＝犫｝为一有限数值集，记作犇，
其中犪，犫∈犚，并分别称为犇的左端点、右端点．

定义９．　任给一论域犝和有限数值集犇，称映
射犳：犝→犇为论域犝的（一维）有限数值化映射．

语言变量［２８］是Ｚａｄｅｈ提出的一个基本概念．它
是指赋以语言值而不是数值的变量，例如年龄
（ａｇｅ），真值（ｔｒｕｔｈ）等都是语言变量．一个语言变量
狓是一个在词集犜（狓）上取值的变量，而每个词对应
于一个模糊集．既然在模糊系统中需要区分不同的
“否定”，因而从知识处理的角度看，我们亦需要在语
言变量中考虑区分一个原词及其矛盾否定、对立否
定和中介否定之间的关系，也就是说需要刻画一个
原词及其不同否定之间的语义关系．为此，我们引入
如下概念．

定义１０．任给一论域犝，映射犳为犝的（一
维）有限数值化映射．一个带有矛盾否定、对立否定
和中介否定的语言变量（ＬｉｎｇｕｉｓｔｉｃＶａｒｉａｂｌｅｗｉｔｈ
Ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙ，ＯｐｐｏｓｉｔｅａｎｄＭｅｄｉｕｍｎｅｇａｔｉｏｎ，
ＬＶｃｏｍ）是一个五元组（犡，犜（狓），犳（犝），犌，犕），其
中犡是变量的名称；犜（狓）（简称为犜）表示犡的词
集，即犡的语言值的名称集；犳（犝）是一有限数值
集，左、右端点分别为犪，犫，它是犡的取值范围；犌是
生成规则，用以生成犡的语言值的名称；犕是语义
规则，对每个语言原词狋∈犜，犕（狋）是犳（犝）上的模
糊集，并且用瓙狋，瓙瓙狋，～狋分别表示狋的矛盾否定、对
立否定和中介否定，其语义分别为
犕（瓙狋）（狌）＝狀（犕（狋）（狌）），
犕（瓙瓙狋）（狌）＝犕（犪＋犫－狌）且犕（狋）（狌）＋犕（瓙瓙狋）（狌）１，
犕（～狋）（狌）＝犕（瓙狋）（狌）犕（瓙瓙瓙狋）（狌）

＝狀（犕（狋）（狌））狀（犕（狋）（犪＋犫－狌）），

其中狌∈犳（犝），为狋模，狀为补．
为方便计，用ＬＶｃｏｍ的名称犡代表ＬＶｃｏｍ．
若论域犝是数值论域，犳为恒等映射，并且不

考虑否定，这时ＬＶｃｏｍ即退化为Ｚａｄｅｈ的语言
变量．

语言原词狋的对立否定瓙瓙狋的语义解释中的条
件犕（狋）（狌）＋犕（瓙瓙狋）（狌）１是为了说明并非所有
的模糊概念（语言原词）都存在对立否定概念（语言
词）．但在实际计算中，一般不需要验证该条件．对此
进一步的讨论见下文．

例４．　给定一ＬＶｃｏｍ“数目”
犡＝数目；
犜＝｛少，中等，多，不少｝；
犳（犝）＝｛１，２，…，１０｝，其中犪＝１，犫＝１０；
犌：按经验直接给出；
若取原词狋＝“少”，且犕（狋）＝犕（少）＝１１＋

１
２＋

０．７
３＋

０．５
４，由ＬＶｃｏｍ的语义定义，我们有

犕（瓙狋）＝犕（不少）＝０．３３＋
０．５
４＋

１
５＋

１
６＋

１
７＋

１
８＋

１
９＋

１
１０；

犕（瓙瓙狋）＝犕（多）＝０．５７＋
０．７
８＋

１
９＋

１
１０；又

犕（瓙瓙瓙狋）＝犕（不多）＝１１＋
１
２＋

１
３＋

１
４＋

１
５＋

１
６＋

０．５
７＋

０．３
８，

故犕（～狋）＝犕（中等）＝０．３３＋
０．５
４＋

１
５＋

１
６＋
０．５
７＋

０．３
８；其中取狋模为取小算子ｍｉｎ，狀为线性补．
下面，我们按照ＦＳｃｏｍ的定义，重新计算出上

述对应的模糊子集，记号采用本例的表示形式，计算
如下：

令狋＝“少”，且犕（狋）＝犕（少）＝１１＋
１
２＋
０．７
３＋

０．５
４，根据ＦＳｃｏｍ的定义，我们有

犕（瓙瓙狋）＝犕（多）＝０．３３＋０．５４＋１５＋
１
６＋

１
７＋

１
８＋

１
９＋

１
１０．

　　为了计算出模糊子集犕（～狋）＝犕（中等），需要
首先确定参数λ的值．不妨令λ＝０．６，实际上该值
是一个比较低的值，因为参数λ可视为模糊规则的
置信度．
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犕（～狋）＝犕（中等）＝０．４１＋
０．４
２＋

０．４５
３＋０．５４＋

０．４
５＋

０．４
６＋

０．４
７＋

０．４
８＋

０．４
９＋

０．４
１０；

犕（瓙狋）＝犕（不少）＝犕（瓙瓙狋）∪犕（～狋）＝０．４１＋
０．４
２＋

０．４５
３＋０．５４＋

１
５＋

１
６＋

１
７＋

１
８＋

１
９＋

１
１０．

　　从上面计算结果可以看出，我们对于词“多”、
“中等”和“不少”的语义刻画显然不够精确，也就是
说ＦＳｃｏｍ对３种否定关系的处理需要改进．例如在
给定论域犳（犝）＝｛１，２，…，１０｝下，没有一个对象狌∈
犳（犝）完全隶属于模糊子集犕（中等），这显然与客观
思维不符；再者，元素１∈犳（犝）对模糊子集犕（少）
的隶属度为１，对模糊子集犕（不少）的隶属度为
０．４，换句话说，１已完全属于模糊子集犕（少），而又
部分地属于它的矛盾否定子集犕（不少），这就更加
与我们的直观思维不符．也许有人会说，这可能是由
于参数λ选择不恰当所致．事实上，通过对ＦＳｃｏｍ
的分析，可以发现如下问题．

（１）任给一个模糊子集犃，它的中介否定集犃～

是一个非正规模糊子集．因为在ＦＳｃｏｍ中，我们可
以证明狓∈犝，都有１－λ犃～（狓）λ（当λ∈
［０．５，１））或者λ犃～（狓）１－λ（当λ∈（０，０．５］），
这就意味着在论域犝中不存在任意对象完全属于
中介否定集犃～，明显与我们的客观思维不符．

（２）对一个模糊子集犃的矛盾否定集犃瓙，对立
否定集犃瓙瓙和中介否定集犃～三者之间的关系的刻画
不准确．因为在ＦＳｃｏｍ中有结论“犃瓙＝犃瓙瓙∪犃～”，据
上述（１）的分析，可知狓∈犝，犃瓙（狓）＝（犃瓙瓙∪
犃～）（狓）＝ｍａｘ（犃瓙瓙（狓），犃～（狓））犃～（狓）＞０．这就
是说，即使有一个对象狓∈犝对模糊子集犃的隶属
度为１，它也会部分属于其矛盾否定集犃瓙．

（３）从应用的角度看，ＦＳｃｏｍ所定义的３种否定
算子比较单一，对于不同的模糊系统，我们往往需要
选择不同的算子，以使对该模糊系统的否定知识的刻
画、处理更符合客观实际．但ＦＳｃｏｍ（或ＩＦＳｃｏｍ）中，
对否定算子的单一性定义则限制了其实际应用的广
泛性．

（４）ＦＳｃｏｍ中的参数λ往往很难确定，经常需
要领域专家给出，主观性比较强．

虽然ＩＦＳｃｏｍ在一定程度上对ＦＳｃｏｍ做了改
进，但其仍然有上述的（２），（３）和（４）所述的缺陷．

定义１１．　若ＬＶｃｏｍ的词集犜和语义犕能够
用一个递归算法来表示，则称它为带有矛盾否定、对

立否定和中介否定的构成式语言（Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅ
ＬＶｃｏｍ，ＣＬＶｃｏｍ）．

例５．　给定ＣＬＶｃｏｍ“年龄”．
犡＝年龄；
犜＝｛老，非常老，非常非常老，…｝；
词集能被下列递归算法来生成：
犌：犜犻＋１＝｛老｝∪｛非常犜犻｝，犜０＝，即犜１＝

｛老｝，犜２＝｛老，非常老｝，…．
“老”是原词，“非常”是修饰词．定义“老”为

犕（老）＝∫１５００犛（狌；４０，５５，７０）／狌，则犕（非常老）＝（犕
（老））２，犕（非常非常老）＝（犕（老））４，…．此例中
ＬＶｃｏｍ就是ＣＬＶｃｏｍ．

定义１２．　任给一个ＬＶｃｏｍ，令狋狆为原词，犳为
修饰词，犳（狋狆）表示犳作用于狋狆而产生的一个复合
词．若ＬＶｃｏｍ的词集由下列被称为中介表达式的
元素构成：

（１）狋狆，犳（狋狆）为中介表达式；
（２）若犃，犅为中介表达式，则（犃∧犅），（犃∨

犅），瓙瓙犃，～犃和瓙犃都是中介表达式；
（３）只有（１）和（２）所生成的才是中介表达式．

则称该ＬＶｃｏｍ为中介语言变量，其中∧，∨，瓙瓙，～，
瓙分别为“合取”、“析取”、“对立否定”、“中介否定”
和“矛盾否定”．

例６．　中介语言变量“年龄”．
犡＝“年龄”；
犜＝｛年轻，不年轻，老，不老，非常年轻，不年轻

且不老，年轻或老，…｝；
若取原词狋＝“年轻”，犳＝“非常”，则瓙狋＝“不年

轻”，瓙瓙狋＝“老”，瓙瓙瓙狋＝“不老”，犳（狋）＝“非常年轻”，
～狋＝“中年”，（狋∨瓙瓙狋）＝“年轻或老”，（瓙狋∧瓙瓙瓙狋）＝
“不年轻且不老”，…，则犜可表示为犜＝｛狋，瓙狋，瓙瓙狋，
瓙瓙瓙狋，犳（狋），～狋，（狋∨瓙瓙狋），（瓙狋∧瓙瓙瓙狋），…｝；

犳（犝）＝［０，１００］，其中左、右端点分别为犪＝０，
犫＝１００；

犌这样生成：原词按经验给出，复合词按∧，∨，
瓙瓙，～，瓙和修饰词犳合成；

若原词狋＝“年轻”定义为犕（狋）＝犕（年轻）＝

∫１０００［１－犛（狌；２５，３５，４５）］／狌，其中

犛（狌；α，β，γ）＝

０， 狌α
２狌－αγ－（ ）α２， α狌β

１－２狌－γγ－（ ）α２，β狌γ
１， γ狌

烅

烄

烆 犫

，

３３５２１２期 张胜礼等：否定知识的代数表示及在模糊系统设计中的应用



这里α，β，γ是系数，α＜β＜γ且β＝α＋γ２．从而根据
ＬＶｃｏｍ的定义，有
犕（老）＝犕（瓙瓙狋）＝∫１０００［１－犛（狌；２５，３５，４５）］／［１００－狌］

＝∫１０００犛（狌；５５，６５，７５）／狌，
犕（不非常老）＝犕（瓙犳（瓙瓙狋））＝狀（犕（犳（瓙瓙狋）））＝

狀（犕（老）２），
犕（年轻或老）＝犕（狋∨瓙瓙狋）＝犕（年轻）∪犕（老），…．

从例６可以看出，ＬＶｃｏｍ中的中介语言变量可
以表达更为丰富的词集，并且我们只要获得一个原
词的语义，即对应模糊集的隶属函数，就可以通过简
单地计算得出其他模糊子集的隶属函数，这为构建
一个模糊系统时获取模糊子集的隶属函数提供了一
种简便合理的方法．

５　带有３种否定的广义模糊集犌犉犛犮狅犿
为了区分和处理模糊系统中模糊知识的３种不

同的否定之间的内在本质和联系，我们需要从数学
中最基本的概念—集合—出发，在Ｚａｄｅｈ模糊集中
引入上述３种否定．
５１　广义模糊集犌犉犛犮狅犿

由于任何论域犝都可以进行有限数值化映射，
进而得到（一维）有限数值集，因此，为方便计，以下
讨论都把论域犝视为一个有限数值集，并以犉（犝）
表示犝上全体模糊子集构成的集合．

定义１３．　设犃∈犉（犝），犪，犫为犝的左、右端
点，狌∈犝，为狋模，狀为补算子．

（１）若映射犃瓙：犝→［０，１］满足犃瓙（狌）＝狀（犃（狌）），
称犃瓙确定的模糊子集为犃的狀矛盾否定集．特别
地，若狀为线性补，则犃瓙（狌）＝狀（犃（狌））＝１－犃（狌）
确定的模糊子集为犃的矛盾否定集．

（２）若映射犃瓙瓙：犝→［０，１］满足犃瓙瓙（狌）＝犃（犪＋
犫－狌）且犃瓙瓙（狌）＋犃（狌）１，则称犃瓙瓙确定的模糊子集
为犃的对立否定集．

（３）若映射犃～：犝→［０，１］满足犃～（狌）＝犃瓙（狌）
（犃瓙瓙）瓙（狌）＝狀（犃（狌））狀（犃瓙瓙（狌））＝狀（犃（狌））
狀（犃（犪＋犫－狌）），称犃～确定的模糊子集为犃的－狀
中介否定集．特别地，若狋模取ｍｉｎ，狀取线性补，
则称犃～（狌）＝ｍｉｎ｛１－犃（狌），１－犃（犪＋犫－狌）｝为犃
的中介否定集．

上述定义中给出的模糊集称为“带有矛盾否定、
对立否定和中介否定的广义模糊集”（Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ＦｕｚｚｙＳｅｔｗｉｔｈＣｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙ，ＯｐｐｏｓｉｔｅａｎｄＭｅｄｉｕｍ
ｎｅｇａｔｉｏｎ，ＧＦＳｃｏｍ）．

定义１４．　在ＧＦＳｃｏｍ中，模糊子集之间的包
含、相等、并、交运算与Ｚａｄｅｈ模糊集合一样，即有

（１）设犃，犅为ＧＦＳｃｏｍ，若狌∈犝，有犃（狌）
犅（狌），则称犃含于犅，或犅包含犃，记作犃犅．若
狌∈犝，有犃（狌）＝犅（狌），称犃等于犅，记作犃＝犅．

（２）设犃，犅为ＧＦＳｃｏｍ，狌∈犝，犃与犅的并
犃∪犅，交犃∩犅的隶属函数定义为
（犃∪犅）（狌）＝犃（狌）∨犅（狌）＝ｍａｘ｛犃（狌），犅（狌）｝，
（犃∩犅）（狌）＝犃（狌）∧犅（狌）＝ｍｉｎ｛犃（狌），犅（狌）｝．
　　在Ｚｅｄａｈ模糊集中，其“否定”集（指本文中的矛
盾否定集）可由其原模糊集通过补算子而得到．自然
地，我们希望由原模糊集合分别通过适当的对立否
定算子、中介否定算子而得到其对立否定集和中介否
定集．那么如何刻画对立否定、中介否定算子呢？一个
自然的想法是：给定一对对立否定概念犃，犅，我们希
望犃与犅能互为“镜像”，即犃，犅具有某种对称性，
同时又不能同时为真，在ＧＦＳｃｏｍ中对对立否定算
子的处理就是这种想法的具体体现；另一方面，在中
介逻辑ＭＬ［１］中，有逻辑公式“～犃"#瓙犃∧瓙瓙瓙犃”，
即～犃与瓙犃∧瓙瓙瓙犃是逻辑等价的，又“∧”可用
狋模代替，反映到ＧＦＳｃｏｍ中就得到对中介否定算
子的描述．

如上所知，任意的模糊概念都存在着与其对应
的矛盾否定概念．自然地，对任意的模糊概念而言，
是否一定存在与其对应的对立否定概念？从哲学层
面上来看，并非所有的模糊概念都存在对应的对立
否定概念．例如，在“人的性别”这个属概念下的种概
念“中性人”就没有与其对应的对立否定概念，因为
两个概念为对立否定概念指的是如果两个概念都有
其自身的肯定内容，并且在同一内涵的更高级的概
念中，两者之间存在最大的差异［１］．再比如，在“速
度”这个属概念之下的种概念“不快”也不存在与其
对应的对立否定概念，或者说其对立否定概念无意
义．既然并非所有的模糊概念都存在着对应的对立
否定概念，那么哪些模糊概念的对立否定概念不存
在或者说无意义？关于这一点，我们将从集合的角
度对其进行严格的论述，因为任意一模糊概念都唯
一对应一个模糊集合．

据以上分析，我们可做如下规定．
规定．令犃为论域犝上任一模糊子集，规定

（犃瓙）瓙瓙不存在或无意义．
根据定义１３，容易看出上述规定是合理的．事
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实上，狌∈犝，犪，犫分别为犝的左、右端点，狀为补
算子，则犃瓙（狌）＝狀（犃（狌））∈［０，１］．一般情况下
狀（犃（狌））犝，故而（犃瓙）瓙瓙（狌）＝犃（犪＋犫－狀（犃（狌）））在一
般情况下不存在，进而亦无意义．即使狀（犃（狌））∈犝，虽
然可计算出（犃瓙）瓙瓙（狌），但这时已没有实际意义．对
此，文献［１３］亦有相应的结果．

以后，我们所称模糊子集犃的矛盾否定集、对
立否定集和中介否定集均是指狋模取ｍｉｎ，狀取线
性补的情形．
５２　犌犉犛犮狅犿的性质

定理１．设犃，犅，犆均为论域犝上的ＧＦＳｃｏｍ，
犪，犫分别为犝的左、右端点，则

（１）犃∪犅＝犅∪犃，犃∩犅＝犅∩犃；（交换律）
（２）（犃∪犅）∪犆＝犃∪（犅∪犆），
（犃∩犅）∩犆＝犃∩（犅∩犆）； （结合律）

（３）犃∩（犅∪犆）＝（犃∩犅）∪（犃∩犆），
犃∪（犅∩犆）＝（犃∪犅）∩（犃∪犆）；（分配律）

（４）犃∪（犃∩犅）＝犃，
犃∩（犃∪犅）＝犃； （吸收律）

（５）犃∪犃＝犃，犃∩犃＝犃； （幂等律）
（６）犝∩犃＝犃，犝∪犃＝犝，
∩犃＝，∪犃＝犃． （两极律）

证明．　由于上述的性质不涉及“否定”算子，故
而其证明与Ｚａｄｅｈ模糊集一样． 证毕．

在ＧＦＳｃｏｍ中不仅考虑了矛盾否定，对立否定
和中介否定，而且与ＦＳｃｏｍ（或ＩＦＳｃｏｍ）相比，对这
３种否定算子有了新的定义，因此，它还有如下一些
特殊的性质．

性质１．设犃，犅，犆均为论域犝上的ＧＦＳｃｏｍ，
犪，犫分别为犝的左、右端点，则

（１）犃瓙瓙＝犃，（２）犃瓙瓙瓙瓙＝犃，（３）犃～＝犃瓙瓙～．
证明．　（１）狌∈犝，犃瓙瓙（狌）＝１－犃瓙（狌）＝１－

（１－犃（狌））＝犃（狌），所以犃瓙瓙＝犃．
（２）狌∈犝，犃瓙瓙瓙瓙（狌）＝犃瓙瓙（犪＋犫－狌）＝犃（犪＋犫－

（犪＋犫－狌））＝犃（狌），所以犃瓙瓙瓙瓙＝犃．
（３）狌∈犝，犃瓙瓙～（狌）＝ｍｉｎ｛１－犃瓙瓙（狌），１－犃瓙瓙（犪＋

犫－狌）｝＝ｍｉｎ｛１－犃瓙瓙（狌），１－犃（狌）｝＝ｍｉｎ｛１－犃（狌），
１－犃（犪＋犫－狌）｝＝犃～（狌），所以犃～＝犃瓙瓙～．

性质１中的（１）在ＦＳｃｏｍ（或ＩＦＳｃｏｍ）是不成立
的，只有（２）和（３）成立，这进一步说明了ＧＦＳｃｏｍ中
对否定算子定义的合理性，因为它不仅体现了“对立
之对立”等于其自身的中介思想［１］，还保留了经典
数学中的“否定之否定”（指矛盾否定）等于其本身的
思想．

性质２．设犃，犅，犆均为论域犝上的ＧＦＳｃｏｍ，
且（犃∪犅）瓙瓙与（犃∩犅）瓙瓙存在，即狌∈犝，（犃∪犅）瓙瓙（狌）＋
（犃∪犅）（狌）１，（犃∩犅）瓙瓙（狌）＋（犃∩犅）（狌）１，则

（１）（犃∪犅）瓙＝犃瓙∩犅瓙，（犃∩犅）瓙＝犃瓙∪犅瓙；
（２）（犃∪犅）瓙瓙＝犃瓙瓙∪犅瓙瓙，（犃∩犅）瓙瓙＝犃瓙瓙∪犅瓙瓙．
证明．　由定义１３，１４易得．
性质３．设犃，犅，犆均为论域犝上的ＧＦＳｃｏｍ，则
（１）犃～＝犃瓙∩犃瓙瓙瓙，（２）（犃∪犅）～＝犃～∩犅～．
证明．　（１）由定义１３，１４易得．
（２）由定理１中的交换律、结合律、性质２以及

性质３中的（１）知，
（犃∪犅）～＝（犃∪犅）瓙∩（犃∪犅）瓙瓙瓙

＝（犃瓙∩犅瓙）∩（犃瓙瓙∪犅瓙瓙）瓙
＝（犃瓙∩犅瓙）∩（犃瓙瓙瓙∩犅瓙瓙瓙）
＝（犃瓙∩犃瓙瓙瓙）∩（犅瓙∩犅瓙瓙瓙）
＝犃～∩犅～．

　　性质４．设犃，犅，犆均为论域犝上的ＧＦＳｃｏｍ，
犪，犫分别为犝的左、右端点，则

（１）犃犅犅瓙犃瓙；（２）犃犅犃瓙瓙犅瓙瓙；
（３）犃犅犅～犃～．
　　证明．　（１）狌∈犝，因犃犅，根据定义１４，
犃（狌）犅（狌），从而１－犅（狌）１－犃（狌），据定义１３，则
有犅瓙（狌）犃瓙（狌），故犅瓙犃瓙．反之，同理可证．

（２）狌∈犝，犪，犫分别为犝的左、右端点，则（犪＋
犫－狌）∈犝．若犃犅，根据定义１４，犃（犪＋犫－狌）
犅（犪＋犫－狌），即犃瓙瓙（狌）犅瓙瓙（狌），所以犃瓙瓙犅瓙瓙．反
之，若犃瓙瓙犅瓙瓙，从而犃瓙瓙瓙瓙犅瓙瓙瓙瓙，又由性质１中的（２），
可得犃犅．

（３）若犃犅，据性质４中（１）和（２），犅瓙犃瓙，
犅瓙瓙瓙犃瓙瓙瓙，从而犅瓙∩犅瓙瓙瓙犃瓙∩犃瓙瓙瓙，即犅～犃～．

性质５．设犃是论域犝上的ＧＦＳｃｏｍ，，Δ∈
｛瓙瓙，～，瓙｝，则

犃∪犃＝犝，犃Δ∪犃＝犝，
犃∩犃＝，犃Δ∩犃＝

都不成立．
性质５说明了在ＧＦＳｃｏｍ中，排中律和矛盾律

都不成立．
有了上述的性质准备，我们可得到下面的结论．
定理２．　令犃为论域犝上任一模糊子集，则

（犃～）瓙瓙，（犃瓙）～和（犃～）～都不存在或无意义．
证明．　只证（犃～）瓙瓙，其余两个可类似证之．
据性质２中的（２）和性质３中的（１），可知

（犃～）瓙瓙＝（犃瓙∩犃瓙瓙瓙）瓙瓙＝犃瓙瓙瓙∩犃瓙瓙瓙瓙瓙，又由上述规定
可知犃瓙瓙瓙不存在或无意义，从而犃瓙瓙瓙∩犃瓙瓙瓙瓙瓙不存在
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或无意义，即（犃～）瓙瓙不存在或无意义． 证毕．
定理２告诉我们，对于矛盾否定算子瓙，对立否

定算子瓙瓙和中介否定算子～而言，并非任意两两复
合都有意义，具体情况见表１．

表１　３种否定算子任意两两复合存在情况
矛盾否定算子瓙 对立否定算子瓙瓙中介否定算子～

犃瓙 × ×
犃瓙瓙
犃～ × ×

５３　３种模糊集合犉犛犮狅犿、犐犉犛犮狅犿及犌犉犛犮狅犿的比较
３种模糊集ＦＳｃｏｍ、ＩＦＳｃｏｍ及ＧＦＳｃｏｍ均在

Ｚａｄｅｈ模糊集合中考虑了３种不同的否定关系，都
从概念的层面上区分、处理了模糊知识中存在的
３种否定关系，扩展了Ｚａｄｅｈ模糊集．通过对ＦＳｃｏｍ、
ＩＦＳｃｏｍ及ＧＦＳｃｏｍ的定义分析后可以发现，ＦＳｃｏｍ
及ＩＦＳｃｏｍ对矛盾否定、对立否定和中介否定的表
达存在着不足（见第４节中的分析），而ＧＦＳｃｏｍ则
完全克服了上述缺陷．在ＧＦＳｃｏｍ中，一个模糊子
集犃的中介否定集犃～可以为正规的，只要在论域
犝中存在狓０，使得犃（狓０）＝０且犃瓙瓙（狓０）＝０，则必有
犃～（狓０）＝１．因为每一个补算子狀和狋模都有着一
定的实际应用背景，所以通过使用补算子狀和狋模来
对矛盾否定、中介否定进行刻画，就会使得ＧＦＳｃｏｍ
具有了应用上的广泛性，同时避免了ＦＳｃｏｍ以及
ＩＦＳｃｏｍ中参数λ的确定问题．

下面我们对ＦＳｃｏｍ与ＧＦＳｃｏｍ的３种否定算
子之间的关系做一说明，ＩＦＳｃｏｍ与ＧＦＳｃｏｍ可做
类似分析．

在ＦＳｃｏｍ中，狓∈犝，犃的对立否定集犃瓙瓙被定
义为犃瓙瓙（狓）＝１－犃（狓），就是ＧＦＳｃｏｍ中的矛盾否
定集犃瓙，即ＦＳｃｏｍ中对立否定集与ＧＦＳｃｏｍ中的
矛盾否定集相同；当犃（狓）０．５时，因为在ＧＦＳｃｏｍ
中有犃瓙瓙（狓）＋犃（狓）１，所以犃瓙瓙（狓）０．５，进而
犃瓙瓙瓙（狓）０．５，又犃瓙（狓）０．５，故而犃～（狓）＝犃瓙（狓）∧
犃瓙瓙瓙（狓）＝犃瓙（狓），即，此时ＧＦＳｃｏｍ中的中介否定集
与ＦＳｃｏｍ中对立否定集相同；当犃（狓）＜０．５时，因此
时在ＦＳｃｏｍ中可证犃瓙（狓）＝ｍａｘ（犃瓙瓙（狓），犃～（狓））＝
犃瓙瓙（狓），所以，此时ＦＳｃｏｍ中矛盾否定集与ＧＦＳｃｏｍ
中的矛盾否定集完全相同，从而我们有如下结论．

命题．　设犃是一模糊集．
ＦＳｃｏｍ中对立否定集与ＧＦＳｃｏｍ中的矛盾否

定集相同；

　　当犃（狓）０．５时，ＧＦＳｃｏｍ中的中介否定集与
ＦＳｃｏｍ中对立否定集相同；

当犃（狓）＜０．５时，ＦＳｃｏｍ中矛盾否定集与ＧＦＳｃｏｍ
中的矛盾否定集相同．

６　基于犌犉犛犮狅犿的模糊系统的设计
据文献［２２］，模糊系统是一种万能逼近器，即模

糊系统能以任意精度逼近紧集上的任意函数．但是，
仅仅知道最优模糊系统的存在性是远远不够的．为
了回答怎样找到最优模糊系统这一问题，首先必须
知道对于要逼近的非线性函数犵（狓）：犝犚狀→犚来
说，什么信息是可以获得的．一般情况下，我们可能
会遇到如下３种情况：

（１）犵（狓）的解析式已知；
（２）犵（狓）的解析式未知，但对于任意狓∈犝可

以确定相应的犵（狓）；
（３）犵（狓）的解析式未知，仅知道有限数量的输

入输出数据对（狓犼，犵（狓犼）），其中狓犼∈犝是不能任
意选的．

第１种情况不是很有意义，因为若犵（狓）的解析
公式已知，就可以用犵（狓）来达到模糊系统想要达到
的任何目的，几乎不需要用模糊系统去取代犵（狓）．
第２种情况更具现实性，本文主要对该情况进行研
究．第３种情况在实践中则更为常见，尤其在模糊控
制中更是如此，因为控制系统的稳定性可能要求不
可以任意选择输入值．如何基于广义模糊集设计第
３种情况的模糊系统，我们将另文给出．

因此，本文假定犵（狓）的解析式未知，但对于任
意的狓∈犝，可以确定输入输出数据对（狓，犵（狓））．
而在本小节中，我们的主要任务是设计一个以某种
最优方式逼近犵（狓）的模糊系统．
６１　一些基本概念和记号

定义１５［２１２２］．设犝犚，犝上的如下连续函数
犃称为伪梯形函数（ＰｓｅｕｄｏＴｒａｐｅｚｏｉｄＳｈａｐｅｄ（ＰＴＳ）
ｆｕｎｃｔｉｏｎ），

犃（狓；犪，犫，犮，犱，犺）＝
犐（狓），狓∈［犪，犫）
犺， 狓∈［犫，犮）
犇（狓），狓∈［犮，犱］
０， 狓∈犝－［犪，犱
烅
烄

烆 ］
，

其中犪犫犮犱，犪＜犱，犐（狓）０为［犪，犫）上的严格
递增函数，犇（狓）０为［犮，犱］上严格递减函数（如
图１所示）．
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图１　伪梯形隶属函数

　　若犝上的正规模糊集为ＰＴＳ函数时，则称其
为ＰＴＳ隶属函数，这时犺＝１，从而也记为犃（狓；犪，
犫，犮，犱）．

若犐（狓），犇（狓）均为线性函数时，即犐（狓）＝
狓－犪
犫－犪，犇（狓）＝

狓－犱
犮－犱，则得梯形隶属函数，记为犜（狓；

犪，犫，犮，犱）．进一步，若犫＝犮，则得三角形隶属函数，
记为△（狓；犪，犫，犱）．所以说，ＰＴＳ隶属函数是一个隶
属函数族．

定义１６［２１２３］．犝上的模糊集犃１，…，犃犖称为
犝上的完备分解，若狓∈犝，犃犻使得犃犻（狓）＞０，这
时也称犃１，…，犃犖为完备的．

定义１７［２１２３］．　犝上的模糊集犃１，…，犃犖称为
相容的，若对狓∈犝，犃犻（狓）＝１，则犼≠犻，犃犼（狓）＝０．

由ＧＦＳｃｏｍ的定义可知，若犃为犝上的ＧＦＳｃｏｍ，
显然模糊子集犃和其对立否定集犃瓙瓙是相容的．事实上，
若对某一狓∈犝，有犃（狓）＝１，又犃（狓）＋犃瓙瓙（狓）１，
从而犃瓙瓙（狓）＝０；反之，同理可得．故而模糊子集犃和
其对立否定集犃瓙瓙是相容的．

定义１８［２１］．　对犝上的两个模糊集犃，犅，若
ｋｅｒ（犃）＞ｋｅｒ（犅），即狓∈ｋｅｒ（犅），狓′∈ｋｅｒ（犃），
都有狓′＞狓，则称犃＞犅，其中ｋｅｒ（犃）＝｛狓∈犝｜
犃（狓）＝１｝，ｋｅｒ（犅）＝｛狓∈犝｜犅（狓）＝１｝．

引理１．令犃为犝＝［α，β］上的ＧＦＳｃｏｍ．若犃
为伪梯形函数，则其对立否定集犃瓙瓙亦为伪梯形函数．

证明．　令犃为如下形式的伪梯形函数

犃（狓；犪，犫，犮，犱，犺）＝
犐（狓），狓∈［犪，犫）
犺， 狓∈［犫，犮）
犇（狓），狓∈［犮，犱］
０， 狓∈犝－［犪，犱
烅
烄

烆 ］
，

其中犪犫犮犱，犪＜犱，犐（狓）＞０为［犪，犫）上的严格
递增函数，犇（狓）＞０为［犮，犱］上严格递减函数．则
犃瓙瓙（狓）＝犃（α＋β－狓；犪，犫，犮，犱，犺）

＝
犐（α＋β－狓），（α＋β－狓）∈［犪，犫）
犺， （α＋β－狓）∈［犫，犮）
犇（α＋β－狓），（α＋β－狓）∈［犮，犱］
０， （α＋β－狓）∈犝－［犪，犱
烅
烄

烆 ］

＝
犇（α＋β－狓），狓∈［α＋β－犱，α＋β－犮］
犺， 狓∈（α＋β－犮，α＋β－犫］
犐（α＋β－狓），狓∈（α＋β－犫，α＋β－犪］
０， 狓∈犝－［α＋β－犱，α＋β－犪
烅
烄

烆 ］
．

　　显然上述函数为伪梯形函数，可简记为犃瓙瓙（狓；
α＋β－犱，α＋β－犮，α＋β－犫，α＋β－犪）． 证毕．

引理２．　令犃１，犃２，…，犃犖为犝＝［α，β］上的
ＧＦＳｃｏｍ．若犃１，犃２，…，犃犖为犝１＝α，α＋β［ ］２上的完

备分解当且仅当犃瓙瓙１，犃瓙瓙２，…，犃瓙瓙犅为犝２＝α＋β２，［ ］β上
的完备分解．

证明．　必要性．若犃１，犃２，…，犃犖为犝１
［

＝
α，α＋β］２上的完备分解，即狓∈犝１，犃犻使得
犃犻（狓）＞０．现设狓∈犝２，必有α＋β－狓∈犝１，从而
存在犃犻使得犃犻（α＋β－狓）＞０，相应地，有犃瓙瓙犻（狓）＝
犃犻（α＋β－狓）＞０，所以犃瓙瓙１，犃瓙瓙２，…，犃瓙瓙犖为犝２＝
α＋β２，［ ］β上的完备分解．
充分性．假定犃瓙瓙１，犃瓙瓙２，…，犃瓙瓙犖为犝２ ［＝α＋β２，］β

上的完备分解．由性质１中的（２）知，犃１＝（犃瓙瓙１）瓙瓙，犃２＝
（犃瓙瓙２）瓙瓙，…，犃犖＝（犃瓙瓙犖）瓙瓙，从而由引理２中的必要性
的证明可知犃１，犃２，…，犃犖为犝１＝α，α＋β［ ］２上的完
备分解． 证毕．

引理３．　令犃为犝＝［α，β］上的ＧＦＳｃｏｍ．若犃
是正规模糊集，则其对立否定集犃瓙瓙也是正规的，并
且还有若犃∩犃瓙瓙＝，则其中介否定集犃～也是正
规的．

证明．　因为犃是犝＝［α，β］上的正规模糊集，
则存在狓∈犝，使得犃（狓）＝１，又α＋β－狓∈犝，从而
犃瓙瓙（α＋β－狓）＝犃（α＋β－（α＋β－狓））＝犃（狓）＝１．
此外，若犃∩犃瓙瓙＝，即存在狓０∈犝，使得犃（狓０）＝０
且犃瓙瓙（狓０）＝０，对上述狓０而言，据定义１３，１４及性
质３，有犃～（狓０）＝（犃瓙∩犃瓙瓙瓙）（狓０）＝ｍｉｎ｛犃瓙（狓０），
犃瓙瓙瓙（狓０）｝＝ｍｉｎ｛１，１｝＝１． 证毕．

引理４．　若犃１，犃２，…，犃犖为犝＝［α，β］上的相
容的、正规的ＰＴＳ型的ＧＦＳｃｏｍ，犃犻（狓）＝犃犻（狓；犪犻，
犫犻，犮犻，犱犻），犻＝１，２，…，狀，则

（１）存在排列犻１，犻２，…，犻犖使得犃犻１＜犃犻２＜…＜犃犻犖；
（２）若犃１＜犃２＜…＜犃犖，则犃瓙瓙犖＜…＜犃瓙瓙２＜犃瓙瓙１．
证明．　（１）若犻≠犼，注意到ｋｅｒ（犃犻）＝［犫犻，犮犻］，
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ｋｅｒ（犃犼）＝［犫犼，犮犼］，由｛犃犻｝相容知，ｋｅｒ（犃犻）∩ｋｅｒ（犃犼）
＝，从而必然ｋｅｒ（犃犻）＜ｋｅｒ（犃犼）或者ｋｅｒ（犃犼）＜
ｋｅｒ（犃犻），则犃１，犃２，…，犃犖可进行排全序，即存在排
列犻１，犻２，…，犻犖使得犃犻１＜犃犻２＜…＜犃犻犖．

（２）犃１＜犃２＜…＜犃犖，若犻＜犼，注意到ｋｅｒ（犃犻）＝
［犫犻，犮犻］＜ｋｅｒ（犃犼）＝［犫犼，犮犼］，据定义１３和定义１５，
有ｋｅｒ（犃瓙瓙犻）＝［α＋β－犮犻，α＋β－犫犻］，ｋｅｒ（犃瓙瓙犼）＝
［α＋β－犮犼，α＋β－犫犼］，从而ｋｅｒ（犃瓙瓙犼）＜ｋｅｒ（犃瓙瓙犻），进
而犃瓙瓙犖＜…＜犃瓙瓙２＜犃瓙瓙１． 证毕．

由引理１、２、３及４，我们容易得到如下结论．
定理３．　令犃１，犃２，…，犃犖为犝＝［α，β］上的

ＧＦＳｃｏｍ．若犃１，犃２，…，犃犖为犝１ ［＝α，α＋β］２上完
备的、相容的、正规的ＰＴＳ模糊集，则犃瓙瓙１，犃瓙瓙２，…，
犃瓙瓙犖为犝２ ［＝α＋β２，］β上的完备的、相容的、正规的
ＰＴＳ模糊集．进一步，若犃１＜犃２＜…＜犃犖，则犃１＜
犃２＜…＜犃犖＜犃瓙瓙犖＜犃瓙瓙２＜犃瓙瓙１．

推论１．令犃１，犃２，…，犃犖为犝＝［α，β］上的
ＧＦＳｃｏｍ．若犃１，犃２，…，犃犖为犝１＝α，α＋β［ ］２上完备
的、相容的、正规的三角形模糊集，则犃瓙瓙１，犃瓙瓙２，…，犃瓙瓙犖

为犝２＝α＋β２，［ ］β上的完备的、相容的、正规的三角
形模糊集．进一步，若犃１＜犃２＜…＜犃犖，则犃１＜
犃２＜…＜犃犖＜犃瓙瓙犖＜…＜犃瓙瓙２＜犃瓙瓙１．

定理４．　若犃为犝＝［α，β］上的ＧＦＳｃｏｍ，进
而犃的对立否定集存在，则模糊子集犃，其对立否
定集犃瓙瓙和－狀中介否定集犃～在犝上是相容的、
完备的，其中为狋模，狀为补算子．

证明．（１）先证相容性．由上文可知，犃和犃瓙瓙是
相容的．下证犃与－狀中介否定集犃～（犃瓙瓙和犃～）亦
是相容的．若对某一狓∈犝，有犃（狓）＝１，进而犃瓙瓙（狓）＝
０，据定义１３知其狀矛盾否定集犃瓙（狓）＝狀（犃（狓））＝
狀（１）＝０且犃瓙瓙瓙（狓）＝狀（犃瓙瓙（狓））＝狀（０）＝１，又
犃～（狓）＝犃瓙（狓）犃瓙瓙瓙（狓）＝０１＝０；反之，若对某一
狓∈犝，有犃～（狓）＝１，即犃～（狓）＝犃瓙（狓）犃瓙瓙瓙（狓）＝
狀（犃（狓））狀（犃瓙瓙（狓））＝１，因为狋模，从而狀（犃（狓））＝
狀（犃瓙瓙（狓））＝１，进而犃（狓）＝犃瓙瓙（狓）＝０．所以，犃与
－狀中介否定集犃～是相容的．

同理可证犃的对立否定集犃瓙瓙和－狀中介否
定集犃～在犝上亦相容．所以，模糊子集犃，对立否
定集犃瓙瓙和－狀中介否定集犃～在犝上是相容的．

（２）再证完备性．任取一狓０∈犝，若犃（狓０）＝０

且犃瓙瓙（狓０）＝０，即据定义１３，有犃～（狓０）＝（犃瓙
犃瓙瓙瓙）（狓０）＝犃瓙（狓０）犃瓙瓙瓙（狓０）＝１１＝１．故而，模
糊子集犃，对立否定集犃瓙瓙和－狀中介否定集犃～

在犝上是完备的． 证毕．
６２　一阶逼近模糊系统的设计

问题．令犵（狓）为紧集犝＝［α１，β１］×［α２，β２］×…
×［α狀，β狀］犚狀上的一个函数，犵（狓）解析形式未知．
假设对于任意的狓∈犝，可以确定输入输出数据对
（狓，犵（狓）），任务是设计一个逼近犵（狓）的模糊系统．

下面，逐步设计一个此类模糊系统．
（１）在α犻，α犻＋β犻［ ］２ 上定义犖犻

２（犻＝１，２，…，狀，
犖犻
２表示不小于犖犻２的最小整数）个正规的、相容的、
完备的广义模糊集犃（犻）

１，犃（犻）
２，…，犃（犻）

犖犻
２
．它们具有ＰＴＳ

隶属函数犃（犻）
１（狓；犪１犻，犫１犻，犮１犻，犱１犻），…，犃（犻）

犖犻
２
（狓；犪

犖犻
２

犻，

犫
犖犻
２

犻，犮
犖犻
２

犻，犱
犖犻
２

犻）且犃（犻）
１＜犃（犻）

２＜…＜犃（犻）
犖犻
２
，其中犪１犻＝

犫１犻＝α犻，且在犝犻＝［α犻，β犻］上犃（犻）
犖犻
２
中的参数满足：当犖犻

为奇数时犮　
犖犻
２

犻 ＝犱
犖犻
２

犻 ＝α犻＋β犻２，当犖犻为偶数时犮
犖犻
２

犻 

α犻＋β犻－犱
犖犻
２

犻＜犱
犖犻
２

犻α犻＋β犻－犮
犖犻
２

犻．
（２）在犝犻＝［α犻，β犻］上，当犖犻为偶数时，求出

（犃（犻）
１）瓙瓙，（犃（犻）

２）瓙瓙，…，（犃（犻）
犖犻
２
）瓙瓙；当犖犻为奇数时，计算

出（犃（犻）
１）瓙瓙，（犃（犻）

２）瓙瓙，…，（犃（犻）
犖犻
２－１
）瓙瓙，并且对于任意狓∈

犝犻，令犃（犻）′犖犻
２
（狓）＝犃（犻）

犖犻
２
（α犻＋β犻－狓）．具体为，当犖犻为

偶数时令犃（犻）
犖犻（狓；犪犖犻犻，犫犖犻犻，犮犖犻犻，犱犖犻犻）＝（犃（犻）

１）瓙瓙，
犃（犻）
犖犻－１（狓；犪犖犻－１犻 ，犫犖犻－１犻 ，犮犖犻－１犻 ，犱犖犻－１犻 ）＝（犃（犻）

２）瓙瓙，…，

犃（犻）
犖犻
２＋１
（狓；犪

犖犻
２＋１

犻 ，犫
犖犻
２＋１

犻 ，犮
犖犻
２＋１

犻 ，犱
犖犻
２＋１

犻 ）＝（犃（犻）
犖犻
２
）瓙瓙，

其中犪犖犻犻＝α犻＋β犻－犱１犻，犫犖犻犻＝α犻＋β犻－犮１犻，犮犖犻犻＝α犻＋β犻－
犫１犻，犱犖犻犻＝α犻＋β犻－犪１犻；…；犪

犖犻
２＋１

犻 ＝α犻＋β犻－犱
犖犻
２

犻，犫
犖犻
２＋１

犻 ＝
α犻＋β犻－犮

犖犻
２

犻，犮
犖犻
２＋１

犻 ＝α犻＋β犻－犫
犖犻
２

犻，犱
犖犻
２＋１

犻 ＝α犻＋β犻－
犪

犖犻
２

犻；当犖犻为奇数时犃（犻）
犖犻，犃（犻）

犖犻－１，…，犃（犻）
犖犻
２＋１

与偶数

时定义相同，并令犃（犻）
犖犻
２
∪犃（犻）′犖犻

２
作为新的第犖犻２个模

糊集，其中∪为取大运算，为方便计，仍用符号犃（犻）
犖犻
２
（狓；

犪
犖犻
２
犻，犫

犖犻
２

犻，犮
犖犻
２

犻，犱
犖犻
２

犻）表示，即犪
犖犻
２

犻＝犪
犖犻
２

犻，犫
犖犻
２

犻＝犫
犖犻
２

犻，
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犮　
犖犻
２

犻 ＝α犻＋β犻－犫
犖犻
２

犻，犱
犖犻
２

犻 ＝α犻＋β犻－犪
犖犻
２

犻．由定理３
知，犃（犻）

１，犃（犻）
２，…，犃（犻）

犖犻为犝犻＝［α犻，β犻］上的犖犻个正规的、
相容的、完备的广义模糊集且犃（犻）

１＜犃（犻）
２＜…＜犃（犻）

犖犻．
（３）定义犲１犼＝α犼，犲犖犼犼＝β犼，犲犻犼犼＝１２（犫

犻犼
犼＋犮

犻犼
犼），犻犼＝

２，…，犖犼－１，犼＝１，２，…，狀．
（４）以如下形式组建犿＝犖１×犖２×…×犖狀＝

∏
狀

犻＝１
犖犻条ＩＦＴＨＥＮ规则：
犚犻１犻２…犻狀：ＩＦ狓１ｉｓ犃（１）犻１ａｎｄ…ａｎｄ狓狀ｉｓ犃（狀）犻狀，

ＴＨＥＮ狔ｉｓ犆犻１…犻狀，
其中犻１＝１，２，…，犖１；…；犻狀＝１，２，…，犖狀，将模糊集
犆犻１犻２…犻狀的中心（用珔狔犻１犻２…犻狀表示）选择为

珔狔犻１犻２…犻狀＝犵（犲犻１１，犲犻２２，…，犲犻狀狀） （１）
　　（５）采用单点模糊器［２１２３］，中心平均解模糊
器［２１２３］，乘机推理法［２１２３］，即ａｎｄ取代数积算子，蕴
涵算子为Ｍａｍｄａｎｉ积型蕴涵算子（即犪→犫＝犪犫，

犪，犫∈［０，１］），则根据（４）中的∏
狀

犻＝１
犖犻条规则构造的

模糊系统犳（狓）的分析表达式为

狔＝犳（狓）＝
∑
犖狀

犻狀＝１
…∑

犖１

犻１＝１
犃犻１犻２…犻狀（狓）珔狔犻１犻２…犻狀

∑
犖狀

犻狀＝１
…∑

犖１

犻１＝１
犃犻１犻２…犻狀（狓）

＝∑
犖狀

犻狀＝１
…∑

犖１

犻１＝１
犅犻１犻２…犻狀（狓）珔狔犻１犻２…犻狀 （２）

其中分明输入为狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈犝，
犃犻１犻２…犻狀（狓）＝犃（１）犻１（狓１）犃（２）犻２（狓２）…犃（狀）犻狀（狓狀），

犅犻１犻２…犻狀（狓）＝
犃犻１犻２…犻狀（狓）

∑
犖狀

犻狀＝１
…∑

犖１

犻１＝１
犃犻１犻２…犻狀（狓）

＝ 犃（１）犻１（狓１）犃（２）犻２（狓２）…犃（狀）犻狀（狓狀）

∑
犖狀

犻狀＝１
…∑

犖１

犻１＝１
犃（１）犻１（狓１）犃（２）犻２（狓２）…犃（狀）犻狀（狓狀）

．

　　由于广义模糊集犃（犻）
１，犃（犻）

２，…，犃（犻）
犖犻是完备的，

在每个狓∈犝处都存在犻１，犻２，…，犻狀，使得犃（１）犻１（狓１）
犃（２）犻２（狓２）…犃（狀）犻狀（狓狀）≠０，故而模糊系统（２）是良定义
的，即其分母总是非零的．

［上述设计方法中仅仅考虑了在α犻，α犻＋β犻］２ 上的

隶属函数分布情况， ［若我们能在α犻＋β犻２，β］犻上找到

适当的隶属函数分布情况，则据ＧＦＳｃｏｍ的定义，
亦可做类似处理，继而得到一模糊系统．
６３　二阶逼近模糊系统的设计

要设计的模糊系统与６．２节相同．下面给出基
于广义模糊集的具有二阶逼近精度的模糊系统的设
计方法．

（１）在α犼，α犼＋β犼［ ］２ 上定义犖犼
２（犼＝１，２，…，狀；

犖犼
２表示不小于犖犼２的最小整数）个广义模糊集犃

（犼）
１，

犃（犼）
２，…，犃（犼）

犖犼
２
．这些模糊集均为正规的、相容的和完

备的广义模糊集，其三角形隶属函数为犃（犼）
犻犼（狓犼）＝

Δ（犼）犻犼（狓犼；犲犼犻犼－１，犲犼犻犼，犲犼犻犼＋１）（犻犼＝１，２，…，
犖犼
２），其中犲

犼
０＝

犲犼１＝α犼，犲犼１＜犲犼２＜…＜犲犼
　犖犼２
犲犼

　犖犼２＋１
且当犖犼为奇数时

犲犼犖犼
２
＝犲犼犖犼

２＋１
＝α犼＋β犼２，当犖犼为偶数时犲犼犖犼

２
＜α犼＋β犼２

且犲犼犖犼
２
＋犲犼犖犼

２＋１
＝α犼＋β犼．

（２）在犝犼＝［α犼，β犼］上，当犖犼为偶数时求出
（犃（犼）

１）瓙瓙，（犃（犼）
２）瓙瓙，…，（犃（犼）

犖犼
２

）瓙瓙；当犖犼为奇数时，计算

出（犃（犼）
１）瓙瓙，（犃（犼）

２）瓙瓙，…，（犃（犼）
犖犼
２－１
）瓙瓙，并且对于任意狓∈

犝犼，令犃（犼）′犖犼
２

（狓）＝犃（犼）
犖犼
２

（α犼＋β犼－狓）．具体地说，对于

犼＝１，２，…，狀，当犖犼为偶数时令犃（犼）
犖犼
（狓犼）＝Δ（犼）犖犼（狓犼；

犲犼犖犼－１，犲犼犖犼，犲犼犖犼＋１）＝（犃
（犼）
１）瓙瓙，犃（犼）

犖犼－１
（狓犼）＝Δ（犼）犖犼－１（狓犼；

犲犼犖犼－２，犲犼犖犼－１，犲犼犖犼）＝（犃
（犼）
２）瓙瓙，…，犃（犼）犖犼

２＋１
（狓犼）＝Δ（犼）犖犼

２＋１
（狓犼；

犲犼犖犼
２

，犲犼犖犼
２＋１

，犲犼犖犼
２＋２
）＝（犃（犼）

犖犼
２

）瓙瓙，其中犲犼犖犼＝犲犼犖犼＋１＝β犼，

犲犼犖犼－１＝α犼＋β犼－犲犼２；犲犼犖犼－２＝α犼＋β犼－犲犼３，犲犼犖犼－１＝α犼＋
β犼－犲犼２，犲犼犖犼＝α犼＋β犼－犲犼１＝β犼；…；犲犼犖犼

２
＝犲犼犖犼

２

，犲犼犖犼
２＋１

＝

犲犼犖犼
２＋１

，犲犼犖犼
２＋２

＝α犼＋β犼－犲犼犖犼
２－１

；当犖犼为奇数时犃（犼）
犖犼
，

犃（犼）
犖犼－１
，…，犃（犼）

犖犼
２＋１
与偶数时定义相同，并令犃（犼）犖犼

２
∪犃（犼）′犖犼

２

作为新的第犖犼２个模糊集，其中∪为取大运算，为方
便计，仍用符号犃（犼）

犖犼
２

（狓犼）＝Δ（犼）
犖犼
２

（狓犼；犲犼犖犼
２－１

，犲犼犖犼
２

，

犲犼犖犼
２＋１
）表示，即犲犼犖犼

２－１
＝犲犼犖犼

２－１
，犲犼犖犼

２
＝α犼＋β犼２，犲犼犖犼

２＋１
＝

α犼＋β犼－犲犼犖犼
２－１

．
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（３）和（４）分别与６．２节中的（４）和（５）相同，即
所构造的模糊系统由式（２）给出，其中珔狔犻１犻２…犻狀由
式（１）给定．

与传统的模糊系统设计方法相比（具体可参见
文献［２１２２］及其中的参考文献），本文所提出的基
于ＧＦＳｃｏｍ的模糊系统的设计方法最主要优势在
于：传统的模糊系统设计方法需要知道每一个模糊
集的隶属函数，亦即需要在整个论域犝上找到所有
模糊子集的隶属函数分布情况．如前所述，在一个
具体的论域中寻找到一个模糊集的隶属函数是一
件非常困难的事．而本文所提出的模糊系统的设
计方法，只需要建立一部分模糊子集的隶属函数，
而后即可计算出其他隶属函数的分布情况，并且其
所设计的模糊系统仍然具有逼近性能（具体分析见
下文）．

当所设计的模糊系统逼近精度要求不是很高的
情况下，只要在论域犝上找到广义模糊子集犃的隶
属函数分布情况，由定理４可知，模糊子集犃，其对
立否定集犃瓙瓙和－狀中介否定集犃～就是犝上相容
的、完备的模糊集，进而就可以对所要逼近的函数
犵（狓）进行粗糙地逼近．但传统的模糊系统的设计方
法，在仅仅知道模糊子集犃的隶属函数的情况下，
则无法实现这一点．

７　基于犌犉犛犮狅犿设计的模糊系统的
逼近精度

７１　模糊系统的一阶逼近精度
以下讨论模糊系统（２）的逼近特性．假设犵（狓）

为定义在犝＝［α１，β１］×［α２，β２］×…×［α狀，β狀］犚狀
上的被逼近函数，而犳（狓）为由式（２）给出的模糊
系统．

令犵在犝上的无穷范数为‖犵‖∞＝ｓｕｐ狓∈犝｜犵（狓）｜，
并分别令
　ω（犵，犺，犝）＝ｓｕｐ｛｜犵（狓）－犵（狔）｜｜狓犻－狔犻｜犺犻，

犻＝１，２，…，狀｝，
　犝犻１犻２…犻狀＝［犲犻１１，犲犻１＋１１ ］×…×［犲犻狀狀，犲犻狀＋１狀 ］，
其中犺＝（犺１，犺２，…，犺狀）（犺犻０，犻＝１，２，…，狀），犲１犼＝
α犼，犲犖犼犼＝β犼，犲犻犼犼＝１２（犫

犻犼
犼＋犮犻犼犼），犻犼＝２，…，犖犼－１；犼＝

１，２，…，狀．
定理５．　令犳（狓）为由式（２）给出的模糊系统，

犵（狓）为式（１）中的未知函数，则有

ｍａｘ｛｜犵（狓）－犳（狓）｜狓∈犝犻１犻２…犻狀｝ω（犵，犺犻１犻２…犻狀，
犝犻１犻２…犻狀），犻１犻２…犻狀∈犐

⌒ （３）
‖犵－犳‖∞ω（犵，犺，犝） （４）
其中犐⌒＝｛犻１犻２…犻狀｜犻犼＝１，２，…，犖犼－１；犼＝１，２，…，
狀｝，犺犻１犻２…犻狀＝（犺１犻１，犺２犻２，…，犺狀犻狀），犺犼犻犼＝犲

犻犼＋１
犼 －犲犻犼犼，犺＝

（犺１，犺１…，犺狀），而犺犼＝ｍａｘ｛犺犼犻犼｜犻犼＝１，２，…，犖犼－１｝．
若犵在犝上连续可微，则
‖犵－犳‖∞∑

狀

犼＝１

犵
狓犼∞

犺犼犺∑
狀

犼＝１

犵
狓犼∞

（５）
其中犺＝ｍａｘ｛犺犼｜犼＝１，２，…，狀｝．

证明．　首先容易验证下列结论成立：
（１）犝＝∪犻１犻２…犻狀∈犐⌒犝犻１犻２…犻狀，其中犐

⌒＝｛犻１犻２…犻狀｜
犻犼＝１，２，…，犖犼－１；犼＝１，２，…，狀｝；

（２）狓∈犝犻１犻２…犻狀，犳（狓）＝
∑犽１犽２…犽狀∈犐２狀

犅犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀（狓）珔狔犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀 （６）
其中犐２狀＝｛犽１犽２…犽狀｜犽犼＝０，１；犼＝１，２，…，狀｝．注意
到∑犽１犽２…犽狀∈犐２狀

犅犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀（狓）＝１及式（６），则

狓∈犝犻１犻２…犻狀（犻１犻２…犻狀∈犐
⌒），｜犵（狓）－犳（狓）｜

∑犽１犽２…犽狀∈犐２狀
犅犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀（狓）｜犵（狓）－珔狔犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀｜

ｍａｘ｛｜犵（狓）－珔狔犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀｜犽１…犽狀∈犐２狀｝ （７）
　　注意到珔狔犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀＝犵（犲犻１＋犽１１ ，…，犲犻狀＋犽狀狀 ）以及
（犲犻１＋犽１１ ，…，犲犻狀＋犽狀狀 ）∈犝犻１…犻狀（犽１，…，犽狀∈犐２狀），因此
｜狓犼－犲犻犼＋犽犼犼 ｜（犲犻犼＋１犼 －犲犻犼犼）（犽犼＝０，１；犼＝１，２，…，狀）
从而狓∈犝犻１…犻狀，
狘犵（狓）－珔狔犻１＋犽１，…，犻狀＋犽狀狘ω（犵，犺犻１…犻狀，犝犻１…犻狀）

（犽１…犽狀∈犐２狀） （８）
　　由式（７）及（８）则证得式（３）及（４）．

另外，若犵连续可微，则由多元函数的中值定
理，有ω（犵，犺，犝）＝ｓｕｐ｛｜犵（狓）－犵（狔）｜｜狓犼－狔犼｜
犺犼；犼＝１，２，…，狀｝∑

狀

犼＝１

犵
狓犼∞

犺犼犺∑
狀

犼＝１

犵
狓犼∞

，即
式（５）成立． 证毕．

因为犝为紧集及犵为犝上的连续函数，从而犵
在犝上一致连续．这说明，ε＞０，δ＞０，只要
‖犺‖＜δ，就有ω（犵，犺，犝）＜ε，从而定理５对应的模
糊系统具有逼近性能，而且式（５）给出了该逼近器的
一阶逼近精度分析．

由式（５）以及犺的定义可以看出，通过对每个
狓犻定义更多的广义模糊集可以得到更为精确的逼
近．进而这一结论直观地说明了：模糊规则越多，所
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产生的模糊系统越有效．另外，由式（５）还可以进一
步看出，为了设计一个具有预定精度的模糊系统，必
须知道连续可微函数犵（狓）关于狓犻的导数边界，即
犵
狓犻∞

．同时，在设计过程中，还必须知道犵（狓）在

狓＝（犲犻１１，犲犻２２，…，犲犻狀狀）（犻１＝１，２，…，犖１；…；犻狀＝１，
２，…，犖狀）处的值．

由定理５的证明可以看出，将犃（１）犻１（狓１）犃（２）
犻２（狓２）…

犃（狀）
犻狀（狓狀）变为ｍｉｎ｛犃（１）

犻１（狓１），…，犃（狀）
犻狀（狓狀）｝后，其证明

仍然是成立的．所以在模糊系统的设计中使用最小
推理法，即ａｎｄ取ｍｉｎ算子，蕴涵算子为Ｍａｍｄａｎｉ
取小型蕴涵算子（即犪→犫＝犪∧犫＝ｍｉｎ｛犪，犫｝，犪，犫∈
［０，１］），其他部分保持不变，则所设计的模糊系统仍
具有定理５中的逼近性质．
７２　模糊系统的二阶逼近精度

定理６．　设犳（狓）为６．３节所设计的模糊系
统，即广义模糊集犃犼犻犼为三角形隶属函数犃犼犻犼（狓犼）＝
Δ犼犻犼（狓犼；犲犼犻犼－１，犲犼犻犼，犲犼犻犼＋１）（犻犼＝１，２，…，犖犼；犼＝１，２，…，
狀），其中犲犼０＝犲犼１＝α犼，犲犼犖犼＝犲犼犖犼＋１＝β犼且犲犼１＜犲犼２＜…＜
犲犼犖犼，采用单点模糊器，中心平均解模糊器以及乘积
推理法，则

（１）狓∈犝，犳（狓）＝∑犻１…犻狀∈犐∏
狀

犼＝１
犃犼犻犼（狓犼［ ］）珔狔犻１…犻狀（９）

　　（２）若犵在犝上连续可微，则
犵－犳∞∑

狀

犼＝１

１
２犺犼

犵
狓犼∞

１２犺∑
狀

犼＝１

犵
狓犼∞

（１０）
　　（３）若犵在犝上二阶连续可微，则
犵－犳∞１８∑

狀

犼＝１
（犺犼）２

２犵
狓２犼∞

１８犺
２∑
狀

犼＝１

２犵
狓２犼∞

（１１）
其中犐＝｛犻１犻２…犻狀｜犻犼＝１，２，…，犖犼；犼＝１，２，…，狀｝，
犺犼犻犼＝犲犼犻犼＋１－犲犼犻犼，犺犼＝ｍａｘ｛犺犼犻犼｜犻犼＝１，２，…，犖犼－１｝，
犺＝ｍａｘ｛犺犼｜犼＝１，２，…，狀｝．

证明．（１）由推论１知，犃犼１，犃犼２，…，犃犼犖犼为犝犼＝
［α犼，β犼］上的犖犼个正规的、相容的、完备的广义模糊
集且犃犼１＜犃犼２＜…＜犃犼２，又犃犼犻犼为三角形隶属函数，

所以∑
犖犼

犻犼＝１
犃犼犻犼（狓犼）＝１，狓犼∈［α犼，β犼］，由此则易得

∑犻１犻２…犻狀∈犐∏
狀

犼＝１
犃犼犻犼（狓犼）＝１，从而犅犻１…犻狀（狓）＝∏

狀

犼＝１
犃犼犻犼（狓犼），

由式（２）即得（９）．
（２）与（３）由推论１和文献［２３］中定理２得到．

证毕．

８　应用示例
下面给出两个应用示例．
例７．令犵（狓）＝ｓｉｎ狓，犝＝［－３，３］，令ε＝０．２

或ε＝０．１．下面基于ＧＦＳｃｏｍ设计模糊系统犳（狓）
使得ｓｕｐ狓∈犝｜犵（狓）－犳（狓）｜＜ε．

因为犱２犵犱狓２∞
＝１，由定理６，要使１８

犱２犵
犱狓２∞

犺２＜

ε＝０．２，只需取犺＝１，这时‖犵－犳‖∞１８＜ε＝
０．２．故而我们可用（３－（－３））／犺＋１＝７个广义模
糊集去逼近犵（狓）．据６．３节设计步骤，首先，我们可
先在［－３，０］上定义７

２＝４个广义模糊集犃犼（犼＝
１，２，３，４）满足
犃犼＝Δ犼（狓；犲犼－１，犲犼，犲犼＋１）

＝

犐犼（狓），狓∈［犲犼－１，犲犼）
１， 狓＝犲犼
犇犼（狓），狓∈（犲犼，犲犼＋１］
０， 狓∈［－３，３］－［犲犼－１，犲犼＋１
烅
烄

烆 ］
，

其中犐犼（狓）＝狓－犲犼－１犲犼－犲犼－１，犇犼（狓）＝
狓－犲犼＋１
犲犼－犲犼＋１，犲犼＝－３＋

（犼－１）犺＝－３＋（犼－１），犲０＝犲１＝－３，犲４＝犲５＝０．
其次，在［－３，３］上求出犃犼（犼＝１，２，３）的对立

否定集（犃犼）瓙瓙，令犃′４（狓）＝犃４（－狓），其中狓∈犝＝
［－３，３］，据定义１３有
（犃犼）瓙瓙＝Δ瓙瓙犼（狓；－犲犼＋１，－犲犼，－犲犼－１）

＝

犇犼（－狓），狓∈［－犲犼＋１，－犲犼）
１， 狓＝－犲犼
犐犼（－狓），狓∈［－犲犼，－犲犼－１）
０， 狓∈［－３，３］－［－犲犼＋１，－犲犼－１
烅
烄

烆 ］
，

并记犃７＝（犃１）瓙瓙，犃６＝（犃２）瓙瓙，犃５＝（犃３）瓙瓙，令犃４∪
犃′４为第４个模糊集，仍记为犃４．

最后，模糊规则形式为
犚犼：ＩＦ狓ｉｓ犃犼，ＴＨＥＮ狔＝狔犼（犼＝１，２，…，７），

其中狔犼＝犵（犲犼），犲犼＝－３＋（犼－１）犺＝－３＋（犼－１），
犲０＝犲１＝－３，犲７＝犲８＝３．从而对应模糊系统表达式为

犳（狓）＝∑
７

犼＝１
犃犼（狓）ｓｉｎ（犲犼）．

　　类似地，ε＝０．１，只需取犺＝０．７５，这时‖犵－
犳‖∞０．０９３７５＜ε＝０．１．故我们可用（３－（－３））／
犺＋１＝６／０．７５＋１＝９个广义模糊集去逼近犵（狓）．
据６．３节设计步骤，可构造出如下模糊系统
犚犼：ＩＦ狓ｉｓ犅犼，ＴＨＥＮ狔＝狔犼（犼＝１，２，…，９），
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其中狔犼＝犵（犲犼），犲犼＝－３＋（犼－１）犺＝－３＋０．７５（犼－
１），犲０＝犲１＝－３，犲９＝犲１０＝３．对应模糊系统表达式为

犳（狓）＝∑
９

犼＝１
犅犼（狓）ｓｉｎ（犲犼），

其中犅犼＝Δ犼（狓；犲犼－１，犲犼，犲犼＋１）为三角形隶属函数．
例７中所构造的模糊系统狔＝犳（狓）与所要逼近

的函数犵＝ｓｉｎ（狓）在犝＝［－３，３］上的图形对比如
图２所示．可以看出，只要给定逼近精度，本文所构
造的模糊系统就能以该精度逼近函数犵＝ｓｉｎ（狓）．

图２　ε＝０．２和ε＝０．１时系统函数狔＝犳（狓）与原始
函数犵＝ｓｉｎ（狓）的比较

下面，进一步对ＦＳｃｏｍ、ＩＦＳｃｏｍ以及ＧＦＳｃｏｍ
的性能进行比较．

令犵（狓）＝ｓｉｎ（狓）（未知），犝＝［－１，１］，并且已
知可用３个分别表示为“小”、“中”、“大”的模糊集去
粗略逼近犵（狓）．若已知要设计的系统中其中一个表
示模糊集犃＝“小”的隶属函数为

犃（狓）＝－狓，－１狓０
０，｛ 其他 ．

　　显然，犃的对立否定集犃瓙瓙＝“大”，中介否定集
犃～＝“中”．下面分别基于ＦＳｃｏｍ、ＩＦＳｃｏｍ及ＧＦＳｃｏｍ
去设计这样的模糊系统．

因在ＦＳｃｏｍ或ＩＦＳｃｏｍ中，需要首先确定参数
λ的值，这里不妨取为λ＝０．８，进而可分别在ＦＳｃｏｍ
或ＩＦＳｃｏｍ中求出所对应的犃瓙瓙＝“大”与犃～＝“中”
的隶属函数．

分别基于ＦＳｃｏｍ、ＩＦＳｃｏｍ及ＧＦＳｃｏｍ所设计
的模糊系统对应的形式表达式为
犳（狓）＝犃（狓）ｓｉｎ（犲１）＋犃～（狓）ｓｉｎ（犲２）＋犃瓙瓙（狓）ｓｉｎ（犲３），

其中犃瓙瓙，犃～是分别基于ＦＳｃｏｍ、ＩＦＳｃｏｍ及ＧＦＳｃｏｍ
所求出的隶属函数，犲１＝－１，犲２＝０，犲３＝１．具体的图
形对比如图３所示，其中实线代表要逼近函数犵＝
ｓｉｎ（狓），虚线、点线和星线分别表示基于ＧＦＳｃｏｍ、
ＦＳｃｏｍ及ＩＦＳｃｏｍ所构造的系统函数．可以看出，基
于ＧＦＳｃｏｍ所构造的系统对犵＝ｓｉｎ（狓）的逼近效果
明显优于分别基于ＦＳｃｏｍ及ＩＦＳｃｏｍ所构造的系统．

图３　分别基于ＧＦＳｃｏｍ、ＦＳｃｏｍ及ＩＦＳｃｏｍ所设计系统的对比
例８．　某燃油锅炉供油阀门的开关程度和锅

炉中水温相关，根据操作经验总结出一条模糊规则：
“若水温高，则阀门关闭程度大”．设水温犪的论域犠
和阀门关闭程度犫的论域犘都分５档：犠＝犘＝
｛１，２，３，４，５｝．现在已知：

Ｆｕｚｚｙ集合犃（犪）代表水温“高”，犃（犪）＝０．１２＋
０．４
３＋

０．５
４＋

０．９
５；

Ｆｕｚｚｙ集合犅（犫）代表阀门关闭程度“大”，犅（犫）＝
０．２
３＋

０．５
４＋

１．０
５．

问题：
（１）若现在水温“低”，则阀门关闭程度如何？
（２）若水温“适中”，则阀门关闭程度如何？
根据ＧＦＳｃｏｍ的定义，我们首先要对水温犪的

论域犠和阀门关闭程度犫的论域犘进行转换，得到
相应的有限数值集犠′和犘′．因论域犠和论域犘本
身就是有限数值化集，为方便计，有限数值化映射犳
为恒等映射，即犠′＝犠，犘′＝犘．

这里还有一个问题，就是模糊规则“若水温高，
则阀门关闭程度大”（表示为犃（犪）→犅（犫））的Ｆｕｚｚｙ
蕴涵关系犚（犪，犫）如何求解？由于在模糊控制中最常
用的蕴涵算子是Ｍａｍｄａｎｉ取小蕴涵．首先将Ｆｕｚｚｙ
集合犃（犪）和犅（犫）写成向量形式为

犃（犪）＝（０　０．１　０．４　０．５　０．９），
犅（犫）＝（０　０　０．２　０．５　１．０），

于是所求模糊蕴涵关系为
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犚（犪，犫）＝犃（犪）Ｔ犅（犫）

＝

０
０．１
０．４
０．５

熿

燀

燄

燅０．９

（ ）０００．２０．５１．０

＝

０００ ０ ０
０００．１０．１０．１
０００．２０．４０．４
０００．２０．５０．５

熿

燀

燄

燅０００．２０．５０．９

，

其中为ｓｕｐｍｉｎ合成，下同．
（１）水温“低”可看作水温“高”的对立否定集，

据ＧＦＳｃｏｍ的定义，可得Ｆｕｚｚｙ集水温“低”为
犃瓙瓙（犪）＝犃（６－犪）＝０．９１＋０．５２＋０．４３＋０．１４，
写成向量的形式为犃瓙瓙（犪）＝（０．９０．５０．４０．１０），
根据模糊推理的ＣＲＩ合成算法［２９］，我们可得
犅１（犫）＝犃瓙瓙（犪）犚（犪，犫）

　（ ）＝０．９０．５０．４０．１０

０００００
０００．１０．１０．１
０００．２０．４０．４
０００．２０．５０．５

熿

燀

燄

燅０００．２０．５０．９
　［ ］＝０００．２０．４０．４．
即此时阀门关闭的程度为犅１（犫）＝０．２３＋

０．４
４＋

０．４
５．

（２）水温“适中”是水温“高”和“低”的中介否定
集，根据ＧＦＳｃｏｍ的定义，要先分别求出水温“不
高”犃瓙（犪）和“不低”犃瓙瓙瓙（犪）的隶属函数，于是有

犃瓙（犪）＝１１＋
０．９
２＋０．６３＋０．５４＋０．１５，

犃瓙瓙瓙（犪）＝０．１１＋０．５２＋０．６３＋０．９４＋１５．

　　从而犃～（犪）＝０．１１＋
０．５
２＋

０．６
３＋

０．５
４＋

０．１
５，写

成向量形式为犃～（犪）＝（０．１０．５０．６０．５０．１），
根据模糊推理的ＣＲＩ合成算法，于是有

犅２（犫）＝犃～（犪）犚（犪，犫）
＝（ ）０．１０．５０．６０．５０．１

　

０００ ０ ０
０００．１０．１０．１
０００．２０．４０．４
０００．２０．５０．５

熿

燀

燄

燅０００．２０．５０．９
＝［ ］０００．２０．５０．５．

即此时阀门关闭的程度犅２（犫）＝０．２３＋
０．５
４＋

０．５
５，可

见比水温高时阀门关闭得要小，比水温低时阀门关
闭得要大．

从上面的例８可以看出，本文给出的模糊性知
识及其３种否定算子是合理有效的．但在传统的模
糊控制中，我们只能推出“若水温不高，则阀门关闭
程度如何？”，因为在经典的模糊控制中只有一种“否
定”，即“矛盾否定”．这也进一步说明，在模糊系统中
考虑区分不同的否定，至少可以带来如下益处：

（１）符合哲学上对否定的认识；
（２）丰富模糊系统的推理功能．

９　总　结
本文主要做了以下几个方面的工作：
（１）针对潘正华等人提出的在模糊知识中否定

知识应该明确地分为矛盾否定、对立否定和中介否
定的相关思想，本文进一步研究得到了３种否定关
系的本质特征．

（２）语言变量是Ｚａｄｅｈ提出的一个基本概念．
为了能使语言变量也能应用到一般的论域中，我们
给出了（一维）有限数值化映射，它可以把任意论域
映射为一有限数值集，进而可以在语言变量中考
虑３种不同的否定，得到带有３种否定的语言变量
ＬＶｃｏｍ．

（３）通过分析及实例计算后发现，ＦＳｃｏｍ（ＩＦＳｃｏｍ）
对３种否定的定义存在着不足．为此，本文提出了广
义模糊集ＧＦＳｃｏｍ，它实际上可视为对ＦＳｃｏｍ及
ＩＦＳｃｏｍ的进一步改进，并研究了它的基本运算及相
关性质．

（４）从哲学上看，并不是所有的模糊概念都有
其对立否定概念，我们从集合的角度对任意一模糊
概念的对立否定概念的存在情况进行了严格的论
述，得到了一些初步的结果．

（５）给出了基于ＧＦＳｃｏｍ的模糊系统的设计方
法，并研究了其逼近特性，得到了所设计的系统也是
一种万能逼近器．

然而，需指出，这些都是一些初步的结果．在今
后的研究中可以从以下几个方面展开研究：

（１）正如前面指出，本文所设计的模糊系统是
对于任意狓∈犝可以确定相应的要逼近函数犵（狓）
的值，而如何基于广义模糊集在仅知道有限数量的
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输入输出数据对的情形下设计模糊系统是下一步
需要做的工作．

（２）本文所构造的模糊系统，其蕴涵算子为
Ｍａｍｄａｎｉ型蕴涵算子（即代数积算子和取小算子），
而对于布尔型蕴涵算子（具体见文献［２１，２４２５］），
如Ｒ蕴涵算子、Ｓ蕴涵算子及ＱＬ蕴涵算子，其是
否也是一种万能逼近器？

（３）文献［３０］给出了基于ＧＦＳｃｏｍ的模糊综合
评判方法，它是一种完全基于计算的模糊综合评判
方法，客观性较强．下一步，可以深入开展ＧＦＳｃｏｍ
在模糊决策、常识推理等其他方面的应用研究．

致　谢　审稿人对本文提出了建设性意见，在此表示
感谢！
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［２］ＷａｇｎｅｒＧ．Ｗｅｂｒｕｌｅｓｎｅｅｄｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆｎｅｇａｔｉｏｎ／／ＢｒｙＦ，
ＨｅｎｚｅＮ，ＭａｌｕｓｚｙｎｓｋｉＪｅｄｓ．ＰｒｉｎｃｉｐｌｅｓａｎｄＰｒａｃｔｉｃｅｏｆ
ＳｅｍａｎｔｉｃＷｅｂＲｅａｓｏｎｉｎｇ．ＬＮＣＳ２９０１．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ
Ｖｅｒｌａｇ，２００３：３３５０

［３］ＡｎａｌｙｔｉＡ，ＡｎｔｏｎｉｏｕＧ，ＤａｍｓｉｏＣ，ＷａｇｎｅｒＧ．Ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ＲＤＦａｓａｓｅｍａｎｔｉｃｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｒｕｌｅｍａｒｋｕｐｌａｎｇｕａｇｅｓ．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅＲｅｓｅａｒｃｈ，２００８，３２（１）：
３７９４

［４］ＥｓｔｅｖａＦ，ＧｏｄｏＬ，ＨｊｅｋＰ，ＮａｖａｒａＭ．Ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｆｕｚｚｙ
ｌｏｇｉｃｓｗｉｔｈａｎｉｎｖｏｌｕｔｉｖｅｎｅｇａｔｉｏｎ．ＡｒｃｈｉｖｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
Ｌｏｇｉｃ，２０００，３９（２）：１０３１２４

［５］ＣｉｎｔｕｌａＰ，ＫｌｅｍｅｎｔＥＰ，ＭｅｓｉａｒＲ，ＮａｖａｒａＭ．Ｆｕｚｚｙｌｏｇｉｃｓ
ｗｉｔｈａｎａｄｄｉｔｉｏｎａｌｉｎｖｏｌｕｔｉｖｅｎｅｇａｔｉｏｎ．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄ
Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１０，１６１（３）：３９０４１１

［６］ＨｊｅｋＰ．ＭｅｔａｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓｏｆＦｕｚｚｙＬｏｇｉｃ．Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ：Ｋｌｕｗｅｒ
ＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，１９９８

［７］ＦｅｒｒéＳ．Ｎｅｇａｔｉｏｎ，ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎ，ａｎｄｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｙｉｎｌｏｇｉｃａｌ
ｃｏｎｃｅｐｔａｎａｌｙｓｉｓ／／ＧａｎｔｅｒＢ，ＫｗｕｉｄａＬｅｄｓ．ＦｏｒｍａｌＣｏｎｃｅｐｔ
Ａｎａｌｙｓｉｓ．ＬＮＣＳ３８７４．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００６：
１３０１４５

［８］ＫａｎｅｉｗａＫ．Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｌｏｇｉｃｓｗｉｔｈｃｏｎｔｒａｒｉｅｓ，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｉｅｓ，
ａｎｄｓｕｂｃｏｎｔｒａｒｉｅｓ．ＮｅｗＧｅｎｅｒａｔｉｏｎＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２００７，２５（４）：
４４３４６８

［９］ＰａｎＺｈｅｎｇＨｕａ．Ｏｎｅｌｏｇｉｃａｌｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｅｇａｔｉｖｅ
ｒｅｌａｔｉｏｎｓｉｎｋｎｏｗｌｅｄｇｅ．ＰｒｏｇｒｅｓｓｉｎＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ，２００８，
１８（１２）：１４９１１４９９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（潘正华．知识中不同否定关系的一种逻辑描述．自然科学
进展，２００８，１８（１２）：１４９１１４９９）

［１０］ＰａｎＺｈｅｎｇＨｕａ．Ｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｆｕｚｚｙｋｎｏｗｌｅｄｇｅａｎｄｔｈｅｉｒ
ｂａｓｅｏｆｓｅｔ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２０１２，３５（７）：
１４２１１４２８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（潘正华．模糊知识的３种否定及其集合基础．计算机学报，
２０１２，３５（７）：１４２１１４２８）

［１１］ＺｈａｎｇＳｈｅｎｇＬｉ，ＰａｎＺｈｅｎｇＨｕａ．Ａｎｉｍｐｒｏｖｅｄｓｅｔｄｅｓｃｒｉｐ
ｔｉｏｎｏｆｎｅｇａｔｉｖｅｋｎｏｗｌｅｄｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｉｎｆｕｚｚｙｋｎｏｗｌｅｄｇｅ．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａｎｇｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ），２０１１，４６
（５）：１０３１０９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（张胜礼，潘正华．模糊知识中否定知识处理的一种改进的
集合描述．山东大学学报（理学版），２０１１，４６（５）：１０３１０９）

［１２］ＰａｎＺｈｅｎｇＨｕａ．Ｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｎｅｇａｔｉｏｎｏｆｆｕｚｚｙｋｎｏｗｌｅｄｇｅ
ａｎｄｔｈｅｉｒｂａｓｅｏｆｌｏｇｉｃ／／ＨｕａｎｇＤＳ，ＪｏＫＨ，ＺｈｏｕＹＱ，
ＨａｎＫｅｄｓ．ＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＣｏｍｐｕｔｉｎｇＴｈｅｏｒｉｅｓａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ．
ＬＮＣＳ７９９６．ＢｅｒｌｉｎＨｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２０１３：
８３９３

［１３］ＺｈａｎｇＳｈｅｎｇＬｉ．Ｆｏｒｍａｌｄｅｄｕｃｔｉｖｅｓｙｓｔｅｍｏｆｆｕｚｚｙｐｒｏｐｏｓｉ
ｔｉｏｎａｌｌｏｇｉｃｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｅｇａｔｉｏｎｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｒｏｎｔｉｅｒｓｏｆ
ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１４，８（４）：４９４５０５（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）
（张胜礼．带有不同否定的模糊命题逻辑的形式演绎系统．
计算机科学与探索，２０１４，８（４）：４９４５０５）

［１４］ＨｏｎｇＬｏｎｇ，ＸｉａｏＸｉＡｎ，ＺｈｕＷｕＪｉａ．Ｍｅａｓｕｒｅｏｆｍｅｄｉｕｍ
ｔｒｕｔｈｓｃａｌｅａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ（Ⅰ）．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００６，２９（１２）：２１８６２１９４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（洪龙，肖奚安，朱梧

!．中介真值程度的度量及其应用（Ⅰ）．
计算机学报，２００６，２９（１２）：２１８６２１９４）

［１５］ＨｏｎｇＬｏｎｇ，ＸｉａｏＸｉＡｎ，ＺｈｕＷｕＪｉａ．Ｍｅａｓｕｒｅｏｆｍｅｄｉｕｍ
ｔｒｕｔｈｓｃａｌｅａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ（Ⅱ）．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００７，３０（９）：１５５１１５５８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（洪龙，肖奚安，朱梧

!．中介真值程度的度量及其应用
（Ⅱ）．计算机学报，２００７，３０（９）：１５５１１５５８）

［１６］ＺｈａｎｇＳｈｅｎｇＬｉ．Ｆｕｚｚｙｒｅａｓｏｎｉｎｇｗｉｔｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙ，ｏｐｐｏｓｉｔｅ
ａｎｄｍｅｄｉｕｍｎｅｇａｔｉｏｎ．ＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄＡｒｔｉｆｉｃｉａｌ
Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２０１４，２７（７）：５９９６１０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（张胜礼．带有矛盾否定、对立否定和中介否定的模糊推理．
模式识别与人工智能，２０１４，２７（７）：５９９６１０）

［１７］ＰｒａｄｅｒａＡ，ＢｅｌｉａｋｏｖＧ，ＢｕｓｔｉｎｃｅＨ．Ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ａｎｄｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｏｒｙｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，
２０１２，１９１：４１６１

［１８］ＢｕｓｔｉｎｃｅＨ，ＭａｄｒｉｄＮ，ＡｃｉｅｇｏＭＯ．Ｔｈｅｎｏｔｉｏｎｏｆｗｅａｋ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ：Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎａｎｄｍｅａｓｕｒｅｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｎＦｕｚｚｙＳｙｓｔｅｍｓ，２０１５，２３（４）：１０５７１０６９

［１９］ＳｐｅｒａｎｚａＪＬ，ＨｏｒｎＬＲ．Ａｂｒｉｅｆｈｉｓｔｏｒｙｏｆｎｅｇａｔｉｏｎ．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＡｐｐｌｉｅｄＬｏｇｉｃ，２０１０，８（３）：２７７３０１

［２０］ＭｕｒｉｎｏｖＰ，ＮｏｖｋＶ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｑｕａｒｅｏｆ
ｏｐｐｏｓｉｔｉｏｎｗｉｔｈｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｑｕａｎｔｉｆｉｅｒｓ．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄ
Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１４，２４２：８９１１３

［２１］ＬｉＹｏｎｇＭｉｎｇ．ＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＦｕｚｚｙＳｙｓｔｅｍｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ
Ｐｒｅｓｓ，２００５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

４４５２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１６年



（李永明．模糊系统分析．北京：科学出版社，２００５）
［２２］ＷａｎｇＬｉＸｉｎ．ＡＣｏｕｒｓｅｉｎＦｕｚｚｙＳｙｓｔｅｍｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ．

ＥｎｇｌｅｗｏｏｄＣｌｉｆｆ，ＮＪ，ＵＳＡ：ＰｒｅｎｔｉｃｅＨａｌｌ，１９９７
［２３］ＺｅｎｇＸｉａｏＪｕｎ，ＳｉｎｇｈＭＧ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｆｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓａｓｆｕｎｃｔｉｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｏｒｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｎＦｕｚｚｙＳｙｓｔｅｍｓ，１９９６，４（１）：４４６３

［２４］ＬｉＹｏｎｇＭｉｎｇ，ＳｈｉＺｈｏｎｇＫｅ，ＬｉＺｈｉＨｕｉ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
ｔｈｅｏｒｙｏｆｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓｂａｓｅｄｕｐｏｎｇｅｎｕｉｎｅｍａｎｙｖａｌｕｅｄ
ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ—ＳＩＳＯｃａｓｅｓ．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，２００２，
１３０（２）：１４７１５７

［２５］ＬｉＹｏｎｇＭｉｎｇ，ＳｈｉＺｈｏｎｇＫｅ，ＬｉＺｈｉＨｕｉ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
ｔｈｅｏｒｙｏｆｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓｂａｓｅｄｕｐｏｎｇｅｎｕｉｎｅｍａｎｙｖａｌｕｅｄ
ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ—ＭＩＭＯｃａｓｅｓ．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓｔｅｍｓ，２００２，
１３０（２）：１５９１７４

［２６］ＬｏｎｇＺｕＱｉａｎｇ，ＬｉａｎｇＸｉＭｉｎｇ，ＹａｎｇＬｉＲｏｎｇ．Ｓｏｍｅ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｄａｐｔｉｖｅｆｕｚｚｙｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈ

ｖａｒｉａｂｌｅｕｎｉｖｅｒｓｅｏｆｄｉｓｃｏｕｒｓｅ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１０，
１８０：２９９１３００５

［２７］ＺａｄｅｈＬＡ．Ｆｕｚｚｙｓｅｔｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，１９６５，
８（３）：３３８３５３

［２８］ＺａｄｅｈＬＡ．Ｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆａｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃｖａｒｉａｂｌｅａｎｄｉｔｓ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｒｅａｓｏｎｉｎｇＩ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，
１９７５，８（３）：１９９２４９

［２９］ＺａｄｅｈＬＡ．Ｏｕｔｌｉｎｅｏｆａｎｅｗａｐｐｒｏａｃｈｔｏｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃｏｍｐｌｅｘ
ｓｙｓｔｅｍｓａｎｄｄｅｃｉｓｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｅｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
Ｓｙｓｔｅｍｓ，ＭａｎａｎｄＣｙｂｅｒｎｅｔｉｃｓ，１９７３，３（１）：２８４４

［３０］ＺｈａｎｇＳｈｅｎｇＬｉ，ＬｉＹｏｎｇＭｉｎｇ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ｆｕｚｚｙｓｅｔｓＧＦＳｃｏｍｔｏｆｕｚｚｙｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎ．
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