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摘　要　粗糙模糊集是利用粗糙集的Ｐａｗｌａｋ知识空间来近似刻画一个模糊集（不确定概念）的理论模型．粗糙模

糊集用上、下近似模糊集作为目标概念的边界模糊集，它没有给出在当前知识基下如何得到目标模糊概念的近似

模糊集或近似精确集的方法．文中首先给出模糊集的相似度（近似度）的概念，定义了Ｐａｗｌａｋ知识空间犝／犚下的阶

梯模糊集、均值模糊集、０．５精确集等概念；然后分析得出犝／犚知识空间下的均值模糊集是所有阶梯模糊集中与目

标模糊集最接近的模糊集，犝／犚知识空间下０．５精确集是目标模糊集最接近的近似精确集；分析了均值模糊集、

０．５精确集分别与目标模糊集之间的相似度随知识粒度变化的变化规律．从新的视角提出了不确定性目标概念的

近似表示和处理的方法，促进了不确定人工智能的发展．
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１　引　言

随着认知技术的发展，研究者对不确定性问题

的表示和处理给予越来越多的关注，特别是不确定

概念的表示和处理成为了人工智能研究中最重要的

关键问题［１］．不确定人工智能以描述不确定概念的

不确定性（主要是模糊性和随机性）为突破口，建立

了相关理论模型和方法，推进了不确定信息处理的

研究．例如，Ｚａｄｅｈ
［２］在１９６５年提出的模糊集（Ｆｕｚｚｙ

ｓｅｔｓ）理论是利用隶属函数表示对象隶属于不确定

概念外延的程度；Ｐａｗｌａｋ
［３］在１９８２年提出的粗糙

集（Ｒｏｕｇｈｓｅｔｓ）理论是用上、下近似集来刻画不确

定概念外延的两个边界线；张铃和张钹［４］在１９９０年

提出的商空间（Ｑｕｏｔｉｅｎｔｓｐａｃｅ）理论是利用保真保

假原理实现不确定概念外延粒子的合成与分解；李

德毅等人［５６］在１９９５年提出的云模型利用３个数字

特征（期望、熵和超熵）实现不确定概念的定性和定

量描述，用云发生器和逆向云发生器建立不确定概

念内涵和外延之间的转化；在云模型的基础上，王国

胤等人［７９］在２０１２年提出了不确定概念的双向认知

计算模型，通过随机分组、多步转化等方式，解决了

不确定概念内涵与外延之间的相互转化导致的概念

不稳定问题（概念漂移问题）等．近些年来，对于不确

定问题的不确定性度量问题，很多研究者提出了不

同的方法，如苗夺谦等人［１０１２］总结了几种主要的粒

计算模型在处理不确定问题时对应的集合描述形

式，对概念的不确定度量进行了诠释；钱宇华和梁吉

业等人［１３１６］对粗糙集描述的知识粒和不确定性及其

信息熵随知识粒度的变化规律进行了研究，并得到

用于知识约简的相关结论；Ｙａｏ等人
［１７１９］对处理不

确定信息的粗糙集的概率描述进行了分析，提出了

概率粗糙集和贝叶斯粗糙集等概念；王国胤和张清

华等人［２０２６］给出了知识在多粒度知识空间下的不确

定度量，对粒计算的不确定性度量方法进行了归纳，

并提出了覆盖知识空间和分层递阶商空间下不确定

概念的描述方式；还有一些研究者［２７］提出了相关的

度量和表示不确定概念的方法．这些理论和方法有

效解决了不确定概念的描述和处理问题，促进了不

确定人工智能的发展．

克莱因［２８］指出：“数学曾经被认为是精确论证

的顶峰，真理的化身，是关于宇宙设计的真理”是一

个错误观点，指出数学也存在不确定性问题．不确定

概念已随处可见，一些演化的不确定概念理论方法

也应运而生．从粒计算的观点来看，概念的确定性与

不确定性是概念在不同知识粒度层次上的不同表现

形式，它们并非完全对立，在一定粒度层次上可以相

互转化．某一层次上的不确定概念可能是其他层次

上的确定性概念，种种不确定概念中还可能隐藏着

某些确定的知识［２３］．模糊集理论、粗糙集理论、商空

间理论和云模型均在一定程度上实现了不确定概念

的表示与相互转化．模糊集理论用隶属函数来刻画

不确定概念外延中对象属于概念的程度，但是隶属

函数的选取和隶属度值的获取具有一定的主观性．

粗糙集（也称Ｒｏｕｇｈ集或粗集）理论是一种定量分

析处理不确定概念的数学工具，它用两个精确的集

合构成不确定概念的两个边界，且边界的大小可以

确定．对模糊集和粗糙集在描述不确定概念的异同，

王国胤［２０］指出：模糊集理论是用不精确的方法去描

述不确定的概念，而粗糙集理论是用精确的集合描

述不确定概念．由于粗糙集理论思想新颖、方法独

特、计算简便，它已成为一种重要的智能信息处理技

术．商空间理论是借用集合拓扑方法，构建不确定概

念外延的多粒度描述方法；云模型则是利用正态云

作为概念原型来实现不确定概念的随机性和模糊性

统一描述，基于云模型的双向认知模型，并利用云发

生器和逆向云发生器建立不确定概念内涵和外延的

双向认知计算模型［７，８］．

从粒计算的观点来看，在不同粒度世界，其不确

定概念的不确定性表现不同．粗糙集方法给研究者

提供了在精确划分知识空间下不确定概念的表示方

法，其本质的思想是利用等价关系来建立一个知识

基，在知识基上用两个集合形成不确定概念（犡）的

上近似集和下近似集．如果知识基中的知识粒较粗，

被刻画的不确定概念的边界域较宽；如果知识粒较

细，被描述的不确定概念的边界域较窄．虽然粗糙集

模型给出了刻画不确定概念的两个边界集合，但是

没有给出在当前知识基中如何得到不确定概念（目

标概念）的一个确定近似概念（即用一个精确集作为

不确定概念的近似集）．对此，我们在文献［２２］中提

出了粗糙集近似集的概念，利用条件属性对论域形

成的知识基直接构建不确定概念犡 的近似集，这个

近似集相对于粗糙集中的不确定概念（犡）的下近似

集犚（犡）或上近似集珚犚（犡）可能有更好的近似度．粗

糙集的近似集犚０．５（犡）主要研究讨论目标概念是一

个普通的康托集犡，只是这个集合犡 在当前知识基

下是粗糙的（即无法用现有知识粒的并集构成）．如

果我们研究的不确定概念（目标概念）本身是一个模
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糊集（犃）时，如何利用现有知识基来刻画这个不确

定概念犃？针对此问题，粗糙模糊集（Ｒｏｕｇｈｆｕｚｚｙ

ｓｅｔ）在用上近似集珡犃犚和下近似集犃犚这两个模糊集

作为不确定概念（犃）（目标模糊集）的边界模糊集．

很多研究者在经典粗糙集理论的基础上，对粗糙模

糊集进行了研究．Ｄｕｂｏｉｓ和Ｙａｏ等人
［２９３０］分析了粗

糙模糊集和模糊粗糙集之间的联系和不同；吴伟志、

张文修、徐宗本等人［３１］用构造性方法和公理化研究

了粗糙模糊集及其相关性质；郭增晓、米据生等

人［３２］对粗糙模糊集的不确定性进行了研究；魏本

成、张诚一等人［３３］研究了粗糙模糊集的相似度量．

这些研究促进了粗糙模糊集的发展，也推广了粗糙

集的适用范围，在一定程度上解决了目标概念是模

糊集的不确定性决策信息系统的知识获取问题．

虽然刻画和描述一个不确定概念（犃）（目标模

糊集）的方法很多，其主要思路都是给出目标模糊集

的上、下近似集珡犃犚和犃犚，然后利用它们来度量概念

的不确定性或提取模糊决策规则．但这些方法都没

有给出如何用一个模糊集或精确集来逼近不确定概

念（犃）（目标模糊集）．在划分知识空间（即精确知识

粒空间）下，如何构建一个模糊集的近似集是一个值

得研究的课题．在研究粗糙集近似集的基础上，本文

利用条件属性对论域形成的知识基（划分空间）直接

构建不确定概念（犃）（目标模糊集）的近似集，一方

面构建不确定概念（犃）（目标模糊集）在当前知识基

下的模糊近似集，该模糊集是当前知识基下与不确

定概念（犃）（目标模糊集）最相似的模糊集；另一方

面，构建不确定概念（犃）（目标模糊集）在当前知识

基下的近似精确集（该集合是普通的康拓集），该近

似集是当前知识基下与不确定概念（犃）（目标模糊

集）最相似的康拓集．此外，本文还讨论了随着知识

基中知识粒度的细分，粗糙模糊集的近似集与不确

定概念（犃）（目标模糊集）的近似度的变化规律．

本文第２节介绍粗糙集、粗糙模糊集和相似度

等相关基本概念；第３节给出粗糙模糊集的近似集

及其相关性质；第４节讨论不同知识粒度下不确定

概念（犃）（目标模糊集）的近似集和犃的相似度变化

关系；第５节是结束语．

２　相关基本概念

在介绍粗糙模糊集的近似集之前，这里先回顾

一些基本概念，并提出均值模糊集等相关概念和本

文所用的模糊集相似度公式．

定义１（集合划分）．　设犝 是一个论域集合，若

犛＝｛犡１，犡２，…，犡犿｝，其中犡犻犝（犻＝１，２，…，犿），

且犡犻∩犡犼＝（犻≠犼），称犛＝｛犡１，犡２，…，犡犿｝是犝

的一个划分．

定义２（知识基）
［３，３４］．　设（犝，犚）是Ｐａｗｌａｋ近

似空间，即犚是犝 上的一个等价关系，犝／犚＝｛犡１，

犡２，…，犡犿｝是犝 在犚 下形成的划分，称犝／犚＝

｛犡１，犡２，…，犡犿｝为Ｐａｗｌａｋ知识基，简称（犝，犚）知

识基．［狓］犚∈犝／犚表示对象狓在等价关系犚 上形成

的等价类．

定义３（粗糙模糊集）
［２９］．　设（犝，犚）是Ｐａｗｌａｋ

近似空间，即犚是犝 上的一个等价关系，设犃是犝

上的模糊集，犃关于（犝，犚）的一对上近似珡犃犚和下近

犃犚定义为犝 上的一对模糊集合，其隶属函数分别为

狓∈犝，

μ珡犃犚
（狓）＝ｓｕｐ｛狌犃（狔）狘狔∈ ［狓］犚｝；

μ犃犚
（狓）＝ｉｎｆ｛μ犃（狔）狘狔∈ ［狓］犚｝．

其中［狓］犚表示元素狓在等价关系犚 下的等价类，若

珡犃犚＝犃犚，则称犃是可定义的，否则称（犃犚，珡犃犚）是粗

糙模糊集（Ｒｏｕｇｈｆｕｚｚｙｓｅｔ）．称犃犚是犃 关于（犝，犚）

的正域，称～珡犃犚是犃 关于（犝，犚）的负域，称珡犃犚∩

（～犃犚）为犃关于（犝，犚）的边界．容易验证，当犃是

犝 上的经典集合时，上述定义退化为经典的Ｐａｗｌａｋ

粗糙集．粗糙模糊集有以下性质
［２９］：

（１）犃犚犃珡犃犚；

（２）（犃∪犅）犚＝珡犃犚∪珚犅犚；

（３）（犃∩犅）犚＝犃犚∩犅犚；

（４）犃犚∪犅犚（犃∪犅）犚；

（５）（犃∩犅）犚珡犃犚∩珚犅犚；

（６）（～犃犚）＝～（犃犚）；（～犃）犚＝～珡犃犚．

定义４（阶梯模糊集）．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝

是一个论域集合，犚 是犝 上的等价关系，犝／犚＝

｛犡１，犡２，…，犡犿｝是犝在犚下形成的划分，其中犡犻＝

｛狓犻１，狓犻２，…，狓犻狋犻｝（犻＝１，２，…，犿）且狋１＋狋２＋…＋狋犿＝

狀，犃是犝 上一个模糊集．若μ犃（狓犻１）＝μ犃（狓犻２）＝

μ犃（狓犻３）＝…＝μ犃（狓犻狋犻）＝犮犻（０犮犻１，犻＝１，２，…，

犿），则称犃是知识基犝／犚上的阶梯型模糊集，犮犻为

阶梯隶属函数值．

在不混淆的情况下，可以记μ犃（犡犻）＝犮犻（１

犻犿）．

显然粗糙模糊集犃在犝／犚上形成的上、下近似

集珡犃犚和犃犚分别是知识基犝／犚上的阶梯型模糊集．

定义５（模糊集的相似度（近似度））．设犃，犅是
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有限论域犝 上的两个模糊子集，即犃∈犉（犝），犅∈

犉（犝），定义映射：

犛：犉（犝）×犉（犝）→ ［０，１］，

即（犃，犅）→犛（犃，犅）．称犛（犃，犅）是模糊集犃，犅之

间的相似度，如果犛（犃，犅）满足如下条件：

（１）有界性．对任意的犃，犅∈犉（犝），０犛（犃，

犅）１；

（２）对称性．对任意的犃，犅∈犉（犝），犛（犃，犅）＝

犛（犅，犃）；

（３）对任意的犃，犅∈犉（犝），犛（犃，犃）＝１；

犛（犃，犅）＝０的充要条件是犃∩犅＝．

对于任意满足（１）、（２）和（３）三个条件公式都是模糊

集犃，犅之间的相似度公式．

为了简化起见，设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，令

犛（犃，犅）＝１－
１

槡狀
∑
狀

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犅（狓犻））槡
２

（１）

显然式（１）中的犛（犃，犅）满足定义５．本文用式（１）作

为离散论域上模糊集的相似度公式．

如果犝＝［犪，犫］是一个连续论域，令

犛（犃，犅）＝１－
１

犫－犪∫
犫

犪

（μ犃（狓）－μ犅（狓））
２ｄ槡 狓

（２）

式（２）中的犛（犃，犅）也满足定义５．

另外，令ｄ（犃，犅）＝１－犛（犃，犅），称ｄ（犃，犅）为

模糊集犃，犅之间的距离．

对于论域犝 上的任意模糊集犃，分别用珡犃犚和

犃犚作为犃 的近似集是研究者的一般思路，但在给定

的知识基犝／犚上，是否有更好的阶梯模糊集作为犃

的近似集，使得其与犃 的近似程度更好？下面给出

一个模糊集的均值模糊集的概念．

定义６（均值模糊集）．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝

是一个论域集合，犚是犝 上的等价关系，犃 是犝 上

一个模糊集．定义模糊集犃
犚 ，其中对于任意狓∈犝，

μ犃犚
（狓）＝

∑
狔∈［狓］犚

μ犃（狔）

［狓］犚

称模糊集犃
犚 是犃 的均值模糊集．

如果 犝 ＝ ［犪，犫］是一个连续论域集合，则

μ犃（狓）＝
１

犫－犪∫
犫

犪
μ犃（狓）ｄ狓．

例１．设犝＝｛狓１，狓２，…，狓９｝，在犝 上的模糊集

犃＝
０．１

狓１
＋
０．１５

狓２
＋
０．５

狓３
＋
０．７

狓４
＋

１

狓５
＋
１

狓６
＋
０．８

狓７
＋
０．６

狓８
＋
０．４

狓９
；

犚是犝 上的等价关系，犝／犚＝｛｛狓１，狓２，狓３｝，｛狓４，

狓５，狓６｝，｛狓７，狓８，狓９｝｝；则

珡犃犚 ＝
０．５

狓１
＋
０．５

狓２
＋
０．５

狓３
＋
１

狓４
＋

１

狓５
＋
１

狓６
＋
０．８

狓７
＋
０．８

狓８
＋
０．８

狓９
；

犃犚 ＝
０．１

狓１
＋
０．１

狓２
＋
０．１

狓３
＋
０．７

狓４
＋

０．７

狓５
＋
０．７

狓６
＋
０．４

狓７
＋
０．４

狓８
＋
０．４

狓９
；

犃
＝
０．２５

狓１
＋
０．２５

狓２
＋
０．２５

狓３
＋
０．９

狓４
＋

０．９

狓５
＋
０．９

狓６
＋
０．６

狓７
＋
０．６

狓８
＋
０．６

狓９
；

犛（犃，珡犃犚）＝１－
１

槡９
∑
９

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ珡犃犚
（狓犻））槡

２

＝－
１

３
（０．４２＋０．３５

２
＋０

２
＋０．３

２
＋

０２＋０
２
＋０

２
＋０．２

２
＋０．４

２）
１
２ ＋１

＝０．７４８；

犛（犃，犃犚）＝１－
１

槡９
∑
９

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犃犚
（狓犻））槡

２

＝－
１

３
（０２＋０．０５

２
＋０．４

２
＋０

２
＋０．３

２
＋

０．３２＋０．４
２
＋０．２

２
＋０

２）
１
２ ＋１

＝０．７５４；

犛（犃，犃
犚）＝１－

１

槡９
∑
９

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犃（狓犻））槡
２

＝－
１

３
（０．１５２＋０．１

２
＋０．２５

２
＋０．２

２
＋

０．１２＋０．１
２
＋０．２

２
＋０

２
＋０．２

２）
１
２ ＋１

＝０．８３８．

　　另外，如果犝 是一个连续区间，而犃是犝 上的

模糊集，其隶属函数定义为μ犃（狓）＝ｅ
－π狓

２

（相当于一

个均值为０，方差为１／ ２槡π的正态隶属函数）．则犃

的下近似集犃犚、上近似集珡犃犚和犃 的均值模糊集

犃
犚 分别如图１、图２和图３所示；这３个模糊集的对

比如图４所示．

由此可以看出，犃 的均值模糊集犃
犚 与犃 的近

似程度更高．是否存在犝／犚 上的另外的阶梯模糊

集，该阶梯模糊集与犃的近似程度比犃
犚 与犃 的近

似程度更高？即犃
犚 是否是犃 的最佳（最接近）阶梯

模糊集？接下来，我们将分析这些问题．
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图１　模糊集犃的下近似集 图２　模糊集犃的上近似集

图３　模糊集犃的均值模糊集 图４　模糊集犃的上、下近似集与均值模糊集对比图

３　粗糙模糊集的近似集

对于论域犝 上的任意模糊集犃，均有犃犚犃

珡犃犚．因此，在当前知识基犝／犚 下，如何寻求得到不

确定概念犃（目标概念）的近似集合是值得探讨的问

题．粗糙模糊集给出了犃 的近似的边界模糊集合

珡犃犚和犃犚，但是没有给出犃的近似集合如何构造．如

果直接用犃犚作为犃 的近似集或直接用珡犃犚作为犃

的近似集，则近似度分别是犛（犃，犃犚）和犛（犃，珡犃犚）．

根据本文第２节的例１，我们可以看出犛（犃，犃犚）或

犛（犃，珡犃犚）都不一定大于犛（犃，犃

犚 ）．在当前知识基

中知识粒的粒度不变的情况下，是否有更合适的集

合作为犃的近似集呢？即在犝／犚知识基下是否存

在与目标概念（模糊集）犃近似度更高的集合？从例１

中是否可以得到犃
犚 是犃 的最佳（最接近）阶梯模糊

集？下面的定理１回答了这个问题．

定理１．　设犝 是一个论域集合，犚 是犝 上的

等价关系，犃 是犝 上一个模糊集，犃
犚 是犃 在犝／犚

上的均值模糊集，则在犝／犚 上的任意阶梯模糊集

犅，均有犛（犃，犃
犚）犛（犃，犅）．

证明．　这里我们只讨论有限离散论域（连续论

域情况与之类似）．

设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，犝／犚＝｛犡１，犡２，…，

犡犿｝，其中犡犻＝｛狓犻１，狓犻２，…，狓犻狋犻｝（犻＝１，２，…，犿）．

令μ犅（犡犻）＝犮犻（犻＝１，２，…，犿），即μ犅（狓犻１）＝

μ犅（狓犻２）＝…＝μ犅（狓犻狋犻）＝犮犻，０犮犻１，狋１＋狋２＋…＋

狋犿＝狀．则

犛（犃，犅）＝１－
１

槡狀
∑
狀

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犅（狓犻））槡
２

　 ＝１－
１

槡
［

狀
∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犅（狓１犻））
２
＋

　　∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犅（狓２犻））
２
＋…＋

　　∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犅（狓犿犻））］２
１
２
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　 ＝１－
１

槡
［

狀
∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－犮１）
２
＋

　　∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－犮２）
２
＋…＋

　　∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－犮犿）］２
１
２

．

令

狔１ ＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－犮１）
２

＝（μ犃（狓１１）－犮１）
２
＋（μ犃（狓１２）－犮１）

２
＋…＋

（μ犃（狓１狋１）－犮１）
２；

狔２ ＝∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－犮２）
２

＝（μ犃（狓２１）－犮２）
２
＋（μ犃（狓２２）－犮２）

２
＋…＋

（μ犃（狓２狋２）－犮２）
２；…；

狔犿 ＝∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－犮犿）
２

＝（μ犃（狓犿１）－犮犿）
２
＋（μ犃（狓犿２）－犮犿）

２
＋…＋

（μ犃（狓犿狋犿）－犮犿）
２．

对于狔１，由
ｄ狔１
ｄ犮１
＝－２［（μ犃（狓１１）－犮１）＋（μ犃（狓１２）－

犮１）＋…＋（μ犃（狓１狋１）－犮１）］，令
ｄ狔１
ｄ犮１
＝０，解得犮１＝

１

狋１
［μ犃（狓１１）＋μ犃 （狓１２）＋…＋μ犃 （狓１狋１）］，又因为

ｄ２狔１
ｄ犮２１

＞０，所以，当犮１＝
１

狋１
［μ犃（狓１１）＋μ犃（狓１２）＋…＋

μ犃（狓１狋１）］时，狔１取得最小值．

同理，当犮２＝
１

狋２
［μ犃（狓２１）＋μ犃（狓２２）＋…＋

μ犃（狓２狋２）］时，狔２取得最小值．以此类推，当犮犿 ＝

１

狋犿
［μ犃（狓犿１）＋μ犃（狓犿２）＋…＋μ犃（狓犿狋犿）］时，狔犿取得

最小值．

因此，当犮１ ＝
１

狋１
［μ犃（狓１１）＋μ犃（狓１２）＋ … ＋

μ犃（狓１狋１）］，犮２ ＝
１

狋２
［μ犃（狓２１）＋μ犃（狓２２）＋ … ＋

μ犃（狓２狋２）］，…，犮犿 ＝
１

狋犿
［μ犃（狓犿１）＋μ犃（狓犿２）＋…＋

μ犃（狓犿狋犿）］时，∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－犮１）
２
＋∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－

犮２）
２
＋…＋∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－犮犿）
２ 取得最小值，即

犛（犃，犅）＝１－
１

槡
［

狀
∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－犮１）
２
＋

　∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－犮２）
２
＋…＋∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－犮犿）］２
１
２

取得最大值．此时，

μ犅（犡犻）＝μ犅（狓犻１）＝μ犅（狓犻２）＝…＝

μ犅（狓犻狋犻）＝犮犻＝

∑
狔∈犡犻

μ犃（狔）

｜犡犻｜
．

换言之，当阶梯模糊集犅等于犃的均值模糊集犃
犚

时，犛（犃，犅）取得最大值．即在当前知识基犝／犚上的

任意阶梯模糊集犅，均有犛（犃，犅）犛（犃，犃
犚）．证毕．

定理１表明，对于犝 上的一个模糊集犃，在当

前的知识基犝／犚上的所有阶梯模糊集中，只有均值

模糊集犃
犚 与犃 最接近，即犃


犚 是犃 的最佳近似阶

梯模糊集．

推论１．　设犝 是一个论域集合，犚 是犝 上的

等价关系，犃 是犝 上一个模糊集，犃
犚 是犃 在犝／犚

上的均值模糊集，则犛（犃，犃
犚 ）犛（犃，珡犃犚），且有

犛（犃，犃
犚）犛（犃，犃犚）．

由于模糊集犃的上、下近似集珡犃犚和犃犚分别都

是犃 的阶梯模糊集，根据定理１，推论１显然成立．

推论１事实上表明分别用珡犃犚和犃犚作为模糊集犃 的

近似集都不如用犝／犚 上的均值模糊集犃
犚 作为犃

的近似集好，在图４中，可以看到犃 的均值模糊集

犃
犚 介于珡犃犚和犃犚之间．

定理１及其推论１给出了在犝／犚上模糊集犃

的最佳近似集，该集合是犝／犚上的均值模糊集．然

而在犝／犚上是否存在模糊集犃 的最佳的近似精确

集（康拓集），而且该近似集是犝／犚上的部分知识粒

的并集（最接近模糊集犃 的一个精确集）？若存在，

则这个精确集作为模糊集犃 的近似集将有利于模

糊集在划分知识空间中的分割．

定义７（犝／犚上的精确集）．　设犝＝｛狓１，狓２，…，

狓狀｝，犚是犝 上的等价关系，犃 是犝 上一个模糊集，

犝／犚＝｛犡１，犡２，…，犡犿｝，其中 犡犻＝｛狓犻１，狓犻２，…，

狓犻狋犻｝（犻＝１，２，…，犿）．称犃
犚为模糊集犃 在犝／犚上的

精确集，当且仅当对于任意犡犻∈犝／犚，μ犃犚
（犡犻）＝１

或者μ犃犚
（犡犻）＝０，即μ犃犚

（狓犻１）＝μ犃犚
（狓犻２）＝…＝

μ犃犚
（狓犻狋犻）＝１或μ犃犚

（狓犻１）＝μ犃犚
（狓犻２）＝…＝μ犃犚

（狓犻狋犻）

＝０，犻＝１，２，…，犿．

一个犝／犚上的精确集是指可以用犝／犚上的部

分知识粒的并集构成的集合，即犝／犚＝｛犡１，犡２，…，

犡犿｝中部分分块的并集．

９８４１７期 张清华等：粗糙模糊集的近似表示



定义８（犝／犚上的０．５精确集）．　设犝＝｛狓１，

狓２，…，狓狀｝，犚是犝 上的等价关系，犃是犝 上一个模

糊集，称犃
犚
０．５为模糊集犃在犝／犚上的０．５精确集，

其中，对于任意狓∈犝，

μ犃犚
０．５

（狓）＝

１，
∑

狔∈［狓］犚

μ犃（狔）

［狓］犚
０．５

０，
∑

狔∈［狓］犚

μ犃（狔）

［狓］犚
＜

烅

烄

烆
０．５

．

　　此时，犃
犚
０．５是犝上一个普通的精确集，也是犝／犚＝

｛犡１，犡２，…，犡犿｝中部分元素的并集，即犝／犚 上的

０．５精确集犃
犚
０．５是一个犝／犚上的精确集，如图５中

的深色区域所示．

图５　模糊集的０．５精确集（深色区域）

定理２．　设犝 是一个论域集合，犚 是犝 上的

等价关系，犃 是犝 上一个模糊集，犃
犚
０．５为模糊集犃

在犝／犚上的０．５精确集，则在犝／犚上的任意精确

集犃犚，均有犛（犃，犃
犚
０．５）犛（犃，犃

犚）．

证明．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，犝／犚＝｛犡１，

犡２，…，犡犿｝，其中犡犻＝｛狓犻１，狓犻２，…，狓犻狋犻｝，０犮犻１，

狋１＋狋２＋…＋狋犿＝狀，犻＝１，２，…，犿．

犛（犃，犃
犚
０．５）＝１－

１

槡
（
狀
∑
狀

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犃犚
０．５

（狓犻）））２
１
２

　 ＝１－
１

槡
［

狀
∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
０．５

（狓１犻））
２
＋

　　∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚
０．５

（狓２犻））
２
＋…＋

　　∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
０．５

（狓犿犻））］２
１
２

令狔１＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
０．５

（狓１犻））
２；狔２＝∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－

μ犃犚
０．５

（狓２犻））
２；…；狔犿＝∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
０．５

（狓犿犻））
２．

犛（犃，犃犚）＝１－
１

槡
（
狀
∑
狀

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犃犚
（狓犻）））２

１
２

　 ＝１－
１

槡
［

狀
∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
（狓１犻））

２
＋

　　∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚
（狓２犻））

２
＋…＋

　　∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
（狓犿犻））］２

１
２

令狕１＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
（狓１犻））

２；狕２＝∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－

μ犃犚
（狓２犻））

２；…；狕犿＝∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
（狓犿犻））

２．

对于犡１，

①若∑

狋
１

犻＝１
μ犃（狓１犻）

狋１
２
，则μ犃犚

０．５

（狓１１）＝μ犃犚
０．５

（狓１２）＝…

＝μ犃犚
０．５

（狓１狋
１
）＝１．此时

ｉ）若μ犃犚
（狓１１）＝μ犃犚

（狓１２）＝…＝μ犃犚
（狓１狋

１
）＝１，

显然有狔１＝狕１；

ｉｉ）若μ犃犚
（狓１１）＝μ犃犚

（狓１２）＝…＝μ犃犚
（狓１狋

１
）＝０，

则

狔１＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
０．５

（狓１犻））
２
＝（μ犃（狓１１）－１）

２
＋

（μ犃（狓１２）－１）
２
＋…＋（μ犃（狓１狋１）－１）

２

＝μ犃（狓１１）
２
＋μ犃（狓１２）

２
＋…＋

μ犃（狓１狋１）
２
－２（μ犃（狓１１）＋

μ犃（狓１２）＋…＋μ犃（狓１狋１））＋狋１．

因为，∑

狋
１

犻＝１
μ犃（狓１犻）

狋１
２
，

即２（μ犃（狓１１）＋μ犃（狓１２）＋…＋μ犃（狓１狋１））狋１，因此

狔１ μ犃（狓１１）
２
＋μ犃（狓１２）

２
＋…＋μ犃（狓１狋１）

２

＝（μ犃（狓１１）－μ犃犚
（狓１１））

２
＋（μ犃（狓１２）－

μ犃犚
（狓１２））

２
＋…＋（μ犃（狓１狋１）－μ犃犚

（狓１狋
１
））２

＝狕１．

　②若∑

狋
１

犻＝１
μ犃（狓１犻）＜

狋１
２
，则μ犃犚

０．５

（狓１１）＝μ犃犚
０．５

（狓１２）＝…

＝μ犃犚
０．５

（狓１狋
１
）＝０．此时

ｉ）若μ犃犚
（狓１１）＝μ犃犚

（狓１２）＝…＝μ犃犚
（狓１狋

１
）＝０，

显然有狔１＝狕１；
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ｉｉ）若μ犃犚
（狓１１）＝μ犃犚

（狓１２）＝…＝μ犃犚
（狓１狋

１
）＝１，

则 狔１ ＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
０．５

（狓１犻））
２

＝μ犃（狓１１）
２
＋μ犃（狓１２）

２
＋…＋μ犃（狓１狋１）

２．

因为∑

狋
１

犻＝１
μ犃（狓１犻）＜

狋１
２
，即２（μ犃（狓１１）＋μ犃（狓１２）＋…＋

μ犃（狓１狋１））＜狋１，因此

狔１＝μ犃（狓１１）
２
＋μ犃（狓１２）

２
＋…＋μ犃（狓１狋１）

２

＜μ犃（狓１１）
２
＋μ犃（狓１２）

２
＋…＋μ犃（狓１狋１）

２
－

２（μ犃（狓１１）＋μ犃（狓１２）＋…＋μ犃（狓１狋１））＋狋１

＝（μ犃（狓１１）－１）
２
＋（μ犃（狓１２）－１）

２
＋…＋

（μ犃（狓１狋１）－１）
２

＝狕１．

　　根据①②可知狔１狕１．

同理可证，狔２狕２，…，狔犿狕犿．

综上所述，

犛（犃，犃
犚
０．５）＝１－

１

槡狀
∑
犿

犻＝１

狔槡 犻 １－
１

槡狀
∑
犿

犻＝１

狕槡 犻　

＝犛（犃，犃
犚）． 证毕．

　　定理２表明，在犝／犚知识基上形成的所有精确

集中，犝／犚上的０．５精确集是模糊集犃 最佳近似

精确集．因此，可以用每个知识粒中对象属于模糊集

的隶属度均值是否大于０．５来决定该知识粒是否属

于近似集，这为在犝／犚知识基上构建模糊集的近似

集提供理论基础，并易于得到模糊集的最佳近似精

确集．

４　粗糙模糊集的近似集随知识粒度的

变化关系

　　从粒计算的观点来看，一个目标概念在不同知

识粒空间中，其不确定性表现不同，随着知识基中知

识粒子的不断细化，粗糙集、粗糙模糊集的不确定性

的变化规律的研究成为热点问题［２１２３］，我们在文

献［２１］中研究分析了粗糙集的模糊度随知识粒度的

变化规律，在文献［２３］中研究了不同粒计算方法的

不确定性随知识粒度的变化关系，在文献［２２］中研

究了粗糙集的近似集随知识粒度的变化规律．第３

节我们研究了一个模糊集在一个划分知识基犝／犚

上的近似模糊集和精确集如何构建的问题．当知识

基中的知识粒被细分时，模糊集在犝／犚上的均值模

糊集和０．５精确集如何变化，它们与目标概念的近

似程度犛（犃，犃
犚）和犛（犃，犃

犚
０．５）是否发生变化？如果

变化，其规律是什么？接下来研究这些问题．

命题１．　设狓１，狓２，…，狓狀是狀个实数，令狔＝

（狓１－犪）
２＋（狓２－犪）

２＋…＋（狓狀－犪）
２．则当犪＝

狓１＋狓２＋…＋狓狀
狀

时，狔取得最小值．

定义９
［３５］．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝为非空有限

论域，犘′＝｛犘′１，犘′２，…，犘′犾｝和犘″＝｛犘″１，犘″２，…，犘″犿｝

为犝 上的两个划分空间，如果犘犻′∈犘′（犘
犼″
∈犘″（犘′犻

犘″犼）），则称犘′是犘″的细划分空间，记为犘′犘″．

定义１０
［３５］． 设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝为非空有限

论域，犘′＝｛犘′１，犘′２，…，犘′犾｝和犘″＝｛犘″１，犘″２，…，犘″犿｝

为犝 上的两个划分空间，如果犘′犘″，且犘犻′∈犘′

（犘
犼″
∈犘″（犘′犻犘″犼）），则称犘′是犘″的严格细划分空

间，记为犘′犘″．

定理３． 设犝 是一个论域集合，犚１和犚２都是

犝 上的等价关系，犃是犝 上一个模糊集．若犚１犚２，

则犛（犃，犃
犚
１
）犛（犃，犃

犚
２
）．

证明． 设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，犝／犚１＝｛犡１，犡２，…，

犡犿｝，其中犡犻＝｛狓犻１，狓犻２，…，狓犻狋犻｝（犻＝１，２，…，犿），

犝／犚２＝｛犢１，犢２，…，犢犾｝，犿犾狀．因为犚１犚２，所

以犝／犚２犝／犚１，划分犝／犚２是划分犝／犚１的细分，换

言之，犝／犚１中的每个元素是犝／犚２中的若干个元素

的并集．为了简化证明，不妨设犝／犚２＝｛犢１，犢２，犡２，

犡３，犡４，…，犡犿｝，即犝／犚１中只有一个元素犡１被细

分成两个元素犢１和犢２，其他元素保持不变（其他情

况证明类似）．设｜犢１｜＝犪，｜犢２｜＝犫，犪＋犫＝狋１，其中

犢１＝｛狓１１，狓１２，…，狓１犪｝，犢２ ＝｛狓１，犪＋１，狓１，犪＋２，…，

狓１狋
１
｝．

犛（犃，犃
犚
１
）＝１－

１

槡狀
∑
狀

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犃犚
１

（狓犻））槡
２

＝１－
１

槡
［

狀
∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
１

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚
１

（狓２犻））
２
＋…＋

∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
１

（狓犿犻））］２
１
２

，

犛（犃，犃
犚
２
）＝１－

１

槡狀
∑
狀

犻＝１

（μ犃（狓犻）－μ犃犚
２

（狓犻））槡
２

＝１－
１

槡
［

狀
∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
２

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
２

（狓１犻））
２
＋
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　∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚
２

（狓２犻））
２
＋…＋

　∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
２

（狓犿犻））］２
１
２

，

显然

∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚
１

（狓２犻））
２
＋…＋

∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
１

（狓犿犻））
２

＝∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚
２

（狓２犻））
２
＋…＋

∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚
２

（狓犿犻））
２；

令 α＝
μ犃（狓１犻）＋μ犃（狓１２）＋…＋μ犃（狓１狋１）

狋１
，

β＝
μ犃（狓１犻）＋μ犃（狓１２）＋…＋μ犃（狓１犪）

犪
，

γ＝
μ犃（狓１，犪＋１）＋μ犃（狓１，犪＋２）＋…＋μ犃（狓１狋１）

狋１－犪
．

根据命题１和均值模糊集的定义有

∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
２

（狓１犻））
２
＝∑

犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－β）
２

∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－α）
２，

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
２

（狓１犻））
２
＝∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－γ）
２

 ∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－α）
２，

所以，∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
２

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
２

（狓１犻））
２

∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－α）
２
＋∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－α）
２

＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－α）
２

＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚
１

（狓１犻））
２．

　　因此，犛（犃，犃
犚
１
）犛（犃，犃

犚
２
）． 证毕．

定理４．　设犝 是一个论域集合，犚１和犚２都是

犝上的等价关系，犃是犝 上一个模糊集．若犚１犚２，

则犛（犃，犃
犚
１

０．５
）犛（犃，犃

犚
２

０．５
）．

证明．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，犝／犚１＝｛犡１，

犡２，…，犡犿｝，其中 犡犻＝｛狓犻１，狓犻２，…，狓犻狋犻｝（犻＝１，

２，…，犿），犝／犚２＝｛犢１，犢２，…，犢犾｝，犿犾狀．因为

犚１犚２，所以犝／犚２犝／犚１，为了简化证明，不妨设

犝／犚１中只有一个元素犡１被细分成两个元素犢１和

犢２，其他元素保持不变（其他情况类似），即犝／犚２＝

｛犢１，犢２，犡２，犡３，犡４，…，犡犿｝．设｜犢１｜＝犪，｜犢２｜＝

犫＝狋１－犪，其中犢１＝｛狓１１，狓１２，…，狓１犪｝，犢２＝｛狓１，犪＋１，

狓１，犪＋２，…，狓１狋
１
｝．

犛（犃，犃
犚
１

０．５
）＝１－

１

槡
［

狀
∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚１
０．５

（狓２犻））
２
＋…＋

∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚１
０．５

（狓犿犻））］２
１
２

令 狔１ ＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２；

狔２ ＝∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚１
０．５

（狓２犻））
２；…；

狔犿 ＝∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚１
０．５

（狓犿犻））
２．

犛（犃，犃
犚
２
０．５
）＝１－

１

槡
［

狀
∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚２
０．５

（狓２犻））
２
＋…＋

∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚２
０．５

（狓犿犻））］２
１
２

；

令 狕１１ ＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２；

狕１２ ＝∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２；

狕２ ＝∑

狋
２

犻＝１

（μ犃（狓２犻）－μ犃犚２
０．５

（狓２犻））
２；…；

狕犿 ＝∑

狋犿

犻＝１

（μ犃（狓犿犻）－μ犃犚２
０．５

（狓犿犻））
２．

显然，狔２＝狕２；狔３＝狕３；…；狔犿＝狕犿．而

狔１ ＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２．
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　　①当∑

狋
１

犻＝１
μ犃（狓１犻）

狋１
２
时，

ｉ）若∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）

犪
２
，且∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）

犫
２
（犫＝

狋１－犪），则

μ犃犚１
０．５

（狓１犻）＝１（犻＝１，２，…，狋１），μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝１（犻＝１，

２，…，犪），μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝１（犻＝犪＋１，犪＋２，…，狋１），因此

狔１ ＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２

＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－１）
２

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－１）
２
＋∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－１）
２

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＝狕１１＋狕１２．

　　ｉｉ）若∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）

犪
２
且∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）＜

犫
２
（犫＝

狋１－犪），则

μ犃犚１
０．５

（狓１犻）＝１（犻＝１，２，…，狋１），

μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝１（犻＝１，２，…，犪），

μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝０（犻＝犪＋１，犪＋２，…，狋１），

狔１ ＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２
＝

∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－１）
２

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－１）
２
＋∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－１）
２

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）

２
－２∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）＋犫

∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）

２

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＝狕１１＋狕１２．

　　ｉｉｉ）若∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）＜

犪
２
，且∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）

犫
２
（犫＝

狋１－犪），类似的可以证明，狔１狕１１＋狕１２．

②当∑

狋
１

犻＝１
μ犃（狓１犻）＜

狋１
２
时，

ｉ）若∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）＜

犪
２
，且∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）＜

犫
２
（犫＝

狋１－犪），μ犃犚１
０．５

（狓１犻）＝０（犻＝１，２，…，狋１），μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝０

（犻＝１，２，…，犪），μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝０（犻＝犪＋１，犪＋２，…，

狋１），此时，显然有狔１＝狕１１＋狕１２．

ｉｉ）若∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）＜

犪
２
且∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）

犫
２
（犫＝

狋１－犪），μ犃犚１
０．５

（狓１犻）＝０（犻＝１，２，…，狋１），μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝０

（犻＝１，２，…，犪），μ犃犚２
０．５

（狓１犻）＝１（犻＝犪＋１，犪＋２，…，

狋１），则

狔１＝∑

狋
１

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚１
０．５

（狓１犻））
２
＝∑

狋
１

犻＝１
μ犃（狓１犻）

２

＝∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）

２
＋∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）

２

∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）

２
＋∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）

２
－２∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）＋犫

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）
２
－１）

２

＝∑
犪

犻＝１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＋

∑

狋
１

犻＝犪＋１

（μ犃（狓１犻）－μ犃犚２
０．５

（狓１犻））
２
＝狕１１＋狕１２．

　　ｉｉｉ）若∑
犪

犻＝１
μ犃（狓１犻）

犪
２
，且有∑

狋
１

犻＝犪＋１
μ犃（狓１犻）＜

犫
２

（犫＝狋１－犪），类似的可以证明狔１狕１１＋狕１２．

综合①②，可以得到狔１狕１１＋狕１２．

综上所述，犛（犃，犃
犚
１
０．５
）犛（犃，犃

犚
２
０．５
）． 证毕．

定理３和定理４表明，随着知识粒度的细分，均

值模糊集和０．５精确集与目标模糊概念的近似度

将逐渐增加．图６是知识粒被细分后的０．５精确

集，它与图５相比，图６中的精确集比图５中的精确

集与目标模糊集的近似度更好．可以推断，随着知识

基中的知识粒子的细分，０．５精确集与目标模糊集

的近似度将提高．图７中，带有五角星的小方格表示

知识粒细化后没有在０．５精确集中的细知识粒，带

有圆形的小方格表示知识粒细化后增加进入０．５

精确集的知识粒，其余被着色的小方格表示知识粒

细化前后均在０．５精确集中的知识粒．
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图６　知识粒细分后的０．５精确集（深色区域）

图７　０．５精确集随知识粒度细化的变化对比图

５　结束语

在过去３０多年的粗糙集研究中，无论是在粗糙

集系统理论、扩展模型，还是在粗糙集应用系统的研

制开发上，都已经取得了非常丰富的成果，如在机器

学习、专家系统、智能决策、海量数据分析、模糊推

理、复杂问题求解、医疗诊断、故障分析等领域均有

出色的应用．结合模糊集理论，粗糙模糊集和模糊粗

糙集相继被提出，并在不同的领域得到应用．粗糙模

糊集解决了在Ｐａｗｌａｋ近似空间下，目标概念是模

糊概念（模糊集）时的近似刻画问题，主要用上、下两

个近似模糊集作为目标模糊集的边界，但没有提出

在当前知识基下如何用一个集合（模糊集或精确集）

作为目标集合的近似集的问题．本文从一个新视角

提出如何用一个模糊集或精确集来近似刻画粗糙模

糊集的问题．论文首先定义了Ｐａｗｌａｋ近似空间犝／犚

下的均值模糊集、阶梯模糊集、０．５精确集等概念，

然后给出模糊集之间相似度（近似度）的概念，构造

了一个物理意义非常清晰的相似度公式，分析得出

均值模糊集是所有阶梯模糊集中与目标概念最接近

的模糊集的结论，也得到在犝／犚下０．５精确集是与

目标概念最接近的精确集的结论．另外，从粒计算的

角度分析了在不同知识粒度下，均值模糊集和

０．５精确集与目标模糊集的相似度的变化规律．这

些方法从一个新侧面来刻画模糊集的不确定概念，

构造出模糊集的近似集，有利于促进模糊决策和模

糊划分的研究．实际问题中，一个不确定性问题（如

边界不清晰问题）往往会引起矛盾，这些不确定性往

往来自两个方面：一方面是知识基的不确定，另一方

面是目标概念的不确定，解决这种不确定（或争端问

题）的关键在于给出目标概念在当前知识基下的一

个近似集，而不是仅仅给出不确定问题（会引起争端

问题）的边界线．希望这些研究工作能够推动不确定

人工智能的发展，扩展粗糙集理论、粗糙模糊集理

论、模糊粗糙集理论等的应用范围．在今后的研究

中，我们将致力于用近似集来实现决策规则的提取，

实现模糊图像的近似分割等．

致　谢　在此，我们向对本文的工作给予支持和建

议的同行，尤其是对论文给予评审并提出宝贵意见

的专家表示深深的感谢！
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