
书书书

第３９卷　第１１期

２０１６年１１月

计　　算　　机　　学　　报

ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．３９ Ｎｏ．１１

Ｎｏｖ．２０１６

　

收稿日期：２０１５０４０１；在线出版日期：２０１５１１２３．本课题得到国家自然科学基金（６１４７２２７９，６１３３２００８，９１３１８３０１）资助．祖　?，男，１９８２

年生，博士研究生，主要研究方向为组合优化、模型检验．Ｅｍａｉｌ：７ｑｕａｎｚｕ＠ｔｏｎｇｊｉ．ｅｄｕ．ｃｎ．张苗苗（通信作者），女，１９７１年生，博士，教

授，博士生导师，主要研究领域为时间和混合系统的分析与验证．Ｅｍａｉｌ：ｍｉａｏｍｉａｏ＠ｔｏｎｇｊｉ．ｅｄｕ．ｃｎ．刘　静，女，１９６５年生，博士，教授，

博士生导师，主要研究领域为模型驱动软件开发和软件工程．

左侧带权凸二分图动态权值匹配

祖　?
１）

　张苗苗
１）

　刘　静
２）

１）（同济大学软件学院　上海　２０１８０４）

２）（华东师范大学上海市高可信计算重点实验室　上海　２０００６２）

摘　要　动态匹配问题是指在图结构变更的情况下求解某特定匹配，包括添加和删除图中顶点和边的更新操作以

及计算匹配信息的查询操作．凸二分图是一类特殊二分图，在其顶点二划分（犡，犢）中，犢 顶点集为一个全序集，每个

狓∈犡的邻点集在犢 中形成一段连续区间．已有的凸二分图动态基数匹配算法不能求解权值匹配，因而该文研究左

侧顶点带权凸二分图中动态最大权值匹配问题．文中提出一种问题求解的框架：在更新操作中维护参与匹配的顶

点集合，继而在查询操作中计算相应的匹配信息．文中基于交错路定义了可替换集，并证明可通过计算可替换集来

维护参与匹配的顶点集；提出紧致子图的概念，证明可替换集的求解等价于紧致子图的求解，从而将传统的通过寻

找交替路求解匹配的方法改进为通过寻找子图结构来求解匹配．文中利用凸二分图的凸性质将紧致子图的计算转

化为查找该子图中最大或最小狔顶点操作，进而结合隐性表征技术在增广平衡二叉查找树数据结构中快速求解，

继而设计动态匹配算法在犗（ｌｏｇ
２
｜犞｜）平摊时间下维护更新操作，在最坏线性时间下维护查询操作．较之于已知最

好的解决不带权凸二分图动态基数匹配问题的方法，该文提出的方法能在与之相同的时间复杂度下解决难度更高

的左侧带权问题．
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１　引　言

二分图中的匹配问题［１］是一类重要的组合优化

和图论问题，现实生活中很多实际问题可以基于二

分图匹配问题来求解，如调度和指派问题［２］、模式识

别和 Ｗｅｂ服务中的文本语义分析
［３４］、生物计算［５］

和网络安全问题［６］等．二分图中的动态匹配问题是

在图结构动态变更的情况下维护某一特定匹配．当

图结构规模较大时，对于图的不断变更，若用已有的

静态算法来维护特定匹配，则效率较低，故需相应的

动态算法以解决这类问题．

二分图可形式化描述为图犌＝（犡，犢；犈），其中

顶点集犞＝犡∪犢，犡和犢 是犞 的一个二划分，边集

犈犡×犢．若犢 上有一全序序列，每个狓∈犡 的邻

居在犢 的全序序列中形成一段连续区间，则称图犌

为凸二分图（ｃｏｎｖｅｘｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ）；对于任一

狓∈犡，若（狓，狔１）和（狓，狔２）属于边集犈，其中狔１和狔２

属于犢 且狔１＜狔２，则对每个狔∈犢 且狔１＜狔＜狔２，

（狓，狔）∈犈．若犡中每个狓附属一权值，则称犌为左

侧带权凸二分图，其中每条边的权值等于其狓端点

的权值．左侧带权凸二分图上的最大权值匹配问题

对应着一类经典的调度问题［２］：给定任务集合和时

间片集合，其中每个任务有释放时间、期限和权值，

且执行时间为单位时间，其调度目标是寻找最大权

值的可行调度任务子集．凸二分图动态匹配问题在

基因染色体比较［７］、频谱拍卖［８］和大规模传感器信

道分配［９］等问题中都有广泛的应用．

凸二分图上静态匹配问题的研究相对完备．文

献［１０］最早提出凸二分图上的最大基数匹配问题，

并给出一种贪心算法：按递增序列遍历犢 集合，对

每个顶点狔，在与其相连且当前未匹配的狓顶点集

中选取结束期限最小的顶点与之相匹配；基于快速优

先级队列［１１］，算法可在犗 犢 ＋ 犡 ｌｏｇｌｏｇ（ ）犡 时

间复杂度下求解．随后，文献［１２］将该问题转换成为

最小脱机问题［１３］（ｏｆｆｌｉｎｅｍｉｎｉｍｕｍｐｒｏｂｌｅｍ），进而

基于并查集［１４］（ＵｎｉｏｎＦｉｎｄ）数据结构在接近线性

时间复杂度下求解．最终，文献［１５］通过将图划分为

独立分支（ｄｉｓｔｉｎｃｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔ）进而在 （ ）犗 犡 时

间复杂度下求解该问题．

权值匹配问题一般比基数匹配问题难度更高．

根据边的权值的定义不同，凸二分图上的最大权值

匹配问题有３种变型．在右侧带权凸二分图中（每个

狔顶点关联一权值），文献［１６］给出一贪心算法，在

犗 犈 ＋ 犢 ｌｏｇ（ ）犡 时间复杂度下找到一个最大

权值匹配．在左侧带权凸二分图中（每个狓顶点关

联一权值），文献［１２］基于拟阵理论给出了一种

犗 犡 ２＋（ ）犡 犢 时间复杂度的解决方法．文献

［２］基于一种层次数据结构在犗 犡 ＋犽ｌｏｇ
２（ ）犽 的

平摊时间复杂度下求解，其中犽ｍｉｎ 犡 ，｛ ｝犢 ．

近期，文献［８］指出在普通带权凸二分图中（每个顶

点关联一权值），可在犗 犞 ｌｏｇ
２（ ）犞 时间复杂度

下求解最大权值匹配，并针对左侧带权问题，给出了

一种犗 犞 ｌｏｇ（ ）犞 时间复杂度的解决方法．

凸二分图动态匹配问题通过更新操作和查询操

作维护某类特定的匹配，其中更新操作包括添加和

删除顶点和边，查询操作包括查询某顶点是否已匹

配，以及查询某已匹配顶点的相匹配顶点．在此类问

题中，一个顶点或一条边的更新可能会导致已有匹

配中所有的边的改变，以至于维护动态匹配的难度
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很高．文献［１７］继而指出：“即使在平摊时间，也不可

能在次线性（ｓｕｂｌｉｎｅａｒ）时间下维护最大匹配的显

性表征”．通过隐性表征的技术，文献［１７］设计了一种

算法解决了凸二分图的最大基数动态匹配问题，该算

法基于二叉计算树数据结构［１８］，在犗 ｌｏｇ
２（ ）犞 平

摊时间复杂度下维护更新操作，在最坏接近线性时

间复杂度下维护查询操作．

当顶点带权时，不仅需维护匹配的最大边数，而

且还需考虑匹配权值的可增广性，这使得动态维护

权值匹配有更高的难度．本文研究左侧带权凸二分

图中最大权值动态匹配问题，发现解决该问题的关

键在于维护最大权值匹配所对应的已匹配顶点集

合，而维护该集合的关键在于计算从某个未匹配的

顶点通过交错路可达的已匹配顶点集合，或称为可

替换集．进一步地，我们提出紧致子图的概念（该子

图蕴含有完美匹配），并证明了可替换集的求解等价

于紧致子图的求解，同时针对凸二分图结构找到了

一种快速求解该子图的方法．在此基础之上改进二

叉计算树数据结构，结合隐性表征设计算法，使其在

犗ｌｏｇ
２（ ）犞 平摊时间下维护更新操作，在最坏线性

时间复杂度下维护查询操作．进而与文献［１７］所考

察的不带权问题相比，在与其相同的时间复杂度下

解决了难度更高的左侧带权问题．

本文第２节介绍基本定义和研究问题；第３节

界定所提出的可替换集和紧致子图的概念，证明相

关的性质和定理，并给出凸二分图中快速求解紧致

子图的方法；后面三节设计并分析动态匹配算法和

数据结构；最后第７节进行总结．

２　基本定义与问题描述

设犌＝（犡，犢；犈）是一个二分图，犞＝犡∪犢，

犡（犌）＝犡，犢（犌）＝犢；犖犌（狏）表示顶点狏的邻集；

犖犌（犞′）表示顶点集犞′犞 中所有顶点的邻集的

并；犌［犞′］表示顶点集犞′犞 的导出子图．匹配是图

中不相邻的边组成的集合．设犕 是犌 的一个匹配，

若顶点狏是犕 中某条边的端点，则称狏是犕 饱和

的，或称犕 饱和狏；用犡（犕）和犢（犕）分别表示犌中

所有犕 饱和的狓 顶点和狔 顶点集合．犕 交错路指

其边在犈犕 和犕 中交替出现的路；若一条犕 交错

路的起点和终点都是犕 非饱和的，则称其为犕 增

广路［１９］．由犌的某一匹配犕 中所有的边的狓 端点

组成的集合称为犌 的一个犡 匹配集，用犕犡 表示．

给定二分图犌的犡 集合上的一个全序关系，下面定

义犌的最优犡 匹配集：

定义１．　二分图犌的最优犡 匹配集是指犌 的

犡 匹配集犕犡＝｛狓１，…，狓犽｝，狓１＞…＞狓犽，使得对任

一犌的犡 匹配集犕犡′＝｛狓′１，…，狓′｝，狓′１＞…＞狓′，

满足以下性质：犽，而且犻∈［１，］，狓犻狓′犻．

设犌＝（犡，犢；犈）是一个左侧带权凸二分图，犌

中每个狔顶点表示为一个唯一的整数．定义犢 集合

上一种全序关系为狔１＜狔２．对犢 集合中的任意子集

犢′，犢′．ｍｉｎ和犢′．ｍａｘ分别表示犢′中最小的和最大

的狔顶点．犌中每个狓 顶点用一个四元组（狓．犻犱，狓．

狊，狓．犲，狓．狑）表示，其中狓．犻犱为一个唯一的整数，狓．狊

和狓．犲分别表示狓的邻集中最小的和最大的狔顶点，

狓．狑是一个表示狓的权值的整数．定义犡集合上的３

种全序关系：定义ｓｔａｒｔｉｄ序列为（狓．狊，狓．犻犱）的字典

序；定义ｅｎｄｉｄ序列为（狓．犲，狓．狊，狓．犻犱）的字典序；定义

ｗｅｉｇｈｔｉｄ序列为（狓．狑，－狓．犲，－狓．狊，－狓．犻犱）的字典

序．在左侧带权凸二分图犌中，我们根据ｗｅｉｇｈｔｉｄ的

全序关系定义最优犡匹配集．对犌的任意狓∈犡，狔∈

犢，若狓．狊狔狓．犲，则（狓，狔）∈犈，即给定犡顶点集和犢

顶点集，边集可由顶点集隐性表征，故左侧带权凸二

分图可用二元组（犡，犢）表示．对一个狓顶点狓′犡，

用犌＋狓′表示左侧带权凸二分图犌′＝（犡′，犢′），其中

犡′＝犡＋狓′，犢′＝犢．同理，犌＋狔′表示在犌中加入顶点

狔′犢．

在左侧带权凸二分图动态匹配问题中，若某狓顶

点的权值为负，则该狓必然不属于任一最大权值匹

配．因带负权值的狓顶点容易识别并去除，故本文假

设狓权值为非负．根据文献［２０］中的引理２可推出，

在权值非负的左侧带权凸二分图中，任一饱和最优犡

匹配集的匹配犕 都是一个最大权值匹配，故本文动

态匹配算法在更新操作中维护最优犡匹配集．算法

维护的更新操作包括：

（１）犻狀狊犲狉狋（狓^）：添加顶点狓^犡，对于犢中每个满

足狓^．狊＜狔＜狓^．犲的顶点狔，狔与狓^相连．

（２）犻狀狊犲狉狋（狔^）：添加顶点狔^犢，对于犡中任一满

足狓．狊＜狔^＜狓．犲的顶点狓，狓与狔^相连．

（３）犱犲犾犲狋犲（狓^）：删除顶点狓^∈犡；图中所有与狓^相

连的边隐性删除．

（４）犱犲犾犲狋犲（狔^）：删除顶点狔^∈犢，狔^不等于任一狓∈

犡的狓．狊或狓．犲；图中所有与狔^相连的边隐性删除．

删除任意边的操作将破坏凸性质，因而边的更

新操作需加以限制．通过相应顶点的更新操作来完

成边的加入或删除，即添加边（狓，狔）通过先删除狓

顶点，继而重新加入已修改狓．狊或狓．犲的狓顶点来实

０９３２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１６年



现；删除边的操作与之类似．算法维护的查询操作

包括：

（１）狊狋犪狋狌狊（狏）：查询顶点狏的匹配状态．

（２）狆犪犻狉（狏）：查询已匹配顶点狏的相匹配顶点．

３　紧致子图与可替换集

本节界定二分图上的可替换集和紧致子图的概

念，证明其性质以及它们之间的关系，并针对凸二分

图结构给出一种快速求解紧致子图的方法．

３１　可替换集

在二分图犌中，当狓顶点狓^ 不能增广犕犡 时，

即犕犡＋狓^不是犌 的犡 匹配集时，我们定义 狓^的

犕犡 可替换集如下．

定义２．　在二分图犌＝（犡，犢；犈）中，对于犡匹

配集犕犡和顶点狓^∈犡－犕犡，设犕 为饱和犕犡 的

任一匹配，若狓^不能增广犕，则称从狓^出发的犕 交

错路可达的犕犡 中的顶点集犚（狓^，犕犡）为狓^的犕犡

可替换集．

例如，图１中犕犡＝｛狓１，狓２，狓４｝，从狓^出发的犕

交错路可达狓１和狓２，狓^的犕犡可替换集犚（狓^，犕犡）＝

｛狓１，狓２｝．

图１　可替换集（实线边代表匹配）

由以下命题可知狓^的犕犡 可替换集仅与犡 匹

配集犕犡 相关，与具体饱和犕犡的匹配无关．

命题１．　对于二分图犌＝ 犡，犢；（ ）犈 中犡 匹配

集犕犡 和顶点狓^∈犡－犕犡，若狓^不能增广犕犡，即

犕犡＋狓^不是犌 中犡 匹配集，则对于任一饱和犕犡

的匹配犕，狓^的犕犡 可替换集相同．

证明．　设 犕１，犕２为饱和 犕犡 的任意两个匹

配，即犡 犕（ ）１ ＝犡 犕（ ）２ ＝犕犡．由文献［１］中定理１

可知对称差犌′＝犕１犕２ 包含由 犕１和 犕２中边交

替出现的圈或迹．若可证明狓^所有的邻点都属于犌′

中的圈，则命题可证．任取狓^的邻点狔１，狔１是 犕１饱

和且犕２饱和的，否则 狓^，狔（ ）１ 可增广犕１或犕２，与前

提相矛盾．令 狓１，狔（ ）１ ∈犕１，狓２，狔（ ）１ ∈犕２．若狓１＝

狓２，得证．若狓１≠狓２，从狔１出发经过狓１的路径必然

可沿犕１和犕２中的边交替延伸，且：（１）中间经过的

狔顶点必然是犕１饱和的，否则狓^增广犕１；（２）中间

经过的狓顶点必然是犕２饱和的，因为犕２饱和犕犡．

易推知该路径必然最终延伸回到顶点狔１．故而，所

有从狓^出发的犕１交错路可达的狓顶点都可被从狓^

出发的犕２交错路可达． 证毕．

下面两个命题刻画了不同犡 匹配集之间的转

换关系以及最优犡 匹配集的性质，为证明定理１做

准备．

命题２．　若犕犡，犕犡′在二分图犌中是犡匹配

集，其中 犕犡 ＝狊，犕犡′ ＝狉，且狊＞狉，则存在犡匹

配集犕犡″，满足 犕犡″ ＝狊，犕犡′犕犡″，且犕犡″－

犕犡′犕犡－犕犡′．

证明．　设犕１，犕２分别为犌′中饱和犕犡，犕犡′

的任意两个匹配，则在犕１犕２中必然存在至少狊－狉

条顶点不相交的犕２增广路（文献［１］中定理１）．故而

犕２可增广至 犕３，其中 犕３ ＝狊，犡 犕（ ）２ 犡 犕（ ）３

且犡 犕（ ）３ －犡 犕（ ）２ 犡 犕（ ）１ －犡 犕（ ）２ ． 证毕．

命题３．　设犕犡在二分图犌 中是最优犡 匹配

集，则对狓∈犡－犕犡，犕犡 在犌′＝犌－狓中也是最

优犡 匹配集．

证明．　（反证法）假设犕犡 不是犌－狓的最优

犡 匹配集，令犕犡≠犕犡 为最优．设犕犡＝｛珚狓１，…，

珚狓犿｝，犕犡＝ 狓１，…，狓｛ ｝犿 ，则犻犿，珚狓犻＞狓犻．可知

犕犡在犌 中是犡 匹配集，且珚狓犻＞狓犻，与犕犡 在犌 中

是最优犡 匹配集矛盾． 证毕．

本文的动态算法通过维护最优犡 匹配集以维

护最大权值匹配，以下定理给出了一种通过可替换

集维护最优犡匹配集的方法．

定理１．　设二分图犌＝ 犡，犢；（ ）犈 的最优犡 匹

配集为犕犡，对于顶点狓′犡，若犕犡′＝犕犡＋狓′为

犌′＝犌＋狓′的犡 匹配集，则 犕犡′为犌′的最优犡 匹

配集；否则，令犚 狓′，（ ）犕犡 为犌′中狓′的犕犡 可替换

集，狓″为犚 狓′，（ ）犕犡 ∪狓′中在ｗｅｉｇｈｔｉｄ序列下的最

小元素，则犕犡＋狓′－狓″为犌′的最优犡 匹配集．

证明．（１）先证明：若 犕犡′＝犕犡＋狓′为犌′＝

犌＋狓′的犡匹配集，则犕犡′为犌′的最优犡匹配集．（反

证法）假设犕犡′不是犌′的最优犡 匹配集，令犕犡≠

犕犡′为最优．若 犕犡 ＞ 犕犡′ ，则犕犡－狓′在犌

中是犡 匹配集，且 犕犡－狓′ ＞｜犕犡｜，与已知犕犡

在犌 中是最优犡 匹配集相矛盾，故而 犕犡 ＝

犕犡′ ．若狓′犕犡，则犕犡在犌 中是犡 匹配集且

犕犡 ＞ 犕犡 ，矛盾，故而狓′∈犕犡．设犕犡 ＝
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珚狓１，…，珚狓｛ ｝犿 ，其中珚狓１＞…＞珚狓犿，设犕犡′＝｛狓′１，…，

狓′犿｝，其中狓′１＞…＞狓′犿，由犕犡是犌′的最优犡 匹配

集，可知：犻∈［１，犿］，珚狓犻狓′犻．（集合示意关系参看

图２）令珚狓犽＝狓′，狓′犼＝狓′，可推知犽犼，否则珚狓犽＝狓′犼＜

狓′犽，与犕犡最优相矛盾．可推知犻∈［犼，犽－１］，珚狓犻

狓′犻＋１，即对于犕犡［犼，犽）和犕犡′（犼，犽］中的相同序列

元素，前者不小于后者．故对于序列犕犡－狓′＝

犕犡［１，犼）＋犕犡［犼，犽）＋犕犡（犽，犿）＝｛珚狓′１，…，珚狓′犿－１｝

以及序列 犕犡′－狓′＝犕犡′［１，犼）＋犕犡′（犼，犽］＋

犕犡′（犽，犿）＝ 狓″１，…，狓″犿｛ ｝－１ ＝犕犡，满 足 犻∈

［１，犿－１］，珚狓′犻狓″犻，这与已知犕犡 是犌 中最优犡 匹

配集矛盾，故而犕犡′为犌′的最优犡 匹配集．

图２　定理１证明中所涉及的集合间关系

证明．（２）若犕犡＋狓′不是犌′＝犌＋狓′的犡匹配

集，则犕犡′＝犕犡＋狓′－狓″为犌′的最优犡 匹配集，

其中狓″为犚 狓′，（ ）犕犡 ∪狓′中按ｗｅｉｇｈｔｉｄ序列排序

下的最小元素．（反证法）假设犕犡′不是犌′的最优犡

匹配集，令犕犡≠犕犡′为最优．假设狓′犕犡，由命

题３，犕犡在犌 中是最优犡 匹配集，若犕犡＝犕犡，则

狓′＝狓″，犕犡＝犕犡′，矛盾；若犕犡≠犕犡，与已知犕犡

最优相矛盾，故可得狓′∈犕犡．若 犕犡 ＞ 犕犡 ，根

据命题２，存在犡 匹配集
槇
犕犡使得

槇
犕犡 ＝ 犕犡

且槇犕犡－犕犡 犕犡－犕犡，设珚狓∈
槇
犕犡－犕犡．若

珚狓＝狓′，即 犕犡＋狓′是犌′的犡 匹配集，与已知相矛

盾．若珚狓≠狓′，即 犕犡＋珚狓是犌的犡 匹配集，与犕犡

在犌中最优矛盾，故而 犕犡 ＝ 犕犡′ ．设犕犡＝

｛珚狓１，…，珚狓犿｝，其中珚狓１…珚狓犿；设 犕犡＝｛狓１，…，

狓犿｝，其中狓１…狓犿；设犕犡′＝｛狓′１，…，狓′犿｝，其中

狓′１…狓′犿．

可证明狓″犕犡．（反证法）假设狓″∈犕犡，令狓′

和狓″在犕犡中序列分别为犾和犽，即珚狓′犾＝狓′，珚狓犽＝狓″．

可推知犕犡 １，犽［ ］－１ ＝犕犡′［１，犽－１］；否则，犻＜

犽，珚狓犻＞狓′犻，使得犕犡 １，犽［ ］－１ －狓′在犌 中是犡 匹配

集，且与犕犡是犌 中最优相矛盾．对于犌′中犡 匹配

集槇犕犡＝犕犡 １，［ ］犽 和犕犡′，根据命题２，存在犡 匹

配集槇犕犡′使得
槇
犕犡′ ＝ 犕犡′ 且槇犕犡′－

槇
犕犡

犕犡′－
槇
犕犡，因此

槇
犕犡′－犕犡′＝狓″，犕犡′－

槇
犕犡′＝珚狓，

其中珚狓∈犕犡′［犽，犿］，即珚狓∈犚（狓′，犕犡）∪狓′且珚狓＜

狓″，与已知相矛盾．故而狓″犕犡．

若狓′＝狓″，由上述证明可知狓′∈犕犡且狓″

犕犡，矛盾．若狓′＞狓″，即犕犡′＝犕犡＋狓′－狓″．设在

犕犡中，狓犽＝狓″．由犕犡最优可知，犻犽，珚狓犻狓′犻．若

犻犽，珚狓犻＞狓′犻，则犕犡［１，犻］－狓′在犌 中是犡 匹配

集，且与犕犡是最优相矛盾，故而犻犽，珚狓犻＞狓′犻．由

犕犡≠犕犡′，设狉＞犽为最小的整数使得珚狓狉＞狓′狉＝

狓狉．（如图３所示）考察 犕犡１＝犕犡［１，狉］和 犕犡２＝

犕犡［１，狉－１］，狓′，珚狓｛ ｝狉 犕犡１－犕犡２；根据命题２，

犕犡２可与狓′或珚狓狉 增广一个单位．若 珚狓狉 可增广

犕犡２，则犕犡２＋珚狓狉在犌 中是犡 匹配集，且珚狓狉＞狓狉，

与犕犡在犌 中是最优相矛盾．若狓′可增广犕犡２，考

察犕犡′和犕犡２＋狓′，根据命题２，犕犡２＋狓′可增广

至犕犡３，犕犡３ ＝ 犕犡 ，且 犕犡３－犕犡２－狓′

犕犡′－犕犡２－狓′＝犕犡［狉，犿］，可推知犕犡－犕犡３＝

珟狓＜狓″，犕犡３－犕犡＝狓′，即珟狓∈犚（狓′，犕犡）且珟狓＜

狓″，与已知相矛盾．故犕犡′是犌′的最优犡 匹配集．

证毕．

图３　定理１证明中犕犡不可增广情况

３２　紧致子图与可替换集

二分图中一类特殊的子图与可替换集有密切的

联系，下面先给出紧致子图的定义．

定义３．　二分图犌中满足下列性质的子图犎

称为紧致子图：犎 是一个蕴含完美匹配的点集非空

的导出子图，且狓′∈犡（犎），犖犌（ ）狓′ 犢（犎）．

更为确切地说，二分图犌＝ 犡，犢；（ ）犈 中，若顶

点子集犡′犡，其中 犡′ ＝｜犖犌（犡′）｜，且对于任意

犡″犡′，都满足 犡″ ｜犖犌（犡″）｜，则称导出子图
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犌［犡′∪犖犌（犡′）］是犌的紧致子图．对于犌的紧致子

图犌′和犌″，若 （ ）犡 犌″ 犡（犌′），则称犌′覆盖犌″．

根据 Ｈａｌｌ定理
［２１］，易推知满足上述关系的子

图蕴含完美匹配．我们有如下命题．

命题４．　对于二分图犌的匹配犕 和紧致子图

犌′，若 （ ）犡 犌′ 犡（犕），则 （ ）犢 犌′ 犢（犕）．

证明．　假设 （ ）犢 犌′ 犢（犕），即犢１＝ （ ）犢 犌′ －

（ ）犢 犕 ≠，任选狔１∈犢１．令犢２为 （ ）犡 犌′ 中的狓顶

点在犕中相匹配的狔顶点集合，易知｜犢２｜＝｜犡（犌′）｜

且犢２ （ ）犢 犕 ．因此犢２＋狔１犖犌 （ ）（ ）犡 犌′ ，可推出

犖犌 （ ）（ ）犡 犌′ ＞｜犡（犌′）｜，与定义矛盾． 证毕．

定义４．　在二分图犌＝ 犡，犢；（ ）犈 中，对于犡

匹配集犕犡，顶点狓^∈犡－犕犡，犖犌 狓（）＾ ≠，若犌′是

犌的紧致子图，其中 （ ）犡 犌′ 犕犡 且 犖犌 狓（）＾ 

（ ）犢 犌′ ，则称犌′是图犌 中狓^ 的犕犡 紧致子图．若不

存在另一狓^的犕犡 紧致子图犌″使得犌′覆盖犌″，则

称犌′为图犌 中狓^的犕犡 最小紧致子图．

例如图４所示，图犌 中犡＝ 狓１，狓２，狓３，狓｛ ｝４ ，

犢＝ 狔１，狔２，狔｛ ｝３ ，犕犡＝ 狓１，狓２，狓｛ ｝３ ，令 犡′＝犕犡，

则犌′＝犌［犡′∪犢］是图犌的紧致子图，犌′也是图犌

中狓^的犕犡 紧致子图；令犡″＝｛狓１，狓２｝，犢″＝｛狔１，

狔２｝，则犌″＝犌［犡″∪犢″］是狓^的犕犡 最小紧致子图．

图４　紧致子图（实线边代表匹配）

由命题４的证明可知，若犌′是狓^的犕犡紧致子

图，对于饱和犕犡的任一匹配犕，犖犌 狓（）＾  （ ）犢 犌′ 

犢（犕）．下面的命题刻画了最小紧致子图的唯一性．

命题５．　设 犕犡 是二分图犌 中一个犡 匹配

集，对于顶点狓^∈犡（犌）－犕犡，且犖犌 狓（）＾ ≠，若图

犌中存在狓^的犕犡 紧致子图犌′，则存在唯一的狓^的

犕犡最小紧致子图．

证明．　假设存在不止一个狓^的犕犡 最小紧致

子图，设其中任意两个为犌１和犌２，犌１≠犌２．令犢１＝

犢 犌（ ）１ ，犢２＝犢 犌（ ）２ ，易知犢１≠犢２，否则犡 犌（ ）１ ＝

犡 犌（ ）２ ，犌１＝犌２．因此，犢１∩犢２≠，犢１犢２，犢２

犢１．令犢３＝犢１∩犢２，可得犢３犢１，犢３犢２．根据狓的

犕犡紧致子图定义，犖犌（）狓 犢３．设犕 为任一饱和

犕犡 的匹配．令犡３犕犡 包含犕 中与犢３中狔顶点

相匹配的狓顶点集合，可推知犡３犡 犌（ ）１ ∩犡 犌（ ）２ ，

否则集合犡 犌（ ）１ 犡 犌（ ）２ 中存在未匹配的狓顶点．

令犢′３＝犖犌 犡（ ）３ ，珚犢＝犢′３－犢３．根据紧致子图定义，

珚犢犢１∩犢２；根据犢３定义，珚犢犢１∩犢２，故而珚犢＝，

可得犖犌 犡（ ）３ ＝犢３．因为 犡３ ＝ 犢３ ，可得犌３＝

犌［犡３∪犢］是 狓^的犕犡 紧致子图，且被犌１和犌２覆

盖，与假设相矛盾． 证毕．

下面的关键引理刻画了匹配的可增广性与紧致

子图的存在性之间的关系．

引理１．　对于二分图犌＝ 犡，犢；（ ）犈 中犡 匹配

集犕犡 和顶点狓^∈犡－犕犡，且犖犌 狓（）＾ ≠，狓^不能

增广犕犡 当且仅当存在狓^的犕犡 紧致子图．

证明．　（必要性）设 狓^ 不能增广犕犡，犚（狓^，

犕犡）为狓^的犕犡 可替换集，令犕 为饱和犕犡 的任

一匹配．令犡′＝犚（狓^，犕犡），犢′＝犖犌（犡′）．可推知

犖犌 狓（）＾ 犢′成立，否则对于狔∈犖犌 狓（）＾ －犢′，（狓^，

狔）是一条犕 增广路．若 犡′ ＜｜犢′｜，则必有狔′∈犢′

未匹配，且存在从狓^到狔′的犕 增广路，矛盾，因此

｜犡′｜｜犢′｜．可知犕犡′犕犡，｜犕犡′｜｜犖犌（犕犡′）｜，

而犡′犕犡，故 犡′ ｜犢′｜．因此，犡′ ＝｜犢′｜，

犌［犡′∪犢′］是狓^的犕犡 紧致子图．

（充分性）设犌′＝犌［犡′∪犢′］是狓^的犕犡 紧致

子图，令犕 为饱和犕犡 的任一匹配．由反证法，假定

狓^可增广犕犡，即存在从狓^到某未匹配狔顶点狔′的

增广路珚犘．因为犢′中所有顶点均匹配，因此狔′犢′．

故珚犘从狓^出发，进入犖犌 狓（）＾ 犢′，返回犡′，如此前

进直至最终从某个狓′∈犡′达到某个狔″犢′，矛盾，

因为狓′∈犡′，犖犌（ ）狓′ 犢′． 证毕．

由引理１可得出下面关于可替换集和紧致子图

之间的重要关系．

推论１．　对于二分图犌＝ 犡，犢；（ ）犈 中犡 匹配

集犕犡 和顶点狓^∈犡－犕犡，若狓^不能增广犕犡，狓^

的犕犡 可替换集犚 狓^，（ ）犕犡 ＝犡（犌′），其中犌^为犌

中狓^的犕犡 最小紧致子图．

证明．　根据引理１可知存在狓^的犕犡 紧致子

图，设犌^＝犌［犡^∪犢^］为狓^的犕犡最小紧致子图，犕 为

饱和犕犡的任一匹配．令犡′＝犚（狓^，犕犡）．犡′犡^成

立，因为任一从狓^出发的交错路不能延伸出犌^．下面

证明犡^犡′．初始，令犢″＝犖犌（狓^），犡″＝犖犌［犕］（犢″），

其中犌［犕］为犕的边导出子图．因为犌^是狓^的犕犡紧

致子图，犢″犢^，可得犡″犡^，因此 犡″ ｜犖犌（犡″）｜

且犖犌（ ）犡″ 犢^．可推知犡″犡^始终满足，故可递归

赋值：犢″＝ 犖犌（ ）犡″ ，犡″＝犖犌［犕］（犢″），直到 犡″ ＝
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｜犖犌（犡″）｜．此时，若犡″＝犡^，引理得证．若犡″犡^，

犌［犡″∪犢″］是一个 狓^的犕犡 紧致子图且为犌^所覆

盖，与犌^是狓^的犕犡 最小紧致子图相矛盾． 证毕．

３３　紧致子图在凸二分图中的求解

在凸二分图中，由于图的凸结构性质，图中的紧

致子图含有一些特殊性质．

命题６．　设犕犡 是凸二分图犌＝ 犡，（ ）犢 中一

个犡 匹配集，对于顶点 狓^∈犡－犡（犕），犖犌 狓（）＾ ≠

，若图犌中存在狓^的犕犡紧致子图犌′，则 （ ）犢 犌′ 是

犢 上的一个连续区间．

证明．　设犕 为任一饱和犕犡 的匹配．令犢０＝

犖犌 狓（）＾ ，犡犻＝犖犌［犕］犢（ ）犻 ，即犡犻是犕 上与犢犻中狔顶

点相匹配的狓顶点集合，犢犻＋１＝犖犌 犡（ ）犻 ．下面用归

纳法：显然犢０在 （ ）犢 犌 上连续，假设犢犻在 （ ）犢 犌 上连

续，证明犢犻＋１在 （ ）犢 犌 上连续．初始地令犢′＝犢犻．遍

历犡犻，对于每个顶点狓′∈犡犻，扩充犢′＝犢′∪犖犌（狓′）．

根据凸性质以及已知狓′在犕 中相匹配顶点狔′∈

犢′，即 犖犌（ ）狓′ ∩犢′≠，可知在每次扩充后犢′在

（ ）犢 犌 上连续．因此犢犻＋１在 （ ）犢 犌 上连续．当犢犻＝

（ ）犢 犌′ 时，定理得证． 证毕．

进而可利用凸性质在凸二分图中快速判断和求

解紧致子图．

定义５．　给定凸二分图犌＝（犡［１，狀］，犢［１，

犿］）和某一犡匹配集犕犡，定义：

α犻，（ ）犕犡 ＝ 狓∈犕犡：狓．犲犢［犻｛ ｝］ ，

犱α犻，（ ）犕犡 ＝犻－α犻，（ ）犕犡 ，犻∈［１，犿］，

β犼，（ ）犕犡 ＝ 狓∈犕犡：狓．狊犢［犼｛ ｝］ ，

犱β 犼，（ ）犕犡 ＝犿－犼＋１－β犼，（ ）犕犡 ，犼∈［１，犿］；

　　若犱α 犽，（ ）犕犡 ＝０，我们称犽为α犕犡 紧致点，

若犱β 犽，（ ）犕犡 ＝０，称犽为β犕犡 紧致点．

以下引理刻画紧致点与紧致子图间的关系．

引理２．　对于凸二分图犌＝ 犡，（ ）犢 中犡 匹配

集犕犡，若犽为α犕犡 紧致点，则 ［ ］犌 犞′ 是紧致子

图，其中犞′＝犕犡［１，犽］∪犢［１，犽］，犕犡 按ｅｎｄｉｄ序

列排序；若犽为β犕犡 紧致点，则 ［ ］犌 犞″ 是紧致子

图，其中犞″＝犕犡［｜犕犡｜－犿＋犽，｜犕犡｜］∪犢［犽，

犿］，犕犡按ｓｔａｒｔｉｄ序列排序．

证明．　由凸二分图的凸性质以及紧致点、紧致

子图定义即可得证． 证毕．

下面界定一些特殊的紧致点，它们与求解最小

紧致子图相关．

定义６．　给定凸二分图犌＝ 犡，（ ）犢 中犡 匹配

集犕犡 和顶点狔∈犢，若存在α犕犡 紧致点犽 且

犢［犽］狔，则称其中最小的犽 为αＰｏｓｔ 狔，（ ）犕犡 紧

致点；若存在α犕犡 紧致点犽且犢［犽］＜狔，则称其

中最大的犽为αＰｒｅ 狔，（ ）犕犡 紧致点．对称地，若存在

β犕犡 紧致点犽且犢［犽］狔，则称其中最大的犽为

βＰｒｅ 狔，（ ）犕犡 紧致点；若存在β犕犡 紧致点犽 且

犢［犽］＞狔，则称其中最小的犽为βＰｏｓｔ 狔，（ ）犕犡 紧致点．

引理３和引理４给出了在凸二分图中，对于几

种特殊的狓顶点，根据紧致点判断犡 匹配集的可增

广性和求解可替换集的方法．

引理３．　设犕犡 为凸二分图犌＝ 犡，（ ）犢 中犡

匹配集，对于顶点 狓^犡，当狓^．狊犢．ｍｉｎ，或存在

狓′∈犕犡，使得从 狓^出发的犕犡 交错路可达狓′且

狓′．狊犢．ｍｉｎ时，在图犌＋狓^中，若不存在α犕犡 紧

致点犻且犢［犻］狓^．犲，则狓^可增广犕犡；若存在这类

紧致点，令犽为αＰｏｓｔ 狓　^．犲，（ ）犕犡 紧致点，则狓　^的犕犡

可替换集犚 狓^，（ ）犕犡 ＝犕犡［１，犽］，其中，犕犡 按

ｅｎｄｉｄ序列排序．

证明．　令犼＝ｍｉｎ犻 犢 ：犢［犻］狓^．｛ ｝犲 ．先考

察情况：狓^．狊犢．ｍｉｎ．在图犌＋狓^中，犕犡 仍为犡 匹

配集，若存在狓^的犕犡 紧致子图犌′，根据紧致子图

的定义则有犢［１，犼］ （ ）犢 犌′ ．又根据命题６可知，

（ ）犢 犌′ 是犢 上的连续区间，令犢［犽］＝ （ ）犢 犌′ ．ｍａｘ，

则 （ ）犢 犌′ ＝犢［１，犽］．再根据紧致子图的定义，可知

｜犡（犌′）｜＝犽，且狓∈ （ ）犡 犌′ ，狓．犲犢［犽］．根据α犕犡

紧致点的定义可推知，犽是一个α犕犡 紧致点，且

［］犢 犽 狓^．犲．因此，若不存在α犕犡紧致点犻且犢［犻］

狓　^．犲，则不存在狓　^的犕犡 紧致子图，此时，根据引理１，

则狓^可增广犕犡．

若存在α犕犡 紧致点犻且 ［］犢犻 狓^．犲，令犽为狓

的α犕犡 最小紧致点．根据定义和引理２不难证明，

犌 犕犡［１，犽］∪犢［１，犽［ ］］是狓的犕犡 最小紧致子图，

其中犕犡按ｅｎｄｉｄ序列排序．因此，根据推论１，可

得犚 狓^，（ ）犕犡 ＝犕犡［１，犽］．

再考察狓′可被狓^ 出发的犕犡 交错路可达，且

狓′．狊犢．ｍｉｎ，即在图犌＋狓^中狓′∈犚（狓^，犕犡）．若存

在狓^的犕犡紧致子图，令犌′是狓^的犕犡最小紧致子

图，则根据推论１，有狓′∈犚（狓^，犕犡）＝犡（犌′），犢［１］

（ ）犢 犌′ 且犢［犼］ （ ）犢 犌′ ．根据命题６， （ ）犢 犌′ 是犢 上

的连续区间，则 （ ）犢 犌′ ＝犢［１，犽］，其中犢［犽］＝

犢（犌′）．ｍａｘ．后面的证明与 狓^．狊犢．ｍｉｎ情况下相

类似． 证毕．

对称地，对应于β犕犡 最大紧致点情形有如下

引理，证明与引理３类似．

引理４．　设犕犡 为凸二分图犌＝ 犡，（ ）犢 中犡
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匹配集，对于顶点 狓^犡，当 狓^．犲犢．ｍａｘ，或存在

狓′∈犕犡，使得从 狓^出发的犕犡 交错路可达狓′且

狓′．犲犢．ｍａｘ时，在图犌＋狓^中，若不存在β犕犡 紧

致点犻且犢［犻］狓^．狊，则狓^可增广犕犡；若存在这类紧

致点，狓　^的犕犡 可替换集犚（狓　^，犕犡）＝犕犡［｜犕犡｜－

｜犢｜＋犽，｜犕犡｜］，其中犽为βＰｒｅ 狓　^．狊，（ ）犕犡 紧致点，

犕犡按ｓｔａｒｔｉｄ序列排序．

证明．　略．

本节研究了在求解左侧带权凸二分图动态匹配

问题中所涉及到的一些关键的概念和定理．下文将

研究具体的动态匹配算法，包括动态算法和数据结

构的设计与分析．

４　改进的二叉计算树

二叉计算树数据结构最早由文献［１８］提出以解

决凸二分图上的并行匹配问题．随后文献［１７］基于

该结构结合隐性表征，解决不带权凸二分图上的动

态匹配问题．本节改进二叉计算树隐性表征结构，使

其可支持带权问题的求解．

４１　改进的二叉计算树数据结构

二叉计算树是增广的平衡二叉查找树（如红黑

树，参阅文献［２２］）．给定左侧带权凸二分图犌＝

犡，（ ）犢 ，将集合犛＝ 狓．狊：狓∈｛ ｝犡 按照狓．狊增序排

列，进而犛可表示为 狊１，…，狊｛ ｝犽 ，令狊犽＋１＝犢．ｍａｘ＋

１．进而犢可划分为犽个连续区间：［狊犻，狊犻＋１－１］，１

犻犽．在二叉计算树中，从左往右第犻个叶子节点与

子图犌［犡犻∪犢犻］相关联，其中犡犻＝｛狓∈犡：狓．狊＝狊犻｝，

犢犻＝［狊犻，狊犻＋１－１］．令犘为某中间节点，犔为其左孩子

节点，犚为其右孩子节点．节点犘关联子图犌［犡犘∪

犢犘］，其中犡犘＝犡犔∪犡犚，犢犘＝犢犔∪犢犚．故而，根节

点关联图犌．

每个节点犘中增广数个辅助集合，如表１所示．

表１　二叉计算树节点中的辅助集合

犡犘 与犘关联的狓顶点集合．

犢犘

与犘关联的狔顶点集合．犢犘划分为犢
犾
犘和犢

狉
犘，犢

犾
犘＝｛狔∈

犢犘：狔＜犢犘．ｍｉｄ｝；若犘 为中间节点，犢犘．ｍｉｄ＝犢犚．ｍｉｎ，

犢
犾
犘＝犢犔，犢

狉
犘＝犢犚；若犘为叶子节点，犢犘．ｍｉｄ＝犢犘．ｍｉｎ，

犢
犾
犘＝，犢

狉
犘＝犢犘．

犉犡犘 游离集，犉犡犘＝ 狓∈犡犘：狓．犲＞犢．｛ ｝ｍａｘ ．

犕犡犘
犌犘^＝犌 犡犘－犉犡（ ）犘 ∪犢［ ］犘 中的犡 匹配集；犕犡犘划分

为犕犡
犾
犘和犕犡

狉
犘．

犝犡犘 未匹配集，犝犡犘＝ 狓∈犡犘－犉犡犘－犕犡｛ ｝犘 ．

对于节点犘中的辅助集合，算法维护一些循环

不变式，其中关键的两个为：

（１）１：犕犡犘是子图犌犘^中的最优犡 匹配集．

（２）２：不存在狓∈犕犡
狉

犘
使得犕犡

犾

犘＋狓－狓′在子

图犌 犕犡犘∪犢
犾［ ］犘 中是一个犡 匹配集，其中狓′∈

犕犡
犾

犘
，且在ｅｎｄｉｄ排序下狓＜狓′．

由１可推知当犘为树中根节点时，犕犡犘即为图

犌的最优犡 匹配集．２决定犕犡犘的划分，在动态更

新操作中保证了算法效率（下文５．１节论及）．

４．１．１　节点内部表征

二叉计算树中每个节点的辅助集合同样基于增

广的平衡二叉树来表征，因此整体结构是二维树结

构．节点犘中的数据结构表征包括：

（１）对于辅助集合 犕犡
犾

犘
，犕犡

狉

犘
，犕犡犘，犉犡犘，

犝犡犘，每个集合有一颗对应的树结构表征；

（２）一颗α树表征犌 犕犡
狉

犘∪犢
狉［ ］犘 ；

（３）一颗β树表征犌 犕犡
犾

犘∪犢
犾［ ］犘 ．

辅助集合表征：辅助集合树结构的表征方法以

集合犕犡
狉

犘
对应的犕犡

狉

犘
树为例．在该树中，每个叶子

节点对应一个狓∈犕犡
狉

犘．叶子节点按照ｅｎｄｉｄ序列

排序，即叶子节点所关联的关键字为（狓．犲，狓．狊，

狓．犻犱）．对于树中每个节点狌，增广数个辅助域，包括

狌．狊犻狕犲＝｜犾犲犪狏犲狊（狌）｜，其中犾犲犪狏犲狊（狌）表示以狌为根

节点的子树中所包含的叶子节点集合；狌．ｍａｘ犲，狌．

ｍｉｎ狊，狌．ｍｉｎ狑 分别表示集合 （）犾犲犪狏犲狊狌 中叶子节点

所关联的狓集合中，ｅｎｄｉｄ排序下最大的狓，ｓｔａｒｔｉｄ

排序下最小的狓，ｗｅｉｇｈｔｉｄ排序下最小的狓．其他辅

助集合的树结构可同理表征．

α树表征：在α树中，每个叶子节点对应一个狔∈

犢
狉

犘．叶子节点的关键字为所关联的狔顶点，按照狔

的增序排列．从左往右第犻个叶子命名为狔犻，叶子狔犻

对应犢
狉

犘［］犻 ．每个节点狌增广一个整型的辅助域狌．犱，

对于中间节点，狌．犱的初值为０，对于叶子节点狔犻，

狌．犱的初值为犻（下一小节将会讨论：每次基本操作至

多影响３条从根节点到叶子节点的路径，使得其中的

节点所对应的犱的值发生改变）．定义犱（狌，狏）＝

∑
狀∈犘［狌，狏］

狀．犱，其中狏是狌的祖先节点，犘［狌，狏］代表从

狌到狏的不包含狏的路径．对于节点狌，定义 （）犱狌 ＝

犱狌，（ ）狉狅狅狋 ，狉狅狅狋代表α树中根节点．这样，对于叶子

狔犻，犱狔（ ）犻 ＝犱α犻，犕犡
狉（ ）犘 （犱α定义请参考３．３节）．每

个节点狌增广辅助域犱ｍｉｎ，其值为ｍｉｎ｛犱犽，（ ）狌 ：犽∈

犾犲犪狏犲狊（狏）｝．因此，对于节点狌，等式 （）犱狌 ＋狌．犱ｍｉｎ＝

ｍｉｎ （）犱狏 ：狏∈ （）｛ ｝犾犲犪狏犲狊狌 成立．每个节点狌维护一

个整型域σ，初值为０，随后在每次使用前更新为 （）犱狌 ．

每个节点狌增广辅助域ｍａｘ狔，表示 （）犾犲犪狏犲狊狌 所关联
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的狔集合中最大的狔．β树结构可同理表征．

４２　基本操作

在上述表征的基础上，二叉计算树数据结构支

持如下操作：

（１）在辅助集合树结构中查询某子集中的最大

或最小元素以及更新集合的操作；

（２）在α树查询αＰｒｅ 狔，犕犡
狉（ ）犘 或αＰｏｓｔ（狔，犕犡

狉

犘
）

紧致点，以及更新集合的操作；

（３）在β树查询βＰｒｅ 狔，犕犡
犾（ ）犘 或βＰｏｓｔ（狔，犕犡

犾

犘
）

紧致点以及更新集合的操作．

该小节分别以一种情况为例，描述和分析这几

类基本操作的算法及其时间复杂度．

辅助集合查询和更新：考虑在犕犡
狉
犘集合中寻找

满足狓．犲狔′的条件时ｗｅｉｇｈｔｉｄ排序下最小元素的

操作，即寻找狓　^＝ｍｉｎ狑｛狓∈犕犡
狉

犘
：狓．犲狔′｝．在

犕犡
狉

犘
树中，根据域ｍａｘ犲，自顶向下遍历路径犘（狉狅狅狋，

犾），其中犾代表满足狓．犲狔′中最大的叶子节点；对于

路径中每个节点狌，若存在狌的左兄弟节点狏且在

ｗｅｉｇｈｔｉｄ排序下狏．ｍｉｎ狑＜狓^，置狓^＝狏．ｍｉｎ狑，其中

狓^．狑的初值置为＋∞．令叶子犾所关联的狓 顶点为

狓′．若在ｗｅｉｇｈｔｉｄ排序下狓^＞狓′，则返回狓′．否则，

自下而上遍历路径犘［犾，狉狅狅狋］，直到遇到第１个满足

下述条件的节点狌：狌的左兄弟节点狏中狏．ｍｉｎ狑＝

狓^．以狏为根节点的子树包含对应狓^的叶子节点，根

据域ｍｉｎ狑可定位该叶子．故而在犕犡
狉

犘
集合中寻找

ｗｅｉｇｈｔｉｄ排序下最小元素的操作，至多遍历从根节

点到某叶子节点的路径３次．在犕犡
狉

犘
集合中加入一

个新狓 顶点时，同样可根据域 ｍａｘ犲定位加入的叶

子节点，进而完成添加操作；若其中涉及到树的平衡

操作（如旋转），每个节点中所对应的辅助域可在常

数时间内进行调整．

α树查询：基于α树可实现在子图犌
狉

犘^
中查找狔

顶点狔′的αＰｏｓｔ 狔′，犕犡
狉（ ）犘 紧致点犽 的操作，即犽＝

αＰｏｓｔ 狔′，犕犡
狉（ ）犘 ．若狔′＞犢犘．ｍａｘ，则当前α树中不存

在狓的紧致点，故假设狔′犢犘．ｍａｘ．在α树中，根据域

ｍａｘ狔，自顶向下遍历路径犘（狉狅狅狋，狔′），对于路径中每

个节点狌，更新狌．σ．定位到狔′之后，自下而上遍历路

径犘［狔′，狉狅狅狋］，直到遇到第１个满足下述条件的节点

狌：狌的右兄弟节点狏中狏．犱ｍｉｎ＋狏．犱＋狌．狆犪狉犲狀狋．σ＝０．

若不存在这样的节点，则当前α树中不存在狓 的紧

致点；否则，以狏为根节点的子树包含对应狓 的

α犕最小紧致点犽的叶子节点狔犽，即 （）犾犲犪狏犲狊狏 中满

足犱 狔（ ）犻 ＝０的最小叶子节点狔犻．以如下方法确定

从狏到狔犽路径，对于路径中每个节点狌′，更新狌′．σ，

并从狌′的两个孩子节点中选择满足狌′．σ＋狏′犱＋狏′．

犱ｍｉｎ＝０的孩子节点狏′（优先选择左孩子节点）．当定

位到狔犽之后，即可通过相似的方法求解狔犽在犢
狉

犘
中

的序列位置，即为犽的值．查找狓^的α犕 最小紧致

点犽的操作遍历从根节点到叶子节点的路径至多

３次．αＰｒｅ 狔′，犕犡
狉（ ）犘 紧致点可类似求解．同样，在β

树中，βＰｒｅ 狔′，犕犡
犾（ ）犘 和βＰｏｓｔ 狔′，犕犡

犾（ ）犘 紧致点也可

以类似求解．

α树更新：犕犡
狉

犘
中加入狓^ 之后更新α树的操作

与上述讨论类似．通过狓^．犲即可找到对应的叶子节

点狔′，将狔′．犱减１，然后自下而上遍历路径犘［狔′，

狉狅狅狋］，对于路径中的每个节点狌，若狌有右兄弟节点

狏，则狏．犱减１，同时对于路径中的每个节点更新其

犱ｍｉｎ域的值．例如图５所示，每个叶子节点下面的数

值代表犱域的初值，设狓^．犲对应第２个叶子节点，树

中的深色节点表示犱域更新的节点．更新α树的操

作遍历从根节点到叶子节点的路径至多２次．若

犕犡
狉

犘
中发生替换操作，即狓^替换了其中某个狓′，则

涉及从狓^．犲和狓′．犲两个叶子节点到根节点的更新值

操作，方法类似．在β树中的更新和替换操作同理可

实现．

图５　α树更新

引理５．　改进的二叉计算树中的基本操作的

时间复杂度为犗ｌｏｇ（ ）犞 ．

证明．　在辅助集合对应的树结构中，查询和更

新操作至多遍历从根节点到某叶子节点的路径３

次，在每个节点中操作为常数时间复杂度，故而可在

对数时间复杂度下完成．在α树以及β树中的查询

紧致点和更新树的操作同样至多遍历从根节点到叶

子节点的路径３次，对于树中每个节点中的操作为

常数时间，故而可在对数时间复杂度下实现．证毕．

本节我们基于二叉计算树，设计了支持左侧带

权凸二分图动态匹配的数据结构，给出了其隐性表

征结构，以及该数据结构支持的基本操作．下一节将

研究动态匹配算法．
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５　动态匹配算法

动态匹配算法的设计基于改进的二叉计算树数

据结构．本节详细描述并证明图中添加新的狓顶点

的动态更新操作，其他更新操作可类似求解；动态查

询操作可采用我们已有方法［２３］来实现．

５１　犻狀狊犲狉狋（狓）更新操作

动态更新操作保证二叉计算树的每个节点犘

中的辅助集合满足相应的循环不变式，即维护子图

犌犘^＝犌 （犡犘－犉犡犘）∪犢［ ］犘 的最优犡 匹配集．我们

首先定义相对于节点犘的可替换集．

定义７．　设犕犡犘为二叉计算树中节点犘 所对

应子图犌犘^＝犌 （犡犘－犉犡犘）∪犢［ ］犘 的最优犡 匹配

集，给定顶点狓犡犘且狓．犲犢犘．ｍａｘ，若狓不能增广

犕犡犘，即犕犡犘＋狓不是犌′犘^＝犌［（犡犘－犉犡犘＋狓）∪

犢犘］的犡匹配集，则称图犌′犘^中狓 的犕犡犘可替换集

为狓在节点犘 中的可替换集，记为犚犛 狓，（ ）犘 ．当不

致混淆时，简记犚犛狓，（ ）犘 为 （）犚犛 狓 ．

易知狓′∈犚犛（狓，犘），犕犡′＝犕犡犘＋狓－狓′为

子图犌′犘^的一个犡匹配集．以下推论由给出了在犌′犘^中

维护最优犡匹配集的方法．

推论２．　设犕犡犘为二叉计算树中节点犘 所对

应子图犌犘^＝犌 （犡犘－犉犡犘）∪犢［ ］犘 的最优犡 匹配

集，给定顶点狓犡犘且狓．犲犢犘．ｍａｘ，若犕犡′犘＝

犕犡犘＋狓为犌′犘^＝犌 （犡犘－犉犡犘＋狓）∪犢［ ］犘 的犡 匹

配集，则犕犡′犘为犌′犘^的最优犡 匹配集；否则，令狉狓为

犚犛狓，（ ）犘 ∪狓中按ｗｅｉｇｈｔｉｄ序列排序下的最小元

素，犕犡＋狓－狉狓为犌′犘^的最优犡 匹配集．

证明．　由定理１直接推论可证． 证毕．

更新操作的计算遍历二叉计算树中从某个叶子

节点到根节点的路径，对于该路径中的每个节点，依

次进行更新操作，且路径中每个父节点中的操作依

赖于其子节点的操作计算结果，该结果用消息机制

进行传递．在 （）犻狀狊犲狉狋狓 的操作中，定义消息犿狊犵为

一个五元组 犡＋，犕犡＋，犕犡－，犉犡＋，犝犡（ ）＋ ，由节

点犘传递给其父节点，其中犡＋表示当前加入的狓

顶点，犕犡＋和犕犡－分别表示加入和移除出犕犡犘集

合的狓顶点，犉犡＋和犝犡＋类似定义．五元组中元素

的值可能为空，用符号Λ表示．

５．１．１　叶子节点中加入狓

算法１是在一个叶子节点中 （）犻狀狊犲狉狋狓 的更新

操作．令加入的狓顶点为狓^，根据狓^．狊来定位到相应

的叶子节点犘（因为狓∈犡犘，狓．狊＝狓^．狊＝犢犘．ｍｉｎ）．

若狓^．犲＞犢犘．ｍａｘ，狓^属于犉犡犘集合．否则，在α树中

查找αＰｏｓｔ 狓^．犲，犕犡
狉（ ）犘 紧致点．若不存在此类紧致点

则犕犡
狉

犘
可被狓^增广（叶子节点中，犕犡犘＝犕犡

狉

犘
）；若

存在，则可根据其值来确定可替换集犚犛 狓^，（ ）犘 ．进

而在该叶子节点中维护循环不变式，即维护相对应

于该节点子图犌犘^＋狓^的最优犡 匹配集．上述情况都

涉及相关的辅助集合更新以及相应的犿狊犵消息的

赋值；若犘有父节点，则犿狊犵作为参数向上传递．

算法１．　犐狀狊犲狉狋犡犻狀犔犲犪犳狓（）＾ ．

输入：新加入的狓顶点

输出：犿狊犵消息

１．犡犘←犡犘＋狓^，犿狊犵．犡
＋
←狓^

２．ＩＦ 狓^．犲＞犢犘．（ ）ｍａｘ ＴＨＥＮ

３． 　犉犡犘←犉犡犘＋狓^，犿狊犵．犉犡
＋
←狓^

４．ＥＬＳＥＩＦ ／αＰｏｓｔ 狓^．犲，犕犡
狉（ ）（ ）犘 ＴＨＥＮ

５． 　犕犡
狉
犘←犕犡

狉
犘＋狓^，犿狊犵．犕犡

＋
←狓^

６．ＥＬＳＥ

７． 　α′←犕犡
狉
犘
［αＰｏｓｔ（狓^．犲，犕犡

狉
犘
）］．犲

８． 　犚犛 狓^，（ ）犘 ←｛狓∈犕犡
狉
犘
：狓．犲α′｝

９． 　狉狓←ｍｉｎ狑 狓∈犚犛 狓^，（ ）犘 ∪狓｛ ｝＾

１０．　犕犡
狉
犘←犕犡

狉
犘＋狓^－狉狓，犝犡犘←犝犡犘＋狉狓

１１．　犿狊犵．犕犡
＋
←狓^，犿狊犵．犕犡

－
←犿狊犵．犝犡

＋
←狉狓

１２．ＲＥＴＵＲＮ犿狊犵

以下定理保证了算法１的正确性．

定理２．　算法犐狀狊犲狉狋犡犻狀犔犲犪犳（狓^）在二叉计算

树中的叶子节点中维护了循环不变式，时间复杂度

为犗ｌｏｇ（ ）犞 平摊时间．

证明．　叶子节点犘 中，犢
犾

犘＝，故 犕犡犘＝

犕犡
狉

犘．已知加入狓^之前犕犡犘是子图犌犘^＝犌［（犡犘－

犉犡犘）∪犢犘］中的最优犡匹配集，现证明加入狓^之后

犕犡犘是子图犌′犘^＝犌 （犡犘－犉犡犘＋狓）∪犢［ ］犘 中的最

优犡 匹配集．根据引理３，通过αＰｏｓｔ 狓^．犲，犕犡
狉（ ）犘 的计

算结果，即可判断狓　^是否可增广犕犡犘．若不能增广，

则可通过 犕犡
狉

犘 αＰｏｓｔ（狓　^．犲，犕犡
狉

犘［ ］）来确定可替换集

犚犛 狓^，（ ）犘 （犕犡
狉

犘
按照ｅｎｄｉｄ序列排序）．再根据推

论２，从中替换ｗｅｉｇｈｔｉｄ序列排序下的最小元素即

可求解最优犡匹配集．

根据引理５，在算法１中，每一步的操作都可基

于辅助集合对应的树结构在对数时间复杂度下实

现，故而在叶子节点中加入狓的操作可在对数时间

复杂度实现．若加入的狓^的狓^．狊｛狓．狊：犡－狓^｝，则二

叉计算树的结构会发生变化，产生新的叶子节点，而
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调整平衡操作的开销使得算法效率成为平摊时间复

杂度． 证毕．

５．１．２　中间结点中加入狓

在二叉计算树中，添加狓顶点的动态更新算法

是以自下而上的方式进行计算，即沿着某个叶子节

点到根节点的路径进行计算．考虑从右孩子犚到父

节点犘 的路径，算法２描述了在这种情况下在犘中

加入狓节点狓^的更新操作．

算法２．　犐狀狊犲狉狋犡犻狀犚２犘（犿狊犵）．

输入：犿狊犵消息

输出：犿狊犵消息

１．狓^←犿狊犵．犡
＋

２．ＩＦ 狓^．犲＞犢犘．（ ）ｍａｘ ＴＨＥＮ

３． 　犉犡犘←犉犡犘＋狓^

４．ＥＬＳＥＩＦ（犿狊犵．犝犡
＋＝狓^｜｜犿狊犵．犝犡

＋
∈犕犡

狉
犘
）ＴＨＥＮ

５． 　犘节点中集合更新以及犿狊犵设置均与犚节点相同

６．ＥＬＳＥＩＦ ／αＰｏｓｔ（狓^．犲，犕犡
狉
犘（ ）） ＴＨＥＮ

７． 　犕犡
狉
犘←犕犡

狉
犘＋狓^

８．ＥＬＳＥ

９． 　α′←犕犡
狉
犘
［αＰｏｓｔ（狓^．犲，犕犡

狉
犘
）］．犲

１０．　狓１←ｍｉｎ狊狓∈犕犡
狉
犘
：狓．犲α｛ ｝′

１１．　β′←犕犡
犾
犘
［βＰｒｅ（狓１．狊，犕犡

犾
犘
）］．狊

１２．　犚犛 狓^，（ ）犘 ←｛狓∈犕犡
犾
犘
：狓．狊β′｝∪

狓∈犕犡
狉
犘
：狓．犲α｛ ｝′

１３．　狉狓←ｍｉｎ狑 狓∈犚犛 狓^，（ ）犘 ∪狓｛ ｝＾

１４．　更新相关辅助集合与犿狊犵

１５．ＲＥＴＵＲＮ犿狊犵

以下定理保证了算法２的正确性．

定理３．　对于从右孩子犚到父节点犘 的情况，

算法犐狀狊犲狉狋犡犻狀犚２犘（犿狊犵）在节点犘 中维护了循环

不变式，时间复杂度为犗ｌｏｇ（ ）犞 最坏时间．

证明． 中间节点犘 中，犕犡犘＝犕犡
犾

犘∪犕犡
狉

犘．

已知加入狓^之前犕犡犘是子图犌犘^＝犌［（犡犘－犉犡犘）∪

犢犘］中的最优犡匹配集，现证明加入狓　^之后犕犡犘是

子图犌′犘^＝犌 （犡犘－犉犡犘＋狓）∪犢［ ］犘 中的最优犡 匹

配集．与叶子节点类似，若 狓^．犲＞犢犘．ｍａｘ，狓^ 属于

犉犡犘集合．若狓^．犲犢犘．ｍａｘ，有两种情况下犘 节点

中的操作与犚 节点相同，故可直接根据消息中的信

息来计算．第１种情况是犿狊犵．犝犡
＋ ＝狓^，表明 狓^不

能增广犕犡犚，且在ｗｅｉｇｈｔｉｄ序列下，狓^小于犚 中狓　^

的可替换集中的最小元素．可证明若狓　^在孩子节点

中不能增广匹配，则在父节点中也不能增广匹配，且

狓^的可替换集的最小元素单调递增．故而在犘节点

狓^仍然替换狓^ 自身，与犚 节点相同．第２种情况是

犿狊犵．犝犡
＋
∈犕犡

狉

犘
（约定犕犡

狉

犘
不包含Λ），表明在犚

节点中狓^替换狓′＝犿狊犵．犝犡
＋，且可推知狓^的可替换

集在犘中与犚 中相同，故而犘节点中狓^ 仍然替换

狓′，与犚节点相同．

若上述两种情况都不满足，即犿狊犵．犝犡
＋ ＝Λ

或者犿狊犵．犝犡
＋
≠狓^＆＆犿狊犵．犝犡

＋
犕犡

狉

犘．前一种

情况下，若犘 中存在αＰｏｓｔ 狓　^．犲，犕犡
狉（ ）犘 ，可推出必然

存在狓′∈犉犡犔加入到图犌 犕犡
狉

犘∪犢
狉［ ］犘 中，且在狓′

和狓^之间存在一条交错路．故而根据引理３，狓　^不可

增广犕犡
狉

犘
，且通过αＰｏｓｔ 狓^．犲，犕犡

狉（ ）犘 可确定可替换

集．考虑若犘 中不存在αＰｏｓｔ 狓^．犲，犕犡
狉（ ）犘 的情况．假

设狓^在犘 中不可增广匹配，因为犿狊犵．犝犡
＋ ＝Λ，即

狓^在犚 中可增广匹配，则在犘 中必存在狓′∈犉犡犔

加入到图犌 犕犡
狉

犘∪犢
狉［ ］犘 中，且在狓′和狓^ 之间存在

一条交错路，根据引理３，存在α犕犡 紧致点犻且

［］犢犻 狓　^．犲，与 前 提 矛 盾，故 而 若 犘 中 不 存 在

αＰｏｓｔ（狓^．犲，犕犡
狉

犘
），狓^在犘 中可增广匹配．后一种情况

的分析类似．

因此，通过αＰｏｓｔ 狓^．犲，犕犡
狉（ ）犘 是否存在可判断狓　^

在犘 中是否可增广匹配；若不可增广，根据引理３，

通过犕犡
狉

犘
［αＰｏｓｔ（狓^．犲，犕犡

狉

犘
）］可求解狓^在犌［犕犡

狉

犘∪

犢
狉

犘
］中的可替换集，并在其中取狓．狊最小的元素狓１，

且可推知狓１．狊＜犢犘．ｍｉｄ．由引理４，根据βＰｒｅ（狓１．狊，

犕犡
犾

犘
）即可求解狓１在犌 犕犡

犾

犘∪犢
犾［ ］犘 中的可替换集．

由２可推知，在 犕犡
犾

犘
中不存在狓′使得狓′．狊β′且

狓．犲＞α′，意味着狓１在犌 犕犡
犾

犘∪犢
犾［ ］犘 中的可替换集

与狓^的相同，于是狓^在犘 中的可替换集犚犛 狓（）＾ 可

确定．根据推论２，从犚犛 狓（）＾ ∪狓^中替换 ｗｅｉｇｈｔｉｄ

序列排序下的最小元素即可求解对应于子图犌′犘^的

最优犡 匹配集．需注意的是，在更新相关辅助集合

时，需维护不变式２．

根据引理５，在算法２中，每一步的操作都可基

于辅助集合对应的树结构在对数时间复杂度下实

现，故而在从右孩子到父节点的情况加入狓顶点的

动态操作可在犗 ｌｏｇ｜犞（ ）｜ 最坏时间下完成． 证毕．

考虑从左孩子犔到父节点犘 的路径，算法３描

述了此时在犘中加入狓顶点狓^的动态更新操作．

算法３．　犐狀狊犲狉狋犡犻狀犔２犘 犿狊（ ）犵 ．

输入：犿狊犵消息

输出：犿狊犵消息

１．狓^←犿狊犵．犡
＋

２．ＩＦ 狓^．犲＞犢犘．（ ）ｍａｘ ＴＨＥＮ

３． 　犉犡犘←犉犡犘＋狓^
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４．ＥＬＳＥＩＦ 犿狊犵．犝犡
＋＝狓^｜｜犿狊犵．犝犡

＋
∈犕犡

狉（ ）犘 ＴＨＥＮ

５．　 犘节点中集合更新以及犿狊犵设置均与犔节点相同

６．ＥＬＳＥＩＦ（／βＰｒｅ（狓^．狊，犕犡
犾
犘
））ＴＨＥＮ

７． 　犕犡
犾
犘←犕犡

犾
犘＋狓^

８．ＥＬＳＥ

９． 　β′←犕犡
犾
犘
［βＰｒｅ（狓^．狊，犕犡

犾
犘
）］．狊／／在图犌

犾

犘^
中

１０．　狓１←ｍａｘ犲狓∈犕犡
犾
犘
：狓．狊β｛ ｝′ ｝

１１．　α′←犕犡
狉
犘
［（狓１．犲，犕犡

狉
犘
）］．犲／／在图犌

狉

犘^
中

１２．　狓２←ｍｉｎ狊狓∈犕犡
狉
犘
：狓．犲α｛ ｝′

１３．　ＩＦ 狓２．狊＜β（ ）′ ＴＨＥＮ

１４．　　β′←犕犡
犾
犘
［βＰｒｅ（狓２．狊，犕犡

犾
犘
）］．狊／／图犌

犾

犘^

１５．　犚犛 狓^，（ ）犘 ←｛狓∈犕犡
犾
犘
：狓．狊β′｝∪

狓∈犕犡
狉
犘
：狓．犲α｛ ｝′

１６．　狉狓←ｍｉｎ狑 狓∈犚犛 狓^，（ ）犘 ∪狓｛ ｝＾

１７．　更新相关辅助集合与犿狊犵

１８．ＲＥＴＵＲＮ犿狊犵

以下定理保证了算法３的正确性．

定理４．　对于从左孩子犔到父节点犘 的情况，

算法犐狀狊犲狉狋犡犻狀犔２犘（犿狊犵）在节点犘 中维护了循环

不变式，时间复杂度为犗ｌｏｇ（ ）犞 最坏时间．

证明．　除了对于可替换集的求解，算法３与从

右孩子到父节点的算法２情形类似．下面仅证明算

法３中求解可替换集的过程．若在子图犌［犕犡
犾

犘∪

犢
犾

犘
］中存在βＰｒｅ 狓^．狊，犕犡

犾（ ）犘 （第１０行），根据引理４，

集合｛狓∈犕犡
犾

犘
：狓．狊β′｝为狓　^在子图犌［犕犡

犾

犘∪犢
犾

犘
］

中的可替换集，选取其中ｅｎｄｉｄ排序下最大的元素

狓１．可证明，狓１．犲犢犘．ｍｉｄ，且子图犌 犕犡
狉

犘∪犢
狉［ ］犘 中

必然存在狓１的α犕犡 最小紧致点．再根据引理４，通

过α′＝犕犡
狉

犘
［αＰｏｓｔ（狓１．犲，犕犡

狉

犘
）］．犲即可确定狓１在子

图犌［犕犡
狉

犘∪犢
狉

犘
］中的可替换集｛狓∈犕犡

狉

犘
：狓．犲

α′｝，该集合也即狓^在子图犌［犕犡
狉

犘∪犢
狉

犘
］中的可替

换集．若该集合中按ｓｔａｒｔｉｄ排序下最小的元素狓２

的狓２．狊＜β′，即存在一条从狓^出发的交错路可达小

于β′的狔顶点，需根据狓２．狊更新β′，进而求解出狓^

在犘 中的可替换集犚犛 狓（）＾ ．与从犚到犘 的计算类

似，更新辅助集合时需维护不变式２．根据引理５，

在算法３中，每一步的操作都可基于辅助集合对应

的树结构在对数时间复杂度下实现，故而在从左孩

子到父节点的情况下，在节点犘 中，犻狀狊犲狉狋狓（）＾ 操作

的时间复杂度为犗 ｌｏｇ（ ）犞 最坏时间． 证毕．

５．１．３　算法实例

图６为一个 （）犻狀狊犲狉狋狓 算法的实例，左上角列出

顺次加入的狓顶点的四元组信息，中间的３个方框

代表二叉计算树中的树节点，节点旁边列出了相应

的辅助集合．设初始状态存在４个狔顶点，对应计算

树中唯一的节点犘．当加入第一个狓顶点狓１时，因

为狓１．狊＝３≠犢犘．ｍｉｎ＝１，犘节点分裂并生成新的叶

子节点犔 和犚．算法１先尝试在犚节点中加入狓１，

根据α树计算得出不存在狓１．犲的αＰｏｓｔ紧致点，故而

狓１在犚中成功增广匹配，加入犡匹配集犕犡
狉

犚．下一

步，因为犚是犘 的右孩子，调用算法２，尝试在犘节

点加入狓１；由于犘节点中同样不存在狓１．犲的αＰｏｓｔ紧

致点，故而狓１增广犡匹配集犕犡
狉

犘．

图６　犻狀狊犲狉狋（狓）算法实例

类似的，狓２，狓３，狓４都顺次成功加入犘的犡匹配

集中；其中狓４在节点犔中进入犉犡犔集合，因为狓４．犲＝

４＞犢犔．ｍａｘ＝２，再根据算法３，在犘节点狓４增广匹

配成功．对于狓５，算法１在犚中尝试添加狓５；根据α

树计算αＰｏｓｔ（狓５．狊，犕犡
狉

犚
）＝３，故而可替换集犚犛（狓５，

犚）＝｛狓１｝；由于狓１．狑＝７＞狓５．狑＝５，故而狉狓＝狓５，犚

中匹配未增广成功，狓５被加入犝犡犚集合．继而算

法２在犘节点尝试加入狓５，由于犿狊犵．犝犡
＋＝狓^＝狓５，

在犘节点中仍然不能增广匹配，狓５加入犝犡犘集合．

图７　节点犘中添加狓６的计算

下面描述加入狓６的过程，图６中节点犘和犚 的

辅助集合中的箭头分别指出在此过程中集合的变化

情况．首先根据狓６．狊定位到犚 节点，根据算法１，在

犚节点加入狓６成功．继而调用算法２，在犘节点中加

入狓６．根据α树计算可得αＰｏｓｔ 狓６．狊，犕犡
狉（ ）犘 ＝４，在右

侧的可替换集中找到狓．狊最小的狓顶点狓４（参考算

法２第１０行和图７），计算βＰｒｅ 狓４．狊，犕犡
犾（ ）犘 ＝１，得
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出可替换集犚犛 狓６，（ ）犘 ＝ 狓１，狓２，狓３，狓｛ ｝４ ，其中按

ｗｅｉｇｈｔｉｄ排序最小的狓顶点为狓２，故而狓６在犘的

犡 匹配集中替换狓２．

６　算法复杂度分析与实验仿真

在维护最优犡匹配集的基础上，动态查询操作

可采用文献［１７］或［２３］中的方法求解．我们基于文

献［２３］中的分离匹配区间（ｄｉｓｊｏｉｎｔｍａｔｃｈｉｎｇｉｎｔｅｒｖａｌ）

方法，在最坏 （）犗 犽 时间复杂度下求解动态查询操

作，其中犽ｍｉｎ 犡 ，｛ ｝犢 ．综合更新和查询操作

算法，我们给出以下定理．

定理５．　左侧带权凸二分图的最大权值动态

匹配问题可在犗ｌｏｇ
２（ ）犞 平摊时间复杂度下维护

更新操作，在常数时间复杂度下查询是否匹配，在最

坏 （）犗犽 时间复杂度下查询某已匹配节点的相匹配

节点，其中犽ｍｉｎ 犡 ，｛ ｝犢 ．

证明．　根据定理２～４，算法中每一步操作都可

基于辅助集合对应的树结构在对数时间复杂度下实

现，故而在中间节点中加入狓的操作在对数时间复杂

度实现．加入狓顶点的计算包含至多ｌｏｇ犞 次加入

二叉计算树中某节点的操作，因此可在犗（ｌｏｇ
２
｜犞｜）

平摊时间复杂度下求解．其他动态操作同理可在相

同时间复杂度下进行维护． 证毕．

针对不带权凸二分图的最大基数动态匹配问题，

文献［１７］设计了一种算法在犗 ｌｏｇ
２（ ）犞 平摊时间

复杂度下维护更新操作，在最坏常数时间复杂度下查

询某顶点是否已匹配，查询某已匹配顶点的相匹配

顶点操作的最坏时间复杂度为犗（ｍｉｎ｛犽ｌｏｇ
２
｜犡｜＋

ｌｏｇ｜犡｜，｜犡｜ｌｏｇ｜犡｜｝），其中犽＜ｍｉｎ｛｜犡｜，｜犢｜｝，或

者为犗 槡犡 ｌｏｇ２（ ）犡 平摊时间复杂度．左侧带

权凸二分图的最大权值动态匹配问题之前一直未

被解决，直到我们在文献［２３］中提出一种方法在

犗ｌｏｇ
３（ ）犞 平摊时间复杂度下维护更新操作，在最

坏 （）犗 犽 时间复杂度下维护查询操作，其中犽

ｍｉｎ 犡 ，｛ ｝犢 ．

下面的表２中，呈现了文献［１７，２３］和本文的工

表２　时间复杂度比较

文献［１７］ 文献［２３］ 本文工作

研究

问题

凸二分图动态最

大基数匹配

左侧带权凸二分图

动态最大权值匹配

左侧带权凸二分图

动态最大权值匹配

动态

更新
犗 ｌｏｇ２（ ）犞 平

摊时间
犗 ｌｏｇ３（ ）犞 平摊

时间
犗 ｌｏｇ２（ ）犞 平摊

时间

动态

查询

最 坏 接 近 线 性

时间
最坏线性时间 最坏线性时间

作结果的时间复杂度比较．

本文基于Ｃ＋＋实现了左侧带权凸二分图的最

大权值动态匹配算法．实验评估过程运行在一台

ＬｅｎｏｖｏＸ１笔记本上，其ＣＰＵ型号为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５

５２００，主频２．２ＧＨｚ，内存８ＧＢ，操作系统是６４位

Ｗｉｎｄｏｗｓ８，程序运行环境是ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２０１３．其

中数据集是随机生成．

图８显示了运行的结果，其中横坐标表示当前

图的规模，如１０００表示图中含有１０００个狓节点和

１０００个狔顶点，纵坐标表示在当前规模的图上，新

加入一个狓节点所花的时间，单位是ｍｓ．

图８　实验仿真结果

７　结　论

本文研究左侧带权凸二分图的最大权值动态匹

配问题．发现该问题的求解的关键在于维护最优犡

匹配集以及求解可替换集合，提出紧致子图的概念，

证明可替换集合的求解等价于紧致子图的求解，将

求解匹配问题转换成为求解子图问题．同时研究凸

二分图结构中的凸性质，找到一种快速求解该子图

的方法．在此基础之上，基于改进的二叉计算树数据

结构和隐性表征技术，设计算法在犗 ｌｏｇ
２（ ）犞 平

摊时间下维护图的更新操作，在最坏线性时间复杂

度下支持顶点匹配信息的查询操作．进而在与文献

［１７］解决不带权问题的相同时间复杂度下，解决了

难度更高的左侧带权问题．
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