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收稿日期：２０１６１０１７；在线出版日期：２０１７０８１３．本课题得到国家自然科学基金（６１６０２４１３，６１８７３２４０）、浙江省自然科学基金
（ＬＹ１９Ｆ０３００１６）资助．郑建炜，男，１９８２年生，博士，副教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为机器学习、模式识别．Ｅｍａｉｌ：
ｚｊｗ＠ｚｊｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．鞠振宇，男，１９９３年生，硕士研究生，主要研究方向为数据挖掘、人工智能．朱文博，男，１９９０年生，硕士研究生，中国计
算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为数据挖掘、人工智能．王万良（通信作者），男，１９５７年生，博士，教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，
主要研究领域为人工智能、大数据分析．Ｅｍａｉｌ：ｗｗｌ＠ｚｊｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．

融合关联矩阵自学习和显式秩约束的
数据表示分簇算法

郑建炜　鞠振宇　朱文博　王万良
（浙江工业大学计算机科学与技术学院　杭州　３１００２３）

摘　要　复杂异构分布的高维数据在大数据时代随处可见，高效地挖掘其子空间结构并进行准确的分簇是机器视
觉和模式识别领域的研究热点．低秩表示算法（ＬｏｗＲａｎｋＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ，ＬＲＲ）因其优越的低维子空间挖掘能力
而备受关注，其性能很大程度上取决于关联矩阵的构建，常见的方法都是通过原始输入数据或表示系数直接一次
成形．然而，这些方法都采用独立的步骤进行表示系数计算以及关联矩阵学习，无法保证总体算法的最优性．针对
该问题，该文提出一种新的ＬＲＲ型数据表示分簇法（ＤａｔａＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＤＲＣ）应用于实际子空间分割
问题．首先，为实现模型的快速求解，ＤＲＣ保留了基本数据表示框架中的光滑正则项并剔除了非负性、稀疏性等复
杂约束；其次，将相似度矩阵的自适应学习策略添加至统一的数据表示框架，联合原始输入数据和表示系数确保目
标关联矩阵在无噪环境下具备明确的对角分布结构．最后，对关联矩阵对应的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵添加一种新的秩约
束，在含噪环境下引导相似度连接结构与簇目标数的一致性．采用交替更新法对模型进行求解，保证目标函数单变
量优化的全局最优性以及整体收敛性．人工合成数据和８个公开数据集的实验结果表明，ＤＲＣ算法在分簇精度、归
一化互信息、参数敏感性等指标上都具有优秀的性能．

关键词　关联矩阵；低秩表示；谱分簇；拉普拉斯正则项；归一化互信息
中图法分类号ＴＰ１８　　　犇犗犐号１０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１９．００４９７

犇犪狋犪犚犲狆狉犲狊犲狀狋犪狋犻狅狀犆犾狌狊狋犲狉犻狀犵狏犻犪犛犻犿狌犾狋犪狀犲狅狌狊犾狔犃犳犳犻狀犻狋狔犕犪狋狉犻狓
犛犲犾犳犔犲犪狉狀犻狀犵犪狀犱犈狓狆犾犻犮犻狋犚犪狀犽犆狅狀狊狋狉犪犻狀狋

ＺＨＥＮＧＪｉａｎＷｅｉ　ＪＵＺｈｅｎＹｕ　ＺＨＵＷｅｎＢｏ　ＷＡＮＧＷａｎＬｉａｎｇ
（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犣犺犲犼犻犪狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犎犪狀犵狕犺狅狌　３１００２３）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｔｈｅｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄａｔａｗｉｔｈｃｏｍｐｌｅｘａｎｄｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃａｎｂｅｓｅｅｎ
ｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅｉｎｔｈｅｅｒａｏｆｂｉｇｄａｔａ，ａｎｄｉｔｉｓａｈｏｔｔｏｐｉｃｉｎｔｈｅｆｉｅｌｄｏｆｍａｃｈｉｎｅｖｉｓｉｏｎａｎｄｐａｔｔｅｒｎ
ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎｔｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙａｎｄａｃｃｕｒａｔｅｌｙｅｘｃａｖａｔｅｔｈｅｓｐａｔｉａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄｓｅｇｍｅｎｔｔｈｅｓｕｂｓｐａｃｅ
ｃｌｕｓｔｅｒ．ＬｏｗＲａｎｋＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ（ＬＲＲ），ａｓｏｎｅｏｆｔｈｅｍｏｓｔｗｅｌｌｋｎｏｗｎｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ，
ｈａｓｒｅｃｅｎｔｌｙｒｅｃｅｉｖｅｄｍｕｃｈｍｏｒｅａｔｔｅｎｔｉｏｎｓｉｎｓｕｂｓｐａｃｅｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇａｎｄｖｉｓｕａｌｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎｄｕｅｔｏ
ｉｔｓｈｉｇｈｅｆｆｉｃａｃｙａｎｄｓｔｒｏｎｇｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓｉｎｅｘｐｌｏｒｉｎｇｌｏｗｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｌａｔｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｉｎｐｕｔ
ｓａｍｐｌｅｓ．Ｆｏｒａｓｐｅｃｉｆｉｃｓｅｔｏｆｃｏｌｌｅｃｔｅｄｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｃｏｒｒｕｐｔｅｄｗｉｔｈｖａｒｉｏｕｓｋｉｎｄｓｏｆｅｒｒｏｒｓ，ｔｈｅｍａｉｎ
ｐｕｒｐｏｓｅｏｆＬＲＲｉｓｔｏｌｅａｒｎａｎｉｎｔｒｉｎｓｉｃｒａｎｋｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆａｌｌｓａｍｐｌｅｓｊｏｉｎｔｌｙ．Ｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ
ＬＲＲｂａｓｅｄｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈｅｓｈｅａｖｉｌｙｄｅｐｅｎｄｓｏｎｌｅａｒｎｅｄａｆｆｉｎｉｔｙｍａｔｒｉｃｅｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅｕｓｕａｌｌｙ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｅｉｔｈｅｒｄｉｒｅｃｔｌｙｆｒｏｍｔｈｅｒａｗｄａｔａｏｒｆｒｏｍｔｈｅｉｒｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ．
Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｓｅｍｅｔｈｏｄｓｍａｙｎｏｔｇｕａｒａｎｔｅｅａｎｏｖｅｒａｌｌｏｐｔｉｍｕｍｓｉｎｃｅｄａｔａｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄ

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔａｒｅｏｆｔｅｎｃｏｎｄｕｃｔｅｄｉｎｔｗｏｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｔｅｐｓ．ＴｏｉｍｐｒｏｖｅＬＲＲｗｉｔｈｔｈｉｓ
ｒｅｇａｒｄ，ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｎｅｗＬＲＲｂａｓｅｄｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ｎａｍｅｌｙＤａｔａＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ
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ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｌｙ，ｐｒｏｖｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｏｕｒｊｏｉｎｔｌｙｕｐｄａｔｅｏｆａｆｆｉｎｉｔｙｍａｔｒｉｘａｎｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ
ｍａｔｒｉｘ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ａｆｆｉｎｉｔｙｍａｔｒｉｘ；ｌｏｗｒａｎｋｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ；ｓｐｅｃｔｒａｌｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ；Ｌａｐｌａｃｉａｎｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｒ；
Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｍｕｔｕａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

１　引　言
复杂异构分布的高维数据在大数据时代随处可

见，高效地挖掘其子空间结构并进行准确的分簇是
机器视觉和模式识别领域的研究热点．依据子空间
表示机制的区别，现有的分簇算法可以分为矩阵分
解［１］、代数［２］、统计［３］、谱分簇［４５］四种主流类型．其
中，谱分簇算法具备完整的理论支撑和优秀的应用
性能，获得了更为广泛的研究关注和应用扩展，本文
工作亦隶属于谱分簇类型．

谱分簇算法的关键步骤是关联矩阵（亦被称为
相似度矩阵、邻域矩阵、关联图等）构建，在理想状态
下，关联矩阵中的簇间相似度严格为零，而簇内相似
度则处于（０，１］之间．常见的方法都采用原始数据或

表示系数进行一次构建．其中原始数据法如ε邻域
图、犽近邻图、全连接图等都存在着明显的缺陷，包
括参数敏感度强、数据适应性弱、鲁棒性差等．Ｎｉｅ
等人［６］通过局部连通性约束自适应生成相似度矩
阵，能够有效抑制奇异点，也提升了关联矩阵构建的
数据适应性．Ｈｏｕ等人［７］则从全局散度矩阵出发，
结合指示矩阵构建目标函数，提出鉴别嵌入分簇算
法（ＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｖｅＥｍｂｅｄｄｅｄＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＤＥＣ），也
获得了良好的性能指标．然而，单纯地对原始数据的
局部空间度量操作难以展现数据的全局结构．因此，
表示系数法得到了广泛的研究应用．Ｃｈｅｎｇ等人［８］

引入稀疏表示进行相似图构建，具有更高的算法鲁
棒性，也规避了高敏感度的人工设定参数ε和犽，但
其正则项参数的选择较为困难，且存在犾１范数问题
求解效率低的问题．Ｈｕａｎｇ等人［９］采用非负和加权

８９４ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１９年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



限制替代文献［８］中的犾１范数约束，提出了单纯表示
型关联矩阵构建方法，不包含任何待定参数，运行效
率得以大幅提升．类似地，Ｅｌｈａｍｉｆａｒ等人［１０］对自表
示矩阵添加稀疏性约束，提出了稀疏子空间分簇法
（ＳｐａｒｓｅＳｕｂｓｐａｃｅＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＳＳＣ）．

上述表示型算法在数据处理过程中都忽略了样
本的联合分布结构．鉴于此，Ｌｉｕ等人［１１］提出了低秩
表示算法（ＬｏｗＲａｎｋＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ，ＬＲＲ）用于子
空间分簇，以数据的多簇子空间流形分布为前提，通
过系数矩阵低秩约束和行空间稀疏约束，实现精确
的样本簇结构挖掘和噪声点抑制，在异常监测［１２］、
目标跟踪［１３］、人脸识别［１４］和超分辨率重建［１５］等众
多领域得到了广泛的应用．为进一步精炼数据表示
能力，Ｆｅｎｇ等人［１６］添加块对角先验于ＬＲＲ的系数
矩阵，对关联矩阵的簇结构有明显的效果提升．Ｎｉｅ
等人［１７］则采用Ｓｃｈａｔｔｅｎ狆范数替换ＬＲＲ中的迹范
数，并通过分组结构约束提出一种新的低秩子空间
分簇算法（ＬｏｗＲａｎｋＳｕｂｓｐａｃｅｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＬＲＳ），将
关联矩阵构建和谱簇指示融为一个步骤，具有更好
的低秩逼近能力．

结合局部邻域结构和全局分布状态是谱分簇
算法的研究趋势，结构自学习的特征选择算法
（ＦｅａｔｕｒｅＳｅｌｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈＡｄａｐｔｉｖｅＳｔｒｕｃｔｕｒｅＬｅａｒｎｉｎｇ，
ＦＳＡＳＬ）［１８］联合保局部投影［１９］和稀疏系数保持［２０］

两种思想建立目标函数，获得了更好的分簇指标．更
多算法［２１２５］则是以ＬＲＲ为基础添加关联矩阵约束
项．Ｐｅｎｇ等人［２１］将特征选择机制引入ＬＲＲ，提出特
征选择分簇法（ＦｅａｔｕｒｅＳｅｌｅｃｔｉｏｎＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＦＳＣ），
可以有效抑制奇异特征干扰，但算法缺乏局部空间
结构考虑．针对ＬＲＲ存在的稀疏性不足及噪声敏感
等问题，Ｌｉ等人［２２］提出了一种基于局部图拉普拉斯
约束的鲁棒低秩表示聚类模型，在保持表示矩阵分
块对角的特性下，增强其稀疏性，减弱了表示字典数
据之间的线性相关性．Ｙｉｎ等人［２３］则将图拉普拉斯
正则项引入隐低秩表示算法［２６］，兼顾样本空间和特
征空间的子域流形进行分簇应用．最近，Ｙｉｎ等
人［２４］结合文献［２２２３］的优势，进一步提出非负稀
疏Ｌａｐｌａｃｉａｎ正则约束的ＬＲＲ模型（Ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ
ＳｐａｒｓｅＬａｐｌａｃｉａｎｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＬＲＲ，ＮＳＬＬＲＲ），以非
负性、稀疏性为条件，增加超图拉普拉斯约束，其性
能报道优于其它分簇算法．此外，平滑表示分簇算法
（ＳｍｏｏｔｈＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＳＭＲ）［２５］提出
强制组效应概念，并通过样本邻域相似度增强分簇
算法的组效应，不仅具有优秀的分簇效果，而且其求

解过程不需要迭代运算，效率优于现存的其它ＬＲＲ
型算法．

上述算法虽然都兼顾了ＬＲＲ的全局表示能力
和图Ｌａｐｌａｃｉａｎ的局部结构挖掘特性，但都存在类
似的缺陷，即采用独立的步骤进行图Ｌａｐｌａｃｉａｎ构
建和ＬＲＲ系数计算，无法保证算法的全局最优性．鲁
棒子域分割算法（ＲｏｂｕｓｔＳｕｂｓｐａｃｅＳｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎ，
ＲＳＳ）［２７］同时学习低秩表示和关联矩阵，以压缩感
知理论为基础，通过重构矢量生成相似度矩阵，由于
在迭代过程中受初始表示系数次优性的影响，整体
算法依然是次优的，且模型待定参数过多，抑制了其
扩展应用能力．针对现存问题，本文提出一种新的数
据表示分簇算法（ＤａｔａＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，
ＤＲＣ），将低秩表示、相似度学习和簇结构约束融入
同一框架，在结合现有算法优势的同时，摒弃相应算
法的高复杂度成分和无效因子．本文工作的贡献包
含以下几点：

（１）提出通过原始输入数据自适应学习的邻域
流形结构正则化ＬＲＲ算法，兼顾全局分布特性和局
部相似度的同时，剔除额外的表示系数非负性和稀
疏性约束，在保证性能的前提下提升算法的运行
效率；

（２）在关联矩阵自学习过程中，添加一种新的
显式低秩约束，与经典的低秩约束具有等价性，且算
法求解过程更为直观易懂；

（３）设计模型求解策略，算法具备唯一的最优
解．对算法部分人工待设参数进行了理论分析，推导
出经验设置方法或通过实验得到快速优选法则．

本文第２节描述ＬＲＲ型分簇算法的相关工作，
包括表示范数约束、系数正则项、关联矩阵构建等；
第３节给出ＤＲＣ算法的详细描述，并给出模型求解
策略；第４节对ＤＲＣ算法的模型参数、收敛性和复
杂度进行理论分析；第５节分别通过人工合成数据
和公开数据集验证ＤＲＣ的实际分簇性能；最后第６
节为全文总结．

２　相关工作
本节主要回顾以ＬＲＲ为基础的相关谱分簇算

法，给定待分簇数据集为犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］∈
犚犿×狀，其中狓犻是第犻个犿维输入数据，狀是样本总
数．假设所有输入数据的分布空间由犮个互相正交
的子空间合并而成，如∪

犮

犻＝１
犛犻，其中犛１，…，犛犮是各个
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低维子空间．谱分簇的目标是归纳各种性质尽可能
准确地把每个样本狓犻划分到应属的子簇犛犻．ＬＲＲ型
算法采用自表示思想求解关联矩阵的相似度元素，
并添加不同的系数约束项或Ｌａｐｌａｃｉａｎ正则项，其
构建表示矩阵犣的基本框架为

ｍｉｎ
犣α犡－犃（犡）犣犾＋Ω（犡，犣）
ｓ．ｔ．犣∈犆 （１）

其中，α是人工设定的正则项参数，犃（犡）是预学习
得到的字典矩阵，一般都直接选用犡以减少算法复
杂度［２８］，·犾是表示误差的范数模型，Ω（犡，犣）和犆
分别是系数正则项和约束集．式（１）计算得到的最优
系数矩阵犣可进一步通过式（２）构建成对称关联矩
阵，并由经典的分簇算法如Ｋｍｅａｎｓ、ＮＣｕｔ［２９］或
ＲａｔｉｏＣｕｔ［３０］完成最终的聚类任务．

犠＝（犣＋犣Ｔ）／２ （２）
不同的误差范数模型、系数正则项和约束集构

成了不同的ＬＲＲ型分簇算法，表１列了部分现存算
法的·犾、Ω（犡，犣）和犆各项具体形式，其中·１

是犾１范数，表示所有元素的绝对值之和；·２，１是
犾２，１范数，表示所有列向量的犾２范数之和；·是核
范数，表示奇异值之和；·Ｆ是Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，表
示所有元素平方和的平方根．此外，符号表示空，λ
和β是正则项参数，１是所有元素都为１的向量，犛
是由犣学习得到的关联矩阵．在表１所有算法中，不
同的约束决定了算法不同的性能，例如Ｆ范数具有
平滑性，算法运算效率较高，符合高斯噪声分布的输
入数据；犾１范数具备稀疏性，对特征噪声有较强的抑
制作用；犾２，１范数具备列稀疏性，对样本奇异点的抑
制效果更为明显．虽然误差模型对分簇算法的影响
较大，但本文重点关注关联矩阵与系数矩阵的联合
构建问题，因此对误差约束简单采用Ｆ范数．

表１　现存犔犚犚型算法各子项约束形式
算法 ·ｌ Ω（犡，犣） 犆
ＳＳＣ ·１ 犣１ ｛犣｜狕犻犻＝０｝
ＬＲＲ ·２，１ 犣 

Ｒｅｆ．［２２］·２，１ 犣＋λｔｒ（犣犔犣Ｔ） 
ＳＭＲ ·２

Ｆ ｔｒ（犣犔犣Ｔ） 
ＮＳＬＬＲＲ·１ 犣＋λ犣１＋βｔｒ（犣犔犣Ｔ）｛犣｜狕犻犼０｝
ＲＳＳ ·２

Ｆ 犣２
Ｆ＋λ犛２

Ｆ＋βｔｒ（犣犔犪犣Ｔ）｛犛｜狊犻犼０｝

从表１可见，经典算法如ＳＳＣ、ＬＲＲ等都单
纯的对犣进行范数特性约束，而后续的ＳＭＲ和
ＮＳＬＬＲＲ等算法则联合关联矩阵和表示系数优化
犣矩阵，其报道的性能较ＳＳＣ和ＬＲＲ有明显的提
升．然而，ＳＭＲ和ＮＳＬＬＲＲ中的拉普拉斯矩阵犔仅
通过原始输入数据进行一次性构建，无论是在抗噪

性还是在算法最优性方面都难以保证．ＲＳＳ是唯一
联合优化拉普拉斯矩阵和系数矩阵的分簇算法，但
其犔采用表示系数进行构建，在迭代初期是次优
的，因此ＲＳＳ算法容易陷入局部最优，影响分簇性
能．综合以上分析，考虑到联合局部学习和全局表示
对分簇效果的重要性，本文将以此为基础构建目标
模型，并添加块对角正则项约束关联矩阵的簇结构．

３　犇犚犆算法描述
本节提出一种新的数据表示分簇算法，融合了

考虑关联矩阵的自适应学习和显式的矩阵秩约束，
算法简称为ＤＲＣ．首先对所提算法的目标函数构建
过程进行描述，然后给出模型求解策略．
３１　目标函数描述

ＬＲＲ作为一种全局分簇算法，在求解邻接矩阵
分块对角结构的同时，忽略了样本的局部邻域关系，
致使簇间相似度包含稠密的非零元素；此外，混杂噪
声和离群奇异点对ＬＲＲ算法的影响也较为明显．针
对存在的问题，本文在式（１）表示框架下提出一种融
合局部图拉普拉斯学习的低秩表示分簇算法，首先
以ＳＭＲ模型为基准框架，将所提算法的初始目标
函数设为

ｍｉｎ
犣α犡－犡犣２

Ｆ＋ｔｒ（犣犔狊犣Ｔ） （３）
其中ｔｒ（·）是矩阵的迹运算符号，犔狊是由相似度元素
构建而成的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵．根据上节相关工作描
述，现存算法的相似度矩阵都通过原始输入数据直
接构建，独立于模型优化求解过程．在给定对称相似
度矩阵犛后，Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵构建方式不一，经典的
谱分簇算法中，ＲａｔｉｏＣｕｔ［３０］的犔狊矩阵计算方式为
犔狊＝犇－犛，其中对角矩阵犇称为度矩阵，对角元素为

犱犻＝∑
狀

犼＝１
狊犻犼．ＮＣｕｔ［２９］将上述犔狊进行规范化操作，最终

的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵分为对称型犔狊狊＝犇－１／２犔犇－１／２和非
对称型犔狀狊狊＝犇－１犔两种．当给定非对称的犛时，则
对应的犔狊计算为犔狊＝犇－（犛Ｔ＋犛）／２［６］，其中度矩
阵犇的对角元素为犱犻＝∑犼（狊犻犼＋狊犼犻）／２．本文采用
经典的非规范化犔狊矩阵构建方法，重点研究关联矩
阵的计算策略．首先，根据数据对之间距离更小则相
似度更高的假设，相似因子的约束正则项为

ｍｉｎ
犻狊犻０，狊Ｔ犻１＝１

∑
狀

犻，犼＝１
狓犻－狓犼２

２狊犻犼 （４）
其中狊犻犼是相似矩阵犛的元素，表示样本对狓犻和狓犼之
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间的同簇概率，条件狊犻０和狊Ｔ犻１＝１用于确保相似
度权值的概率特性．然而，直接采用式（４）计算样本
相似度的结果是仅最近邻样本对的权值狊犻犼＝１，而
其余样本对的相似度则都趋于０．为避免平凡解，常
采用犾１范数和犾２范数联合约束的方式优化模型结
果［３１］．考虑到犾１范数与式（４）约束条件的等价性，通
过简单的代数运算可将式（４）正则项进一步调整为

ｍｉｎ
犻狊犻０，狊Ｔ犻１＝１

ｔｒ（犡犔狊犡Ｔ）＋γ犛２
Ｆ （５）

将式（５）添加至式（３），则目标函数更新为
ｍｉｎ
犣，犛α犡－犡犣

２
Ｆ＋μｔｒ（犣犔狊犣Ｔ）＋ｔｒ（犡犔狊犡Ｔ）＋γ犛２

Ｆ

ｓ．ｔ．犻狊犻０，狊Ｔ犻１＝１ （６）
其中，μ是平衡参数，第一项犡－犡犣２

Ｆ在Ｆ范数
约束下最小化逼近误差，第二项ｔｒ（犣犔狊犣Ｔ）通过
Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵提升犣的对角化结构，第三项用于犔狊
矩阵的联合学习，最后一项则可以规避相似矩阵的
平凡解．值得注意的是，式（６）为提升运算效率，剔除
了犣的非负稀疏性限制，却增加了犛矩阵的非负加
和约束．从３．２节可知，犛在迭代过程中通过闭式解
更新，效率明显优于非负限制下犣的计算过程［２４］．

众所周知，Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵的块对角化结构在分
簇算法中至关重要．在式（６）中，目标函数第二项在
用于对角性能优化时需要关联矩阵犛具备更高的对
角特性．Ｆｅｎｇ等人［１６］直接通过对Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵进
行秩约束以达到此目的，即条件
犓＝犣｜ｒａｎｋ（犔犛）＝狀－犮，犛＝１２（犣＋犣Ｔ｛ ｝）（７）
其中，犮表示对角块个数，等价于目标待分簇数．
Ｆｅｎｇ等人［１６］将上述约束添加至ＬＲＲ得到块对角的
ＬＲＲ聚类算法（ＬＲＲｗｉｔｈＢｌｏｃｋｄｉａｇｏｎａｌＣｏｎｓｔｒａｉｎｔ，
ＬＲＲＢＣ）．类似地，本文将之添加至式（６）作为ＤＲＣ
算法最终的目标函数，即
ｍｉｎ
犣，犛α犡－犡犣

２
Ｆ＋μｔｒ（犣犔狊犣Ｔ）＋ｔｒ（犡犔狊犡Ｔ）＋γ犛２

Ｆ，
ｓ．ｔ．狊犻０，狊Ｔ犻１＝１，ｒａｎｋ（犔狊）＝狀－犮 （８）
３２　模型求解策略

ＤＲＣ目标模型（８）包含相似矩阵犛和系数矩阵
犣两个优化变量，因此无法直接求取其闭式最优解．
按照交替方向乘子法的思路［３２］，本文通过迭代更新
策略，按序优化各个目标变量，其中每一个单变量优
化过程都是一个凸求解问题．

假设犣已知，则犛的子目标函数为
ｍｉｎ
犛μｔｒ（犣犔狊犣

Ｔ）＋ｔｒ（犡犔狊犡Ｔ）＋γ犛２
Ｆ

ｓ．ｔ．犻狊犻０，狊Ｔ犻１＝１，ｒａｎｋ（犔狊）＝狀－犮（９）
然而，直接采用式（７）作为约束条件将导致式（９）的

求解过程非常复杂［１６］．根据定理１和命题１可知，
约束式（７）等价为ｔｒ（犉Ｔ犔狊犉）最小化，促使犔狊矩阵具
备清晰的对角结构，因此式（９）可进一步改为
ｍｉｎ
犛μｔｒ（犣犔狊犣

Ｔ）＋ｔｒ（犡犔狊犡Ｔ）＋γ犛２
Ｆ＋λｔｒ（犉Ｔ犔狊犉）

ｓ．ｔ．犻狊犻０，狊Ｔ犻１＝１，犉∈犚狀×犮，犉Ｔ犉＝犐 （１０）
定理１［１６，３０］．　Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵犔狊零特征值的个

数与关联矩阵犛的联接块结构数一致．
命题１．　当λ足够大时，正则项λｔｒ（犉Ｔ犔狊犉）最

小化约束等价于Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵秩ｒａｎｋ（犔狊）＝狀－犮，
其中犉∈犚狀×犮是由犔狊最小犮个特征值对应的特征向
量矩阵，亦称为投影矩阵．

证明．　基于Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵的半正定性，有
σ犻（犔狊）０，其中σ犻（犔狊）是犔狊第犻个最小特征值．因
此，当λ足够大时，条件ｒａｎｋ（犔狊）＝狀－犮等价于正
则项λ∑

犮

犻＝１
σ犻（犔狊）最小化，即

ｍｉｎ
犛μｔｒ（犣犔狊犣

Ｔ）＋ｔｒ（犡犔狊犡Ｔ）＋γ犛２
Ｆ＋λ∑

犮

犻＝１
σ犻（犔狊），

ｓ．ｔ．犻狊犻０，狊Ｔ犻１＝１ （１１）
另外，结合犛连通性与零特征值重根数的关系

（定理１），式（１１）最优解犛隐含∑
犮

犻＝１
σ犻（犔狊）＝０，即满

足ｒａｎｋ（犔狊）＝狀－犮．最后，根据ＫｙＦａｎ定理［３３］描述

∑
犮

犻＝１
σ犻（犔狊）＝ｍｉｎｔｒ（犉Ｔ犔狊犉），

其中，犉∈犚狀×犮是正交投影矩阵． 证毕．
对式（１０）中的矩阵形式进行约简可得

　ｍｉｎ∑
狀

犻，犼＝１
｛μ狕犻－狕犼２

２狊犻犼＋狓犻－狓犼２
２狊犻犼＋

λ犳犻－犳犼２
２狊犻犼＋γ狊２犻犼｝ｍｉｎ∑

狀

犻＝１
狊犻＋犵犻２γ

２

２

　ｓ．ｔ．狊Ｔ犻１＝１，０狊犻犼１ （１２）
其中狕犻∈狀×１是犣矩阵的第犻列向量，犳犻∈犮×１
是犉矩阵的第犻行向量，辅助变量犵犻的元素犵犻犼＝
μ狕犻－狕犼２

２＋狓犻－狓犼２
２＋λ犳犻－犳犼２

２．从式（１２）可
见，不同的狊犻具有独立性，且每个狊犻的优化过程是一
个典型的二次规划求解问题，可通过数值优化技术
如牛顿法、有效集法等［３４］进行目标变量优化．为提
高效率，本节寻求闭式求解方法，首先给出狊犻问题的
拉格朗日乘子式

犔狊犻，η，ξ（ ）犻＝１２狊犻＋
犵犻
２γ犻

２

２
－η狊Ｔ犻１－（ ）１－ξＴ犻狊犻（１３）

其中η和ξ犻＞０是拉格朗日因子．对式（１３）中的狊犻
进行微分并赋０可得初步解为
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狊犻＝－犵犻２γ犻＋（ ）η
＋

（１４）
其中符号（·）＋表示括号内元素值非负．由于相似矩
阵犛在全联接单簇结构时无法得到投影矩阵犉∈
犚狀×犮．因此，假设相似向量狊犻具备稀疏性，其非零元
素个数为犽，且犽狀成立，以此为前提将式（１４）代
入约束条件狊Ｔ犻１＝１，可得η＝１／犽＋∑犼＝１犵犻（ ）犼 ２犽γ犻，
即狊犻的求解式为

狊犻
烄
烆
＝
２γ犻－犽犵犻＋∑

犽

犼＝１
犵犻犼

２犽γ
烌
烎犻 ＋

（１５）

假设相似矩阵犛已知，其投影矩阵犉可直接通
过犔狊的谱分解求取，而未知量犣的子目标函数为

ｍｉｎ
犣
｛α犡－犡犣２

Ｆ＋μｔｒ（犣犔狊犣Ｔ）｝ （１６）
根据命题２，对式（１６）进行简单的代数调整并依犣
进行微分取零可得
ｍｉｎ｛αｔｒ（犡－犡犣）Ｔ（犡－犡犣）＋μｔｒ（犣犔狊犣Ｔ）｝
ｔｒ（α犡Ｔ犡犣＋μ犣犔狊－α犡Ｔ犡）＝０
α犡Ｔ犡犣＋μ犣犔狊＝α犡Ｔ犡 （１７）

是一个标准的Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ公式［３５］，具有唯一解．
命题２．　假设犃∈犛狀＋、犅∈犛狀＋为对称正半定矩

阵，则ｔｒ（犃犅）＝０等价于犃犅＝０．
证明．　根据对称矩阵犃、犅的正半定性，存在

矩阵犘∈犚狀×狀和犙∈犚狀×狀可分别对犃和犅进行
Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，即

犃＝犘犘Ｔ，犅＝犙犙Ｔ．
使得

ｔｒ（犃犅）＝ｔｒ（犘犘Ｔ犙犙Ｔ）＝ｔｒ（犙Ｔ犘犘Ｔ犙）
进一步由Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数定义犃２

Ｆ＝ｔｒ（犃Ｔ犃），可
得

ｔｒ（犙Ｔ犘犘Ｔ犙）＝犘Ｔ犙２
Ｆ，

再依据范数定义可知犃＝０当且仅当犃＝０，因此
得ｔｒ（犃犅）＝犘Ｔ犙２

Ｆ＝０犃犅＝０． 证毕．
综上所述，ＤＲＣ的优化求解过程如算法１描

述．模型ＤＲＣ的优化结果犣和犛可以分别构建独
立的谱分簇关联矩阵．从定理１可知，当模型（８）的
收敛条件达到ｒａｎｋ（犔狊）＝狀－犮，则相似度矩阵犛正
好是犮联接结构，无需后续的Ｋｍｅａｎｓ、ＮＣｕｔ等操
作；当模型迭代至式（８）目标函数值收敛，则可采用
犣构建关联矩阵，并通过经典谱分簇算法完成数据
聚类；当模型（８）达到最高迭代次数退出，将关联矩
阵以犣．犛为基础设定，联合次优的表示矩阵和相
似度矩阵进入后续步骤．此外，式（８）各正则项都具

备光滑性，在模型求解中不需要无偏次梯度运算、对
角化投影等耗时子过程，因此更为高效易解．

４　参数设定与算法分析
本节讨论ＤＲＣ算法在具体实施过程中的实现

细节，包括运行过程中部分模型参数的设定和收敛
条件补充．此外，对ＤＲＣ算法的收敛性和复杂度进
行了理论分析．

算法１．　数据表示分簇ＤＲＣ．
输入：样本集犡，目标簇类犮，迭代最大值狋犿，模型参数

犽、α、μ、λ和γ
１．设μ＝λ＝０，依式（１５）初始化相似矩阵犛０，并计算

Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵犔０狊和投影矩阵犉０；
２．迭代次数狋＝１；
３．固定犛，依Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ公式（１７）计算犣狋；
４．固定犣，依次按式（１５）求解相似向量狊犻并组建成犛狋；
５．更新Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵犔狋狊并计算投影矩阵犉狋；
６．检查（犑狋－犑狋＋１）／犑狋＜１ｅ－３或狋狋犿是否满足，其中

犑狋为目标函数值（式（８）），如是则终止算法；反之则令狋＝
狋＋１，算法循环至第３步继续进行．

输出：最优化相似矩阵犛和系数矩阵犣．
４１　部分参数设定

从第３节ＤＲＣ算法描述可见，其实施过程包含
多个人工设定参数，即犽、α、μ、λ和γ．不同参数的具
体取值对算法的分簇性能影响较大，而众多参数的
优选过程又需要耗费大量的运行时间．因此，对模型
参数进行分析并给出具体实施优选范围能极大地提
升算法的应用推广性．本节给出ＤＲＣ算法中犽、λ和
γ三个参数的实施方案，在后续第５节则通过实验
分析参数α和μ的经验取值．

由式（１５）可知，相似向量狊犻的迭代更新值由非
零邻域数犽∈（０，狀）以及模型正则化参数γ犻＞０确
定．不失一般性，将狊犻元素值按从大到小排序，即

狊犻犽＞０
狊犻，犽＋１烍

烌
烎０

２γ犻－犽犵犻犽＋∑
犽

犼＝１
犵犻（ ）犼 ２犽γ犻＞０

２γ犻－犽犵犻，犽＋１＋∑
犽

犼＝１
犵犻（ ）犼 ２犽γ犻

烍
烌

烎０
（１８）

从中可知参数γ犻的取值范围
犽
２犵犻犽－

１
２∑

犽

犼＝１
犵犻犼＜γ犻犽２犵犻，犽＋１－

１
２∑

犽

犼＝１
犵犻犼（１９）

为获得非负稀疏的狊犻，取γ犻＝犽犵犻，犽＋１－∑
犽

犼＝１
犵犻（ ）犼 ２，

仅保留狊犻中最大犽个邻域值，其余元素都为零，则狊犻
由计算公式（１５）调整为
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狊犻＝犵犻，犽＋１－犵犻
犽犵犻，犽＋１－∑

犽

犼＝１
犵犻犼

（２０）

即在狊犻的计算中取消模型参数γ犻的设置，采用单纯
的邻域参数犽进行最优值获取，而犽值具有明确的
物理含义，一般取值为３～１８的整数，简化了相似度
矩阵求解过程，比直接设置γ犻值更直观便捷．

从３．１节可知，ｔｒ（犉Ｔ犔狊犉）等价于ｒａｎｋ（犔狊）＝
狀－犮，因此在相似矩阵犛的优化过程中，如能使目标
式（９）中的ｔｒ（犉Ｔ犔狊犉）项趋于０（对应足够大的λ），
则可得到犮联接结构的犛，直接进行数据分簇．因
此可在算法运行中对参数λ的取值进行自调整操
作，本文将其初始化为λ＝∑

狀

犻＝１
γ犻，在每次迭代中分别

计算ν１＝∑
犮

犻＝１
σ犻（犔狊）和ν２＝∑

犮＋１

犻＝１
σ犻（犔狊），当ν１大于极小

值ε时（本文设ε＝１ｅ－１１），则令λ狋＋１＝２λ狋＋１，使得
Ｔｒ（犉Ｔ犔狊犉）更趋于０；反之，当ν２＜ε则令λ狋＋１＝
λ狋＋１／２，以减少犔狊的簇数．进一步可将λ值调整与
ＤＲＣ收敛条件绑定，当满足ν１＜ε且ν２＞ε时，说明
相似矩阵恰好具有犮联接结构，算法迭代结束，犛可
直接作为关联矩阵．
４２　算法分析

根据４．１节描述，相似矩阵犛在优化过程中趋
于犮联接状态，具有自然的对角结构．根据命题３可
知，系数矩阵犣亦具有类似的对角结构，保证ＤＲＣ
算法后续的谱分簇操作具有良好的性能．

命题３．　在数据子空间独立且无噪声情形下，
式（１６）子目标函数得到的最优化犣具有对角结构．

证明．　给定转换矩阵犘，输入数据犡对应
的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵满足犔狊（犡犘）＝犘Ｔ犔狊（犡）犘，则有
ｔｒ（犣犔狊（犡）犣Ｔ）＝ｔｒ（犣犘犔狊（犡）犘Ｔ犣Ｔ），即式（１）中的

Ω（犡，犣）＝Ω（犡犘，犣犘）；设犣犱＝犃０
０［ ］犇，其中犃和犇取

自于犣＝犃犅［ ］犆犇，并将犣和犣犱代入１２∑
狀

犻，犼＝１
狕犻－狕犼２

２狊犻犼
可得Ω（犡，犣）Ω（犡，犣犱）以及Ω（犡，犣犱）＝Ω（犡，犃）＋
Ω（犡，犇），其中当且仅当犅＝犆＝０不等式中等号成立．
因此，子目标函数式（１６）中的犣正则项满足严格块
对角条件［３６］，根据文献［３６］中的定理２可知，在数
据子空间独立且无噪声情形下，式（１６）子目标函数
的最优解具有对角结构． 证毕．

由于目标模型（８）是非凸函数，因此针对ＤＲＣ
算法各未知变量的交替更新策略缺乏全局最优解理

论支撑［２７］．然而，结合一阶最优性条件［３４］和命题４
可保证ＤＲＣ算法优化至稳定解．具体地，在每步迭
代中，特征向量矩阵犉仅依赖于相似矩阵犛，而
式（１５）是闭式解，因此犛和犉的单变量更新操作是
唯一最优解．此外，由于犡Ｔ犡和Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵犔狊
都是正半定的，因此两者的特征值非负，进一步推出
两者特征值之和非负，在此条件下犣的单变量更新
操作也是唯一最优的［３５］．综合各变量优化解的唯一
性以及式（８）的非负性，命题４说明了ＤＲＣ目标函
数值随迭代过程逐渐下降并收敛至稳定解．第５节
实验部分也表明ＤＲＣ具有快速稳定的收敛性．在具
体实施过程中，为获得算法的全局最优解，可尝试不
同的初始化操作．除算法１所描述的方案外，可依犽
近邻或ε邻域计算犛０矩阵，也可通过常规表示型算
法计算系数矩阵犣间接初始化犛０．

命题４．　ＤＲＣ算法的目标函数值随迭代过程
逐步下降．

证明．　假设第狋次迭代时得到犛狋，则在第狋＋１
次迭代中计算得到犉狋＋１和犣狋＋１，根据单变量更新的
最优性，不等式
α犡－犡犣狋２

Ｆ＋μｔｒ（犣狋犔狊犣狋Ｔ）＋λｔｒ（犉狋Ｔ犔狊犉狋）
α犡－犡犣狋＋１２

Ｆ＋μｔｒ（犣狋＋１犔狊犣（狋＋１）Ｔ）＋
λｔｒ（犉（狋＋１）Ｔ犔狊犉狋＋１） （２１）
成立，同样在给出犉狋＋１和犣狋＋１后更新相似矩阵犛狋＋１，
则不等式
μｔｒ（犣狋＋１犔狋狊（犣狋＋１）Ｔ）＋ｔｒ（犡犔狋狊犡Ｔ）＋γ犛狋２

Ｆ＋
λｔｒ（（犉狋＋１）Ｔ犔狋狊犉狋＋１）
μｔｒ（犣狋＋１犔狋＋１狊（犣狋＋１）Ｔ）＋ｔｒ（犡犔狋＋１狊犡Ｔ）＋
γ犛狋２

Ｆ＋λｔｒ（（犉狋＋１）Ｔ犔狋＋１狊犉狋＋１） （２２）
成立．将式（２１）和（２２）两者联合，则目标函数（８）随
迭代进程逐渐下降． 证毕．

在运算量方面，从算法１可知，ＤＲＣ的关键操
作包括式（１７）、式（２０）和谱分解三个步骤，分别对应
犣、犛和犉三者的单步优化操作．Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ等式求解
的典型算法是ＢａｒｔｅｌＳｔｅｗａｒｔ法，先通过ＱＲ分解
将系数矩阵变换成Ｓｃｈｕｒ形式，再采用回代法求解
三角系统，整体运算复杂度是犗（狀３）；相似向量依
式（２０）求解，其复杂度为犗（狀），则犛的整体复杂度
是犗（狀２）；加上谱分解的复杂度犗（狀３），则ＤＲＣ算
法单次迭代复杂度为犗（狀３）．假设算法收敛时迭代
次数为狋，则ＤＲＣ的总复杂度为犗（狀３狋）．

５　实验结果
分别采用多个人工合成数据和实际公开数据集
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验证所提ＤＲＣ的分簇应用能力．所设计的实验包括
关联矩阵对角结构显示、分簇准确度、参数敏感性和
算法运行效率４种不同类型．除可视化分簇效果和
结构化展示外，实验通过准确性（Ａｃｃｕｒａｃｙ，ＡＣＣ）和
归一化互信息（ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＭｕｔｕａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，
ＮＭＩ）两种指标对比所有算法的分簇结果．犃犆犆的
计算公式为

图１　合成５簇数据在不同噪声等级下的相似性结构

犃犆犆＝
∑
狀

犻＝１
δ（犾犻，ｍａｐ（狉犻））

犿 ，
其中犾犻是给定样本狓犻的真实簇类别标签，狉犻是算法
计算所得簇类别标签；当犾犻＝狉犻时，函数δ（犾犻，狉犻）取
值１，反之取值为０；ｍａｐ（狉犻）是置换映射函数，用于
将簇标签狉犻置换为同等的数据集类标签［３７］．此外，
互信息犕犐的计算公式为
犕犐（犆，犆′）＝∑犮犻∈犆，犮′犼∈犆′

狆（犮犻，犮′犼）ｌｏｇ２狆
（犮犻，犮′犼）

狆（犮犻）狆（犮′犼），
其中，犆是所有样本真实的簇标签集，犆′是算法计算
得到的簇标签集，狆（犮犻）和狆（犮′犼）分别表示任选样本
分别隶属于犮犻和犮′犼的概率，而狆（犮犻，犮′犼）则是任意样
本同时属于犮犻和犮′犼的联合概率．进一步，犖犕犐的定
义为

犖犕犐（犆，犆′）＝ 犕犐（犆，犆′）
ｍａｘ（犎（犆），犎（犆′）），

其中，犎（犆）和犎（犆′）分别是集合犆和犆′的熵．
犖犕犐是一种典型的相似度度量指标，其值为［０，１］，
当两个簇标签集合一致时，犖犕犐值取１，反之则取０．
５１　合成示例

首先通过人工合成的５簇数据验证ＤＲＣ算法
的关联矩阵对角化能力以及抗噪效果．以原点为中
心采用犖（０，１）高斯分布随机生成５个犿＝２５０且
狀＝２５的数据，以０．２为偏移构建５簇独立子空间
样本，实验过程中随机选择其中的狆％个特征样本
叠加犖（０，１）的高斯噪声．图１显示了不同谱分簇算
法所生成的关联邻域图，包括ＳＭＲ［２５］、ＲＳＳ［２７］、
ＬＲＳ［１７］和ＤＲＣ，其中图１（ａ）至图１（ｃ）分别是噪声
干扰狆＝｛０，３０，６０｝下的结果，所有算法的参数都通
过网格式搜索以最优对角结构为目标确定．从图１
（ａ）可见，不添加噪声干扰时，选取的４种算法都生
成了具有明显对角结构的关联矩阵，表２的性能指
标也验证了几种算法具有极高的分簇能力．然而，从
图１（ａ）仍可以看出不同算法间的差异，ＳＭＲ和
ＲＳＳ的簇间相似度具有非零值，因此不具备绝对对
角结构，在噪声环境中将影响算法性能；ＬＲＳ关联
矩阵的对角结构非常清晰，然而其簇内相似度具有
恒值，说明ＬＲＳ缺乏簇内样本的局部状态描述，在
多模态分布的数据中难以呈现较好的效果；经比较
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可见，ＤＲＣ的簇间相似度为绝对零值，而簇内相似
度则具有丰富的权值变化，更适合于复杂的应用任
务．从图１（ｂ）和图１（ｃ）可见，在噪声环境下，ＤＲＣ的
关联矩阵具有更为明显的５簇对角结构，而ＳＭＲ、
ＲＳＳ和ＬＲＳ的关联矩阵则都受到了严重的影响．尤
其是ＬＲＳ，很难发现其相似度矩阵的对角结构．值
得注意的是，ＲＳＳ算法的簇结构在噪声环境下又显
现出另一缺陷，即不同簇具有不同的相似度均值，不
符合一般分簇算法中样本独立同分布的前提条件，
将影响其分簇效果．表２的数值结果也验证了ＤＲＣ
具有更高的鲁棒性，且ＬＲＳ的分簇性能在噪声环境
中下降非常明显．

表２　不同算法在合成５簇数据中的性能指标对比

Ｍｅｔｈｏｄｓ 犃犆犆
狆＝０狆＝３０狆＝６０

犖犕犐
狆＝０狆＝３０狆＝６０

ＳＭＲ ９９．２２９７．２１７６．０５ ９７．９１９４．３０６２．１０
ＲＳＳ ９９．２２９７．６０８５．１５ ９６．８７９５．０２７８．４７
ＬＲＳ１００．００４７．４０４０．５０１００．００６６．８６５５．７６
ＤＲＣ１００．００９８．４０９５．２０１００．００９６．５０９１．４１

表３　不同算法在３环数据和双月数据中的分簇性能指标

Ｍｅｔｈｏｄｓ ｔｈｒｅｅｒｉｎｇ
犃犆犆 犖犕犐

ｔｗｏｍｏｏｎ
犃犆犆 犖犕犐

ＳＭＲ ３７．６０ １８．９０ ５１．５５ ４５．６８
ＲＳＳ ７１．６０ ５０．６４ ７４．００ ５１．８５
ＤＲＣ １００．００ １００．００ １００．００ １００．００

进一步采用人工合成的３环数据和双月数据验
证ＤＲＣ的分簇能力．３环数据由图２（ａ）所示，随机
产生５００个样本，其中内环和中环都是１５０个，外环
２００个．双月数据由图３（ａ）所示，随机产生２００个样
本，每个半月１００个，将两个半月对面交叉放置．
图２和图３给出了ＳＭＲ、ＲＳＳ和ＤＲＣ的分簇结果，
表３则从数值上给出了算法的分簇指标．从中可见，
ＳＭＲ和ＲＳＳ在这两种非常规分布的数据中表现欠
佳，分簇结果与原始数据差异较大，分簇精度和相似
度指标较低，而ＤＲＣ算法对两种数据集都能够进行
正确分簇，在３环数据和双月数据集中的分簇指标
都是１００％，展现了优秀的分簇能力．

图２　ＳＭＲ、ＲＳＳ和ＤＲＣ在三环合成数据中的分簇效果对比

图３　ＳＭＲ、ＲＳＳ和ＤＲＣ在双半环合成数据中的分簇效果对比

５２　公开数据集实验
采用８个公开数据集验证ＤＲＣ的实际分簇应

用性能，包含ＪＡＦＦＥ、ＯＲＬ、ＡＲ三个人脸数据集，
ＩＳＯＬＥＴ语音数据集，ＬＵＮＧ生物数据集，ＣＯＩＬ
对象数据集以及２个手写字体数据集ＵＳＰＳ和
ＭＮＩＳＴ．表４列出了实验中各数据集的细节描述，
为体现样本的多样性以及便于横向文献对比，将部
分数据集的簇数进行修改，例如ＵＳＰＳ与ＭＮＩＳＴ
两个手写字体数据集都是１０分簇结构，因此筛选

ＵＳＰＳ中的２、５、８三个数字作为分簇应用．
表４　数据集描述汇总

描述特征 样本量 特征维度 目标簇数
ＵＳＰＳ ２９１３ ２５６ 　３
ＬＵＮＧ ２０３ ３３１２ ５
ＪＡＦＦＥ ２１３ ６７６ １０
ＭＮＩＳＴ ２０００ ７８４ １０
ＣＯＩＬ １４４０ １０２４ ２０
ＩＳＯＬＥＴ １５５９ ６１７ ２６
ＯＲＬ ４００ １０２４ ４０
ＡＲ ７００ ７９２ １００
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对比算法选用经典的Ｋｍｅａｎｓ以及最新报道的
ＦＳＡＳＬ［１８］，ＮＳＬＬＲＲ［２４］，ＤＥＣ［７］，ＳＭＲ［２５］，ＬＲＳ［１７］、
ＲＳＳ［２７］、ＬＲＲ［１１］、ＬＲＲＢＣ［１６］和ＦＳＣ［２１］等方法，其中
ＦＳＡＳＬ和ＤＥＣ分别通过特征选择和特征提取策略
挖掘输入样本的显著性特征，最后再采用Ｋｍｅａｎｓ
方法进行数据分簇．ＬＲＳ引入Ｓｃｈａｔｔｅｎｐ范数和分
组秩最小化进行最优子空间搜索，并通过簇指示矩
阵获得最终的聚类结果．其余６种算法都以重构表
示为基础，采用不同的系数约束或重构范数制定分
簇目标规则用以构建关联矩阵，最终采用ＮＣｕｔ或
ＲａｔｉｏＣｕｔ等算法完成谱分簇任务．在实验过程中，
所有对比算法的待选参数都通过网格式搜索寻优，
具体范围如表５所示，其中参数符号都与各算法文
献保持一致．针对含义相似的参数，其搜索范围保
持一致，而不同含义的参数搜索范围也选用相同的
网格个数，便于横向算法比较的公平公正．表６和表７
分别列出了所有竞争算法在各数据集中的精度
犃犆犆和归一化互信息犖犕犐两个实验结果，所有数
值都通过２０次随机初始化实验并取平均获得，表中
每一数据集的前２名算法都进行了排序标注，最优
值为黑斜体、次优值为黑体．从表６和表７可以得出
如下实验结论：（１）没有一个算法能够在所有数据
集中都占据最高的精度和归一化互信息指标，依据

输入样本的先验分布信息和目标任务的特殊要求进
行具体合理的分簇实现仍是一个值得探索的公知问
题；（２）以低秩表示为基础的几种算法较Ｋｍｅａｎｓ、
ＦＳＡＳＬ、ＤＥＣ、ＬＲＳ具有更优的分簇结果，几乎占据
了所有数据集的最优精度和归一化互信息值，仅
ＦＳＡＳＬ在ＩＳＯＬＥＴ数据集中获得了１个次优犖犕犐
值；（３）ＤＲＣ具有明显的性能优势．在８个数据集的
犃犆犆和犖犕犐对比中，ＤＲＣ共获得了１０个最优值
和５个次优值．其余算法中，ＮＳＬＬＲＲ有３个最优
值，ＲＳＳ和ＬＲＲＢＣ分别有２个最优值和２个次优
值，ＦＳＣ和ＤＥＣ则分别有３和２个次优值，综合性

表５　对比算法中可调参数的搜索范围
Ｍｅｔｈｏｄｓ Ｓｅｔｔｉｎｇｏｆａｌｌｔｕｎａｂｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ＦＳＡＳＬ犽∈｛３，６，９，１２，１５｝；α，β∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝；

γ∈｛０．００１，０．００５，０．０１，０．０５，０．１｝
ＮＳＬＬＲＲ犽∈｛３，６，９，１２，１５｝；λ，γ，β∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝
ＤＥＣ 犽∈｛３，６，９，１２，１５｝；λ∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝
ＳＭＲ 犽∈｛３，６，９，１２，１５｝；α，γ∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝
ＬＲＳ 犽∈｛３，６，９，１２，１５｝；狆∈｛０．２，０．４，０．６，０．８，１｝
ＲＳＳ 犽∈｛３，６，９，１２，１５｝；λ１，λ２，λ３∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝
ＬＲＲ λ∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝；ρ∈｛１．０，１．１，１．２，１．３，１．４｝
ＬＲＲＢＣλ，β∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝；ρ∈｛１．０，１．１，１．２，

１．３，１．４｝

ＦＳＣ λ∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝；犕∈（｛０．２，０．３，０．４，
０．５，０．６｝×犿）

ＤＲＣ 犽∈｛３，６，９，１２，１５｝；α，μ∈｛１０－２，１０－１，…，１０２｝

表６　所有算法在不同数据集下的分簇准确度对比
Ｍｅｔｈｏｄ ＵＳＰＳ ＪＡＦＦＥ ＩＳＯＬＥＴ ＭＮＩＳＴ ＬＵＮＧ ＣＯＩＬ ＯＲＬ ＡＲ
Ｋｍｅａｎｓ ９１．６９ ７１．５７ ４９．６４ ５４．１６ ７８．３３ ５９．１７ ５１．７９ ２６．８６
ＦＳＡＳＬ ９６．６８ ７８．７６ ５７．４７ ５７．４６ ９０．１４ ６６．６７ ５４．７５ ３３．２９
ＮＳＬＬＲＲ ９４．７９ ９８．５９ ５８９４ ５１．９０ ９０６４ ６２．０１ ６５．３５ ５１．００
ＤＥＣ ９５．９１ ９５．３１ ５８．５６ ６２３８ ８３．７４ ７３．０６ ６２．２５ ３２．４３
ＳＭＲ ９７．０５ ９７．３４ ５２．８０ ６２．３５ ８９．１６ ７０．２１ ７２．０５ ６０．９９
ＬＲＳ ７８．７２ ７１．８３ ２６．６２ ３５．４３ ８０．３０ ４９．７２ ５３．２５ ４３．５７
ＲＳＳ ９８８０ ３３．３３ ４５．８６ ５１．７１ ８０．３０ ８２９２ ２１．２５ １８．７１
ＬＲＲ ９５．２３ ９７．６６ ５４．７８ ５３．９５ ７３．８９ ６６．９４ ６６．７５ ６０．５７
ＬＲＲＢＣ ９５．２６ ９９５３ ５６．９６ ５４．００ ７３．８９ ６７．９２ ７０．００ ６２００
ＦＳＣ ９７．５２ ９６．７１ ４９．７４ ５５．１５ ８７．１９ ５８．９６ ７２８０ ６１．７１
ＤＲＣ ９７６３ ９９５３ ５８６３ ６７２０ ９０１５ ８６７４ ７３７７ ６５２９

表７　所有算法在不同数据集下的归一化互信息对比
Ｍｅｔｈｏｄ ＵＳＰＳ ＪＡＦＦＥ ＩＳＯＬＥＴ ＭＮＩＳＴ ＬＵＮＧ ＣＯＩＬ ＯＲＬ ＡＲ
Ｋｍｅａｎｓ ８０．２１ ８１．５２ ７０．００ ５０．８４ ６０．３７ ７５．５８ ７４．２６ ６５．３７
ＦＳＡＳＬ ８５．８８ ８８．２９ ７５６４ ５２．９５ ７４．７６ ７９．２０ ７５．８８ ６９．９３
ＮＳＬＬＲＲ ８７．９０ ９７．８１ ７０．３９ ５２．９０ ７６１２ ７２．４７ ７９．８６ ７６．３７
ＤＥＣ ８３．７０ ９４．２０ ７３４８ ５３．８４ ６８．２５ ８１．０５ ７９．５５ ６７．４６
ＳＭＲ ８７．２４ ９７．２０ ６８．９１ ６１．８０ ７３．５７ ７９．５１ ８４．９１ ７９．６０
ＬＲＳ ６９．７２ ７８．３３ ３８．９８ ２７．５９ ５８．２４ ５６．６６ ７５．１２ ７４．６８
ＲＳＳ ９３６６ ２７．２０ ６４．５８ ５５．８１ ５４．２７ ９４５２ ４１．７６ ５３．２５
ＬＲＲ ８１．６８ ９７．４５ ６９．８６ ５５．３１ ５０．５５ ７７．２８ ８２．５８ ８０．１２
ＬＲＲＢＣ ８１．７６ ９９１８ ６９．８７ ５５．３７ ５０．５５ ７８．１４ ８２．９８ ８２２０
ＦＳＣ ８８．８１ ９７．１０ ５８．８７ ６３１３ ７２．３１ ６８．５７ ８６０３ ８０．１８
ＤＲＣ ８９１９ ９９１８ ７３．２１ ６５３３ ７４８２ ９５６５ ８７１５ ８２８６
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能远远弱于ＤＲＣ．在８个数据集的平均犖犕犐指标
中，ＤＲＣ达到８３．４２％，而次优算法仅为７９．９％；
（４）ＤＲＣ算法在不同数据集中具有良好的适应性，
虽然在ＩＳＯＬＥＴ的犖犕犐指标中没有获得前２名
的结果，但其值７３．２１％较次优值７３．４８％仅落后
０．２７％．ＲＳＳ在ＵＳＰＳ和ＣＯＩＬ两个数据集中的性
能较为突出，但在ＪＡＦＦＥ和ＯＲＬ中的犃犆犆指标
分别只有３３．３３％和２１．２５％，远远低于其余对比算
法．ＮＳＬＬＲＲ和ＦＳＣ则分别在ＭＮＩＳＴ和ＣＯＩＬ中
的精度指标低于基准模型Ｋｍｅａｎｓ．

为进一步显示ＤＲＣ各约束项的贡献，并评估联
合关联矩阵学习和秩约束的优势，本节进一步将
ＤＲＣ的３个减化版本，即无犛版（ＮＳ）、无犣版（ＮＺ）、
以及犛和犣独立优化版Ｉｎｄ，与原始版Ｏｒｉ进行对比，
实验结果如图４所示．ＮＳ版是指直接以式（１６）作为

终极目标函数，由最优化犣计算关联矩阵；ＮＺ版
以式（１０）子目标函数优化犛并构建关联矩阵；Ｉｎｄ
版则先通过式（１０）求解得到犛，将相应的Ｌａｐｌａｃｉａｎ
矩阵输入式（１６）计算最终的系数矩阵犣．从图４可
知，原始ＤＲＣ版本的性能较各减化版有明显的优
势，其中ＮＳ和ＮＺ在不同的数据集中表现各有胜
负，符合目前主流的表示型和近邻型两类谱分簇
算法现状，也为本文联合两者构建新的算法提供
了可行性支撑．Ｉｎｄ版虽然结合了两者的结构化性
质，但缺乏学习过程，未能达到整体模型的最优性，
其性能弱于Ｏｒｉ版．值得注意的是，在ＵＳＰＳ、
ＭＮＩＳＴ、ＣＯＩＬ三个数据集中，Ｉｎｄ版与Ｏｒｉ版的性
能较为接近，通过５．４节实验可知，ＤＲＣ在这几个
数据集中仅通过２次迭代即可达到收敛，说明Ｉｎｄ
版接近于最优解．

图４　ＤＲＣ各简化版本的聚类性能对比

５３　参数敏感性分析
根据表５所示，所有分簇方法都有个数不一的

待选参数需要人工搜索寻优，其具体选值对分簇效
果有一定影响．因此，所提算法中待设参数的个数以
及算法性能对参数具体取值的敏感度是衡量算法应
用能力的重要指标．在表５中，ＦＳＡＳＬ、ＮＳＬＬＲＲ、
ＲＳＳ三种算法有４个人工待设参数，ＳＭＲ、ＬＲＲＢＣ
和ＤＲＣ有３个待设参数，而余下的ＤＥＣ、ＬＲＳ、
ＬＲＲ和ＦＳＣ则只有２个待设参数．如果能够进一
步将ＤＲＣ的未知参数缩减为２个，将极大地提升其
实施便捷性．在３个未知参数中，邻域数犽依具体应
用任务而定，存在于大部分算法中，如何对其进行优
化确定仍是机器学习领域的公知问题．此外，ＤＲＣ
还有α和μ两个正则项参数．以ＪＡＦＦＥ、ＭＮＩＳＴ、
ＣＯＩＬ和ＡＲ四个数据集为例，图５给出了ＤＲＣ算
法在α和μ参数不同选值下的分簇精度变化．从图

５可见，在不同数据集下ＤＲＣ随着α或μ变化，其
分簇精度也具有较大的变化，即ＤＲＣ对单个正则项
参数变化的敏感度较高．然而，深入图５各子图
犃犆犆取值可知，各数据集下的最优实验结果都出现
在α参数值近似于μ参数值的１００倍时．例如，在
ＪＡＦＦＥ中，当α＝１而μ＝１００时，犃犆犆＝９９．５３％为
最优值；相同的参数选择下，ＤＲＣ在ＡＲ中也达到
最优精度值６５．２９％．基于此，可减少ＤＲＣ的待设
参数至２个，提升其应用效率．为横向比较，图６展
示了ＦＳＣ算法在相同数据集中的参数搜索结果，其
分簇指标在不同参数值下的变化极为突兀，较ＤＲＣ
明显具有更强的敏感性．
５４　运行效率分析

运行效率是除分簇精度、参数敏感性之外的另一
重要指标，对分簇算法的用户接纳度至关重要．表８
以秒为单位展示了几种算法在各数据集中的单次运
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图５　不同参数选值下的ＤＲＣ分簇精度对比

图６　不同参数选值下的ＦＳＣ分簇精度对比
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行时间，所有数值均由２０次运行结果取平均值得
到，实验在ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ７ＣＰＵ，双核主频２．４０ＧＨｚ，
内存８ＧＢ，Ｗｉｎ７操作系统以及Ｍａｔｌａｂ２０１５ｂ软件
平台上完成．为综合考虑分簇性能指标，所选择的对
比算法都在表６或表７中获得过黑体值，即在８个
数据集中有过排名前２的性能指标．从表８可见，
ＮＳＬＬＲＲ和ＬＲＲＢＣ两者的运行效率明显低于其
他算法，尤其是ＬＲＲＢＣ算法，在大部分数据集中都
需要耗费更多的运算时间，虽然其分簇性能优于
ＬＲＲ，但以运行效率为代价，不宜于实际聚类应用．

ＤＥＣ的运行效率受输入数据维数的影响非常严重，
在ＬＵＮＧ、ＯＲＬ等高犿低狀样本集中的效率弱于
其它对比算法．ＲＳＳ的单步迭代运算量与ＤＲＣ一
致，但其收敛速度略慢于ＤＲＣ，因此整体运行效率
略低．ＦＳＡＳＬ算法受样本维数影响较大，在ＬＵＮＧ
和ＯＲＬ数据集中的运行效率低于ＤＲＣ，在余下数
据集中则与ＤＲＣ相近．值得强调的是，结合表５可
知，ＦＳＡＳＬ和ＲＳＳ都需要人工搜索４个待定参数，
而ＤＲＣ仅２个待设参数，因此，ＤＲＣ的整体实施效
率较ＦＳＡＳＬ和ＲＳＳ更高．

表８　所有算法在各数据集中的运行效率对比
Ｍｅｔｈｏｄ ＵＳＰＳ ＪＡＦＦＥ ＩＳＯＬＥＴ ＭＮＩＳＴ ＬＵＮＧ ＣＯＩＬ ＯＲＬ ＡＲ
ＦＳＡＳＬ １７２．８８ ３．３６ ４０．３５ ９８．３２ ９３．８９ １０．３８ ２４．９７ １９．７８
ＮＳＬＬＲＲ ９．５７７ｅ３ ３６．２７ ２．４３ｅ３ ７．６０５ｅ３ １０１．８３ ２．６４ｅ３ １０５．３２ ４３３．１２
ＤＥＣ ２００．４１ ２３．４５ ２８８．４３ ６３７．３７ ３．６４ｅ３ ３６２．７１ ２３７．１７ ２２４．７９
ＲＳＳ ２５１．９６ ０．７６ ５３．９２ １００．４１ １６．５３ ４２．７０ ４．０４１ ２６．９８
ＬＲＲＢＣ ３．６８９ｅ４ ３８．５５ ５．０４８ｅ３ ９．３６１ｅ３ ５６．１５ ４．５９ｅ３ １１３．４５ ６４７．８８
ＦＳＣ １．０２２ｅ３ ０．７４ １９０．３０ ８６７．８８ ４．７２５ １５０．２７ ６．４８９ １５．６７
ＤＲＣ ２３５．９９ ０．３５８ ４５．５５ ８９．７２ ２．６９ ３６．３６ ４．０７２ １５．４６

此外，为验证ＤＲＣ算法的收敛性，图７给出了
其各个子目标函数值在８个数据集中的运行变化情
况，其中犉项是指ｔｒ（犉Ｔ犔狊犉）正则项，犛项是指相似
度矩阵犛的子目标函数式（１０），犣项是指系数矩阵
犣的子目标函数式（１６）．为便于显示，其中各曲线值
都在ｌｏｇ域给出．从图７可见，由于各子目标函数都
具有唯一闭式解，模型收敛速度很快，其中ＵＳＰＳ、

ＭＮＩＳＴ和ＣＯＩＬ三个数据集都只需要２次迭代运算
即满足了ＤＲＣ的停止条件，收敛速度最慢的ＯＲＬ
数据集也只需要１１次迭代运算．具体收敛结果中，数
据集ＬＵＮＧ、ＣＯＩＬ和ＯＲＬ在满足ｒａｎｋ（犔狊）＝狀－犮
时结束运算，即达到ν１＜ε且ν２＞ε，而其余算法则在
目标函数值收敛时结束，即达到（犑狋－犑狋＋１）／犑狋＜
１ｅ－３，符合３．１节以及４．１节收敛条件描述．

图７　ＤＲＣ目标函数各优化子项在不同数据集中的收敛性
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６　总　结
以低秩表示模型为基础，本文提出一种新的数

据表示型谱分簇算法ＤＲＣ，包括邻域自适应学习和
显式矩阵簇结构约束两个关键技术．首先，目标函数
包含基本的数据表示项和相似矩阵联合项，兼顾数
据全局结构挖掘以及局部邻域保持特性；其次，在目
标函数中添加相似矩阵的自适应学习正则项，在非
负性的基础上隐含稀疏特性，符合目标簇联接结构
要求；最后，通过特征分解操作增加显式的矩阵秩约
束，对结果关联矩阵的块对角结构起关键作用．此
外，通过迭代交替操作给出了模型的优化求解策略，
保证各变量优化子步骤都具有全局最优解，并对
ＤＲＣ算法的模型参数设定、复杂度和收敛性进行了
理论分析．多个人工合成数据和公开数据集的实验
表明，所提的ＤＲＣ分簇算法在正确率、归一化互信
息、参数敏感性以及模型实施效率等综合性能上明
显优于现存分簇算法．

在算法实施过程中发现，ＤＲＣ分簇模型存在参
数较多的缺陷，虽然经过参数设定分析给出了部分
参数的设置技巧，但仍然会影响具体算法运行过程
的效率，并进一步抑制ＤＲＣ算法的应用扩展性．因
此，后续将主要集中于参数优化工作．此外，数据分
簇任务中的目标簇确定问题仍是一个公知问题，有
待进一步研究探索．
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