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摘　要　传统因果分析方法主要是基于具有分布预设的概率模型，但动力系统通常是存在反馈的非线性系统，不
适合采用概率方法进行分析．针对这一问题，该文提出了基于扰动的亚复杂动力系统因果分析方法，主要工作包
括：（１）采用基因表达式编程的函数拟合方法对动力系统时间序列进行差分方程拟合，减免了关于数据分布模型的
预设；（２）基于得到的拟合函数，通过对自变量的扰动来计算因变量的相应波动，提出了根据扰动和波动的数值关
系来判断自变量和因变量之间因果关系的判断准则，并基于该准则提出了因果关系挖掘算法和挖掘结果可信度验
证方法；（３）在合成数据和真实数据上进行了翔实实验，结果表明该文所提出的算法能挖掘出合理因果关系，在不
同数据规模情况下能得到一致挖掘结果．与两种基于概率统计的因果分析方法进行了对比实验，结果表明当系统
要素多于两个时，该文的算法仍然能够得到多个要素间正确的因果关系，而两种基于概率统计的方法则无法挖掘
出正确的因果关系．
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１　引　言
１１　研究动机

复杂系统是目前很多领域的研究课题，如复杂
网络、非线性系统和混沌系统等．亚复杂系统是对复
杂系统进行特征提取，忽略次要因素得到的一个较
简单且有可能作出工程性解决方案的系统，简称亚
复杂系统（ＳｕｂＣｏｍｐｌｅｘＳｙｓｔｅｍ，ＳＣＳ）．亚复杂动力
系统因果关系挖掘旨在从动力学关系上找出系统各
要素间的因果关系．

此项研究有下列背景：（１）为亚复杂系统干预
规则挖掘提供可靠的因果关系支持，保证干预规则
的合理性和正确性．亚复杂系统干预规则挖掘旨在
描述人工干预下亚复杂系统的动力学行为，解释干
预的普适规律［１］．而要制定干预规则必须首先弄清
系统中各个要素间的因果关系，之后才能施加干预，
也只有这样得出的决策才是可信的；（２）在动力系
统理论中，判断一个要素对另一个要素的影响是通
过建立要素间的微分或差分方程，然后分析方程的
特征属性来进行的．但现实中很多要素间并没有直
接的方程可循，例如人们认为地球的潮汐和温度可
能与太阳黑子有关，但目前尚无相关的动力学方程．
找出这类动力系统的因果关系将为建立更准确的模
型奠定基础；（３）现有的因果关系研究对数据做了
大量假设，如数据呈正态分布或没有环路因果链等，
这些假设在实践环境中不一定成立，故需要新的方
法来分析动力系统的因果关系．针对上述问题，本文
探索如何挖掘亚复杂动力系统因果关系．

由于亚复杂动力系统的运行机制总是与时滞和
反馈相关的，所以进行分析的对象是系统中各个要
素所产生的时间序列数据．下面的实例可充分说明

本文研究的对象和目标．
例１．　有某段公路上随时间变化（每小时）的

４个要素：汽车流量（ｃａｒ（狋）），平均风速（ｗｉｎｄ（狋）），
二氧化氮浓度（ＮＯ２（狋）），温度（ｔｅｍｐ（狋））．

（１）挖掘对象，如图１所示，挖掘对象是由这
４个要素产生的时间序列数据；

（２）挖掘目标，显然这４个要素可以构成２×
犆２４＝１２对因果关系，挖掘目标是从这１２对关系中
排除掉虚假的因果关系，从而得到真实的因果关系．
如图１中Ｃａｒ→ＮＯ２√表示ｃａｒ会影响ＮＯ２是真实
因果关系，而ＮＯ２→Ｃａｒ×则表示ＮＯ２会影响ｃａｒ是
虚假的因果关系．

图１　ＳＣＳ因果关系挖掘的对象和目标

下面对本文挖掘对象和目标进行形式化描述．
（１）亚复杂动力系统因果挖掘对象ＳＣＳ．ＳＣＳ

是系统中各个要素产生的所有时间序列数据，形式
化表达成四元组〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，犿是系统中要素
个数，犽是每个要素存在时滞个数，犜表示时间序列
的长度，犈犿×犽表示系统中所有要素在所有时滞上的
集合．

如例１亚复杂动力系统的挖掘对象犛犆犛＝〈犿，犽，
犜，犈犿×犽〉，则犿＝｛ｃａｒ，ｗｉｎｄ，ＮＯ２，ｔｅｍｐ｝，若犽＝１，
则犈犿×犽＝｛ｃａｒ（狋），ｃａｒ（狋－１），ｗｉｎｄ（狋），ｗｉｎｄ（狋－１），
ＮＯ２（狋），ＮＯ２（狋－１），ｔｅｍｐ（狋），ｔｅｍｐ（狋－１）｝，若犜＝
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２００ｄ，则表示ＳＣＳ中含有２００ｄ的时间序列数据．
（２）亚复杂动力系统因果挖掘目标．设有犛犆犛＝

〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，犿＝｛狓１，狓２，…，狓犿｝，则该系统的
候选因果关系共有２×犆２犿个，记为犆犪狀犱犻犱犪狋犲＿犛犲狋＝
｛狓犻→狓犼｜１犻，犼犿，犻≠犼｝．本文旨在挖掘出
犆犪狀犱犻犱犪狋犲＿犛犲狋子集犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋∈犆犪狀犱犻犱犪狋犲＿
犛犲狋，使得任意〈狓犼→狓犻〉∈犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋都是系统中
真实因果关系．为描述简洁，令狓犼→狓犻表示狓犼是狓犻
的原因．
１２　问题的难点

（１）基于概率对ＳＣＳ进行挖掘的难点
传统的对时间序列进行因果挖掘的方法主要是

基于概率的，如两个时间序列之间的相关系数，互信
息，转移熵等．而ＳＣＳ各要素间和要素自身通常存
在时滞和反馈，即整个系统模型主要是基于差分或
微分方程，而不是基于概率状态的转移．所以，我们
认为采用概率方法进行ＳＣＳ因果挖掘是不合适的．

（２）基于回归对ＳＣＳ进行挖掘的难点
传统的因果关系挖掘，如因果贝叶斯网和格兰

杰因果检验等，都可以基于回归拟合来进行［２４］，文
献［５６］采用了遗传算法来对因果贝叶斯网的概率
参数进行拟合．进化算法，特别是基因表达式编程
（ＧｅｎｅＥｘｐｒｅｓｓｉｏｎＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＧＥＰ），具有强大
的函数发现能力，给定预先假设好的因果关系，
ＧＥＰ通常都能够拟合出适应度较高的函数，同时
ＧＥＰ还能够拟合出多种适应度较高的函数，显然这
就使得这种基于拟合函数的因果分析方法可信度较
低．例２表明基于回归的因果关系发现方法可信度
较低．

例２．　例１的动力系统中有４个要素，从实际
生活经验出发可知ｃａｒ→ＮＯ２是可信因果关系，而
ＮＯ２→ｃａｒ则肯定是虚假的因果关系，因为汽车流量
一般是不受道路上二氧化氮浓度影响的．但在具体实
验中，采用ＧＥＰ进行函数回归，发现无论是以ｃａｒ（狋）
作为因变量，还是以ＮＯ２（狋）作为因变量，都能拟合
出适应度很高的函数，故采用函数回归得到的因果
关系实际上是不可信的．

（３）存在噪声的可信因果关系挖掘
即使采用回归分析能得到较准确的因果关系，

当数据中含有噪声数据时，挖掘结果也会受到影响，
下面举例说明噪声数据的含义及其带来的影响．

例３．　考虑例１的动力系统．假设ｃａｒ→ＮＯ２
是真实的因果关系，而气温Ｔｅｍｐ和风速Ｗｉｎｄ对
ＮＯ２没有影响．如果把Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ和Ｗｉｎｄ作为自

变量，把ＮＯ２作为因变量进行函数拟合，来分析哪
些要素是ＮＯ２的原因，有可能得出错误结论，因为
此时Ｔｅｍｐ和Ｗｉｎｄ是噪声数据，会对分析形成干
扰（噪声数据对因果挖掘的干扰形式可参见４．１节
例６）．

２　相关工作
如１．２节所述，传统的在时间序列上的因果关

系挖掘主要是基于概率的，实践表明，ＳＣＳ的时间序
列数据主要是通过差分或微分方程产生的，而不是基
于状态间的概率转移的，基于此，本文方法与传统方
法有较大不同．本节旨在介绍传统的因果挖掘方法．

典型的因果分析方法有格兰杰因果检验［２３］，
因果贝叶斯网络［４５］，基于信息理论的因果分析等．
按照研究对象分类，包括时间序列因果分析，非线性
时间序列的因果分析和生物信号网络的因果分析．

格兰杰因果检验既考察变量间的相互关系又考
虑其自身变化，格兰杰检验判断变量犡是否能预测
变量犢，若不能，则认为犡不能导致犢，反之亦然．但
格兰杰检验需要假设所检验的序列是平稳的，而实
际情况是很多宏观和金融序列都是非平稳的，文献
［６］讨论了这个问题．同样，对于因果系统的检验也
是基于函数回归的，这种理论认为只要回归函数中
自变量的时间早于因变量的时间，就称该系统是因
果的，我们认为这是不太合理的，因为进化计算特别
是ＧＥＰ有着强大的函数发现能力，给定预先假设好
的因果关系，ＧＥＰ通常都能够拟合出适应度较高的
函数，显然这就使得这种对拟合函数的参数进行分
析的方法可信度较低．并且上述方法主要针对的都
是线性系统，很难推广到非线性系统．

因果贝叶斯网络［７］能够学习变量间的概率依存
关系及其随时间变化的规律，通过隐变量集合表达
时间序列蕴含的潜在信息，通过构造一个有向无环
图来反映一系列变量间的概率依存关系．网络结
构［８９］是动态贝叶斯网络中一个关键部分，它表明
了系统各元素间的因果关系．目前主要基于进化算
法来学习网络结构，这又会存在上述问题，即通过进
化算法可得到多种不同且适应度都较高的网络结构，
选取其中一种而放弃另一种都无法给出很好的解释．
同时，动态贝叶斯网络主要是进行状态间的因果分
析，很难运用到数值型非线性系统因果挖掘中．

基于信息转移的因果分析利用信息论工具，如
信息熵，动态熵，互信息和转移熵等指标来表示两个
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信号序列间信息的传递方向，文献［１０１１］考虑了因
果方向．由于互信息［１２１３］是一种静态且对称的指
标，不适合衡量信息流动的动态过程，文献［１４］提出
了转移熵来计算信息流间驱动和响应的关系．但是，
由于当时间序列的狀维分布函数的维数较多或对连
续取值区间的划分较细时，都会引起概率论中的
“维数灾”．如果预先对时间序列的性质作出某些假
设，如服从马尔科夫性或泊松分布，都会降低分析准
确性．

非线性时间序列的因果分析起源于线性时间序
列，文献［１５］采用搜索算法对多种时间要素构成的
有向无环图进行搜索，来发现线性系统中的偏序关
系和依赖关系．文献［１６］克服了上述算法只针对线
性系统的弱点，提出了快速因果推理算法（Ｆａｓｔ
ＣａｕｓａｌｉｔｙＩｎｆｅｒｅｎｃｅ），能够挖掘存在隐变量（ｌａｔｅｎｔ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ）和反馈（ｆｅｅｄｂａｃｋ）的因果系统．另一些研
究基于一组已有的模型族，通过贝叶斯后验方法对
这些模型进行打分，最后通过这些模型挖掘出系统
的因果关系［１７］．这些方法依赖于一些先验的假设，
比如系统中的各要素之间是条件独立的，或者服从
正态分布等，从很大程度上限制了其应用范围．

在生物信号时间序列的分析中，主要采用各种
滤波，自回归模型及相关性分析方法．如采用相关性
来分析神经信号与癫痫病发作的关系［１８］，采用滤波
来分析脑电波与各种行为的关系［１９］以及采用自回
归模型来分析心血管和心肺间各种生物信号的交互
关系［２０２１］．目前研究的较多的蛋白质信号网络的因
果分析则主要采用贝叶斯因果网络来进行分析．如
文献［２２２３］提出了基于因果贝叶斯网的方法来分
析人类Ｔ细胞中蛋白质信号网络的因果关系，其主
要思路是通过操纵蛋白质中某种化学物质的含量
（如磷和磷脂）来控制该蛋白质的活跃（ａｃｔｉｖｅ）或不
活跃的状态（ｎｏｎａｃｔｉｖｅ），继而来判断其对整个蛋白
质信号网络的因果影响．

从最新的研究成果来看，Ｓｈｉ等人［２４］提出了基
于时间序列相似性来判断复杂系统中各要素因果关
系的方法，并成功地用于股票因果分析中；Ｓｎｏｗｓｉｌｌ
等人［２５］基于重用度来分析Ｗｅｂ上各个网页之间的
引用因果关系，即把原创页面作为原因，把转载页面
作为结果；Ｌｉｕ等人［２６］基于频繁项集来挖掘交通数
据流中的时空因果干预关系．这些算法都能够出色
地分析出特定领域中各要素之间的因果关系，但对
于复杂系统中存在环路、时滞的情况就不是很合适．

本文第３节介绍亚复杂动力系统因果挖掘过

程，包括３．２节介绍ＧＥＰ对时间序列数据的拟合，
３．３节介绍对拟合函数的扰动，３．４节介绍基于扰动
结果进行因果分析，并提出了整篇文章所依据的假
设和定理；第４节提出基于该假设的两种因果挖掘
算法和挖掘结果可信度判断方法；第５节给出在合
成数据和真实数据上的实验结果．

３　基于扰动的犛犆犛因果关系挖掘机制
３．１　总体挖掘流程

如前所述，本文的因果挖掘摆脱了传统的基于
概率状态转移的思路，而主要是基于动力学中的扰
动理论，本节旨在概括描述基于扰动的ＳＣＳ因果关
系挖掘的过程．

因果关系挖掘过程如图２所示．设有亚复杂动
力系统犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，犿＝｛狓１，狓２，…，
狓犿｝，不失一般性，假设要分析狓犼是否是狓犻原因，即
狓犼→狓犻，则挖掘流程如下：（１）采用ＧＥＰ以狓犻（狋）为
因变量，以犈犿×犽－狓犻（狋）为自变量进行函数拟合，得
到函数狓犻（狋）＝犳（｛犈犿×犽－狓犻（狋）｝）；（２）基于扰动（后
面将详细介绍）对犳中的自变量狓犼施加扰动δ，并计
算出因变量狓犻的相应波动值δ犳；（３）根据因果判断
原则判断狓犼→狓犻的真实性．

图２　因果关系总体挖掘流程

３．２　基于犌犈犘的函数拟合
本节旨在完成图２中的第１步，即构造拟合函

数．设有亚复杂动力系统犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉．则
挖掘因果关系的第１步是构造以每个要素狓犻∈犿
作为因变量，以犈犿×犽－狓犻（狋）作为自变量的函数．下
面给出拟合函数的形式化定义．

定义１．ε拟合函数犳狓犻（狋）．给定犛犆犛＝〈犿，犽，犜，
犈犿×犽〉，ε拟合函数犳狓犻（狋）使得狓′犻（狋）＝犳狓犻（狋）（｛犈犿×犽－
狓犻（狋）｝），并且｜（狓′犻（狋）－狓犻（狋））／狓犻（狋）｜＜ε，其中狓犻（狋）
是原时间序列的值，狓′犻（狋）是通过犳狓犻（狋）得到的拟合
值，｛犈犿×犽－狓犻（狋）｝是犳狓犻（狋）的自变量集合．

值得指出的是，进行函数拟合时，若因变量是
狓犻（狋），则自变量是犈犿×犽－狓犻（狋）．易知狓犻（狋－１）～
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狓犻（狋－犽）也属于自变量，这是因为我们需要用
狓犻（狋－１）～狓犻（狋－犽）来构造关于要素狓犻动力系统差
分方程．下文中都按照上述方式进行函数拟合．由于
ＧＥＰ是遗传算法和遗传编程的结合算法，有强大函
数发现能力，故这里采用ＧＥＰ来进行函数挖掘，关
于ＧＥＰ的详细介绍参见文献［２７］．
３．３　对拟合函数进行扰动

本节目的是解决第２节问题难点中的第一个难
点，也即完成图２中的第２步．由于对真实和虚假
的因果关系，ＧＥＰ都能拟合出适应度较高的函数，
无法直接基于拟合结果进行因果分析，我们在拟合
结果的基础上，基于扰动和波动的数值关系进行因
果判断，下面先举例说明．

例４．　考虑例１中的动力系统．判断ｃａｒ与
ＮＯ２的因果关系，即判断是车流量引起二氧化碳浓
度的变化，还是相反．（１）首先分别以二者作为因变

量进行函数拟合设为ｃａｒ（狋）＝犳（…ＮＯ２（狋）…），
ＮＯ２（狋）＝犳（…ｃａｒ（狋）…）．从图３（ａ）、图３（ｂ）可以看
到，二者都有较好的拟合效果；（２）分别对拟合出的
函数在自变量上施加一定的扰动，即ｃａｒ（狋）＝
犳（…ＮＯ２（狋）＋δ…），ＮＯ２（狋）＝犳（…ｃａｒ（狋）＋δ…），
然后观察因变量的波动情况．图３（ｃ）、图３（ｄ）显示
了扰动后因变量的波动情况．可以看到图３（ｄ）中
ＮＯ２（狋）的波动很小，而图３（ｃ）中ｃａｒ（狋）式的波动很
大．我们认为现实中的动力系统总是具有一定惯性
的，当自变量发生微小扰动时，因变量会由于惯性不
会产生很大的波动．所以，如果拟合函数反映的是动
力系统中真实的因果关系，那么当对自变量进行微
扰时，因变量的波动不大．反之，若拟合函数所反映的
因果关系在现实系统中并不存在，那么对自变量的微
扰可能会引起因变量的强烈变化，第３．４节给出具体
解释．

图３　真实因果关系和虚假因果关系的扰动效果（横坐标都表示以小时为单位的时间顺序，
纵坐标表示在每个时间点上的汽车流量Ｃａｒ（狋）或者是二氧化氮浓度ＮＯ２（狋））

　　下面形式化描述对拟合函数自变量的扰动及因
变量的相应波动．

定义２．　给定犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉及拟合函
数犳狓犻（狋）．

函数的扰动δ犳狓犻（狋）（狓犼，δ，狋０）：δ犳狓犻（狋）（狓犼，δ，狋０）是
挡在狋＝狋０时刻，当自变量狓犼（狋０）～狓犼（狋０－犽）取得增
量δ，而其他自变量固定时，犳狓犻（狋）取得的增量，即
δ犳狓犻（狋）（狓犼，δ，狋０）＝犳狓犻（狋）（…狓犼（狋０）＋δ，…，狓犼（狋０－犽）＋

δ…）－犳狓犻（狋０）（…狓犼（狋０），…，狓犼（狋０－犽）…）．
波动∑犳狓犻（狋）（狓犼，δ，狋）：波动是扰动在整个时间

序列上的平方和，即∑犳狓犻（狋）（狓犼，δ，狋）＝δ犳狓犻（狋）（狓犼，
δ，狋１）２＋…＋δ犳狓犻（狋）（狓犼，δ，狋犜）２，其中犜就是犛犆犛中
时间序列的长度．

例５．设有犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，犿＝｛狓，狔｝，
犽＝１，犜＝５，犈犿×犽＝｛狓（狋），狓（狋－１），狔（狋），狔（狋－１）｝，
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狓（狋）和狔（狋）的时间序列如表１所示．
表１　狓（狋）和狔（狋）的时间序列

狋＝１ 狋＝２ 狋＝３ 狋＝４ 狋＝５
狓（狋） １ ３ ７ １０ １５
狔（狋） ２ ５ ３ ７ ６
狔（狋）＋δ ４ ７ ５ ９ ８

图４　在不同时间序列上进行扰动的结果（横坐标都表示以小时为单位的时间顺序，纵坐标
表示在每个时间点上的二氧化碳浓度ＣＯ２（狋）或者是天然气浓度Ｇａｓ（狋））

设得到以狓（狋－１），狔（狋－１）为自变量，以狓（狋）
为因变量的拟合函数犳狓（狋）：狓′（狋）＝狓（狋－１）＋
狔（狋－１）（狓（狋）是原时间序列的值，狓′犻（狋）是通过犳狓犻（狋）
得到的拟合值），则当自变量狔取得增量δ＝２后，犳狓（狋）
在时间序列２～５上的波动∑犳狓（狋）（狔，δ，狋）＝δ犳狓（狋）（狔，
δ，１）２＋δ犳狓（狋）（狔，δ，２）２＋δ犳狓（狋）（狔，δ，４）２＋δ犳狓（狋）（狔，
δ，４）２，δ犳狓（狋）（狔，δ，２）＝｜狓′（２）－狓（２）｜２＝｜（狓（１）＋
（狔（１）＋δ））－狓（２）｜２＝｜１＋４－３｜２；δ犳狓（狋）（狔，δ，３）＝
｜狓′（３）－狓（３）｜２＝｜（狓′（２）＋（狔（２）＋δ））－狓（３）｜２＝
｜１＋４＋７－７｜２；δ犳狓（狋）（狔，δ，４）＝｜狓′（４）－狓（４）｜２＝
｜（狓′（３）＋（狔（３）＋δ））－狓（３）｜２＝｜１＋４＋７＋５－
１０｜２；δ犳狓（狋）（狔，δ，５）＝｜狓′（５）－狓（５）｜２＝｜（狓′（４）＋
（狔（４）＋δ））－狓（３）｜２＝｜１＋４＋７＋５＋９－１５｜２．
３．４　因果判断准则

本节将基于函数扰动和波动概念，提出本研究依
据的因果判断准则（图２中第３步）．为清晰表达，先
给出本节用到的符号（表２）和必要而合理的假设．

表２　符号表
符号 解释

Ｍａｘ（犳（狓）） 犳（狓）在整个时间序列上的最大值
Ｍｉｎ（犳（狓）） 犳（狓）在整个时间序列上的最小值

犆 常数
δ狓 对狓的扰动常数

δ犳狔（狓，δ狓，狋０） 函数的扰动，见定义２
∑犳狔（狓，δ狓，狋） 函数的波动，见定义２

假设１．　设动力系统含有两个要素狓，狔，其中
狓影响狔，且有狔＝犳（狓）；狓是随机时间序列，通过函

数拟合，得到狓＝犵（狔），由于在实际系统中犵（狔）具
有时滞和其他自变量，故犵（狔）≠犳－１（狔）．并设狓０，
狔０分别是狓和狔的任意一个取值，犳′（狓），犵′（狔）分
别是犳（狓）和犵（狔）的一阶导函数，则有下列假设：

（１）犳（狓），犵（狔）在其自变量的范围内具有各阶
导数；

（２）｜犳′（狓０）δ狓｜＜犆×｜Ｍａｘ（犳（狓））－Ｍｉｎ（犳（狓））｜；
（３）｜犵′（狔０）δ狔｜犆×｜Ｍａｘ（犵（狔））－Ｍｉｎ（犵（狔））｜．
解释：对于（１），动力系统函数对自变量各阶可

导的要求在实践中容易满足．对于（２）、（３），我们以
实验５．２．１节中的ｂｏｘｊｅｎｋｉｎｓ时间序列数据的一
部分（如图４（ａ）、图４（ｂ）来进行说明．由于ＣＯ２（狋）
具有一定的惯性，图４（ａ）中点狓０处作切线，有Δ１＝
犳′（狓０）δ１和Δ２＝犳′（狓０）δ２，并且由于犳（狓）波动较小，
当δ较大时仍有｜犳′（狓０）δ狓｜＜犆×｜Ｍａｘ（犳（狓））－
Ｍｉｎ（犳（狓））｜．而Ｇａｓ（狋）是人为随机控制，波动较
大，在图４（ｂ）中点狔０处作切线，有Δ１＝犳′（狓０）δ１和
Δ２＝犳′（狓０）δ２，但当δ较大时，有｜犵′（狔０）δ狔｜犆×
｜Ｍａｘ（犵（狔））－Ｍｉｎ（犵（狔））｜．

值得指出的是，假设中存在两个参数，即对狓施
加扰动的大小δ狓和常数犆．我们认为δ狓取狓（狋）在整
个时间序列上的平均值是比较合适的，犆一般取１０．

定理１．　设动力系统含有两个要素狓，狔，其中
狓影响狔，且有狔＝犳（狓）；狓是随机时间序列，且时间
序列的长度为犜，通过函数拟合，得到狓＝犵（狔），则
当δ狓和δ狔取较大值时有：

（１）｜δ犳狔（狓，δ狓，狋０）｜＜犆×｜Ｍａｘ（犳（狓））－
Ｍｉｎ（犳（狓））｜；

（２）｜δ犵狓（狔，δ狔，狋０）｜犆×｜Ｍａｘ（犵（狔））－
Ｍｉｎ（犵（狔））｜；

（３）∑犳狔（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳（狓））－
Ｍｉｎ（犳（狓））｜２；

（４）∑犵狓（狔，δ狔，狋）犆×犜×｜Ｍａｘ（犵（狔））－
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Ｍｉｎ（犵（狔））｜２．
证明．　见附录１．
基于假设１和定理１有以下因果判断定理２．
定理２．　设有犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，有任意

两个要素狓，狔∈犿，通过函数拟合得到拟合函数狔＝
犳（狓），如果∑犳狔（狓，δ狓，狋）犆×犜×｜Ｍａｘ（犳（狓））－
Ｍｉｎ（犳（狓））｜２，那么狓不是狔的原因．

证明．　反证，设狓是狔的原因，由定理１有
∑犳狔（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳（狓））－Ｍｉｎ（犳（狓））｜２
矛盾，命题得证． 证毕．

即当∑犳狔（狓，δ狓，狋）犆×犜×｜Ｍａｘ（犳（狓））－
Ｍｉｎ（犳（狓））｜２时，可得狓不是狔的原因，但无法证明当
∑犳狔（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳（狓））－Ｍｉｎ（犳（狓））｜２，
狓就是狔的原因．故第４节的算法都是基于排除法
来判断因果关系的．

４　亚复杂动力系统因果关系挖掘算法
及分析

　　本节将描述具体的挖掘算法，并解决第２节的
第二个难点，即含噪声数据的因果挖掘．其中朴素算
法只通过一次扰动来判断因果关系，而抗噪算法可
通过多次回归和扰动来逐步排除虚假因果关系．
４１　基于扰动的朴素因果挖掘算法

算法如算法１，例６给出了说明．
算法１．　犖犪狏犲＿犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犕犻狀犻狀犵（）
输入：犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉动力系统时间序列
输出：挖掘出的可信因果关系集合犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋
１．犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋＝ｎｕｌｌ；／／初始为空
２．Ｆｏｒｅａｃｈ狓犻ｉｎ犿
３．狋犪狉犵犲狋＝狓犻（狋）；
４．狏犪狉犻犪犫犾犲狊＝犈犿×犽－狓犻（狋）；
５．犳狓犻（狋）＝犌犲狀犲狉犪狋犲＿犉狌狀犮狋犻狅狀（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）；
６．Ｆｏｒｅａｃｈ狓犼（狋）～狓犼（狋－犽）ｉｎ狏犪狉犻犪犫犾犲狊
７．Ｃａｌｃｕｌａｔｅδ犳狓犻（狋）（狓犼，δ）；
８．Ｉｆδ犳狓犻（狋）（狓犼，δ）ｄｏｎ’ｔｓａｔｉｓｆｙＬｅｍｍａ２
９．犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋＝犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋－〈狓犼→狓犻〉；
１０．ＥｎｄＩｆ
１１．ＥｎｄＦｏｒ
１２．ＥｎｄＦｏｒ
１３．Ｒｅｔｕｒｎ犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋（）；
（１）第５行，犌犲狀犲狉犪狋犲＿犉狌狀犮狋犻狅狀（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）

表示以狋犪狉犵犲狋为因变量，以狏犪狉犻犪犫犾犲狊为自变量进行
基于ＧＥＰ的函数拟合，得到函数犳狓犻（狋）；

（２）第６行，表示依次对犳狓犻（狋）自变量集合狏犪狉犻犪犫犾犲狊

中的每个要素进行扰动．由于系统的时滞为犽，故对
每个要素狓犼所有时间序列上的值狓犼（狋）～狓犼（狋－犽）
都进行扰动；

（３）第７～１０行，基于扰动计算出波动δ犳狓犻（狋）（狓犼，
δ）（第７行），然后根据波动大小进行因果判断（８～
１０行）．

例６．考虑例１中的动力系统，分析影响Ｗｉｎｄ
的要素．考虑图５及表３，通过朴素因果挖掘算法来
分析影响Ｗｉｎｄ的要素只需一次函数拟合，而自变
量是所有其他要素．表３中自变量，因变量及扰动，
波动的含义见定义２，如表３第２行扰动为Ｔｅｍｐ＋
（－３），表示对自变量Ｔｅｍｐ时间序列实施的扰动为
Ｔｅｍｐ＝Ｔｅｍｐ＋（－３）．参考值表示由自变量拟合出
的关于因变量的函数在整个时间序列上的最大值与
最小值差值的平方．然后根据定理２来排除虚假因果
关系．可以看到，假设犆＝１０，那么表３第１行的因果
关系就可以直接被定理２排除，因为波动犆×犜×
参考值．而２，３行的因果关系不能被定理２排除，所以
算法１的挖掘结果为｛Ｔｅｍｐ→Ｗｉｎｄ，ＮＯ２→Ｗｉｎｄ｝．

图５　因果挖掘算法示意图
表３　因果挖掘算法扰动结果

自变量 因变量 扰动 波动 参考值
１Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ，ＮＯ２ Ｗｉｎｄ Ｃａｒ＋（－６）Ｉｎｆｉｎｉｔｙ３７９７４
２Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ，ＮＯ２ ＷｉｎｄＴｅｍｐ＋（－３）７９０９９３７９７４
３Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ，ＮＯ２ Ｗｉｎｄ ＮＯ２＋（－３）１５９０９３７９７４
４ Ｔｅｍｐ，ＮＯ２ ＷｉｎｄＴｅｍｐ＋（－３） ６５７４３７９７４
５ Ｔｅｍｐ，ＮＯ２ Ｗｉｎｄ ＮＯ２＋（－３）９３９６７８３７９７４
６ Ｔｅｍｐ ＷｉｎｄＴｅｍｐ＋（－３） ３３３２３７９７４

４２　基于扰动的抗噪因果挖掘算法
如例６所示，在朴素算法的挖掘过程中，表３的
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第１行已经判断出Ｃａｒ不是Ｗｉｎｄ的原因，但在表３
的２、３行中仍然采用含有自变量Ｃａｒ的拟合函数来
分析Ｔｅｍｐ和ＮＯ２对Ｗｉｎｄ的影响，这显然是不合
理的，因为没有去掉噪声Ｃａｒ，下面的抗噪因果挖掘
算法旨在解决上述问题．

算法２．犖狅犻狊犲＿犚狅犫狌狊狋＿犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犕犻狀犻狀犵（）．
输入：犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉动力时间序列数据
输出：挖掘出的可信因果关系集合犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋
１．犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋＝ｎｕｌｌ；／／初始为空
２．犆狅犿狆犾犲狋犲狀犲狊狊＝ｆａｌｓｅ；／／因果关系集合的完备性验

／／证结果初始为假
３．Ｆｏｒｅａｃｈ狓犻ｉｎ犿
４．狋犪狉犵犲狋＝狓犻（狋）；
５．狏犪狉犻犪犫犾犲狊＝犈犿×犽－狓犻（狋）；
６．狏犪狉犻犪犫犾犲狊＝犆犾犲犪狉＿犖狅犻狊犲（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）；
７．Ｉｆ（狏犪狉犻犪犫犾犲狊≠ｎｕｌｌ）
８．Ｆｏｒｅａｃｈ狓犼（狋）～狓犼（狋－犽）ｉｎ狏犪狉犻犪犫犾犲狊
９．犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋＝犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋＋〈狓犼→狓犻〉；
１０．ＥｎｄＦｏｒ
１１．ＥｎｄＩｆ
１２．ＥｎｄＦｏｒ
１３．Ｉｆ（狏犪狉犻犪犫犾犲狊≠ｎｕｌｌ）
１４．犆狅犿狆犾犲狋犲狀犲狊狊＝犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊狊（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）；
１５．ＥｎｄＩｆ
１６．Ｒｅｔｕｒｎ犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犛犲狋（）；
过程１．　犆犾犲犪狉＿犖狅犻狊犲（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）．
输入：因变量狋犪狉犵犲狋，自变量集合狏犪狉犻犪犫犾犲狊
输出：降噪后的自变量集合
１．犳狓犻（狋）＝犌犲狀犲狉犪狋犲＿犉狌狀犮狋犻狅狀（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）；
２．Ｗｈｉｌｅ（狏犪狉犻犪犫犾犲狊≠ｎｕｌｌ）Ｄｏ
３．Ｆｏｒｅａｃｈ狓犼（狋）～狓犼（狋－犽）ｉｎ狏犪狉犻犪犫犾犲狊
４．Ｃａｌｃｕｌａｔｅδ犳狓犻（狋）（狓犼，δ）；
５．Ｉｆ！（δ犳狓犻（狋）（狓犼，δ）ｓａｔｉｓｆｙｃａｕｓａｌｉｔｙｓｃｅｎａｒｉｏ）
６．狏犪狉犻犪犫犾犲狊＝狏犪狉犻犪犫犾犲狊－｛狓犼（狋）～狓犼（狋－犽）｝；
７．ＥｎｄＩｆ
８．ＥｎｄＦｏｒ
９．Ｉｆ（狏犪狉犻犪犫犾犲狊ｉｓｃｈａｎｇｅｄ）ａｎｄ（狏犪狉犻犪犫犾犲狊≠ｎｕｌｌ）
１０．犳狓犻（狋）＝犌犲狀犲狉犪狋犲＿犉狌狀犮狋犻狅狀（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）；
１１．ＥｎｄＩｆ
１２．Ｅｌｓｅｂｒｅａｋ；
１３．ＥｎｄＷｈｉｌｅ
１４．Ｒｅｔｕｒｎ狏犪狉犻犪犫犾犲狊；
过程２．犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊狊（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）．
输入：经过犆犾犲犪狉＿犖狅犻狊犲进行降噪后的自变量集合
输出：因果关系集合的完备性验证结果
１．犳狓犻（狋）＝犌犲狀犲狉犪狋犲＿犉狌狀犮狋犻狅狀（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）；
２．Ｃａｌｃｕｌａｔｅδ犳狓犻（狋）（狏犪狉犻犪犫犾犲狊，δ）；
　　／／对自变量集合狏犪狉犻犪犫犾犲狊中的所有变量同时进行
　　／／扰动，并计算相应拟合函数的波动

３．Ｉｆ（δ犳狓犻（狋）（狏犪狉犻犪犫犾犲狊，δ）ｓａｔｉｓｆｙｃａｕｓａｌｉｔｙｓｃｅｎａｒｉｏ）
　　／／如果对所有变量同时进行扰动时，拟合函数相应
　　／／波动幅度仍然在因果判断准则所规定的范围内，
　　／／则说明算法所挖掘出的结果是可信的
４．　Ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ；
５．Ｅｌｓｅ
６．　Ｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ；
７．ＥｎｄＩｆ
（１）算法犖狅犻狊犲＿犚狅犫狌狊狋＿犆犪狌狊犪犾犻狋狔＿犕犻狀犻狀犵（）的

核心是第６行降噪函数犆犾犲犪狉＿犖狅犻狊犲以及第１４行
的结果完备性判断函数犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊狊，函数
犆犾犲犪狉＿犖狅犻狊犲主要是循环去掉狏犪狉犻犪犫犾犲狊集合中所有
不是因变量的原因的要素，函数犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊狊
主要是进一步判断算法挖掘出的因果关系集合的可
信性，如果函数的返回值为真，那么在很大程度上算
法挖掘出的因果关系集合是可信的．

（２）函数犆犾犲犪狉＿犖狅犻狊犲（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）．第１
行犌犲狀犲狉犪狋犲＿犉狌狀犮狋犻狅狀（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）表示以
狋犪狉犵犲狋（即狓犻）为因变量，以狏犪狉犻犪犫犾犲狊为自变量进行
基于ＧＥＰ的函数拟合，得到函数犳狓犻（狋）．第５行基于
因果判断准则将狏犪狉犻犪犫犾犲狊集合中不是狓犻原因的要
素狓犼去掉，整个过程循环进行，直到狏犪狉犻犪犫犾犲狊集合
为空或不发生变化．

（３）函数犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊（狋犪狉犵犲狋，狏犪狉犻犪犫犾犲狊）的
核心是２，３行，其含义是对自变量集合狏犪狉犻犪犫犾犲狊中
的所有变量同时进行扰动并计算相应拟合函数的波
动，如果在对自变量集合狏犪狉犻犪犫犾犲狊中的所有变量同
时进行扰动的情况下，拟合函数的相应波动幅度仍
然在因果判断准则所规定的范围内，则说明算法所
挖掘出的结果是可信的，否则是不可信的．因为现实
中的系统在其要素都发生适当扰动时通常是能够保
持一定的稳定性的，如果拟合函数在其自变量同时
发生扰动后也具有较强的稳定性，则可以进一步说
明拟合函数能够较好地符合现实中动力系统的性
质，进一步证实结果的可信性．

下面通过例７和例８来举例说明算法２的运行
过程，其中函数犆犾犲犪狉＿犖狅犻狊犲的运行过程通过例７
说明，函数犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊狊的运行过程通过例８
说明．

例７．考虑图５及表３，背景和术语与例６相同．
（１）根据算法２的３～５行，执行图５中的１～３

步（对应表３的１～３行），此时狏犪狉犻犪犫犾犲狊＝｛Ｃａｒ，
Ｔｅｍｐ，ＮＯ２｝；（２）当发现Ｃａｒ不是Ｗｉｎｄ的原因时
（表３第１行），将Ｃａｒ从狏犪狉犻犪犫犾犲狊中删掉，即此时
狏犪狉犻犪犫犾犲狊＝｛Ｔｅｍｐ，ＮＯ２｝，然后重新进行函数拟合，
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并重新扰动Ｔｅｍｐ，ＮＯ２，如图５第４，５步（表３第
４，５行）；（３）此时发现ＮＯ２也不是Ｗｉｎｄ的原因（表
３第５行），故继续将ＮＯ２从狏犪狉犻犪犫犾犲狊中删掉，即此
时狏犪狉犻犪犫犾犲狊＝｛Ｔｅｍｐ｝，又重新进行函数拟合并重
新扰动Ｔｅｍｐ，如图５第６步（表３第６行）所示．因
为３３３２＜１０×３７９７４，故ＮＯ２是Ｗｉｎｄ的原因．

例８．　考虑表４，背景和术语与例６相同．表４
的目标是判断算法２的挖掘结果是否可信．通过表４
可以看到，当以要素Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ为自变量，以要素
ＮＯ２为因变量进行函数拟合后，分别单独对自变量
Ｃａｒ（扰动结果如表４第１行）和自变量Ｔｅｍｐ（扰动
结果如表４第２行）进行扰动时，其波动的幅度符合
因果判断准则的范围（即６４５９＜１０×１４３９，６４＜１０×
１４３９），故算法２认为Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ都是ＮＯ２的原因．
而通过犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊同时对Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ进行扰
动，得到拟合函数波动的幅度仍然近似符合因果判
断准则的范围，因为１１８与１０×１１＝１１０的数值相
差很小，则函数犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊认为｛Ｃａｒ→ＮＯ２，
Ｔｅｍｐ→ＮＯ２｝是可信的因果关系．

表４　因果挖掘算法扰动结果
自变量 因变量 扰动 波动参考值

１Ｃａｒ，ＴｅｍｐＮＯ２ Ｃａｒ＋（－６） ６４５９１４３９
２Ｃａｒ，ＴｅｍｐＮＯ２ Ｔｅｍｐ＋（－３） ６４１４３９
３Ｃａｒ，ＴｅｍｐＮＯ２Ｃａｒ＋（－３），Ｔｅｍｐ＋（－３）１１８ １１

４３　算法分析
４．３．１　ＧＥＰ生成拟合函数的一致性

算法１，２都要先采用ＧＥＰ生成时间序列的拟合
函数，而同一组数据可拟合出多个函数．由于算法１，２
都只基于其中一个拟合函数进行扰动，本节将用定
理３证明只要拟合函数达到足够高的精度，那么无
论选取哪一个函数进行扰动，算法的挖掘结果是相同
的．为了证明定理３，需要有下面合理的假设２．

假设２．　当拟合精度足够高时，拟合函数的值
和原函数的值相差很小有｜犳０（狓）－犳１（狓）｜＜ε．

定理３．　设有亚复杂动力系统犛犆犛＝〈犿，犽，
犜，犈犿×犽〉，有任意两个要素狓，狔∈犿，狓是随机时间
序列，狔是受狓影响的因变量，设狔＝犳０（狓）是狓，狔
真正符合的函数，狔＝犳１（狓）是采用ＧＥＰ生成的任
意拟合函数，则当拟合精度足够高时，有

（１）｜犳′０（狓）｜≈｜犳′１（狓）｜，犳′０（狓），犳′１（狓）分别是
犳０（狓），犳１（狓）的导数．

（２）如果∑犳０（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳０（狓））－
Ｍｉｎ（犳０（狓））｜２，那么∑犳１（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×

｜Ｍａｘ（犳１（狓））－Ｍｉｎ（犳１（狓））｜２，δ狓是狓时间序列的
平均值．

证明．　见附录１．
４．３．２　算法的完备性讨论

算法１，２都是采用排除法，去掉非因果关系，则
剩下的关系就是挖掘结果，下面对排除法的完备性
作简单讨论．

排除法指出如果犡，犢的时间序列数据关系符
合定理２，则犡，犢不具有因果关系，但排除法只能
排除具备定理２中数据性质的非因果关系，不能排
除具备其他类型数据性质的非因果关系．故排除法
是不完备的，即算法去掉的都是非因果关系，但并不
是所有的非因果关系算法都能排除．

但本文所提出算法２的犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊狊函数
对挖掘出的因果关系集合的可信度进行了进一步的
判断，因为该函数提出一个很强的扰动和波动规则，
即当所有自变量同时发生扰动时，如果拟合函数的
波动范围仍然在规定范围内，算法才认定所挖掘出
的因果关系集合可信，所以函数犑狌犱犵犲＿犜狉狌狊狋犻狀犲狊狊
的使用提高了算法的完备性．

在社会，经济以及自然科学中对因果关系的大
量研究说明，如果动力系统中两个要素犡，犢不具备
因果关系，那么在很大程度上犡，犢所体现出的数据
关系都是符合定理２的．比如，文献［２４］就指出两个
时间序列如果呈现出相似性，那么这两个时间序列
就可能含有因果关系．显然，本文所提出的相似性要
求更强，因为本文认为除了两个时间序列本身呈现
出相似性或可回归性外，并且在微扰作用下两个时
间序列的变化规律也呈现出相似性．这就说明了定
理２中的排除法能够排除大部分非因果关系，故定
理２是具备一定的普适性和完备性的．
４．３．３　算法复杂度分析

从算法１，２可知，算法的时间主要消耗在用
ＧＥＰ进行函数拟合的过程中，如果以ＧＥＰ函数拟
合一次作为单位时间，则有下面的算法时间复杂度．

设有动力系统的时间序列数据犛犆犛＝〈犿，犽，
犜，犈犿×犽〉，则

（１）朴素因果挖掘算法的时间复杂度为犗（｜犿｜），
因为对犿中的每个要素，算法只进行一次ＧＥＰ拟合．

（２）抗噪因果挖掘算法的时间复杂度为犗（｜犿｜２），
首先来分析最坏情况下所需的降噪次数，因为对犿
中的每个要素狓犻，算法在最坏情况下需要对犿中除
狓犻外的其他的｜犿｜－１个要素依次降噪，故需进行
｜犿｜－１次ＧＥＰ拟合，则对犿中的所有要素共需进
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行｜犿｜×｜犿－１｜次ＧＥＰ拟合．但在最好情况下的降
噪次数为０，即进行ＧＥＰ拟合的次数与朴素算法相
同为｜犿｜次．我们认为需要｜犿｜次与需要｜犿｜×
｜犿－１｜次情况出现的概率相同，则抗噪算法平均需
要的ＧＥＰ拟合次数为（｜犿｜×１＋｜犿｜×２＋…＋
｜犿｜×｜犿－１｜）／（｜犿｜－１）＝｜犿｜２／２，故抗噪算法的
平均时间复杂度仍为犗（｜犿｜２）．

５　实验和性能分析
实验数据包括１组合成数据和３组真实数据．数

据量分别为１００，２００，１００和５０００，都是亚复杂动力系
统若干要素组成的时间序列，分别采用朴素和抗噪
因果挖掘算法挖掘，及可信度判断函数来验证最终
结果的可信性．所有实验的实验过程如图６所示．

图６　因果关系挖掘过程
本节中表６、１０、１４的背景和术语与例６相同，

犆＝１０．并且ε拟合函数中ε的平均值小于０．１．
同时，我们选择了两种现有的因果分析技术，包

括格兰杰因果分析和基于转移熵的因果分析，来与
本文的因果分析结果进行对比．这两种方法都能够
进行两个时间序列的因果方向分析，当实验数据集
中的要素个数大于两个时，实验结果列出了要素集
合两两组合的因果分析结果．
５１　在合成数据上进行的实验

构造了如式（）的一个动力系统，存在３个要
素狓，狔，狌，该系统时间序列数据的形式化描述为
犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，犿＝｛狓，狔，狌｝，犽＝１，犜＝
１００，犈犿×犽＝｛狓（狋），狓（狋－１），狔（狋），狔（狋－１），狌（狋），
狌（狋－１）｝．数据按如下方式生成：（１）令狓（０）＝０．５，
狔（０）＝０．５，狌（狋）是０和０．５之间的随机时间序列；
（２）将狓（狋－１），狔（狋－１），狌（狋）的值代入式（）迭代
运行１００次，得到含有１００个数据的时间序列．

狌（狋）＝犚犪狀犱狅犿（０，１）×０．５
狓（狋）＝犳＝狌（狋）×（狓（狋－１）＋１／（狓（狋－１）＋
　　　　狔（狋－１）＋狌（狋）））
狔（狋）＝犵＝狓（狋－１）／（狓（狋－１）＋狔（狋－１）＋狌（狋
烅
烄

烆 ））
（）

　　该系统共６个候选因果关系｛狌→狓，狌→狔，狓→
狔，狓→狌，狔→狓，狔→狌｝．表５给出了如何通过算法１，
２以及可信度验证函数来判断和验证该系统的因果
关系．表５中算法１和２得出判断结论的实验数据
见表６的１～６行．表５中可信度验证函数得出判断
结论的实验数据见表６的７，８行．其中，表５的第６
列“依据”表示通过了表６中的哪几行得到．如第１
行“１，狓→狌，假，—，—，２”表示因果关系狓→狌通过
算法１判断为假，该结论通过表６第２行得到．

表５　实验结果
候选因果关系 算法１算法２可信度验证 依据

１ 狓→狌 假 — — ２
２ 狔→狌 假 — — １
３ 狓→狔 真 真 真 ３，４，７
４ 狌→狔 真 真 真 ３，４，７
５ 狔→狓 真 真 真 ５，６，８
６ 狌→狓 真 真 真 ５，６，８

表６　扰动及波动结果
自变量 因变量 扰动 波动 参考值

１ 狓，狔 狌 狔＋０．５ Ｉｎｆｉｎｉｔｙ １６
２ 狓 狌 狓＋０．５ Ｉｎｆｉｎｉｔｙ １６
３ 狓，狌 狔 狌＋０．５ ５３ １５
４ 狓，狌 狔 狓＋０．５ ６２ １５
５ 狔，狌 狓 狌＋０．５ ２５ １５
６ 狔，狌 狓 狔＋０．５ ５９ １５
７ 狓，狌 狔 狓＋０．５，狌＋０．５ ５７ ６６
８ 狔，狌 狓 狔＋０．５，狌＋０．５ １９ １．７

在表５的１，２行中，因算法１已经判断出狓→狌，
狔→狌是虚假因果关系，故不需要继续使用算法２和
可信度验证函数来进一步判断．而表５的３～６行
中，算法１，２判断的结果均为真，故需使用可信度
验证函数来进一步判断．最终发现的因果关系为
｛狓→狔，狔→狓，狌→狔，狌→狓｝，可见所有正确的因果关
系都能被挖掘出来．

表７给出采用格兰杰方法对狓，狔，狌三个要素
两两进行因果分析的结果，原假设表示要素１不是
要素２的原因，当狆值小于０．０５时拒绝原假设．格
兰杰因果分析时两个时间序列时滞为１个时间单
位．格兰杰方法发现的因果关系包括｛狓→狔，狔→狓，
狌→狔｝，格兰杰方法未发现的因果关系包括｛狌→狓｝．
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表７　格兰杰因果判断结果
原假设 狆值

狔不是狓的原因 ３．Ｅ－０７
狓不是狔的原因 ５．Ｅ－３５
狌不是狓的原因 ０．２３６６
狓不是狌的原因 ０．１１１６
狌不是狔的原因 ６．Ｅ－３２
狔不是狌的原因 ０．０５２７

表８给出了采用转移熵指标（ＴｒａｎｓｆｅｒＥｎｔｒｏｐｙ，
ＴＥ）对狓，狔，狌三个要素两两进行因果分析的结果，
如ＴＥ（狓，狔）＝１．１１８５，两个时间序列的时滞为
１个时间单位．对任意两个要素犪，犫，我们认为当
ＴＥ（犪，犫）＞０．５或ＴＥ（犪，犫）／ＴＥ（犫，犪）＞５时，表示
犪→犫，即犪是犫的原因，其他基于转移熵的实验仍然
以此为因果判定标准．转移熵指标发现的因果关系
包括｛狓→狔，狔→狓，狌→狔｝，转移熵指标未发现的因
果关系包括｛狌→狓｝．两种已有方法均未能发现因果
关系狌→狓．

表８　转移熵因果判断结果
转移熵（ＴＥ） 变量狓 变量狔 变量狌
变量狓 １．１１８５ ０．０３６７
变量狔 ０．５３９５ ０．３９２８
变量狌 ０．００８３ １．１５７２

５２　在真实数据上进行的实验
５．２．１　ｂｏｘｊｅｎｋｉｎｓ数据

这组数据来自文献［２８］，是由ｂｏｘｊｅｎｋｉｎｓ在进
行时间序列的分析时提出的，包含两个要素，即一个
火炉中输入天然气流量Ｇａｓ的时间序列和天然气
燃烧后得到的ＣＯ２浓度的时间序列，共２００组数
据．显然这是一个动力系统，并且有因果关系Ｇａｓ→
ＣＯ２，数据的形式化定义为犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，
犿＝｛Ｇａｓ，ＣＯ２｝，犽＝５，犜＝２００，犈犿×犽＝｛Ｇａｓ（狋），
Ｇａｓ（狋－１），Ｇａｓ（狋－２），Ｇａｓ（狋－３），Ｇａｓ（狋－４），
Ｇａｓ（狋－５），ＣＯ２（狋），ＣＯ２（狋－１），ＣＯ２（狋－２），ＣＯ２（狋－
３），ＣＯ２（狋－４），ＣＯ２（狋－５）｝．可知，该系统只有２个
候选因果关系｛Ｇａｓ→ＣＯ２，ＣＯ２→Ｇａｓ｝，表９给出了
如何通过算法１，２以及可信度验证函数来判断和验
证该系统的因果关系．表９的第６列“依据”表示通过
了表１０中的哪几行得到．如第１行“１，Ｇａｓ→ＣＯ２，
真，—，—，１，２”表示因果关系Ｇａｓ→ＣＯ２通过算法１
直接判断为真，该结论通过表１０中１，２行得到．

在表９第１行中，因系统只包含一个原因要素
和一个结果要素，不存在噪声数据，故不需要使用算
法２去噪，也不需使用可信度判断函数来判断结果
可信性．而在表９第２行中，由于算法１已经判断出

ＣＯ２→Ｇａｓ是虚假的因果关系，故不需要继续使用
算法２和可信度验证函数来进一步判断．很明显，算
法１的结论是正确的，因为Ｇａｓ燃烧是产生ＣＯ２的
原因．

表９　实验结果
候选因果关系 算法１算法２可信度验证 依据

１ Ｇａｓ→ＣＯ２ 真 — — １，２
２ ＣＯ２→Ｇａｓ 假 — — ３，４

表１０　扰动及波动结果
自变量因变量 扰动 波动 参考值

１ Ｇａｓ ＣＯ２ Ｇａｓ＋０．２ １９４２ ５５６５４５
２ Ｇａｓ ＣＯ２ Ｇａｓ＋（－０．２） ３７３ ５５６５４５
３ ＣＯ２ Ｇａｓ ＣＯ２＋５０ ７９６ ２１９９
４ ＣＯ２ Ｇａｓ ＣＯ２＋（－５０）Ｉｎｆｉｎｉｔｙ ２１９９

表１１给出了格兰杰方法的分析结果，两个时间
序列的时滞为５个时间单位，当狆值小于０．０５时拒
绝原假设．可以看到，格兰杰方法能够发现因果关系
Ｇａｓ→ＣＯ２．

表１１　格兰杰因果判断结果
原假设 狆值

Ｇａｓ不是ＣＯ２的原因 ５．Ｅ－３９
ＣＯ２不是Ｇａｓ的原因 ０．８１９２

表１２给出了转移熵指标的分析结果，两个时间
序列的时滞为５个时间单位．可以看到，转移熵指标
能够发现因果关系Ｇａｓ→ＣＯ２．

表１２　转移熵因果判断结果
转移熵（ＴＥ） 变量Ｇａｓ 变量ＣＯ２
变量Ｇａｓ ０．１８５４
变量ＣＯ２ ０．０１０１

５．２．２　空气污染数据
数据来自于ｈｔｔｐ：／／ｌｉｂ．ｓｔａｔ．ｃｍｕ．ｅｄｕ／ｄａｔａｓｅｔｓ／

ＮＯ２．ｄａｔ，例１对其进行了说明，原始数据是包含
８个要素的动力系统时间序列，但其中有４个要素
与整个系统关系很小，故在数据预处理时将其去掉
了．为了保证时间单位一致，每一天只保留一个数
据，共１００组的数据．形式化描述为犛犆犛＝〈犿，犽，
犜，犈犿×犽〉，犿＝｛Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ，ＮＯ２，Ｗｉｎｄ｝，犽＝１，犜＝
１００，犈犿×犽＝｛Ｃａｒ（狋），Ｃａｒ（狋－１），Ｔｅｍｐ（狋），Ｔｅｍｐ（狋－
１），ＮＯ２（狋），ＮＯ２（狋－１），Ｗｉｎｄ（狋），Ｗｉｎｄ（狋－１）｝．可
知，该系统共有１２个候选因果关系｛Ｃａｒ→ＮＯ２，
Ｔｅｍｐ→ＮＯ２，Ｃａｒ→ＮＯ２，Ｃａｒ→Ｔｅｍｐ，ＮＯ２→
Ｔｅｍｐ，Ｗｉｎｄ→Ｔｅｍｐ，Ｃａｒ→Ｗｉｎｄ，ＮＯ２→Ｗｉｎｄ，
Ｔｅｍｐ→Ｗｉｎｄ，ＮＯ２→Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ→Ｃａｒ，Ｗｉｎｄ→
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Ｃａｒ｝．表１３给出了如何通过算法１，２以及可信度验
证函数来判断和验证该系统的因果关系．表１３中算
法１和２得出判断结论的实验数据见表１４的１～
１４行．表１３中可信度验证函数得出判断结论的实
验数据见表１４的１５行．其中，表１３的第６列“依
据”表示通过了表１４中的哪几行得到的表１３中的
结论．如第１行“１，Ｃ→Ｎ，真，真，真，４，５，１５”表示因
果关系Ｃ→Ｎ通过算法１，２及可信度验证都被判断
为真实的，判断过程通过表１４中的４，５，１５行得到．
第３，６，１２行表示在进行ＧＥＰ函数拟合时，箭头左
边的自变量无法出现在拟合函数中，所以也就自动
的被判断为虚假因果关系．为节省篇幅将表１３、表１４
中Ｃａｒ，Ｔｅｍｐ，ＮＯ２，Ｗｉｎｄ分别缩写为Ｃ，Ｔ，Ｎ，Ｗ．

表１３　实验结果
候选因果关系 算法１算法２可信度验证 依据

１ Ｃ→Ｎ 真 真 真 ４，５，１５
２ Ｔ→Ｎ 真 真 真 ４，５，１５
３ Ｗ→Ｎ — — — —
４ Ｃ→Ｔ 真 假 — １３，１４
５ Ｎ→Ｔ 假 — — １２
６ Ｗ→Ｔ — — — —
７ Ｔ→Ｗ 真 真 真 ７，９，１１
８ Ｎ→Ｗ 真 假 — ８，１０
９ Ｃ→Ｗ 假 — — ６
１０ Ｎ→Ｃ 假 — — １
１１ Ｔ→Ｃ 真 假 — ２，３
１２ Ｗ→Ｃ — — — —

表１４　扰动及波动结果
自变量因变量 扰动 波动 参考值

１ Ｎ，Ｔ Ｃ Ｎ＋（－３） Ｉｎｆｉｎｉｔｙ ４９１２
２ Ｎ，Ｔ Ｃ Ｔ＋（－３） １１７ ４９１２
３ Ｔ Ｃ Ｔ＋（－３） ７６１０３９４ ４９１２
４ Ｃ，Ｔ Ｎ Ｃ＋（－６） 　６４５９ １４３９
５ Ｃ，Ｔ Ｎ Ｔ＋（－３） 　　６４ １４３９
６Ｃ，Ｔ，Ｎ Ｗ Ｃ＋（－６） Ｉｎｆｉｎｉｔｙ３７９７４
７Ｃ，Ｔ，Ｎ Ｗ Ｔ＋（－３） ７９０９９３７９７４
８Ｃ，Ｔ，Ｎ Ｗ Ｎ＋（－３） １５９０９３７９７４
９ Ｔ，Ｎ Ｗ Ｔ＋（－３） ６５７４３７９７４
１０ Ｔ，Ｎ Ｗ Ｎ＋（－３） ９３９６７８３７９７４
１１ Ｔ Ｗ Ｔ＋（－３） ３３３２３７９７４
１２Ｃ，Ｗ，Ｎ Ｔ Ｎ＋（－３） ９４３００ １６３
１３Ｃ，Ｗ，Ｎ Ｔ Ｃ＋（－６） ８．７ １６３
１４ Ｃ，Ｗ Ｔ Ｃ＋（－６） ６２１５ １６３
１５ Ｃ，Ｔ ＮＣ＋（－３），Ｔ＋（－３） １１８ １１

在表１３的５，９，１０行中，由于算法１已经判断
出这些关系是虚假的因果关系，故不需要继续使用
算法２和可信度验证函数来进一步判断．在表１３的
４，８，１１行中，算法１判断出的结果为真，而算法２
判断出的结果为假，则又将排除这几行中的因果关
系，而不需要继续使用可信度验证函数来进一步判
断．表８的１，２，７行中，算法１，２判断出的结果均为

真，需要继续用可信度验证函数验证．验证过程由
表１４的１５行表示．可以看到，当同时对Ｃａｒ和
Ｔｅｍｐ产生－３的扰动时，ＮＯ２的波动幅度仍然近似
符合因果准则，即虽然１１８＞１０×１１＝１１０，但是１１８
与１１０实际上很接近，故仍然说明Ｃａｒ→ＮＯ２，
Ｔｅｍｐ→ＮＯ２的因果关系是可信的．

最终得到的因果关系为｛Ｃａｒ→ＮＯ２，Ｔｅｍｐ→
ＮＯ２，Ｔｅｍｐ→Ｗｉｎｄ｝，由于大气中ＮＯ２的一个重要
来源是汽车排放，光化学烟雾的产生就有ＮＯ２的参
与，所以第１个因果关系是符合实际情况的．对第２
个因果关系，文献［２９］证实了随大气温度的上升，
ＮＯ２浓度有上升趋势．对第３个因果关系，因为温度
的变化会导致空气的流动从而产生风，该因果关系
也是符合实际情况的．

表１５给出了采用格兰杰方法对该数据集进行
两两因果分析的结果，其中原假设表示要素１不是
要素２的原因，当狆值小于０．０５时拒绝原假设．格
兰杰因果分析两个时间序列的时滞为５个时间单
位．格兰杰方法发现的因果关系只有｛ＮＯ２→Ｃａｒ｝，
显然这不符合实际情况，因为公路上的车流量不会
受到ＮＯ２浓度的影响，而主要和是否为上下班高峰
期有关．其他几个因果关系格兰杰方法都未能发现．

表１５　格兰杰因果判断结果
原假设 狆值

ＣＡＲ不是ＮＯ２的原因 ０．４３３９
ＮＯ２不是ＣＡＲ的原因 ０．０１６８
ＴＥＭＰ不是ＮＯ２的原因 ０．５８７１
ＮＯ２不是ＴＥＭＰ的原因 ０．７３２０
ＷＩＮＤ不是ＮＯ２的原因 ０．８４４７
ＮＯ２不是ＷＩＮＤ的原因 ０．０６７９
ＴＥＭＰ不是ＣＡＲ的原因 ０．８７９３
ＣＡＲ不是ＴＥＭＰ的原因 ０．６８７２
ＷＩＮＤ不是ＣＡＲ的原因 ０．４３３８
ＣＡＲ不是ＷＩＮＤ的原因 ０．２０６１
ＷＩＮＤ不是ＴＥＭＰ的原因 ０．７００６
ＴＥＭＰ不是ＷＩＮＤ的原因 ０．４７１５

表１６给出采用转移熵（ＴｒａｎｓｆｅｒＥｎｔｒｏｐｙ，
ＴＥ）对数据两两因果分析的结果，两个时间序列时
滞为５个时间单位．转移熵指标未能发现任何因果
关系．

表１６　转移熵因果判断结果
转移熵（ＴＥ）变量ＮＯ２ 变量ｃａｒ变量ｔｅｍｐ变量ｗｉｎｄ
变量ＮＯ２ ０．３４６０ ０．２３９３ ０．２８１３
变量ｃａｒ ０．２７００ ０．２６８９ ０．２４１２
变量ｔｅｍｐ ０．３４３４ ０．４００６ ０．３００２
变量ｗｉｎｄ ０．３２８４ ０．３９７３ ０．３００３
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５．２．３　睡眠窒息症病人数据
实验旨在验证算法在不同数据规模上的效率和

结果的一致性．数据来自文献［３０］，取Ｂ２．ｄａｔ中前
５０００条记录，对数据进行了０均值和单位方差正规化．

该数据包含两个要素，分别是患有睡眠窒息症
的病人的心率（ＨｅａｒｔＲａｔｅ，ＨＲ）和呼吸率（Ｂｒｅａｔｈ
Ｒａｔｅ，ＢＲ）的时间序列数据，形式化描述为犛犆犛＝
〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，犿＝｛ＨＲ，ＢＲ｝，犽＝２，犜＝５０００，
犈犿×犽＝｛ＨＲ（狋），ＨＲ（狋－１），ＨＲ（狋－２），ＢＲ（狋），
ＢＲ（狋－１），ＢＲ（狋－２）｝．图７～图９给出了实验结果，
从中可得出以下结论．

图７　ＧＥＰ拟合函数的适应度

图８　以ＨＲ为因变量进行扰动的结果

图９　以ＢＲ为因变量进行扰动的结果
（１）ＧＥＰ对不同规模的数据均能拟合出适应度

很高的函数．图７是当记录数从１０００～５０００时，分
别以ＨＲ和ＢＲ为因变量，以另一要素为自变量进

行函数拟合，得到的平均适应度与最优适应度的比
值．可知在不同规模下，ＧＥＰ均能达到很高适应度，
这肯定了算法基于ＧＥＰ进行函数拟合的可用性．

（２）算法的挖掘结果对不同规模的数据具有一
致性．图８、图９表示记录数从１０００条逐步增加到
５０００条时，分别对以ＨＲ和ＢＲ为因变量的拟合函
数进行扰动后得到的因变量的波动值以及相应的参
考值，参考值表示由自变量拟合出的关于因变量的
函数在整个时间序列上的最大函数值与最小函数值
差值的平方．从图８可知，当以ＨＲ（狋）为因变量时，
均有波动值小于参考值．而在图９中由于每次实验
得到的波动值都趋近于无穷大，故只有参考值随记
录数增大的变化曲线，当以ＢＲ（狋）为因变量时，均有
波动值参考值，由定理２排除因果关系ＨＲ→ＢＲ．
故各种数据规模下算法均可得到因果关系ＢＲ→
ＨＲ．由于患有睡眠窒息症病人的呼吸是不正常的，
故导致心率变化，故ＢＲ影响ＨＲ的结论是合理的．

６　结论及进一步工作
实验结果表明对５．１节中的合成数据，本文所

提出的方法能够挖掘出所有正确的因果关系（因为
数据是合成的，所以正确因果关系就是已知的），而
格兰杰因果分析方法和基于转移熵的方法均少发现
了一对因果关系．由于５．２．１节中的实验数据只包
含两个要素，所以本文的算法和两种对比算法均找
出了正确的因果关系．值得指出５．２．２节中的数据
是包含４个要素的空气污染数据，本文的算法所发
现的３个因果关系的正确性在相关领域有专业的文
献支持，或者是目前公认的环境科学的一些结论．而
格兰杰因果分析方法只得到了一个因果关系，并且
能够易知是不符合实际情况的，转移熵方法则未能
找出该数据集中的任何因果关系．

综上，本文提出的算法能够正确地挖掘出亚复
杂动力系统各要素间的因果关系，特别是当系统要
素大于两个时，本文的方法仍然能够得到正确的结
论，而概率方法则不行．

从实验分析中可以看出本文算法在以下几个方
面具有较好的应用效果：首先，算法可以应用于气象
复杂系统的因果分析中，５．２．２节只是对简单的气
象要素进行了因果分析，还可以进一步对复杂气象
要素间的因果关系进行分析，比如气象要素间的遥
相关分析，气象极值要素之间的因果分析等．其次，
由于生物体本身也是一个复杂系统，故算法还可以
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对生物信号进行因果分析，５．２．３节对人体体征要
素的时间序列进行了因果分析，还可对人体蛋白质
序列，脑电波序列等各种生物信号要素进行分析．

下一步工作主要是进一步提高抗噪算法对噪声
要素的识别精度以及将因果分析结论运用到亚复杂
动力系统的干预分析中．
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附录１．　正文中定理１和定理３的证明过程．
定理１．　设动力系统含有两个要素狓，狔，其中狓影响

狔，且有狔＝犳（狓）；狓是随机时间序列，且时间序列的长度为犜，
通过函数拟合，得到狓＝犵（狔），则当δ狓和δ狔取较大值时有：

（１）｜δ犳狔（狓，δ狓，狋０）｜＜犆×｜Ｍａｘ（犳（狓））－Ｍｉｎ（犳（狓））｜；
（２）｜δ犵狓（狔，δ狔，狋０）｜犆×｜Ｍａｘ（犵（狔））－Ｍｉｎ（犵（狔））｜；
（３）∑犳狔（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳（狓））－Ｍｉｎ（犳（狓））｜２；
（４）∑犵狓（狔，δ狔，狋）犆×犜×｜Ｍａｘ（犵（狔））－Ｍｉｎ（犵（狔））｜２．
证明．　（ａ）对于（１）、（２）．因假设１中已指出犳（狓），

犵（狔）在其自变量范围内具有各阶导数，并且都是有界的，所
以对狓和狔的任意取值狓０和狔０，犳（狓）和犵（狔）可以展开成狓０
和狔０的泰勒级数
犳（狓）＝犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓－狓０）＋犳″（狓０）（狓－狓０）２／２！＋…＋

犳（狀）（狓－狓０）（狓－狓０）狀／狀！＋… （１）
犵（狔）＝犵（狔０）＋犵′（狔０）（狔－狔０）＋犵″（狔０）（狔－狔０）２／２！＋…＋

犵（狀）（狔－狔０）（狔－狔０）狀／狀！＋… （２）
式（１），（２）去掉２阶以上的可以忽略的数量值可得

犳（狓）＝犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓－狓０） （３）
犵（狔）＝犵（狔０）＋犵′（狔０）（狔－狔０） （４）

又根据函数扰动的定义有
δ犳狔（狓，δ狓）＝犳狔（狓＋δ狓）－犳狔（狓） （５）
δ犵狓（狔，δ狔）＝犵狓（狔＋δ狔）－犵狓（狔） （６）

在式（５）、（６）中为了描述简洁，去掉了函数扰动定义中的时
间狋０，因为狋０仅表示某一特定时刻自变量的取值，所以与证
明无关．将式（３）、（４）分别代入式（５）、（６）得
δ犳狔（狓，δ狓）≈犳（狓０）＋犳′（狓０）（狓＋δ狓－狓０）－犳（狓０）＋

犳′（狓０）（狓－狓０） （７）
δ犵狓（狔，δ狔）≈犵（狔０）＋犵′（狔０）（狔＋δ狔－狔０）－犵（狔０）＋

犵′（狔０）（狔－狔０） （８）
将式（７）、（８）整理后可得

δ犳狔（狓，δ狓）≈犳′（狓０）δ狓 （９）
δ犵狓（狔，δ狔）≈犵′（狔０）δ狔 （１０）

根据假设１及式（９）、（１０），可知定理１（１）、（２）成立．
（ｂ）对于（３）、（４）．因为∑犳狔（狓，δ狓，狋）＝δ犳狔（狓，δ狓，狋１）２

＋…＋δ犳狔（狓，δ狓，狋犜）２，并且δ犳狔（狓，δ狓，狋）＜犆×｜Ｍａｘ（犳（狓））－
Ｍｉｎ（犳（狓））｜．
则δ犳狔（狓，δ狓，狋）２＜犆×｜Ｍａｘ（犳（狓））－Ｍｉｎ（犳（狓））｜２，故有
∑犳狔（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳（狓））－Ｍｉｎ（犳（狓））｜２，同理
有∑犵狓（狔，δ狔，狋）犆×犜×｜Ｍａｘ（犵（狔））－Ｍｉｎ（犵（狔））｜２，故
定理１（３）、（４）成立． 证毕．

定理３．　设有亚复杂动力系统犛犆犛＝〈犿，犽，犜，犈犿×犽〉，
有任意两个要素狓，狔∈犿，狓是随机时间序列，狔是受狓影响
的因变量，设狔＝犳０（狓）是狓，狔真正符合的函数，狔＝犳１（狓）是
采用ＧＥＰ生成的任意拟合函数，则当拟合精度足够高时，有

（１）｜犳′０（狓）｜≈｜犳′１（狓）｜，犳′０（狓），犳′１（狓）分别是犳０（狓），
犳１（狓）的导数．

（２）若∑犳０（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳０（狓））－
Ｍｉｎ（犳０（狓））｜２，则∑犳１（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳１（狓））－
Ｍｉｎ（犳１（狓））｜２，δ狓是狓时间序列平均值．

证明．　（１）ε拟合函数定义有式（１１）、（１２），因ε很小，
有式（１３）

狘（犳０（狓）－犳１（狓））／犳０（狓）狘＜ε （１１）
狘（犳０（狓＋δ）－犳１（狓＋δ））／犳０（狓＋δ）狘＜ε （１２）

狘（犳０（狓）－犳１（狓））／犳０（狓）狘≈
狘（犳０（狓＋δ）－犳１（狓＋δ））／犳０（狓＋δ）狘 （１３）

　　不失一般性，令所有绝对值符号中的值均大于０，则
式（１３）可得式（１４）、（１５），通过恒等变形可得式（１６），通过
式（１６）可得式（１７），由假设２知｜犳０（狓）－犳１（狓）｜＜ε，则通过
式（１７）可得｜犳′０（狓）｜≈｜犳′１（狓）｜，命题（１）得证．

犳１（狓＋δ）犳０（狓）－犳１（狓）犳０（狓）≈
犳１（狓）犳０（狓＋δ）－犳１（狓）犳０（狓） （１４）

犳０（狓）（犳１（狓＋δ）－犳１（狓））≈犳１（狓）（犳０（狓＋δ）－犳０（狓））
（１５）

犳０（狓）（犳１（狓＋δ）－犳１（狓））／δ≈
犳１（狓）（犳０（狓＋δ）－犳０（狓））／δ （１６）
犉０（狓）犳′１（狓）≈犳１（狓）犳′０（狓） （１７）

　　（２）由定义２有∑犳０（狓，δ狓，狋）＝δ犳０（狓，δ狓，狋１）２＋…＋
δ犳０（狓，δ狓，狋犜）２，因为定理１已经证明∑犳０（狓，δ狓，狋）＜犆×
犜×｜Ｍａｘ（犳１（狓））－Ｍｉｎ（犳１（狓））｜２，故δ犳０（狓，δ狓，狋１）２＋…＋
δ犳０（狓，δ狓，狋犜）２＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳１（狓））－Ｍｉｎ（犳１（狓））｜２．根
据定理１中式（９）有δ犳０（狓，δ狓）≈犳′（狓０）δ狓．又因为（１）已证
明｜犳′０（狓）｜≈｜犳′１（狓）｜故δ犳０（狓，δ狓）≈犳′（狓０）δ狓≈犳′１（狓）×
δ狓≈δ犳１（狓，δ狓）．故δ犳０（狓，δ狓，狋１）２＋…＋δ犳０（狓，δ狓，狋犜）２≈
δ犳１（狓，δ狓，狋１）２＋…＋δ犳１（狓，δ狓，狋犜）２．因为δ犳０（狓，δ狓，狋１）２
＋…＋δ犳０（狓，δ狓，狋犜）２＜犆×犜×｜Ｍａｘ（犳１（狓））－Ｍｉｎ（犳１（狓））｜２，
故δ犳１（狓，δ狓，狋１）２＋…＋δ犳１（狓，δ狓，狋犜）２＜犆×犜×
｜Ｍａｘ（犳１（狓））－Ｍｉｎ（犳１（狓））｜２，故∑犳１（狓，δ狓，狋）＜犆×犜×
｜Ｍａｘ（犳１（狓））－Ｍｉｎ（犳１（狓））｜２，命题（２）得证． 证毕．
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