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基于增强的物质点法的非均质弹性材料仿真方法研究
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摘　要　在基于物理的仿真领域，近几年流行的物质点法已经成为一种越来越重要的仿真方法．物质点法已经可
以仿真雪、物质状态变化、颗粒状的沙子以及粘弹性的泡沫等物理现象．现有的各种复杂物理现象的模拟已经展示
了物质点法作为一种通用的求解方法的潜质，然而对于仿真形变体尤其是自然界普遍存在的非均质材质还存在一
些不足．当同一网格内部包含多种材质的粒子时，由于背景网格与粒子之间的插值只考虑粒子的几何位置而不包
含物质属性信息，导致不同属性的粒子在网格内部表现为“平均化”的运动趋势．为了改进传统物质点法模拟多种
材质的缺陷，该文提出了一种模拟非均质弹性材料的仿真方法．首先，在预处理过程中将仿真物体离散表示成粒
子，针对物质的不同属性粒子的分布，建立物质边界并确定边界粒子，仿真过程中动态更新边界粒子的位置；其次，
引入粒子影响域，区分网格内部具有不同属性的粒子，增加网格内部计算自由度；最后，提出一个判断准则，根据物
质边界粒子的位置判定仿真粒子是在背景计算网格上求解还是粒子区域上求解．实验结果表明，利用改进的物质
点法能够有效地模拟非均质材质弹性体的形变．与有限元法相比，该文方法在模拟非均质弹性体时可以获得相似
的效果，并且在模拟拓扑结构变化的问题以及碰撞处理上更有优势．

关键词　物质点法；非均质弹性材料；粒子区域；物质边界；数值断裂
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１　引　言
基于物理方法的形变体仿真在图形学的仿真模

拟中占据重要的位置，为了方便模拟，仿真物体通常
采用均质材质，缺乏多样性．然而在真实世界的形变
体中，物质通常都是由不同材质构成的，为模拟贴近
自然的丰富的物质材料，必须有行之有效的模拟非
均质材质的形变方法．

物质点法（ＭＰＭ）［１］是近年来基于物理仿真方
法中应用比较广泛的一种数值方法，已经可以模拟
众多的自然现象，包括雪、融化与固化等物质状态的
变化、多孔材质的海绵体、颗粒物质的沙子、土壤等．
尽管这些研究工作已经展现了物质点法的通用性，
然而对于弹性形变仿真，还存在一些问题．主要表现
在，物质点法的粒子之间没有关联，粒子与网格依赖
插值关系传递物理量．在弹性体仿真中，当粒子之间
的形变比较剧烈时，会导致形变超出网格的影响范
围，不可避免的产生数值断裂；其次，由于背景计算

网格是每个时间步更替的不变网格，网格结点并不
随粒子的形变而运动，粒子与网格结点之间的不固
定的插值关系，导致误差积累产生数值塑性问题，影
响物质点法的稳定性［２］；另外，在仿真自然界广泛存
在的非均质材质时，同一个网格内部如果聚集多种
材质的粒子，由于插值权重中不包含任何的材质属
性，导致粒子的运动无法区分，无法很好地模拟复杂
材质的形变效果．尽管物质点法在模拟非均质弹性
材料存在一些不足，仍然有潜质成为一种比较通用的
方法．因此，弥补物质点法在形变体仿真，尤其是弥
补非均质材质仿真方法的不足是非常有意义的工作．

为了弥补上述不足，本文提出一种增强的物质
点法区分不同材质之间的差异．首先，引入粒子区
域，使得相邻粒子通过共用的粒子区域结点建立关
联关系，既避免由于形变过大导致的数值断裂问题，
又能够自由地切换粒子求解域；同时，分析非均质材
质模型，为模型建立物质边界．通过物质边界与背景
网格之间的关联关系，在每个时间步动态判定增强
的物质点，通过粒子是否为增强状态决定其求解域，
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尽可能使不同材质的粒子在各自的区域求解，同一
材质的粒子在背景网格求解．求解域的划分既保
证仿真过程中有效区分不同粒子又保证一定的仿真
效率．

本文第２节介绍物质点法以及非均质材质仿真
方法的相关研究工作；第３节介绍物质点法仿真的
基础；第４节介绍粒子区域的建立方法和插值权重
计算方式；第５节介绍利用物质点法模拟非均质材
质的仿真方法，包括非均质材质的增强的物质点的
判定方式以及仿真流程；第６节通过实验分析说明
本文方法的有效性；第７节总结并讨论以后的研究
工作以及本文方法的局限性．

２　相关工作
物质点法是一种粒子和网格相结合的方法，采

用质点离散物质区域，利用背景网格计算空间导数
并求解动量方程，可以避免网格畸变和对流项的处
理，兼具拉格朗日和欧拉法的优势，非常适合模拟材
料断裂破碎等问题．物质点法是１９９４年Ｓｕｌｓｋｙ等
人［３］在ＦＬＩＰ（ＦｌｕｉｄＩｍｐｌｉｃｉｔＰａｒｔｉｃｌｅ）［４］方法基础上
提出的一种数值方法，采用每个时间步替换的不变
的背景网格，粒子携带的物理信息被投影到网格结
点上，在结点上求解方程，粒子点根据在网格上的分
布利用不同插值函数获得新一时刻的物理量．工程
上，陆续有研究工作对物质点法进行分析和改
进［５７］，Ａｎｄｅｒｓｅｎ等人［８］研究在物质点法中使用不
同的插值函数降低误差，相对于低阶的插值函数，高
阶的插值函数计算更准确，但计算开销大，背景网格
与粒子之间的插值也会产生严重的数值耗散．在另
外一类能够获得更连续的空间变量场的方法ＧＩＭＰ
（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＭａｔｅｒｉａｌＰｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄ）［９］
中首次提出了粒子区域的概念，可以为粒子建立
连续的变量场，该方法将粒子的特征函数取为狄
拉克阶跃函数的一个特例．Ｓａｄｅｇｈｉｒａｄ等人［１０］在此
基础上提出了ＣＰＤＩ（ＣｏｎｖｅｃｔｅｄＰａｒｔｉｃｌｅＤｏｍａｉｎ
Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）方法，对于二维问题，粒子区
域定义为平行四边形，这种方法针对弯曲形变，粒子
区域会有一定的重叠，同时一定程度上提高了拉伸
形变的计算精度，但并没有完全解决数值断裂问题．
随后，他们又提出了改进的ＣＰＤＩ２［１１］，将粒子区域
定义为普通的四边形，使得在形变过程中，临近粒子
的粒子区域紧密地耦合在一起，保证在大形变时不
会出现数值断裂，但他们建立的粒子区域主要应用

于二维空间的工程领域．在图形学领域，２０１３年，
Ｓｔｏｍａｋｈｉｎ等人［１２］首次巧妙利用物质点法的数值
断裂，模拟了不同性质的雪，取得了非常逼真的仿真
效果．随后，他们引入热力学方程，使物质点法能够
模拟物质的融化和固化等状态变化［１３］．２０１５年，
Ｒａｍ等人［１４］利用物质点法模拟了粘弹性流体的泡
沫和多孔材质的海绵模型，他们在传统的用于模拟
粘弹性流体的ＯｌｄｒｏｙｄＢ本构模型基础上，提出了
一种能够保体积的改进策略，获得了很好的仿真效
果．同年，Ｙｕｅ等人［１５］提出利用物质点法的离散化方
法，并引入非牛顿粘弹性流体的ＨｅｒｓｃｈｅｌＢｕｌｋｌｅｙ
模型，也获得了泡沫等粘弹性流体的仿真结果．
Ｊｉａｎｇ等人［１６］提出了一种兼顾拉格朗日粒子法和欧
拉网格方法优势的ＡＰＩＣ（ＡｆｆｉｎｅＰａｒｔｉｃｌｅＩｎＣｅｌｌ）方
法，该方法既保持了ＰＩＣ（ＰａｒｔｉｃｌｅＩｎＣｅｌｌ）方法的
稳定性，又避免了ＦＬＩＰ方法的噪声．在他们随后的
研究中，利用物质点法能够非常自然地处理碰撞和
拓扑变化的优势，结合ＤｒｕｃｋｅｒＰｒａｇｅｒ塑性流模型
及基于Ｈｅｎｃｋｙ应变的超弹性特征模拟了包括沙漏
和沙子的堆积等动态仿真结果［１７］．上述方法在模拟
颗粒状物质以及粘弹性流体上已经表现出物质点法
的优势．针对弹性体的仿真，Ｚｈｕ等人［２］引入粒子区
域，并借鉴有限元法的翻转处理技术模拟极限形变，
与ＣＰＤＩ２的差异是他们提出的粒子区域在物质坐
标系计算，而不是世界坐标系，这种改变保证了处理
极大形变时的鲁棒性，但他们主要针对均质材质的
极限形变仿真．本文借鉴了他们的粒子区域的处理
方式，但与他们不同的是，本文提出了新的增强物质
点的判断准则，并侧重于处理更复杂的非均质弹性
材料．

所谓非均质材质，在形变体仿真中，针对一个连
续的仿真模型，通常采用离散化方式表示为粒子或
者四面体／六面体单元，非均质材质表示粒子或者单
元由多种材质构成，而非整个仿真物体具有单一物
质属性．在图形学领域关于非均质材质的仿真已经
有了一些研究工作，Ｎｅｓｍｅ等人［１８］建立任意分辨率
的六面体网格模拟形变体，通过近似求解单元内非
均一的质量和刚度矩阵的分布描述单元内的物体，
这种简单的平均策略不能准确描述材料的分布状
态．在他们随后的研究中，考虑内嵌在网格单元内的
复杂的材质结构，通过复制单元的方式，不仅可以在
同一个单元内部单独处理两个非连接区域的材质，
同时还考虑了单元内具有空材质属性区域的模
拟［１９］．２００９年，Ｋｈａｒｅｖｙｃｈ等人［２０］首次将均质化理
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论引入到图形学，通过精确匹配粗糙和精细两个分
辨率尺度下一组线性的形变位移建立的对等形变能
量关系，求解出粗糙单元上的材质属性，获得了比较
好的仿真效果．但他们的理论只适用于线性的弹性
材料，无法广泛应用于更复杂的非线性材料．Ｂｉｃｋｅｌ
等人［２１］利用一组真实的非均质形变体的形变与力
之间的关系构成一个数据集合，利用数据驱动的方
法，对已有的应力应变关系曲线进行插值，得到外力
作用下的位移．该方法只能模拟简单的形变，无法准
确模拟复杂形变．２０１１年，Ｆａｕｒｅ等人［２２］在无网格
方法框架下，推导出一个与物质相关的形函数替代
了传统的径向基函数作为插值函数，使得插值计算
不仅与几何位置相关还与材质分布相关，该方法可
以模拟一些非均质材料，但由于新的形函数只考虑
刚度信息，是一个标量，不能全面的模拟三维的非均
质材料的复杂形变．Ｌｉｕ等人［２３］在形变体内部嵌入
纤维，通过调整嵌入纤维的形状控制固体形变体的
方式，获得了一种新的模拟非均质材质的仿真策略．
Ｔｏｒｒｅｓ等人［２４］在２０１４年将非均质的方法应用于医
学领域，利用粗糙网格模拟精细网格上的非均质材
质的物质形变，通过分解精细网格上的刚度矩阵，求
解出粗糙网格的近似刚度矩阵以及粗糙网格与精细
网格位移之间的非线性的插值函数．但他们的研究
工作也是基于线性材质，不能处理非线性的非均质
材质的形变模型．传统的设计材质的过程，针对不同
的材质参数需要多次仿真，整个设计过程非常耗时．
为了加速这个过程，２０１５年，Ｃｈｅｎ等人［２５］提出基于
有限元方法的数据驱动的材质设计方法，利用规则
的六面体网格构建仿真物体，针对每个小立方体的
均质材质，采用八个立方体合成一个的形式，自动构
建多层分辨率的模型．不同组合方式可以构建多种
非均质材质模型，利用准静态方程求解各层级立方
体单元的材质属性并存于数据库中．仿真过程中，每
次修改材质属性，只需查询数据库中对应物质属性，
这种方式使得材质设计过程非常高效．同时，采用规
则立方体的方式非常便于构建精细分辨率与粗糙分
辨率的网格边界的对应关系，该方法为非均质材质
的仿真提供了新的思路．上述的非均质材质多数是
利用有限元仿真框架或者无网格方法，本文则侧重
于弥补物质点法模拟非均质材质的不足．

本文在传统物质点法基础上，提出了一种模拟
非均质材质的仿真方法，避免传统物质点法在同一
个网格内包含多种属性粒子时表现出的“平均化”的
问题，可以有效地区分不同材质的仿真效果．同时，

本文提出了一个判断准则，在仿真过程中利用物质
边界动态判断增强的物质点，根据物质点的类型决
定求解区域，保证同一网格内部具有不同物质属性
的粒子能够在各自的求解域求解，有效地分离同一
网格内的多种粒子的形变．

３　物质点法
根据连续介质力学和物质点法的基本理论，仿

真物体的形变可以表现为初始形状犡与形变后形
状的狓映射狓＝（犡），对应的形变梯度表示为犉＝
／犡，形变必须要遵循质量守恒，动量守恒以及弹
塑性本构关系［１２］，表示为

Ｄρ
Ｄ狋＝０，ρ

Ｄ狏
Ｄ狋＝·σ＋ρ犵，σ＝

１
犑
Ψ
犉犉

Ｔ（１）
其中，Ｄ，表示微分算子，ρ表示密度，狋表示时间，狏
表示速度，σ表示柯西应力，犵表示重力加速度，Ψ
表示弹性势能密度，Ψ犉表示第一类ＰｉｏｌａＫｉｒｃｈｈｏｆｆ
应力，犑＝ｄｅｔ（犉）表示形变梯度的行列式．

物质点法的核心思想是物质点狆的携带位置、
速度、质量、形变梯度等物理量投影到背景网格结
点，在结点处求解积分方程，更新结点处的物理量，
再将新的物理量投影到粒子上，粒子获得新一时刻
的速度等物理量，而背景计算网格不随着粒子的运
动而形变．整个过程如图１所示，表示粒子与网格结
点之间的物理量传递过程，圆形表示粒子，方块表示
网格结点，粒子和网格结点处的箭头表示速度方向．

图１　传统ＭＰＭ粒子与网格传递物理量示意图

传统物质点法的粒子与网格之间的插值函数，
表示为
ω犻（狓狆）＝
ω１
犺（狓狆－狓犻（ ））ω１

犺（狔狆－狔犻（ ））ω１
犺（狕狆－狕犻（ ））（２）

其中，（狓犻，狔犻，狕犻）表示第犻个网格结点的位置，
（狓狆，狔狆，狕狆）表示网格内待求插值函数的粒子狆的
位置，犺表示网格间距，采用一次分段线性函数为

ω（狓）＝１－狓，０狓１
０，｛ 否则 （３）
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采用三次Ｂ样条插值函数为

ω（狓）＝

１
２狓

３－狓２＋２３， ０狓＜１

－１６狓
３＋狓２－２狓＋４３，１狓＜２

０，

烅

烄

烆 否则
（４）

４　粒子区域
传统的物质点法，粒子与粒子之间没有连接关

系，仿真过程中，粒子与网格之间的物理量传递方式
使得物质点法在模拟形变体时，如果粒子与粒子之
间的位置超过了网格对粒子的插值影响范围，产生
数值断裂．通过引入粒子区域的方式可以有效地改
善这一问题，如图２所示，３个长条形物体的仿真实
验，物体的一端固定在墙上，在重力作用下弯曲，左
侧的图表示仿真初始位置，右侧是仿真进行到一段
时间之后的形变效果．第１列的仿真结果，粒子与网
格之间采用线性插值，当粒子与粒子之间超过一个
网格就会发生断裂；第２列实验，粒子与网格利用三
次插值，虽然精度更高，可以一定程度上改善断裂的
问题，但随着仿真的进行，还是不可避免地产生了断
裂的现象；第３列表示引入粒子区域后的形变效果，
有效地解决了数值断裂问题．

图２　长条形状物体弯曲实验对比

当模拟非均质材质时，由于物质点法是一种粒
子和网格相结合的方法，网格结点上计算得到的物
理量，是按照粒子的几何位置插值获得的，网格内的
粒子获得的物理量只根据位置计算，无法体现材质
属性，因此当网格结点将物理量传递给粒子时，粒子
就表现为“平均化”的运动趋势．

图３是一个二维的场景，在同一个网格内分布
着一些粒子，隔行的粒子具有相同的物质属性，偶数
行狓形粒子表示材质的刚度系数（杨氏模量）犈＝
１．０×１０５，奇数行圆形粒子较硬，犈＝１．０×１０６，上下
两层粒子沿犢轴方向分别施加向两侧拉伸的力．从

实验结果看，左图表示在传统物质点法框架下，同一
个网格内的粒子，虽然他们的硬度不同，却不能区
分；右图利用线条表示粒子的区域分隔了不同的粒
子，引入粒子区域后，同一网格内不同的物质可以在
各自的粒子区域内求解，增加了仿真过程中求解自
由度，有效地区分出了不同材质．

图３　传统ＭＰＭ与本文方法模拟非均质材质对比图

４１物质区域的计算
粒子的影响区域在二维空间定义为任意四边

形，在三维区域定义为六面体，初始时刻根据粒子的
分布建立规则的正六面体粒子区域，相邻粒子共用
粒子区域顶点，建立粒子之间的连接关系．在形变过
程中，粒子区域不会重叠．如图４所示，左侧表示兔
子模型初始时刻粒子区域形状，右侧表示一个圆柱
体施加在兔子尾部模型发生形变后，粒子区域由于
粒子的运动而发生相应的形变．这里在粒子区域内
部嵌套了一个精细的表面网格绘制，表示形变前后
形状的变化．

图４　兔子模型的粒子区域的初始和形变状态

在传统物质点法中，将物理量的积分及其梯度
积分计算转换为对插值形函数及其梯度积分的形
式．文献［１１］提出了二维情况下粒子区域的形函数
及其梯度的计算方式，文献［２］给出了利用物质空间
计算粒子区域的思路，但他们都没有详细给出计算
方式．在仿真中，形变体通常是三维结构，因此，本文
详细介绍利用高斯积分在三维空间中粒子区域形函
数及其梯度的近似计算方式．粒子区域初始时刻为
正六面体，仿真过程中，随着粒子的运动发生形变，
变为任意六面体形状．因此，需要计算任意六面体下

２０６２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



的形函数及其梯度的计算方法，将任意六面体区域
转换成规则的立方体区域，顶点编号及变换后的坐
标系如图５所示．

图５　变换后的积分区域

积分区域变为：犖α（ε，η，ξ），－１ε，η，ξ１．
参考８个结点有限元形函数计算方式，分别计

算区域结点上的函数值为
犖４（犻－１）＋２（犼－１）＋犽＝
１
８［（１＋（－１）

犻ε）（１＋（－１）犼η）（１＋（－１）犽ξ）］（５）
其中，犻，犼，犽＝１，２，则第一个结点计算如下：

犖１＝１８（１－ε）（１－η）（１－ξ） （６）
其在各个方向上的梯度表示为

犖１
ε＝－

１
８（１－η）（１－ξ）

犖１
η＝－

１
８（１－ε）（１－ξ）

犖１
ξ＝－

１
８（１－ε）（１－η

烅

烄

烆 ）

（７）

利用高斯积分取狀＝２个结点，３个方向共取８个积
分采样点，得到
　　　Ω犳（狓，狔，狕）ｄΩ＝Ω′犳（ε，η，ξ）犑ｄΩ′

　＝∫１

－１∫１

－１∫１

－１
犳（ε，η，ξ）犑ｄεｄηｄξ

≈∑
８

狆＝１
犳狆（ε狆，η狆，ξ狆）犑狆ω狆 （８）

其中，狆表示采样点，（狓，狔，狕）和（ε，η，ξ）分别表示积
分区域变换前后的坐标，ω狆表示高斯采样点处权重
值．针对积分区域内的点，其函数的积分形式可以近
似用采样点处的函数的加权求和方式表示．采样点
狆坐标为
（ε狆，η狆，ξ狆）＝

（－１）犻
槡３

，（－１）犼
槡３

，（－１）
犽

槡［ ］３
，∑狆ω狆＝１（９）

其中，犑为区域变换的雅各比矩阵．积分区域内任意
点坐标表示为

狓＝犖１狓１＋犖２狓２＋…＋犖８狓８ （１０）
犑中第一个分量计算为
狓
ε＝

犖１
ε狓１＋

犖２
ε狓２＋…＋

犖８
ε狓８＝∑

８

犻＝１

犖犻
ε狓犻（１１）

犑其他项类似计算．上式为在各个采样点处的线性
插值，其中狓犻为各顶点坐标狓方向的值，形函数在
积分区域内的计算方式为

　Ω犖１（狓，狔，狕）ｄΩ＝Ω′犖１（ε，η，ξ）犑ｄΩ′

　　＝∫１

－１∫１

－１∫１

－１
犖１（ε，η，ξ）犑ｄεｄηｄξ

≈∑
８

狆＝１
犖１狆（ε狆，η狆，ξ狆）犑狆ω狆

＝∑
８

狆＝１

１
８（１－ε）（１－η）（１－ξ）犑１狆ω狆 （１２）

其中，Ω、Ω′分别表示积分区域变换前后的区域，将
８个采样点的值分别代入上式即可计算出形函数的
积分表达式．权重梯度的计算方式为

犖（狓，狔，狕）＝

犖
狓　
犖
狔　
犖
狕

熿

燀

燄

燅　

＝

犖
ε
ε
狓

犖
η
η
狓

犖
ξ
ξ
狓　

犖
ε
ε
狔

犖
η
η
狔

犖
ξ
ξ
狔　

犖
ε
ε
狕

犖
η
η
狕

犖
ξ
ξ
狕

熿

燀

燄

燅　

＝

ε
狓

η
狓

ξ
狓　

ε
狔

η
狔

ξ
狔　

ε
狕

η
狕

ξ
狕

熿

燀

燄

燅　

犖
ε　
犖
η　
犖
ξ

熿

燀

燄

燅　

［＝［犑］］－１Ｔ

犖
ε　
犖
η　
犖
ξ

熿

燀

燄

燅　

（１３）

形函数梯度第一项在积分区域内的计算方式如
下，其他各项类似计算．

Ω犖１（狓，狔，狕）ｄΩ＝Ω′犖１（ε，η，ξ）犑ｄεｄηｄξ

＝Ω［′ ［］犑 ］－１Ｔ

犖１
ε　
犖１
η　
犖１
ξ

熿

燀

燄

燅　

犑ｄεｄηｄξ

≈∑
８

狆＝
［

１
犑［］狆 ］－１Ｔ

犖１狆
ε　
犖１狆
η　
犖１狆
ξ

熿

燀

燄

燅　

犑狆ω狆 （１４）
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４２　插值权重计算方式
由于粒子区域的建立，传统的物质点法的网格

结点与粒子插值过程变为以区域结点为中间层的两
步插值的结果．首先从粒子映射到粒子区域结点，然
后从粒子区域结点映射到背景网格结点．反之，从网
格结点到粒子的数据传递也是类似过程．引入粒子
区域后，插值权重计算更加复杂．包括粒子、粒子区
域、背景网格计算结点三个层次．权重的计算包括：

（１）粒子区域结点到背景网格结点的权重计
算．利用第３节介绍的背景网格一次插值函数计
算，表示为ω犻（狓α狆），即为粒子狆的第α（１α８）个
区域结点在背景网格内的插值权重；

（２）粒子与区域结点之间的权重计算．利用
４．１节的高斯积分近似计算区域内的积分得到插值
权重犖α狆（狓），表示第狆个粒子的第α（１α８）个区
域结点内部的插值形函数；

（３）粒子与背景网格结点的权重计算．引入粒
子区域后，粒子表示的不再是一个质点，而是一个影
响区域．

首先，计算网格结点与粒子区域内部任一点的
权重．通过插值函数ω犻进行数据映射，ω犻定义为标
准网格插值函数在区域结点处的值再用粒子区域的
形函数插值：

ω犻＝∑α犖α狆（狓）ω犻（狓α狆） （１５）
其次，粒子所携带的物理量表示成粒子区域内

部变量的平均，计算粒子区域内变量值的平均首先
计算粒子区域内的空间积分，然后再除以粒子区域
的体积．粒子与计算网格结点之间的插值函数以及
梯度计算如下：

ω犻狆＝１犞０
狆∫Ω０狆

ω犻（狓）ｄΩ，

犡ω犻狆＝１犞０
狆∫Ω０狆

犡ω犻（狓）ｄΩ （１６）
将式（１５）代入上式，得到

ω犻狆＝１犞０
狆∑αω犻（狓α狆）∫Ω０狆

犖α狆（犡）ｄΩ，

犡ω犻狆＝１犞０
狆∑αω犻（狓α狆）∫Ω０狆

犡犖α狆（犡）ｄΩ（１７）

其中，ωα狆＝１犞０
狆∫Ω０狆

犖α
狆（犡）ｄΩ可在初始时刻预先计算．

５　物质点法模拟非均质材质仿真方法
５１　物质区域划分准则

首先确定物质区域，对于具有分层结构或者具

有明显物质区域界限的非均质仿真模型，追踪物质
边界粒子所在网格，确定仿真过程中在粒子区域上
单独计算的增强的物质点，其他粒子利用传统物质
点法在背景网格上计算．算法分为预处理阶段确定
物质边界以及仿真过程中动态判定增强物质点两个
部分．

算法１．　预处理过程中查找边界粒子算法．
输入：仿真物体体素化表示的六面体体网格
输出：非均质材质仿真物体的边界粒子集
ＦＯＲ所有仿真粒子对应的六面体单元ＤＯ
　ＦＯＲ六面体单元的所有边ＤＯ
　　ＩＦ边上两个粒子属性不同ＴＨＥＮ

两个粒子都设置为边界粒子
算法２．　仿真过程中动态查找增强的粒子算法．
输入：边界粒子集
输出：仿真过程中在粒子区域上求解的增强粒子集
ＦＯＲ所有边界粒子ＤＯ
　查找当前粒子所在计算网格
　标记该网格为边界网格
ＦＯＲ所有仿真粒子ＤＯ
　查找粒子所在计算网格
　ＩＦ该网格为边界网格ＴＨＥＮ

标记网格内仿真粒子为当前时刻的增强粒子
综上，算法１在预处理过程中求解，只计算一

次，主要目的是查找边界粒子，时间复杂度为
犗（１２×狀犲），狀犲表示仿真物体体素化得到的六面体单
元数；算法２是每个时间步查询一次，包含两个过
程，先查找边界粒子对应的边界网格，时间复杂度为
犗（狀犫），狀犫为边界粒子数；确定边界网格后标记增强
粒子，时间复杂度为犗（狀狆），狀狆为仿真粒子数．
５２　非均质材质仿真流程

根据文献［１２］中提出的物质点法仿真框架，结
合本文通过追踪物质边界动态划分增强物质区域的
方法，确定在粒子区域与背景计算网格结点计算的
增强的物质点和普通的物质点．本文提出的非均质
材质形变体仿真流程，包括预处理过程和仿真过程
两个部分：

（１）预处理过程（如图６所示）．
将仿真物体体素化得到六面体体网格，体网格

的顶点作为仿真粒子；根据仿真粒子的物质属性，划
分非均质材质，并查找仿真物体的物质边界，构建边
界粒子集；为粒子构建粒子区域，在粒子区域内部嵌
入精细分辨率的表面网格，计算表面网格与粒子区
域的插值权重，用于每个时间步的权重更新和绘制；
根据背景网格结点处的密度、质量计算网格内部粒
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子的体积和密度，表示为
ρ０狆＝∑犻犿０

犻ω０犻狆／犺３，犞０
狆＝犿狆／ρ０狆 （１８）

其中，ρ０狆、犞０
狆分别表示粒子狆在初始时刻的密度和

体积，犿０犻表示第犻个背景计算网格在初始时刻的质
量，犺为网格间距．

整个预处理过程包含建立粒子区域、计算嵌入
表面网格与粒子区域结点的插值权重等操作，消耗
时间根据粒子数不同有所差异，本文的所有实验都
只需要几分钟就可以完成．

!"#$% &'()(*+

,-./

01./23

456789

图６　预处理阶段示意图
（２）仿真过程（如图７所示）．
①仿真过程中，每个时间步利用粒子区域的权

重函数将粒子的所有物理量映射到粒子区域；
②根据５．１节提出的算法，查找增强物质点，

动态判断仿真粒子状态．对于增强的粒子在粒子区
域上求解，对于普通的粒子，将粒子区域上的物理量
映射到背景网格上，更新背景网格以及粒子区域上
的速度等信息；

③根据网格结点处的外力以及第一Ｐｉｏｌａ
Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ应力犘，判断粒子的类型分别在背景计算
网格或粒子区域上积分求解，得到新一时刻网格和
粒子区域结点处新的速度，速度更新采用文献［１２］
的半隐式方式计算．力的计算如下式：

犳犻＝－∑狆犞０
狆犘狆ω狀犻狆 （１９）

犳α＝－∑狆犞０
狆犘狆犖α狀狆 （２０）

其中，犳犻、犳α分别表示背景计算网格和粒子区域结点
处的力，ω狀犻狆、犖α狀狆分别表示第狀时刻粒子与网格
结点犻的插值函数的梯度、第α个粒子区域结点的
插值函数梯度；

④更新形变梯度．利用初始形状的插值函数，
更新粒子的形变梯度，计算如下：

犉狀＋１狆 ＝犉狀狆＋Δ狋犡狏狀＋１狆 （２１）
其中，犡狏狀＋１狆 ＝∑犻狏狀＋１犻 （犡ω狀犻狆）Ｔ；

⑤利用ＦＬＩＰ和ＰＩＣ方法相结合的方式更新粒
子速度，计算如下：
　　　犘犐犆：狏狀＋１狆 ＝∑犻ω犻狆狏狀＋１犻 ，

犉犔犐犘：狏狀＋１狆 ＝狏狀狆＋∑犻ω犻狆（狏狀＋１犻 －狏狀犻），
狏狀＋１狆 ＝（１－γ）狏狀＋１犘犐犆狆＋γ狏狀＋１犉犔犐犘狆 （２２）

其中，狏狀＋１狆 表示粒子狆在狀＋１时刻的速度，γ是权
重系数，根据经验选取为０．９５；

⑥更新粒子区域的位置．对于增强的粒子区域
结点的位置，以粒子区域为计算单元，则新的区域结
点的位置直接由结点处新一时刻的速度计算：

狓狀＋１α ＝狓狀α＋△狋狏狀＋１α （２３）
其中，狓狀＋１α 、狏狀＋１α 分别表示第狀＋１时刻粒子的第α
个区域结点处的位置和速度．

对于非增强粒子的粒子区域，利用其所在背景
计算网格更新位置，表示为

狓狀＋１α ＝狓狀α＋Δ狋∑犻ω犻（狓狀α）狏狀＋１犻 （２４）
其中，ω犻（狓狀α）是标准的背景网格形函数在第α个区
域结点上的值；

⑦粒子的位置更新．根据粒子区域结点的位置
狓α插值得到：

狓狀＋１狆 ＝∑α犖α狆狓狀＋１α （２５）
图７表示引入粒子区域之后，物理量的传递过

程示意图，实心圆表示仿真粒子，左右两侧物质属性
不同，箭头指示速度方向；空心圆表示边界粒子，在
形变中被标记为增强的物质点，在粒子区域上求解，
普通粒子在背景计算网格上求解．

整个仿真过程中，最耗时的部分是计算插值权
重及在背景网格与粒子区域求解新一时刻的速度．
计算插值函数的时间复杂度为犗（８×犖狆）．与标准
物质点法相比，增强的物质点法计算插值函数的开
销是其８倍．本文利用与文献［２，１２］的半隐式方法
求解速度，利用共轭梯度方法求解线性方程，迭代在
１５步内可以完成．与标准物质点法相比，增强粒子
的产生使待求解的线性方程组维度增加，增大了计
算开销．在本文所有的实验中，增强粒子的比例并没
有很高，因此我们认为方程组维度的增加带来的额
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图７　仿真过程中物理量投影和计算示意图

外计算开销可以接受．本文所有仿真实验的时间效
率详见实验部分表１．

６　实验结果与分析
实验在Ｌｉｎｕｘ操作系统下，使用Ｃ＋＋语言，利

用Ｐｈｙｓｉｋａ①开源的物理仿真框架，Ｐｏｖｒａｙ离线渲
染．硬件系统为：单核Ｉｎｔｅｌｉ５ＣＰＵ，２．８ＧＨｚ，Ｎｖｉｄｉａ
ＧｅＦｏｒｃｅＧＴ４３０显卡．所有的实验粒子密度均为
１．０×１０３ｋｇ／ｍ３，除图１４中雪的本构模型外，所有
非均质弹性体的泊松系数均为０．３，所有实验都是
每３００个时间步输出一次数据．
６１　有效性实验

图８是一个分层的立方体的仿真结果，立方体
被放置在地面上，下端固定，上端施加向下的压力．
模型被分为两种属性，隔层的物质具有相同属性．相
对透明的材质较软，杨氏模量犈＝１．０×１０５，其余层
材质较硬犈＝１．０×１０７．

图８　分层的立方体的压缩实验

左侧的上下两张图用嵌套在粒子区域内的精细
的表面网格绘制，分别表示初始形状和在力作用下
的形变形状，很好的表现了两种不同材质的压缩形
变．右侧两幅图，上面的表示初始时刻构建的物质边
界的示意图（用粒子球的形式表示，不同材质临近区
域的粒子为边界粒子），下方的图对应其左侧效果图
的形变时刻，边界粒子球所在网格中的粒子为在粒
子区域上求解的增强的粒子，黑色线框表示求解的
背景网格．由于这个例子展现的是压缩形变，不同的
粒子以及粒子边界都被压缩到比较紧凑的背景网格
内．根据本文的追踪物质边界方法以及增强的粒子
的设置策略，物质边界所在背景网格内部粒子都在粒
子的作用域上求解．从仿真结果来看，能比较明显地
看出不同材质压缩效果，更软的粒子更易发生形变．

图９是一个玩具船模型，将船体、桅杆和船帆分
为三种物质，硬度依次降低，杨氏模量分别为３．０×
１０６、１．０×１０６、５．０×１０５．在力的作用下，船体部分
比较硬形变最小，船桅杆其次，船帆最软，在每个部
分连接处建立物质边界．仿真过程中，边界所在的背
景网格内部所有粒子都在各自独立区域求解，其他
粒子在背景网格上求解．对于船体的划分和模拟可

图９　玩具船的形变效果
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以用到海洋等固液耦合场景中，在动态仿真下，展现
更真实的不同材质的船体形变效果．

图１０表示一个长方形盒子放置在板子上，下端

固定，内部放置两个球，盒子的杨氏模量为犈＝
１．０×１０６，左侧球较软，右侧球较硬，杨氏模量分别
为犈＝１．０×１０５，犈＝１．０×１０７．

图１０　盒子内部两个球的非均质材质的拉伸实验效果

第１张图和第２张图分别利用３个嵌套在粒子
区域内的表面网格绘制３种物质的初始位置和拉伸
形变后的结果，３种材质的形变明显不同，左侧球由
于较软形变最大．第３张图和第４张图分别展示本
文的方法以及传统物质点法的仿真结果，由于传统
物质点法内部没有网格，因此我们将仿真粒子以圆
球的形式绘制．从圈定的矩形区域可以看出，本文的
方法在发生拉伸时，由于构建的物质边界是在球的
外层边界与盒子内部邻接处，在同一背景计算网格
内的不同材质的粒子独立计算，因此在仿真过程中
能够有效区分出不同属性粒子，而右侧的传统的方
法不同材质的粒子在同一网格内部时不易区分，平
均化效果比较明显．

图１１所示是一组网格分辨率对比实验．一个花
模型下端部分固定在地面上，模型的茎、叶以及花
３个部分具有不同的软硬度，茎部分最硬，花次之，
叶子最软，杨氏模量分别为５．０×１０６、８．０×１０５、
１．５×１０５．第１张图是初始时刻花模型，在箭头所示

力的作用下的形变效果，力沿着犢轴垂直向下大小
为８Ｎ．第２张图是在分辨率为５６×４０×４８的背景
网格下计算，第２４个输出结果，可以看出在相同
作用力下，较软的叶子形变更大，茎部分最硬，弯
曲程度最弱，模拟效果比较符合预期．同时，我们
利用不同分辨率网格在相同的模型以及边界条件
下做了两组对比实验，如第３张和第４张图所示，
网格分辨率按倍数递减，仿真到同一时刻，效果不
如分辨率高的形变效果明显，第５张图所示是第
１３３个输出结果，在低分辨率网格下甚至出现了不
稳定的情况．背景计算网格分辨率导致的形变效果
的差异主要是由于传统的物质点法，在每个仿真时
间步采用不变的背景网格计算，并更新粒子与网
格结点的插值函数值，这种不固定的插值关系导致
了形变计算的误差，误差随着时间累积表现为数值
塑性，虽然我们在物质边界处采用粒子区域求解，一
定程度上缓解了这个问题，但并没有完全避免这种
误差．

图１１　花在不同网格分辨率下的模拟实验

图１２所示，一个非均质的球掉落到地面上，不
同的物质分类方式以及不同参数的对比实验．按照
不同划分方式表示两种材质，材质属性如图中标注，
第１张图是球的初始位置，其余的图表示的是仿真
到第７０个输出序列的形变效果．从第２到第５张图
采用上下两层方式分离物质，第２张图中下层材质
最软，与地面接触后，形变最剧烈；第３张图下端材

质比第２张图硬，因此形变不如第２张图明显；第４
张图与第２张图的材质是相反的状态，相对于第２
张图和第３张图其上层软的材质具有更加明显的形
变；第５张图是均质的球的形变效果；第６张采用了
左右两侧分割物质，右侧较软，不同材质的形变效果
有明显差异．这里我们采用了完全非弹性碰撞处理
方式处理球与地面的接触．
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图１２　非均质的球不同材质系数对比实验

６２　与ＦＥＭ方法对比
图１３表示的是一个长条形状的模型一端固定在

墙上，仿真物体以粒子圆球的形式分为３层表示２种
材质，两侧材质较硬，杨氏模量为犈＝１．０×１０６，中
间层材质属性为犈＝１．０×１０５．模型在重力作用下
发生弯曲形变，重力加速度犵＝１０．０ｍ／ｓ２，第１行
２张图分别表示为初始位置和利用本文的改进的物
质点法的形变效果，第２行２张图分别表示利用传
统的物质点法和有限元（ＦＥＭ）方法模拟的结果．
３种方法分别用矩形区域圈出部分材质边界．

图１３　长条形物体不同方法仿真效果对比
传统物质点法的仿真粒子与网格利用三次插值

形函数计算，一定程度上避免了数值断裂，得到了非
均质材质的模拟结果．从图中可以看出，与传统的物
质点法相比，利用本文的增强的粒子区域方法能更
好地表现出物质的不同属性的形变效果，而传统的
物质点法，圈定区域的粒子虽然属于不同材质，但无
法有效区分，类似于同种材质的形变行为．因此，利
用本文的方法能够更好的获得非均质材质的形变效
果．右下角的图片采用的有限元法仿真，由于线性模
型只能模拟小形变，因此我们采用共旋的线性模型，
将原本的六面体体素化的模型转换成四面体单元计

算，并设置四面体各单元的物质属性．材质的软硬程
度、边界条件及重力设置与本文增强的物质点方法
一致，从形变效果看，本文的方法与有限元法模拟效
果类似，都能很好的表现不同材质的形变．

如图１４所示，利用文献［１２］中雪的本构模型，
模拟一个非均质的兔子弹性体坠落到一个雪堆上，
仿真到不同阶段的结果．雪堆模型的材质属性为：杨
氏模量犈＝１．４×１０５，泊松率ν＝０．２，硬度系数ξ＝
１５，压缩系数θ犮＝２．５×１０－２，拉伸系数θ狊＝５．５×
１０－３，兔子按照部位分为４部分，从上到下杨氏模量
依次为１．０×１０５、１．０×１０６、５．０×１０５、５．０×１０６．

图１４　物质点法模拟雪和弹性兔子模型
从仿真结果看，本文方法能够很好地模拟具有

不同本构关系的两种材质的运动．而对于有限元法，
虽然模拟弹性模型是一种比较成熟的仿真方法，但
对于处理拓扑变化的模型，有限元法很难模拟．因
此，物质点法对于处理碎裂等拓扑结构发生变化的
模型的仿真具有一定优势，利用本文方法弥补了物
质点法模拟非均质弹性体的不足，有利于将物质点
法作为一种统一的仿真框架模拟不同现象．

如图１５所示，４个非均质立方体模型在重力作
用下运动，下落过程中立方体与地面以及各个立方
体之间发生碰撞，不同时刻的仿真结果．立方体都采
用分层结构，并用不同的材质划分软硬度，展现本文
方法在碰撞处理方面的优势．
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图１５　多模型碰撞效果

在处理碰撞的问题上，物质点法由于背景网格
的存在，粒子和背景网格采用单值映射函数，因此能
自然地满足物体间非穿透条件，对于无滑移粘着接
触，不需要额外进行碰撞检测及处理．对于滑移接触
问题，可采用将不同物体分别在背景网格上积分，仅
在相对运动的垂直方向进行速度平均的方式处理．
相对地，ＦＥＭ中物体间的碰撞处理需要使用例如层
次化的包围体等方式检测碰撞，实现复杂且很难保
证物体间无传透．

本文所有实验的仿真效率如表１所示，各列分
别展示各个实验的仿真物体的粒子数、计算的背景

网格数、物质边界粒子数、仿真所用的时间步长、
帧速率．采用的增强的物质点法，对于网格内部包
含多个边界物质的粒子在粒子区域上求解，其他
网格利用传统物质点法求解．由于增加了粒子到
粒子区域、粒子区域到背景计算网格的物理量
的双重映射，仿真方法比传统的物质点法效率低．
所有实验采用隐式积分方法求解．理论上来说，仿
真物体的分辨率越高，背景计算网格数越多，物质
划分边界的粒子数越多，越消耗仿真时间，时间步
长的减小可以增加系统的稳定性，但仿真效率会
降低．

表１　仿真时间效率
实验 粒子数 网格分辨率 边界粒子数 时间步长 帧速率（分钟／帧）
图８ １０６４８ １８×８×１２ ３８７２ ２．５×１０－４ １７．８１１
图９ ９４４１ １２×１４×１６ ８０８ ２．５×１０－４ １４．９２７

图１０（本文） ３１６８ １４×２０×８ ２１２ １．０×１０－３ １．５６６
图１０（传统ＭＰＭ） ３１６８ １４×２０×８ － １．０×１０－３ ０．２０９

图１１ ４９０４ ５６×４０×４８ １１８ ２．５×１０－４ ８．３３１７
图１１ ４９０４ ２８×２０×２４ １１８ ２．５×１０－４ ７．２９６４
图１１ ４９０４ １４×１０×１２ １１８ ２．５×１０－４ ７．６５１
图１２ ４００７ １２×２０×１２ ５８６ ２．５×１０－４ ６．９６３

图１３（本文） ９３１ ２４×２４×２０ １９６ １．０×１０－３ ０．４５１
图１３（传统ＭＰＭ） ９３１ ２４×２４×２０ － １．０×１０－３ ０．０６５
图１３（ＦＥＭ） ９３１ － － １．０×１０－３ ０．０１３
图１４ ２７７７９ ６４×４８×６４ ７１９ １．０×１０－４ ３６．６３４
图１５ ２７４３６ １１２×８０×１１２ １１５５２ １．０×１０－４ ７３．７１７

７　总　结
本文提出了一种利用改进的物质点法模拟非均

质弹性体的仿真方法，通过引入粒子区域，增加网格
内部求解的自由度；并在仿真过程中动态追踪预定
义的物质边界，查找每一时刻在粒子区域上求解的
粒子，有效地改善了传统物质点法在背景网格内部
无法区分不同物质的问题．

在引入粒子区域之后，由于粒子区域结点也参
与计算，计算效率下降比较多，因此未来的工作可以

考虑如何加速整个仿真过程，如利用ＯｐｅｎＭｐ等并
行策略．另外，本文的方法提出的物质边界虽然可以
在仿真过程中迅速地判断用于增强的粒子范围，对
于许多真实的非均质材质的划分方式普遍适用．但
并非对所有的非均质物质都有效，如对于内部具有
散乱的不同物质属性的粒子或者针对非连接区域的
不同物质在同一网格内部时，由于无法建立明晰的
物质边界，本文方法不适用．针对这种材质可以在每
个时间步，判断每个网格内是否具有不同材质的粒
子确定增强的网格，使其内部所有粒子都在粒子区
域上求解，但每个仿真时刻都遍历网格内部是否有
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多种材质会增加时间开销，当散乱粒子分布特别广
泛的时候，所有的粒子都在粒子区域上求解时，本文
的方法就与传统的有限元方法类似．

致　谢　感谢朱飞博士在整个题目的设计和研究过
程中给出的指导性意见和建议！
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ｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒｇｒａｐｈｉｃｓａｎｄｐｈｙｓｉｃａｌ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ｅｔｃ．

犜犃犖犌犢狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６４，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．
ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒｇｒａｐｈｉｃｓ
ａｎｄｐｈｙｓｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ｅｔｃ．

犔犐犛犺犲狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９７４，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．
Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒｇｒａｐｈｉｃｓ，ｖｉｒｔｕａｌ
ｒｅａｌｉｔｙｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ｐｈｙｓｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎａｎｄａｎｉｍａｔｉｏｎ，ｅｔｃ．

犠犃犖犌犌狌狅犘犻狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６４，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，
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１１６２１１期 赵　静等：基于增强的物质点法的非均质弹性材料仿真方法研究
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