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马尔可夫决策过程的限界模型检测
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摘　要　限界模型检测避免了符号模型检测反应式系统中构建二叉图时出现的空间快速增长，已经被证明是缓解
状态空间爆炸问题的有力技术．文中遵循限界模型检测的思想，对马尔可夫决策过程提出一种限界模型检测技术，
从而避免构建多端二叉图时空间的快速增长．具有非确定选择刻画能力是马尔可夫决策过程最大的特性，针对该
特性首先定义概率计算树逻辑的限界语义，并证明其正确性；然后基于不同界下所计算概率度量序列的演化趋势，
设计了限界检测过程终止的判断准则；最后将限界模型检测过程转换为线性方程组的求解问题．实验结果说明限
界模型检测技术在证据较短的情况下，所需内存空间少于无界模型检测算法．
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１　引　言
模型检测［１２］是目前应用非常广泛的一种形式

化验证技术，其最大特点是验证过程完全自动化．传
统模型检测技术主要验证系统行为的绝对正确性，
如两个进程不能同时访问临界区．然而很多随机系
统关注的是某事件发生的概率，如Ａｄｈｏｃ网关注的



是不可靠信道上消息丢失的概率．传统模型检测中
常用的时态逻辑，如计算树逻辑ＣＴＬ和线性时态逻
辑ＬＴＬ，无法刻画概率度量．为此研究人员提出了
概率计算树逻辑ＰＣＴＬ［３］等逻辑系统及相应的概率
模型检测方法［４５］，其主要思想是在计算树和线性时
态逻辑中引入概率度量算子，同时设计不同概率度
量算子的检测方法．

在概率模型检测中，马尔可夫决策过程ＭＤＰ［４５］
是一种非常重要的随机系统模型．与传统模型检测
一样，状态空间爆炸问题［６７］是模型检测ＭＤＰ实用
化的主要瓶颈．一种克服该问题的自然的方法是
将传统模型检测中的缓解空间爆炸的技术扩展应
用到概率模型检测上．这些方法包括基于二叉决
策图的状态空间压缩技术［８９］、通过剥离与验证属
性无关因素而合并状态空间的抽象技术［１０］、对进
程间交互次序进行等价类划分的偏序归约［１１］与对
称归约［１２］技术、基于模块分析的组合推理［１３］等．
近年来研究人员从反驳证明的角度提出了一种全
新的系统规模约简技术———限界模型检测［１４１９］，其
主要特性是无需遍历全局空间，只需在验证属性必
需的局部空间上即可完成验证过程．这种特性决定
了将限界检测技术应用于模型检测ＭＤＰ中，必能
有效缓解存储空间溢出问题，本文的研究动机也源
于此．

限界模型检测起源于Ｂｉｅｒｅ在１９９９年提出的
基于命题公式可满足性判定的线性时态逻辑ＬＴＬ
的自动化验证过程．反驳证明是限界模型检测进行
验证的主要原理，即通过逐步增加路径的长度来搜
索使待证明性质失效的反例或者成立的证据．２００２
年Ｐｅｎｃｚｅｋ等人［２０］提出了计算树逻辑ＣＴＬ的限界
模型检测方法．２００３年，Ｐｅｎｃｚｅｋ等人［２１］面向多智
体系统提出了时态认知逻辑ＡＣＴＬＫ的限界模型检
测方法．Ｌｏｍｕｓｃｉｏ等人［２２］提出了实时认知逻辑
ＴＥＣＴＬＫ的限界模型检测算法．非概率逻辑系统的
限界检测主要利用命题逻辑对反例或者证据的存在
性进行编码，使得存在反例或者证据当且仅当对应
的命题公式是可满足的．反例和证据的结构特征决
定了命题逻辑有足够的能力对它们进行完全编码．
而概率算子的反例和证据，其结构特征是状态转换
关系满足一定的概率分布，命题逻辑对概率分布缺
乏表达力．因此概率算子的特性决定了将限界检测
技术扩展到ＭＤＰ上，必会出现很多新的有价值的

理论问题，这些新问题使得对概率算子的限界检测
进行系统的研究成为必要．

ＭＤＰ是一种重要且常用的随机系统模型，本文
结合ＭＤＰ的特性，系统研究了ＭＤＰ上概率计算树
逻辑ＰＣＴＬ的限界检测问题，具体工作包括３个
方面：

（１）在ＭＤＰ上配置ＰＣＴＬ中不同算子的限界
语义，并证明限界语义是对无界语义的逼近；

（２）设计了一套利用线性方程组刻画不同算子
的限界语义的算法，使得线性方程组的解即为该算
子对应的概率度量，从而ＰＣＴＬ限界语义的可满足
性检测可通过判断线性方程组的解是否满足相应的
概率度量约束即可；

（３）以实例说明在限制路径长度下计算的概率
度量可能永远无法达到精确值，因此非概率逻辑限
界检测中以设置完全界为检测终止性的准则已经
失效，本文依据不同界下所计算概率度量序列的
演化趋势，设计了新的限界检测过程终止的判断
准则．

实验结果表明：
（１）限界模型检测得到的是一个非严格递增的

概率度量序列，且与真实的概率度量误差越来越小；
（２）ＭＤＰ上ＰＣＴＬ的限界模型检测通过逐渐

增加路径的长度来搜索属性为真的证据，因此对于
具有较短的属性为真的证据的ＭＤＰ，能够快速地完
成验证过程，并且在存储空间的需求上低于ＰＣＴＬ
的无界模型检测算法．

文献［２３］系统研究了离散时间马尔可夫链
ＤＴＭＣ上的ＰＣＴＬ限界检测问题，包括ＤＴＭＣ上
ＰＣＴＬ的限界语义、限界检测算法以及检测终止判
定准则．文献［２４］面向多智体系统研究了概率实时
认知逻辑ＰＴＣＴＬＫ的限界检测．上述两篇论文的
研究发现在概率算子的限界检测中路径长度作为检
测过程终止的判别条件已经失效，必须设计新的判
断准则．此外两篇论文均设计了基于线性方程组求
解的限界模型检测算法，从而可以借助于数值计算
工具完成检测过程．ＭＤＰ与ＤＴＭＣ最大不同在于
ＭＤＰ能够刻画非确定性选择，从而可以进行任务调
度与优化分析．本文的工作是由于文献［２３］的延生，
重点解决非确定性选择给ＰＣＴＬ的限界语义以及
检测算法带来的新的理论问题．表１详细比较了本
文与文献［２３２４］的工作．
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表１　相关研究工作的比较
论文 研究对象 对象特性 逻辑系统 技术框架 重点解决的问题

文献［２３］离散时间马
尔可夫链

时间离散，概
率转换关系 概率计算树逻辑ＰＣＴＬ 限界检测：配置限界语义，设计限界

检测算法，设计终止检测过程的规则
满足概率分布的转
换关系的限界检测

文献［２４］概率实时解
释系统

时间连续，概
率转换关系 概率实时认知逻辑ＰＴＣＴＬＫ 限界检测：配置限界语义，设计限界

检测算法，设计终止检测过程的规则
实时，概率转换，多智
体协作的限界检测

　本文 马尔可夫决
策过程

时间离散，概
率转换关系，
非确定性选择

概率计算树逻辑ＰＣＴＬ 限界检测：配置限界语义，设计限界
检测算法，设计终止检测过程的规则

在文献［２３］的基础
上解决非确定性选
择的限界检测

　　本文第２节介绍与ＭＤＰ、ＰＣＴＬ相关的基本概
念；第３节探讨ＭＤＰ限界模型检测的３个关键问
题，包括ＰＣＴＬ限界语义的配置、限界语义可满足
性的检测算法、终止检测过程的标准；第４节通过自
稳定协议说明限界模型检测过程；第５节展示实验
结果，并得出一些结论；第６节为提高概率度量计算
的精度，探讨终止性判断准则的修正；第７节总结全
文并展望未来的工作．

２　马尔可夫决策过程与
概率计算树逻辑
ＰＣＴＬ的语法和语义涉及概率度量的计算问

题，因此首先回顾概率论的基本内容．样本空间是
由随机试验中所有可能发生的结果构成的集合，记
为Ω．Ω的幂集２Ω的子集Π称为σ代数，当且仅当
满足下面３个条件：
Ω∈Π；
如果犈∈Π，则Ω＼犈∈Π；
如果犈１，犈２，…∈Π，则∪犻１犈犻∈Π．
由样本空间Ω、Ω上的σ代数Π以及函数

犘狉狅犫：Π→［０，１］构成的三元组犘犛＝（Ω，Π，犘狉狅犫）称
为概率空间，满足犘狉狅犫（Ω）＝１，且对Π中互不相交
的序列犈１，犈２，…，犘狉狅犫（∪∞

犻＝１犈犻）＝∪∞
犻＝１犘狉狅犫（犈犻）．

称Π中任何元素是可度量的．

图１　一个简单的ＭＤＰ犕１

如图１所示，ＭＤＰ是马尔可夫链的变种，其主
要特点是允许概率和非确定性选择．令犇犻狊狋（犛）表
示集合犛上概率分布的集合，即满足∑狊∈犛μ（狊）＝１的

函数μ：犛→［０，１］的集合．ＭＤＰ的形式化定义如下．
定义１．　ＭＤＰ犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔）

是一个六元组，这里
犛是有限状态集；
狊ｉｎ∈犛是初始状态；
犃犮狋是动作集；
犛狋犲狆狊：犛→２犃犮狋×犇犻狊狋（犛）是转换概率函数，且满足

对任意的（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊），∑狊′∈犛μ（狊′）＝１；
犃狆是有限的原子命题集；
犔：犛→２犃狆是标记函数．
定义２（路径）．设犕为ＭＤＰ，犕中的路径π是

具有下述形式的无穷序列：狊０
（犪１，μ１→

）狊１
（犪２，μ２→

）狊２…，
这里对任意的犻０，狊犻∈犛，（犪犻＋１，μ犻＋１）∈犛狋犲狆狊（狊犻），
μ犻＋１（狊犻＋１）＞０．

对于路径π，引入记号π（犻）表示第犻个状态．对
于有穷路径πｆｉｎ，犾犪狊狋（πｆｉｎ）表示πｆｉｎ上的最后一个状
态，｜πｆｉｎ｜表示路径的长度，即状态转换发生的次数．
犘犪狋犺ｆｉｎ，犘犪狋犺分别表示犕中有穷和无穷路径集合，
犘犪狋犺ｆｉｎ狊，犘犪狋犺狊分别表示从狊出发的有穷和无穷路
径集．

定义３．　令犕为ＭＤＰ，映射犃犱狏：犘犪狋犺ｆｉｎ→
｛犛狋犲狆狊（犾犪狊狋（πｆｉｎ））｜πｆｉｎ∈犘犪狋犺ｆｉｎ｝称为犕上的一个
调度．

例如对于图１中的ＭＤＰ犕１，存在这样的两个调
度犃犱狏１：犃犱狏１（狊０）＝（犪，μ犪），犃犱狏１（狊０

（犪，μ犪→）狊１）＝
（犫，μ犫），犃犱狏１（狊０

（犪，μ犪→）狊１（犫，μ犫→）狊３）＝（犮，μ犮），…；
犃犱狏２：犃犱狏１（狊０）＝（犪，μ犪），犃犱狏１（狊０

（犪，μ犪→）狊１）＝
（犫，μ犫），犃犱狏１（狊０

（犪，μ犪→）狊１（犫，μ犫→）狊３）＝（犱，μ犱），…．
引入记号犃犱狏犕表示犕上所有调度的集合，记

号犘犪狋犺犃犱狏狊表示从狊出发和犃犱狏对应的路径集．对
于ＭＤＰ犕、状态狊和调度犃犱狏，令Ω＝犘犪狋犺犃犱狏狊为犕
中从狊出发和犃犱狏对应的路径集．Π是σ代数，定义为
Π＝｛犆（ρ）｜ρ是Ω中某条路径的前缀｝，这里犆（ρ）＝
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｛π∈Ω｜ρ是π的有限前缀｝．Π上的概率度量
犘狉狅犫犃犱狏狊定义为犘狉狅犫犃犱狏狊（犆（狊（犪１，μ１→

）狊２
（犪２，μ２→

）狊３…
狊狀））＝∏２犻狀μ犻－１（狊犻）．这样我们从ＭＤＰ犕、状态狊和
调度犃犱狏演绎出了一个概率空间．

定义４（概率计算树逻辑ＰＣＴＬ）．ＰＣＴＬ由状
态公式和路径公式构成．给定原子命题集犃狆，ＰＣＴＬ
状态公式递归定义如下：····＝ｔｒｕｅ｜犪｜∧｜∨
｜!｜犘∝狆（ψ），这里犪∈犃狆，∝∈｛，＜，，＞｝，
狆∈［０，１］，ψ是一条路径公式．ＰＣＴＬ路径公式递归
定义如下：ψ····＝Ｘ｜Ｆ｜Ｇ｜Ｕ｜Ｒ，这里是状态
公式．

ＭＤＰ上ＰＣＴＬ的满足性关系定义如下．
定义５（概率计算树逻辑ＰＣＴＬ的满足性关系）．

令犪∈犃狆为原子命题，犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，
犔）是ＭＤＰ，狊∈犛，１，２是ＰＣＴＬ状态公式，ψ是
ＰＣＴＬ路径公式．对于状态公式满足性关系定义为
狊犪当且仅当犪∈犔（狊）；
狊!１当且仅当狊｜≠１；
狊１∧２当且仅当狊１且狊２；
狊１∨２当且仅当狊１或者狊２；
狊犘∝狆（ψ）当且仅当对所有的犃犱狏∈犃犱狏犕，

犘狉（狊，ψ，犃犱狏）∝狆，这里犘狉（狊，ψ，犃犱狏）＝犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈
犘犪狋犺犃犱狏狊｜πψ｝）．

对于犕中的路径π，满足性关系定义为
πＸ１当且仅当π（１）１；
πＦ１当且仅当存在自然数犻使得π（犻）１；
πＧ１当且仅当对任意的自然数犻，π（犻）１；
π１Ｕ２当且仅当存在自然数犼使得π（犼）

２，且对任意小于犼的自然数犻，π（犻）１；
π１Ｒ２当且仅当对任意的自然数犼，π（犼）

２，或者存在自然数犽使得π（犽）１，且对任意不
大于犽的自然数犻，π（犻）２．

３　犘犆犜犔的限界模型检测
３．１　犘犆犜犔的等价性

限界语义的定义必须确保限界语义可满足时，
属性在局部和全局空间中同时成立．ＰＣＴＬ中不涉
及概率度量的算子，即Ｘ，Ｆ，Ｇ，Ｕ，Ｒ，其限界语义等
同于在ＬＴＬ限界检测中的限界语义．在限界检测过
程中满足约束条件的路径会随着界的增长而增加，
即概率度量会逐渐增加，这使得限界检测可直接应
用于算子犘狆和犘＞狆，而不适用于算子犘狆和犘＜狆

类型的算子．因此为了实现对整个ＰＣＴＬ公式的限
界检测，本小节探讨能否在保持ＰＣＴＬ表达力的情
况下，将概率约束限制为狆或者＞狆的形式．

定义６（ＰＣＴＬ公式的等价）．　令，φ为任意
的ＰＣＴＬ状态公式，如果对任一ＭＤＰ犕，狊∈犛，狊
当且仅当狊φ，则称、φ是等价的，记为≡φ．

依据定义５描述的ＰＣＴＬ的无界语义，可直接
得出如下等价关系：
犘狆（Ｘ）≡犘１－狆（Ｘ!）；犘＜狆（Ｘ）≡犘＞１－狆（Ｘ!）；
犘狆（Ｆ）≡犘１－狆（Ｇ!）；犘＜狆（Ｆ）≡犘＞１－狆（Ｇ!）；
犘狆（Ｇ）≡犘１－狆（Ｆ!）；犘＜狆（Ｇ）≡犘＞１－狆（Ｆ!）；
犘狆（Ｕφ）≡犘１－狆（!（Ｕφ））≡犘１－狆（!Ｒ!φ）；
犘＜狆（Ｕφ）≡犘＞１－狆（!（Ｕφ））≡犘＞１－狆（!Ｒ!φ）；
犘狆（Ｒφ）≡犘１－狆（!（Ｒφ））≡犘１－狆（!Ｕ!φ）；
犘＜狆（Ｒφ）≡犘＞１－狆（!（Ｒφ））≡犘＞１－狆（!Ｕ!φ）．

上面的等价关系说明可将（＜）狆的概率约束
转换为（＞）狆的约束．现在考察狊!犘狆（ψ），即
狊｜≠犘狆（ψ），这意味着存在一个调度犃犱狏∈犃犱狏犕使
得犘狉（狊，ψ，犃犱狏）＞狆．为了尽可能地保持ＰＣＴＬ
表达力，在ＰＣＴＬ中引入公式犘

∝狆（ψ），其语义为
狊犘

∝狆（ψ）当且仅当存在一个犃犱狏∈犃犱狏犕使得
犘狉（狊，ψ，犃犱狏）∝狆．限界模型检测的基本原理是通过
限制路径长度从而在有限空间中逐步搜索可用于反
驳的证据或者反例，因此限界检测不适用于算子
犘
＜狆（ψ）和犘

狆（ψ）．
在保证ＰＣＴＬ表达力的前提下，现在定义ＰＣＴＬ

的子集ＰＣＴＬ，从而实现ＰＣＴＬ的限界模型
检测．形式化地讲，原子命题集犃狆上的ＰＣＴＬ状
态公式定义如下：∷＝ｔｒｕｅ｜犪｜!犪｜∧｜∨｜
犘∝狆（ψ）｜犘

∝狆（ψ），这里犪∈犃狆，∝∈｛，＞｝，狆∈
［０，１］，ψ是一条路径公式．ＰＣＴＬ路径公式定义如
下：ψ∷＝Ｘ｜Ｆ｜Ｇ｜Ｕ｜Ｒ，这里是状态公式．
ＰＣＴＬ是由上述状态公式和路径公式组成的逻辑
系统．
３．２　犘犆犜犔的限界语义

定义７（ＰＣＴＬ的限界语义）．　令犕＝（犛，狊ｉｎ，
犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔）为ＭＤＰ，犪∈犃狆为原子命题，狊∈
犛，犽为自然数（称为界），ψ是ＰＣＴＬ路径公式，１、
２是ＰＣＴＬ状态公式．状态公式的满足性关系犽
定义为
狊犽犪当且仅当犪∈犔（狊）；狊犽!犪当且仅当

犪犔（狊）；
狊犽１∧２当且仅当狊犽１且狊犽２；
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狊犽１∨２当且仅当狊犽１或者狊犽２；
狊犽犘∝狆（ψ）当且仅当对所有的犃犱狏∈犃犱狏犕，

犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽）∝狆，这里犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽）＝
犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽ψ｝）；
狊犽犘

∝狆（ψ）当且仅当存在某个犃犱狏∈犃犱狏犕使
得犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽）∝狆．

对于犕中的路径π，满足性关系犽定义为
π犽Ｘ１当且仅当犽１且π（１）犽１；
π犽Ｆ１当且仅当存在自然数犻犽使得

π（犻）犽１；
π犽Ｇ１当且仅当对任意的自然数犻犽，

π（犻）犽１，且对任意的自然数犼＞犽，存在自然数
犺犽使得π（犼）＝π（犺）；

π犽１Ｕ２当且仅当存在自然数犼犽使得
π（犼）犽２，且对任意的小于犼的自然数犻，π（犻）犽１；

π犽１Ｒ２当且仅当：（１）对任意的自然数犻
犽，π（犻）犽２，且对任意的自然数犼＞犽，存在自然数
犺犽满足π（犼）＝π（犺）；或者（２）存在自然数犿犽
满足π（犿）犽１，且对任意的自然数犻，如果犻犿，
则π（犻）犽２．

现在考察定义７中犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜
π犽ψ｝）的可度量性．对于算子Ｘ，｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜
π犽Ｘ１｝是所有犆（狊０（犪１，μ１→）狊１）的并集，其中狊０＝狊，
狊１犽１．对于算子Ｆ，｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽Ｆ１｝是所
有犆（狊０（犪１，μ１→）狊１（犪２，μ２→）…狊犻）的并集，其中犻犽，
狊０＝狊，狊犻犽１．对于Ｕ算子，｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽１
∪２｝是所有犆（狊０（犪１，μ１→）狊１（犪２，μ２→）…狊犻）的并集，
其中犻犽，狊０＝狊，狊０犽１，…，狊犻－１犽１，狊犻犽２．由
σ代数的定义可知，可度量集合的并仍是可度量的，
因此对于Ｘ、Ｆ、Ｕ算子，犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜
π犽ψ｝）是可度量的．可度量性说明可以直接利用
犘狉狅犫犃犱狏狊 （犆（狊（犪１，μ１→）狊２（犪２，μ２→）狊３…狊犽））计算出
犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽ψ｝）的值．

现在考察Ｇ算子．对于Ｘ、Ｆ、Ｕ算子，犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈
犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽ψ｝）是可度量的，本质在于如果有穷路
径满足ψ，则以该有穷路径为前缀的所有路径都满
足ψ，因此只需计算有穷路径发生的概率即可得
犘狉狅犫犃犱狏狊的值．而对于Ｇ算子，有穷路径不能反映以该
路径为前缀的无穷路径的情况，因此犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈
犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽Ｇ１｝）难以直接度量．在３．４节的限
界检测算法部分我们将采用下近似的方法逼近
犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽Ｇ１｝）．Ｒ算子可以分解

为Ｇ与Ｕ算子考虑，这里不再赘述．
为了判断一个状态是否满足犘∝狆（），犘

∝狆（），
理论上必须计算出任一调度犃犱狏下犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈
犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽ψ｝）的值，然后再计算出最大值和最
小值，并通过与狆比较得出公式的真假．实际上在
３．４节的限界检测算法部分，我们设计了一种递归
的方式可直接计算出最大值和最小值，从而避免了
计算任意调度下犘狉狅犫犃犱狏狊的值．

定理１．　令犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔）为
ＭＤＰ，狊∈犛，犪∈犃狆为原子命题，犽为自然数，是
ＰＣＴＬ状态公式．如果狊犽，则狊．

证明．　证明过程通过对的长度实施归纳来
完成．

情况１．＝犪．
狊犽犪说明犪∈犔（狊），依据定义５中描述的相

应的满足性关系，直接可得狊犪．
情况２．＝!犪．
狊犽!犪说明犪犔（狊），依据定义５中描述的相

应的满足性关系，直接可得狊｜≠犪．
情况３．＝１∧２．
狊犽１∧２说明狊犽１，狊犽２．由归纳假设

可知狊１，狊２，即狊１∧２．
情况４．＝１∨２．
狊犽１∨２说明狊犽１或者狊犽２．由归纳假

设可知狊１或者狊２，即狊１∨２．
情况５．＝犘狆（ψ）．
狊犽犘狆（ψ）说明对任意的调度犃犱狏∈犃犱狏犕，

犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽）狆，即犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜
π犽ψ｝）狆．Ｘ、Ｆ、Ｕ３个时态算子的限界语义与
ＬＴＬ限界检测技术中的定义一致，因此有π犽ψ蕴
含πψ，从而犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜πψ｝）
犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽ψ｝）狆，即狊犘狆（ψ）．
对于Ｇ算子，由π犽Ｇ１的定义可知对任意的自然
数犻犽，π（犻）犽１，对任意的自然数犼＞犽，必存在自
然数犺犽使得π（犼）＝π（犺）．１是状态公式，因此
π（犺）犽１蕴含了π（犼）犽１．因此对任意的自然数
犾０，π（犾）犽１．由归纳假设可知π（犾）１，因此
犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜πＧ｝）犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈
犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽Ｇ｝）狆，即狊犘狆（ψ）．对于算子Ｒ，
１Ｒ２≡Ｇ２∨（２Ｕ（１∧２）），因此算子Ｒ的证明可
以归结为算子Ｇ和Ｕ的证明．

情况６．＝犘＞狆（ψ）．
证明类似于情况５．
情况７．＝犘

狆（ψ）．
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狊犽犘
狆（ψ）说明存在一个调度犃犱狏∈犃犱狏犕使

得犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽）狆，即犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜
π犽ψ｝）狆．对于时态算子Ｘ、Ｆ、Ｇ、Ｕ，其限界语
义与文献［１４］中的定义一致，因此有π犽ψ蕴含
πψ，从而犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜πψ｝）
犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽ψ｝）狆，即狊犘狆（ψ）．
对于Ｇ算子，由π犽Ｇ１的定义可知对任意的自然
数犻犽，π（犻）犽１，对任意的自然数犼＞犽，必存在自
然数犺犽使得π（犼）＝π（犺）．１是状态公式，因此
π（犺）犽１蕴含了π（犼）犽１．因此对任意的自然数
犾０，π（犾）犽１．由归纳假设可知π（犾）１，因此
犘狉狅犫犃犱狏狊（｛π∈犘犪狋犺犃犱狏狊｜πＧ｝）犘狉狅犫犃犱狏狊 （｛π∈
犘犪狋犺犃犱狏狊｜π犽Ｇ｝）狆，即狊犘狆（ψ）．对于算子
Ｒ，１Ｒ２≡Ｇ２∨（２Ｕ（１∧２）），因此算子Ｒ的证
明可以归结为算子Ｇ和Ｕ的证明．

情况８．＝犘
＞狆（ψ）．

证明类似于情况７． 证毕．
定理１保证了限界语义定义的正确性，进而使

得我们可以通过逐步增加路径长度的方式，得到精
确概率度量的下近似．
３．３　限界模型检测过程终止的判断

定理１表明限界语义是对无界语义的逼近，即
如果存在自然数犽使得狊犽，则断言狊．现在的
问题是当狊｜≠犽时，在增加犽的值继续搜索还是停
止搜索两者之间需要作出正确的选择．如果继续搜
索，不可能对界犽无限增加下去，必须设计一套终止
约束条件；如果停止搜索可能造成狊｜≠的假象．因
此必须设计一个准则来决定狊｜≠犽时的下一步
选择．

定义８．　称自然数犆犜是完全界当且仅当如
果狊，则一定存在自然数犽犆犜使得狊犽．

ＣＴＬ和ＬＴＬ的限界模型检测因为不涉及极限运
算，所以完全界一定存在，从而在知道犆犜的情况下，当
狊｜≠犽时如果犽超过完全界，则停止搜索，并返回信
息：狊｜≠，否则继续增加犽的值进行搜索．但是对于
ＰＣＴＬ限界模型检测，完全界则不一定存在．

考察图１所示的ＭＤＰ犕１．对于状态狊，引入原
子命题犪狊表示当前状态为狊．考察属性犘＝１（Ｆ犪狊３）．
通过计算发现，对任意的调度犃犱狏，犘狉（狊０，Ｆ犪狊３，
犃犱狏）＝犘狉狅犫犃犱狏狊０｛π∈犘犪狋犺狊狊０｜πＦ犪狊３｝＝犘狉狅犫犃犱狏狊０｛π＝
狊０，狊１，（狊２，狊１）狉，狊３，…｜狉０｝＝４５＋

１
５·

４
５＋

１
５·

１
５·

４
５＋

１
５·

１
５·

１
５·

４
５＋…＝１，即狊０

犘＝１（Ｆ犪狊３）．令犽为界，则犘狉（狊０，Ｆ犪狊３，犃犱狏，犽）＝
犘狉狅犫犃犱狏狊０｛π∈犘犪狋犺狊狊０｜π犽Ｆ犪狊３｝＝犘狉狅犫犃犱狏狊 ｛０ π＝狊０，

狊１，（狊２，狊１）狉，狊３，…｜狉犽２ ｝－１＝４５＋
１
５·

４
５＋

１
５·

１
５·

４
５＋…＋（）１５犽

２［］－１·４５＝１－（）１５犽
２［］－１＋１

．
比较犘狉（狊０，Ｆ犪狊３，犃犱狏）和犘狉（狊０，Ｆ犪狊３，犃犱狏，犽），可以
发现对于任意的有限界犽，犘狉（狊０，Ｆ犪狊３，犃犱狏，犽）＜
犘狉（狊０，Ｆ犪狊３，犃犱狏）．换句话，对于属性犘＝１（Ｆ犪狊３），尽
管狊０犘＝１（Ｆ犪狊３），但不存在一个有限的自然数犽，
使得狊０犽犘＝１（Ｆ犪狊３）．

现在探讨完全界存在的条件．
引理１．　令犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔）是

ＭＤＰ，是ＰＣＴＬ状态公式，ψ是ＰＣＴＬ路径公
式．则对于任意的自然数犽，属性在犽步空间中成
立，在犽＋１步空间中也成立，即狊犽→狊犽＋１，
π犽ψ→π犽＋１ψ．

通过对ＰＣＴＬ公式的长度进行归纳即可完成
引理１的证明，故这里不给出其证明过程．

定理２．　令犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔）为
ＭＤＰ，ψ是ＰＣＴＬ路径公式，狆＝ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，
犃犱狏）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝．则对于公式犘狉（ψ）（狉＜狆），
一定存在完全界犆犜使得狊ｉｎ犘狉（ψ）时
狊ｉｎ犆犜犘狉（ψ）．

证明．　由引理１可知，犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）随着
犽的增加而不断增加，且ｌｉｍ

犽→∞
犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）＝

犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏）．令ξ＝狆－狉，由极限的定义可知存在
自然数犽ξ，当犽＞犽ξ时｜犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）－犘狉（狊ｉｎ，
ψ，犃犱狏）｜＜ξ．此时取犆犜＝犽ξ＋１，则｜犘狉（狊ｉｎ，ψ，
犃犱狏，犆犜）－犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏）｜＜ξ，即犘狉（狊ｉｎ犆犜ψ）＞
狆－ξ，从而狊ｉｎ犆犜犘狉（ψ）． 证毕．

定理２说明在何种条件下ＭＤＰ上的完全界是
存在的．但是这种存在性条件依赖于事先计算
犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏），因此不具有实用性．不存在完全界
使得我们无法以设置路径长度的上限来决定检测过
程何时终止，因此需要提出新的判别标准．我们拟通
过刻画不同界下所计算概率度量序列的演化趋势来
执行判断．

回顾一下，判断狊是否满足犘∝狆（ψ）关键在于对
所有犃犱狏∈犃犱狏犕，犘狉（狊，ψ，犃犱狏）∝狆．如果对所有的
犃犱狏∈犃犱狏犕，犘狉（狊，ψ，犃犱狏）的某个下近似满足∝狆，
则犘狉（狊，ψ，犃犱狏）∝狆．因此我们计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，
犃犱狏）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝的下近似ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，
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犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝（犽０）．同理，对于犘
∝狆（ψ）计算

ｍａｘ｛Ｐｒ（ｓｉｎ，ψ，犃犱狏）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝的下近似
ｍａｘ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝（犽０）．我们
以犘∝狆（ψ）为例说明ＰＣＴＬ限界模型检测过程的终
止性判断准则．

判断准则１．　ＰＣＴＬ限界模型检测的终止性
判断．

输入：ＭＤＰ犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔），ＰＣＴＬ路
径公式ψ，预先设置的终止标准ξ，预先设置的计
算步长犿

输出：ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝的下近似值
１．令犽＝１，计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，０）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝，
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，１）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝；

２．Ｗｈｉｌｅｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝－
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽－１）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝ξ∧犽犿ｄｏ
｛令犽＝犽＋１，计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝；｝
３．输出ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝．
引理１告诉我们，ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，０）｜犃犱狏∈

犃犱狏犕｝，ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，１）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝，…是
一个递增的数列，且１为其上界，因此该序列必收
敛．收敛性保证了判断准则１在不预先设置计算步
长犿的情况下的终止性．上述过程存在这样一个问
题，即如何计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈
犃犱狏犕｝，在３．４小节我们将探讨ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，
犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝的计算问题．
３．４　限界模型检测算法

算法的主要思想是设计一套线性方程组刻画不
同算子的限界语义的算法，使得线性方程组的解即
为该算子对应的概率度量，从而ＰＣＴＬ限界语义的
可满足性检测可通过判断线性方程组的解是否满足
相应的概率度量约束即可．

对于公式犘∝狆（ψ），我们主要通过计算狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝
ｍｉｎ｛犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝来完成验证过
程．对于公式＝犘

∝狆（ψ），主要通过计算狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝
ｍａｘ｛犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝来完成验证过
程．设狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝狆，则对任意的０狉狆，狊
犘狉（ψ），对任意的０犾＜狆，狊犘＞犾（ψ）．令犽０为
限界模型检测的界，犛，犽＝｛狊∈犛｜狊犽｝．对
ＰＣＴＬ公式，引入记号狔（狊，，犽）∈｛０，１｝来表示
狊犽是否成立：狔（狊，，犽）＝１表示狊犽；
狔（狊，，犽）＝０表示狊｜≠犽．狔（狊，，犽）定义如下：

是原子命题：如果∈犔（狊），则狔（狊，，犽）＝１，
否则狔（狊，，犽）＝０．
是原子命题：如果∈犔（狊），则狔（狊，!，犽）＝１，

否则狔（狊，!，犽）＝０．

＝１∨２：狔（狊，，犽）＝狔（狊，１，犽）∨狔（狊，２，犽）．
＝１∧２：狔（狊，，犽）＝狔（狊，１，犽）∧狔（狊，２，犽）．
＝犘∝狆（ψ）：如果狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）∝狆，则狔（狊，，犽）＝１，

否则狔（狊，，犽）＝０．
＝犘

∝狆（ψ）：如果狆ｍａｘ狊，犽（ψ）∝狆，则狔（狊，，犽）＝１，
否则狔（狊，，犽）＝０．

对于狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）和狆ｍａｘ狊，犽（ψ），时态算子的语义不同
决定了转换方法不同，下面分别讨论．

情况１．ψ为原子命题．
如果ψ∈犔（狊），则狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝１，否则狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝０．
情况２．ψ＝Ｘδ．
当犽＝０时，由于当前状态狊没有后继状态，因

此狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０；
当犽１时，首先需要对每一个调度犃犱狏计算

犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽），然后取其中的最小值，因此
狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝ｍｉｎ（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）∑狊′∈犛狔（狊′，δ，犽－１）μ（狊′｛ ｝）．
情况３．ψ＝Ｆδ．
当犽＝０时，狆ｍｉｎ狊，０（ψ）完全依赖于狊是否满足δ，因

此如果狔（狊，δ，０）＝１，则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝１，否则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０；
当犽１时，狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）的计算分为两部分，即当前状

态狊满足δ和不满足δ．在满足的情形下狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝１，
否则狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）由狊的后继状态决定，因此

狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝狔（狊，δ，犽）＋（１－狔（狊，δ，犽））·
ｍｉｎ（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）∑狊′∈犛μ（狊′）狆ｍｉｎ狊′，犽－１（ψ｛ ｝）．

情况４．ψ＝Ｇδ．
当犽＝０，狔（狊，δ，０）＝０时，狊不满足δ，因此

狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０；
当犽＝０，狔（狊，δ，０）＝１时，由于Ｇ算子要求考察

无穷长的路径，因此如果存在（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）使得
μ（狊）＜１，则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０，否则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝１；

当犽１时，采用一种下近似的计算方法，即如
果在一个循环中存在概率小于１的状态转换，则包
含此循环的路径的概率度量为０，因此
狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝

ｍｉｎ（犪１，μ１）∈犛狋犲狆狊（狊０），…，（犪犽＋１，μ犽＋１）∈犛狋犲狆狊（狊犽）
∑
犽

犻＝０∑狊０，…，狊犽∈犛狔（狊０，δ，犽）·狔（狊１，δ，犽）·
μ１（狊１）·…·狔（狊犻，δ，犽）·μ犻（狊犻）·狔（狊犻＋１，δ，犽）·
μ犻＋１（狊犻＋１）·…·狔（狊犽，δ，犽）·μ犽（狊犽）·μ犽＋１（狊犻），
这里记号μ犼（狊犼）表示对μ犼（狊犼）取整（犻＋１犼
犽＋１）．

情况５．ψ＝φＵγ．
当犽＝０时，狆ｍｉｎ狊，０（ψ）完全依赖于狊是否满足γ，
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因此如果狔（狊，γ，０）＝１，则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝１，否则
狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０；

当犽１时，分成两种情况，（１）狊满足γ，此时
狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝１；（２）狊满足φ，不满足γ，此时
狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝狔（狊，φ，犽）·ｍｉｎ（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）∑狊′∈犛μ（狊′）狆ｍｉｎ狊′，犽－１（ψ｛ ｝）．

情况６．ψ＝φＲγ．
依据Ｒ算子的语义可以分解成两种情形讨论，

其一类似于Ｕ算子，其二类似于Ｇ算子，具体计算
过程如下：

当犽＝０时，狔（狊，γ，０）＝０，则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０；
当犽＝０时，如果狔（狊，φ，０）＝狔（狊，γ，０）＝１，则

狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝１；
当犽＝０，狔（狊，γ，０）＝１，狔（狊，φ，０）＝０时，如果存

在（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）使得μ（狊）＜１，则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０，否
则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝１；

当犽１时，因为＝φＲγ≡Ｇγ∨（γＵ（γ∧φ）），
故分成两部分
狆ｍｉｎ狊，犽（ψ）＝

ｍｉｎ（犪１，μ１）∈犛狋犲狆狊（狊０），…，（犪犽＋１，μ犽＋１）∈犛狋犲狆狊（狊犽）
∑
犽

犻＝０∑狊０，…，狊犽∈犛
（１－狔（狊０，φ，犽））·…·

（１－狔（狊犽，φ，犽））·狔（狊０，γ，犽）·狔（狊１，γ，犽）·μ１（狊１）·…·
狔（狊犻，γ，犽）·μ犻（狊犻）·狔（狊犻＋１，γ，犽）·μ犻＋１（狊犻＋１）·…·
狔（狊犽，δ，犽）·μ犽（狊犽）·μ犽＋１（狊犻）＋狆ｍｉｎ狊，犽（γＵ（γ∧φ）），
这里加入因子（１－狔（狊犼，φ，犽））（０犼犽）的主要目
的是避免重复计算｛π｜π犽Ｇγ∧π犽γＵ（γ∧φ）｝
的概率度量．

对于公式＝犘
∝狆（ψ）具体的计算过程如下．

情况１．ψ为原子命题．
如果ψ∈犔（狊），则狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝１，否则狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝０．
情况２．ψ＝Ｘδ．
当犽＝０时，由于当前状态狊没有后继状态，因

此狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝０；
当犽１时，首先需要对每一个调度犃犱狏计算

犘狉（狊，ψ，犃犱狏，犽），然后取其中的最大值，因此
狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝ｍａｘ（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）∑狊′∈犛狔（狊′，δ，犽－１）μ（狊′｛ ｝）．
情况３．ψ＝Ｆδ．
当犽＝０时，狆ｍａｘ狊，０（ψ）完全依赖于狊是否满足δ，因

此如果狔（狊，δ，０）＝１，则狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝１，否则狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝０；
当犽１时，狆ｍａｘ狊，犽（ψ）的计算分为两部分，即当前

状态狊满足δ和不满足δ．在满足的情形下之
狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝１，否则狆ｍａｘ狊，犽（ψ）由狊的后继状态决定，
因此

狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝狔（狊，δ，犽）＋
（１－狔（狊，δ，犽））ｍａｘ（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）∑狊′∈犛μ（狊′）狆ｍａｘ狊′，犽－１（ψ｛ ｝）．
情况４．ψ＝Ｇδ．
当犽＝０，狔（狊，δ，０）＝０时，狊不满足δ，因此

狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝０；
当犽＝０，狔（狊，δ，０）＝１时，由于Ｇ算子要求考察

无穷长的路径，因此如果存在（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）使得
μ（狊）＝１，则狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝１，否则狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝０；

当犽１时，采用一种下近似的计算方法，即如
果在一个循环中存在概率小于１的状态转换，则包
含此循环的路径的概率度量为０，因此
狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝

ｍａｘ（犪１，μ１）∈犛狋犲狆狊（狊０），…，（犪犽＋１，μ犽＋１）∈犛狋犲狆狊（狊犽）
∑
犽

犻＝０∑狊０，…，狊犽∈犛狔（狊０，δ，犽）·狔（狊１，δ，犽）·
μ１（狊１）·…·狔（狊犻，δ，犽）·μ犻（狊犻）·狔（狊犻＋１，δ，犽）·
μ犻＋１（狊犻＋１）·…·狔（狊犽，δ，犽）·μ犽（狊犽）·μ犽＋１（狊犻），
这里记号μ犼（狊犼）表示对μ犼（狊犼）取整（犻＋１犼
犽＋１）．

情况５．ψ＝φＵγ．
当犽＝０时，狆ｍａｘ狊，０（ψ）完全依赖于狊是否满足γ，

因此如果狔（狊，γ，０）＝１，则狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝１，否则
狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝０；

当犽１时，分成两种情况，（１）狊满足γ，此时
狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝１；（２）狊满足φ，不满足γ，此时
狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝狔（狊，φ，犽）·ｍａｘ（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）∑狊′∈犛μ（狊′）狆ｍａｘ狊′，犽－１（ψ｛ ｝）；

情况６．ψ＝φＲγ．
依据Ｒ算子的语义可以分解成两种情形讨论，

其一类似于Ｕ算子，其二类似于Ｇ算子，具体计算
过程如下：

当犽＝０时，狔（狊，γ，０）＝０，则狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝０；
当犽＝０时，如果狔（狊，φ，０）＝狔（狊，γ，０）＝１，则

狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝１；
当犽＝０，狔（狊，γ，０）＝１，狔（狊，φ，０）＝０时，如果存

在（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）使得μ（狊）＝１，则狆ｍａｘ狊，０（ψ）＝１，否
则狆ｍｉｎ狊，０（ψ）＝０；

当犽１时，因为＝φＲγ≡犌γ∨（γＵ（γ∧φ）），
故分成两部分
狆ｍａｘ狊，犽（ψ）＝

ｍａｘ（犪１，μ１）∈犛狋犲狆狊（狊０），…，（犪犽＋１，μ犽＋１）∈犛狋犲狆狊（狊犽）
∑
犽

犻＝０∑狊０，…，狊犽∈犛
（１－狔（狊０，φ，犽））·…·

（１－狔（狊犽，φ，犽））·狔（狊０，γ，犽）·狔（狊１，γ，犽）·μ１（狊１）·…·
狔（狊犻，γ，犽）·μ犻（狊犻）·狔（狊犻＋１，γ，犽）·μ犻＋１（狊犻＋１）·…·
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狔（狊犽，δ，犽）·μ犽（狊犽）·μ犽＋１（狊犻）＋狆ｍｉｎ狊，犽（γＵ（γ∧φ））．
现在分析线性方程组的阶与ＭＤＰ的大小、界、

公式长度等元素相互之间的依赖关系．
定义９．
０步可达：称狊是从自身出发０步可达的；
１步可达：如果存在（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）使得

μ（狊１）＞０，则称狊１是从狊出发１步可达的；
犾步可达：如果狊犾－１是从狊出发犾－１步可达的，

且存在（犪，μ）∈犛狋犲狆狊（狊犾－１）使得μ（狊犾）＞０，则称狊犾是
从狊出发犾步可达．

对ＰＣＴＬ公式，令｜｜表示中出现的符号
的数目．设犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔）为ＭＤＰ，
是被分析的公式，犽为界，所有从初始状态犻步可
达的状态数目记为犖犻，线性方程组中变元的数量记
为犞．在不同状态下，对的每一个子公式转换算法
建立了其与每一个不大于犽的界的组合．此外每个
的子公式φ与变元狔（狊，φ，犽）建立了一一对应关
系．上述分析过程表明犞（犖０＋…＋犖犽）×｜｜×
犽×２．

直接法和迭代法是求解线性方程组的两类主要
方法，直接法的特点是准确性和可靠性高，迭代法的
特点是适用于高阶的方程组．而对于ＭＤＰ，转换算
法演绎出的是上三角方程组．因此可忽略方程组阶
的影响，仍然选择直接法来求解方程．变元求解的次
序可采用文献［２３］中定义的语法树来确定，即先求
解原子命题对应的变元，然后由里向外以此求解各
子公式对应的变元．

４　实例研究
在分布式系统中当进程或者用户进入非法状态

时，我们总希望其能尽快回归到合法状态．为此
Ｉｓｒａｅｌｉ和Ｊａｌｆｏｎ提出自稳定协议［２５］，从而保证当系
统进入非法状态时，在没有外部力量的帮助下能够
在有限步内自动回到合法状态，这里我们将合法状
态称为稳定状态．假设系统由犖个独立的进程犘１，
犘２，…，犘犖组成，进程之间的运行是异步的．稳定状
态指的是只有一个进程享有特权，这里享有特权是
指该进程拥有一个ｔｏｋｅｎ．

每个进程犘犻使用一个布尔变量狇犻说明该进程
是否拥有一个ｔｏｋｅｎ．当进程拥有ｔｏｋｅｎ时称该进程
是活的．只有活的进程才能被调度．进程被调度以
后，该进程随机的将ｔｏｋｅｎ移给到它左边的或者右

边的进程．如果进程拥有的ｔｏｋｅｎ数超过一个，将被
合并为一个．

现在探讨如何利用马尔可夫决策过程模拟该协
议．具体决策过程犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔）定
义如下：
犛＝犅犖，这里犅＝｛狇１，狇２，…，狇犖｝，即每个状态

表示为一个布尔向量狊＝（狇１，狇２，…，狇犖），其中第犻
个元素表示进程犘犻是否拥有ｔｏｋｅｎ；
狊ｉｎ＝｛１，…，１｝是初始状态，即每个进程均拥有

一个ｔｏｋｅｎ；
犃犮狋＝｛１，２，…，犖｝是动作集，这里犻表示进程

犘犻被调度；
犛狋犲狆狊：犛→２犃犮狋×犇犻狊狋（犛），对任意的状态狊∈犛，

（犻，μ）∈犛狋犲狆狊（狊）当且仅当狇犻＝１，任意的狊′∈犛满足
μ（狊′）＝
１
２，ｉｆ狇′犻１＝１，狇′犻＝０，ａｎｄ狇′犼＝狇犼ｆｏｒａｌｌ犼≠犻，犻１
１
２，ｉｆ狇′犻⊙１＝１，狇′犻＝０，ａｎｄ狇′犼＝狇犼ｆｏｒａｌｌ犼≠犻，犻⊙１
０，

烅

烄

烆其它

，

这里犻１＝犻＋１（ｍｏｄ犖），犻⊙１＝犖，ｉｆ犻＝１
犻－１，｛ 其它；

犃狆＝｛狇１，狇２，…，狇犖，狊狋犪犫犾犲｝；
犔：犛→２犃狆，这里狇犻∈犔（狊）当且仅当狇犻＝１，

狊狋犪犫犾犲∈犔（狊）当且仅当１犻犖使得狇犻＝１且
１犼犖（犼≠犻→狇犼＝０）．

我们验证这样的属性：令犔表示一步可达状态中
稳定状态从其可达的概率不低于０．５的所有状态，则
犔从初始状态可达的概率也不低于０．５．该属性利用
ＰＣＴＬ逻辑描述为犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲））．我们检测
当界为２时，狊０是否满足犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）），为
此需要计算概率度量狆ｍｉｎ狊０，２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）），即
ｍｉｎ｛犘狉（狊０，Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），犃犱狏，２）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝．
界为２时自稳定协议对应的马尔可夫决策过程展开
图如图２所示．具体的计算过程如下，主要是按照语
法树由上向下逐层推进，直到界为０或者原子命题
为止．

（１）狆ｍｉｎ狊０，２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ｛＝ｍｉｎ１
２狔（狊１，

犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＋１２狔（狊１，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１），
１
２狔（狊２，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＋

１
２狔（狊２，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１），

１
２狔（狊３，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＋

１
２狔（狊３，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），
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图２　界为２时自稳定协议对应的ＭＤＰ展开图

１｝）＝ｍｉｎ｛狔（狊１，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＋狔（狊２，
犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＋狔（狊３，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）｝．

（２）狆ｍｉｎ狊１，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝狔（狊１，狊狋犪犫犾犲，０）＋（１－狔（狊１，
狊狋犪犫犾犲，０）） ｛×ｍｉｎ１２狆

ｍｉｎ
狊２，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＋１２狆

ｍｉｎ
狊４，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），

１
２狆

ｍｉｎ
狊３，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＋１２狆

ｍｉｎ
狊５，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲｝）．

（３）如果狆ｍｉｎ狊１，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲）１２，则狔（狊１，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），
１）＝１；否则狔（狊１，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＝０．

（４）狆ｍｉｎ狊２，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝狔（狊２，狊狋犪犫犾犲，０）＋（１－狔（狊２，
狊狋犪犫犾犲，０）） ｛×ｍｉｎ１２狆

ｍｉｎ
狊１，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＋１２狆

ｍｉｎ
狊４，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），

１
２狆

ｍｉｎ
狊３，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＋１２狆

ｍｉｎ
狊６，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲｝）．

（５）如果狆ｍｉｎ狊２，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲）１２，则狔（狊２，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），
１）＝１；否则狔（狊２，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＝０．

（６）狆ｍｉｎ狊３，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝狔（狊３，狊狋犪犫犾犲，０）＋（１－狔（狊３，
狊狋犪犫犾犲，０）） ｛×ｍｉｎ１２狆

ｍｉｎ
狊１，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＋１２狆

ｍｉｎ
狊５，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），

１
２狆

ｍｉｎ
狊６，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＋１２狆

ｍｉｎ
狊２，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲｝）．

（７）如果狆ｍｉｎ狊３，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲）１２，则狔（狊３，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），
１）＝１；否则狔（狊３，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）＝０．

（８）狔（狊１，狊狋犪犫犾犲，０）＝狔（狊２，狊狋犪犫犾犲，０）＝狔（狊３，狊狋犪犫犾犲，
０）＝０；狔（狊４，狊狋犪犫犾犲，０）＝狔（狊５，狊狋犪犫犾犲，０）＝狔（狊６，狊狋犪犫犾犲，
０）＝１．

（９）狆ｍｉｎ狊１，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝狆ｍｉｎ狊２，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝狆ｍｉｎ狊３，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝
０；狆ｍｉｎ狊４，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝狆ｍｉｎ狊５，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝狆ｍｉｎ狊６，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）＝１．

对于上述方程组，变元求解的顺序为
（１）狔（狊１，狊狋犪犫犾犲，０），狔（狊２，狊狋犪犫犾犲，０），狔（狊３，狊狋犪犫犾犲，

０），狔（狊４，狊狋犪犫犾犲，０），狔（狊５，狊狋犪犫犾犲，０），狔（狊６，狊狋犪犫犾犲，０）．

（２）狆ｍｉｎ狊２，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），狆ｍｉｎ狊３，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），狆ｍｉｎ狊１，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），
狆ｍｉｎ狊６，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），狆ｍｉｎ狊４，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲），狆ｍｉｎ狊５，０（Ｆ狊狋犪犫犾犲）．

（３）狆ｍｉｎ狊１，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲），狆ｍｉｎ狊２，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲），狆ｍｉｎ狊３，１（Ｆ狊狋犪犫犾犲）．
（４）狔（狊１，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１），狔（狊２，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），

１），狔（狊３，犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲），１）．
（５）狆ｍｉｎ狊０，２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲））．
最终得出狆ｍｉｎ狊０，２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲））＝１２，所以狊０

犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲））．

５　实验结果
为了考察限界检测技术在实际应用中约简状态

空间的效果，利用限界模型检测算法验证了３个实
例：（１）第４部分的自稳定协议；（２）Ｌｅｈｍａｎｎ和
Ｒｏｂｉｎ提出的解决哲学家就餐问题的策略；（３）带冲
突避免的载波监听多路访问协议ＣＳＭＡ／ＣＡ．表２、
表３和表４分别给出了线性方程组变元数目随着进
程数（主体数）、界的变化而变化的情况．表中的变元
数目是依据３．４节中描述的变元数目与马尔可夫决
策过程的状态展开空间、公式长度以及界之间的关
系估算出的上界．

表中的几个属性说明如下：
犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲））：令事件犈表示一步可

达状态到达稳定状态的概率不低于０．５，则事件犈
成立的概率不低于０．５．
犺狌狀犵狉狔→犘１２（（犜狉狌犲）Ｕ（犲犪狋））：哲学家饥饿

后最终吃到晚餐的概率不低于０．５；
犘３４（Ｇ犘４５（Ｆ犲犪狋））：令事件犈表示任何时候

哲学家想吃晚餐最终都能吃到晚餐的概率不低于
０．８，则事件犈成立的概率不低于０．７５；

犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２））：数据成功发送
的概率为１．
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表２　自稳定协议的限界模型检测与无界模型检测比较
协议 属性 进程 界 变元 初始状态 全局状态 转换关系

ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ３ ２ ＜５６ １ ７ ２１
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ３ ３ ＜６８ １ ７ ２１
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ４ ２ ＜８６ １ １５ ５６
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ４ ３ ＜１７０ １ １５ ５６
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ５ ３ ＜２７２ １ ３１ １４０
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ５ ４ ＜４５２ １ ３１ １４０
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ６ ３ ＜４１０ １ ６３ ３３６
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ６ ４ ＜７４６ １ ６３ ３３６
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ７ ４ ＜１１７８ １ １２７ ７８４
ｓｅｌｆｓｔａｂｉｌｉｓｉｎｇｐｒｏｔｏｃｏｌ 犘１２（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲）） ７ ５ ＜１８９２ １ １２７ ７８４

表３　哲学家就餐问题的限界模型检测与无界模型检测比较
协议 属性 主体个数 界 变元 初始状态全局状态 转换关系

Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犺狌狀犵狉狔→犘１２（（犜狉狌犲）Ｕ（犲犪狋）） ３ ３ ＜４７０ １ 　　９５６ 　　３０４８
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犺狌狀犵狉狔→犘１２（（犜狉狌犲）Ｕ（犲犪狋）） ４ ３ ＜１０１０ １ ９４４０ ４０１２０
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犺狌狀犵狉狔→犘１２（（犜狉狌犲）Ｕ（犲犪狋）） ５ ３ ＜１８６２ １ ９３０６８ ４９４２０
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犺狌狀犵狉狔→犘１２（（犜狉狌犲）Ｕ（犲犪狋）） ６ ３ ＜３０９８ １ ９１７４２４ ５８４８５２４
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犺狌狀犵狉狔→犘１２（（犜狉狌犲）Ｕ（犲犪狋）） ７ ３ ＜４７９０ １ ９０４３４２０ ６７２５９８０８
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犘３４（Ｇ犘４５（Ｆ犲犪狋）） ３ ３ ＜９４０ １ ９５６ ３０４８
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犘３４（Ｇ犘４５（Ｆ犲犪狋）） ４ ３ ＜２０２０ １ ９４４０ ４０１２０
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犘３４（Ｇ犘４５（Ｆ犲犪狋）） ５ ３ ＜３７２４ １ ９３０６８ ４９４２０
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犘３４（Ｇ犘４５（Ｆ犲犪狋）） ６ ３ ＜６１９６ １ ９１７４２４ ５８４８５２４
Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｄｉｎｉｎｇｐｈｉｌｏｓｏｐｈｅｒｓ 犘３４（Ｇ犘４５（Ｆ犲犪狋）） ７ ３ ＜９５８０ １ ９０４３４２０ ６７２５９８０８

表４　犆犛犕犃／犆犃协议的限界模型检测与无界模型检测比较
协议 属性 进程 界 最大退避次数 变元 初始状态 全局状态

ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ３ ０ ＜１０８ １ 　１６０６９
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ３ １ ＜１０８ １ ３４８５５
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ３ ２ ＜１０８ １ ８７３４５
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ３ ３ ＜１０８ １ ２１７０８２
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ３ ４ ＜１０８ １ ５８６２５５
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ３ ５ ＜１０８ １ １７７４０６８
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ３ ６ ＜１０８ １ ５９５８２３３
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ４ ０ ＜１４４ １ １６０６９
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ４ １ ＜１４４ １ ３４８５５
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ４ ２ ＜１４４ １ ８７３４５
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ４ ３ ＜１４４ １ ２１７０８２
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ４ ４ ＜１４４ １ ５８６２５５
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ４ ５ ＜１４４ １ １７７４０６８
ＣＳＭＡ／ＣＡ 犘１（犜狉狌犲Ｕ（狊１＝１２∧狊２＝１２）） ５ ４ ６ ＜１４４ １ ５９５８２３３

　　全局检测算法与限界检测算法状态空间可以显
式表示也可以隐式表示，如符号化技术．因此我们避
开状态空间表示的具体数据结构，从所需遍历的状
态空间规模的角度比较限界检测与全局检测算法对

空间的需求．为此表２～表４同时给出了利用模型
检测工具ＰＲＩＳＭ［２４］计算出的在全局状态空间下每
个实例的初始状态数目，状态的数目以及转换关系
的数目．
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从表２～表４可以看出马尔可夫限界模型检测
具有以下几个方面的特点：

（１）该技术是一种前向搜索技术，不需要访问
所有的空间，且可以快速发现属性成立的证据．

（２）在证据较短的情况下，所需内存空间少于
基于ＭＴＢＤＤ的符号化模型检测技术．

（３）与基于ＭＴＢＤＤ的方法不一样，该技术不
需要对变量进行排序．

６　终止标准的修正
理论上，狊犽狊犽＋１，因此随着界的增长概

率度量会逐渐递增．我们首先以自稳定协议和图３

所示的马尔可夫决策过程犕３为例，研究随着界的增
长概率度量增长的规律．在犕３中验证的属性为
犘５９（Ｆ狉），这里狉∈犔（狊２）∩犔（狊５）∩犔（狊８），狉犔（狊０）
∪犔（狊１）∪犔（狊３）∪犔（狊４）∪犔（狊６）∪犔（狊７）∪犔（狊８）．
图４中实线给出了在主体为３的情况下，概率度量
狆ｍｉｎ狊０，犽（Ｘ犘１２（Ｆ狊狋犪犫犾犲））的递增规律，虚线给出了概
率度量狆ｍｉｎ狊０，犽（Ｆ狉）的递增规律．图４中的两种曲线分
别代表了概率度量增长的典型规律．令狆犻表示界为
犻时得到的概率度量．第１种规律是狆０，狆１，…是从
某点开始的严格递增序列，即存在犼０使得对任意
的犻犼，狆犻＜狆犻＋１，第２种规律是狆０，狆１，…为非严格
递增序列，即对任意的犼０，存在犻犼使得狆犻＝
狆犻＋１．

图３　ＭＤＰ犕３

图４　概率度量增长的规律

终止判断准则１的核心是相连两次概率度量的
差控制在预先设置的范围内时计算过程结束．对于
数值序列狓０，狓１，…，当对任意的自然数犻，｜狓犻＋２－
狓犻＋１｜＜｜狓犻＋１－狓犻｜时准则１是有效的．但是对于
表４中的两个概率度量序列都无效．对自稳定协议，
当界为１时检测过程终止，此时概率度量为０；对于
犕３，当界为３时终止，此时概率度量为１／３．对上述
两个实例，按照准则１得到的近似概率度量与真实
的概率度量误差较大，因此必须对终止标准进行修
正，从而使终止准则适用于图４中的曲线．

修正方案１．比较界连续的多次概率度量之和．
设狀，犽为自然数，在第犽步如果

∑
犽

犼＝犽－狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝－

∑
犽－狀

犼＝犽－２狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝＜ξ，

则检测过程终止．具体过程如判断准则２所示．
判断准则２．ＰＣＴＬ限界模型检测的终止性判

断（以修正方案１为终止标准）．
输入：ＭＤＰ犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔），ＰＣＴＬ路

径公式ψ，预先设置的终止标准ξ，预先设置的计
算步长犿，自然数狀

输出：ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝的近似值
１．计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，０）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝，

ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，１）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝，…，
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，狀）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝；

２．令犽＝２狀－１

３．Ｗｈｉｌｅ∑
犽

犼＝犽－狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝－

∑
犽－狀

犼＝犽－２狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝ξ∧犽犿ｄｏ
｛令犽＝犽＋１，计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝；｝
４．输出ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝．
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在判断准则２中取狀＝２可避免两个测试用例
中的收敛问题．限界检测计算的概率度量序列是非
严格递增的，因此狀的值越大得出的度量越逼近真
实值．这种方案的主要缺点在于需要预先设定狀的
值，而且狀的最佳取值无法确定．

修正方案２．比较概率度量和的比值．
设犽为自然数，在第犽步如果

∑
犽

犼＝犽－狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝

∑
犽－狀

犼＝犽－２狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝

－１＜ξ，

则检测过程终止．具体过程如判断准则３所示．
判断准则３．ＰＣＴＬ限界模型检测（以修正方

案２为终止标准）．
输入：ＭＤＰ犕＝（犛，狊ｉｎ，犃犮狋，犛狋犲狆狊，犃狆，犔），ＰＣＴＬ路

径公式ψ，预先设置的终止标准ξ，预先设置的计
算步长犿，自然数狀

输出：ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝的近似值
１．计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，０）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝，

ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，１）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝，
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，２）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝；

２．令犽＝２狀－１

３．Ｗｈｉｌｅ
∑
犽

犼＝犽－狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝

∑
犽－狀

犼＝犽－２狀＋１
ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犼）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝

－

１ξ∧犽犿ｄｏ
｛令犽＝犽＋１，计算ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝；｝
４．输出ｍｉｎ｛犘狉（狊ｉｎ，ψ，犃犱狏，犽）｜犃犱狏∈犃犱狏犕｝．
判断准则３亦避免了两个测试用例中的收敛问

题，但是狀的取值问题与判断准则２一样．

７　结　论
为了克服模型检测ＭＤＰ中的状态空间爆炸问

题，本文提出了在ＭＤＰ上ＰＣＴＬ的限界检测技术．
在具有马尔可夫性的随机系统模型中，ＭＤＰ的主要
特性在于具有非确定选择描述能力，在具体工作上
本文结合该特性分别研究了概率计算树逻辑的限界
语义、基于概率度量序列演化规律的检测过程终止
判断准则、基于线性方程组求解的限界检测算法．进
一步通过实验，说明了限界模型检测在属性为真的
证据比较短的情况下，能快速验证属性，而且需求的
空间比无界模型检测技术少．未来的主要工作是实
现限界模型检测算法的符号化执行过程，同时挖掘
ＭＤＰ的结构，待验证的属性等因素与终止标准的关
系，为设置一个完备的终止标准奠定基础．
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