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李群机器学习十年研究进展
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（苏州大学计算机科学与技术学院　江苏 苏州　２１５００６）

摘　要　该文主要从３个方面介绍李群机器学习近年来的研究进展．首先，该文将解释为什么采用李群结构进行

数据或特征描述，以此阐明李群机器学习与传统机器学习方法的区别，并且通过李群在人工智能领域的广泛应用

来说明李群表示的普遍性．其次，该文概述了李群机器学习自提出以来的主要学习算法，着重强调最近的一些研究

进展．最后，针对目前的研究现状，该文给出李群机器学习未来的一些研究方向．
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１　引　言

由于真实世界中数据的多样性和复杂性，人们

经常将数据嵌入到流形结构中表示．这使得传统的

基于欧氏空间的机器学习方法变得无效．于是会不

可避免地提出这样的疑问———是否存在某种方法：

既能够利用流形结构表示数据的便捷性，又能够寻

找到相应的可计算模型？对此，流形学习的许多尝试

给出了肯定的答案以及两点启发：（１）可以利用流

形的性质，对传统的基于欧氏空间的机器学习方法

进行修改，使其适用于流形空间；（２）依据流形的结

构，将其映射到欧氏空间中，再运用传统的机器学习

方法处理问题．然而在实际情况中，流形的结构经常

无法把握，可用的流形性质经常也无法确定，寻找流

形到欧氏空间的映射往往十分困难，并且很多时候

仍需要寻找另一个映射将欧氏空间的计算结果映射

回流形空间中．这些问题无疑都大大增加了实际操

作中的难度．一个不错的选择是寻找某种特定的流

形：一方面，它能够自然地对数据或其特征进行表示；

另一方面，它具有许多优良的性质能为计算所用．

李群既是一个群，又是一个微分流形，能够在群



操作下保持光滑结构．近年来，李群不再局限于数学

领域的理论研究，这类连续变换群也被许多计算机

领域的学者所熟知．在这样的背景下，文献［１２］将

李群表示与机器学习算法结合起来，提出了李群机

器学习的理论框架．自２００４年提出至今，李群机器

学习已经走过了十年的历程，相继出版了两本著

作［３４］．为了方便同行们快速的了解相关内容，本文

首先介绍李群机器学习的概念，阐述为什么选择李

群来研究机器学习．其次，本文给出了目前李群机器

学习的主要研究成果并重点介绍一些典型的代表性

工作．最后，分析并讨论李群机器学习未来的研究方

向与发展趋势．

２　李群机器学习的概念

１９世纪后期，挪威数学家索菲斯·李为连续变

换群奠定了理论基础，随后这类群被后人命名为李

群．在数学中，李群是一个群，同时也是一个微分流

形，具有在群操作下保持光滑结构的性质．李群是一

类光滑流形，因此能够利用微积分对其进行研究．此

外，李群理论的核心思想之一是用李群的线性化版

本来替换全局目标李群，这类局部或者线性化表示被

索菲斯·李叫做无穷小群，也即后人所称的李代数．

定义１．　设犌是一个非空集合，满足：

（１）犌是一个群；

（２）犌也是一个微分流形；

（３）群的运算是可微的，即由犌×犌到犌 的映射

（犵１，犵２）!犵１犵
－１
２ 是可微的映射．

则称犌是一个李群（Ｌｉｅｇｒｏｕｐ）．

李群机器学习与传统机器学习方法的不同是李

群机器学习采用李群结构对数据或特征进行表示并

利用群作用来处理对数据的操作．微分流形的几何

性质可以用来便捷地描述数据，群的代数性质能够

提供具体的求解方案，这使得李群机器学习的思想

得以形成．

定义２．　李群机器学习．一般用犌表示输入空

间，犕 表示输出空间．令犌犚
犇，犕犚

犱，犇＞犱，借

用李群的定义将犌对犕 的左作用可用如下映射

表示：

：犌×犕 →犕，

满足：

（１）对于所有的狓∈犕，（犲，狓）＝狓；

（２）对于所有的犵，犺∈犌和狓∈犕，（犵，（犺，狓））＝

（犵犺，狓）．

犌对犕 的右作用可用如下映射ψ表示：

ψ：犕×犌→犕，

满足：

（１）对于所有的狓∈犕，ψ（狓，犲）＝狓；

（２）对于所有的犵，犺∈犌和狓∈犕，ψ（ψ（狓，犵），犺）＝

ψ（狓，犵犺）．

相对于其他流形而言，李群是被研究得比较深

入且被运用得比较多的可微流形．为此，接下来用总

结的如下３种原因来解释为什么选择李群结合机器

学习任务．

２１　李群是变换的自然表示

许多模式识别的任务依赖于数据在变换下的不

变性问题．因此，在实际应用中经常需要用到“变换”

这一概念，例如图像不变性、刚体运动估计等．当需

要描述的是变换本身时，所涉及的操作是变换的结

合而不是单纯的对变换进行加法或数乘．因此直观

上能够理解：采用群这种代数结构来表示变换要比

线性空间更加合适．

另一方面，群的概念也能够帮助理解群与不变

性的关系：如果图像的两个变换都保持一个不变特

征，那么很明显这两个变换的合成也不会改变这个

特征．因此任意两个这样变换的合成也包含在保持

特征不变性的变换集合中．单位变换（不做任何变

换）显然能够保持特征，并且任意变换的逆变换也存

在于这个集合中．这些都与群的概念一一对应，因此

采用群结构表示变换是合适的，从而能够将原始问

题转化为寻找相关变换群的问题．

群结构和群作用可以保证在实际应用中方便地

表示变换．可以说，李群是变换空间的一种自然表示．

２２　李群与李代数能够相互转换

机器学习方法的性能在很大程度上依赖于数据

或特征的表示．采用李群对数据表示所面临的一个

问题是：传统的基于向量空间的机器学习方法变得

无效．

李代数是描述无穷小变换（比如十分小角度的

旋转）时用到的代数结构．李的基本定理描述了李群

与李代数之间的关系．李代数是李群在单位元处的

切空间，它能够完全捕获李群的局部结构．通常，可

以将李代数中的元素看作是李群中无限接近于单位

元的李群元素．有了李代数的概念，李群能够被看

作是局部拓扑等价于向量空间，这使得移植传统

的基于向量空间（线性空间）的模型和算法到李空

间变得可能．

李群和李代数之间的相互转换，使得许多非线

性空间问题能够利用李群表示成李代数结构，形成

线性空间，这就为非线性问题的线性化表示找到了
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新途径．除了利用其线性特性构建统计模型之外，李

代数还允许沿着李群流形上两点间的最短路径（测

地线）引导物体，并且对变换能够给出自然的参数化

表示．

２３　矩阵群属于李群

在模式识别的诸多应用中，尤其是在计算机视

觉领域中，经常采用矩阵来存储数据或表示特征．非

奇异实方阵在矩阵乘法下构成一般线性群，一般线

性群的所有子群构成矩阵群，并且矩阵群具有李群

结构．所以诸如仿射群、旋转群、协方差矩阵群这种

在人工智能中常见的矩阵群都属于李群．

值得一提的是，虽然矩阵群是李群，然而并非所

有的李群都是矩阵群．可以说在众多李群中运用得

最为广泛的是矩阵群．

３　李群机器学习模型

为了巩固与完善李群机器学习的理论基础，文

献［５７］给出了李群机器学习的４个假设公理与两

种学习模型，即几何模型与代数模型．李群机器学习

的几何模型利用李群微分流形的性质，致力于学习

系统的表示与度量；李群机器学习的代数模型利用

李群和李代数之间的相互转换，将向量空间的算法

拓展到流形空间．

依据两种学习模型，可以概括李群机器学习算

法的一些基本思路：一方面，可以利用李群的几何性

质来设计算法，包括李群的表示与度量、拓扑性质、

流形学习等；另一方面，可以将李群映射到李代数空

间，从而能够移植传统的基于向量空间的算法．

３１　基于李群的表示

李群机器学习利用机器学习方法处理具有李群

结构的数据．然而，并不是所有特征都自然地具备李

群结构．若要应用基于李群的机器学习方法，首先要

做的是构造有效的李群特征．

在动态场景中经常会遇到各种各样的变换．这

些变换矩阵在矩阵乘法的作用下往往构成一般线性

群的某个子群，而这些子群属于李群，因此这些变换

特征具有李群结构．如文献［８］总结了常见的的仿射

群犌犃（２）、旋转群犛犗（３）、特殊欧氏群犛犈（３）、特殊

线性群犛犔（３）等李子群在计算机领域中的应用．

有时在静态场景中也可以利用目标对象到标准

模板的变换矩阵，构造李群特征．例如文献［９］为停

车场俯视照片中的车辆构建利用旋转角度和缩放比

例作为参数的辐条模型，通过建立每个车辆实例到

基准车辆的变换构造李群特征并将该变换特征应用

在车辆分类问题中．

协方差矩阵作为一种正定对称矩阵，能够满足矩

阵群的要求，因此是构建李群的另一种方式．文献［１０］

提出了一种区域协方差特征并将其应用在模板跟踪

中．这种特征不仅维数低、可融合多种相关特征而且

具有一定程度的旋转和比例不变性．

３２　李群度量

在李群表示的基础上，遇到的第１个问题就是

向量空间的计算不再适用，典型的如李群流形上两

点间的距离不能直接用欧氏距离来表示．为此，针对

李群流形上的度量问题衍生了一些李群机器学习

算法．

流形上两点之间具有最短距离的曲线叫做测地

线，它定义了流形上的度量．因此，文献［１１］在给出

李群机器学习模型的同时也给出了相应的等距变换

算法和测地线距离算法．

算法１． 李 群 机 器 学 习 的 等 距 变 换 算 法

（ＩｓｏｍｅｔｒｉｃＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＩｓｏＴ）．

输入：样本集犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀∈犚
犇｝

输出：犢＝｛狔１，狔２，…，狔狀∈犚
犱｝，犱＜犇

１．令输入样本集为犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀∈犚
犇｝，犡满足李

群结构．

２．在犡的李代数犵上取定一个在自同构犃犱（犌）的作

用下的不变内积：〈犃犱（犵）狓１，犃犱（犵）狓２〉＝〈狓１，狓２〉，狓１，狓２∈

犵，犵∈犌．

３．取定一组标准正交基｛狓犻：１犻狀｝，〈狓犻，狓犼〉＝δ犻犼．用

左平移把｛狓犻：１犻狀｝分别张成犡 上左不变向量场，记为

狓犻，即建立起黎曼空间结构．

４．在这个黎曼空间上，对犡 进行左（或右）平移线性变

换，即构成了对样本集的等距映射：犡→犢，犢＝｛狔１，狔２，…，

狔狀∈犚
犱｝，犱＜犇．

算法２． 李群机器学习的测地线距离算法

（ＧｅｏｍｅｔｒｉｃＤｉｓｔａｎｃｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧｅｏＤ）．

输入：样本点犪

输出：在犪的坐标邻域内的所有点与犪的距离

１．生成样本点犪的邻域犝犪．

２．分析犪邻域内信息，在样本集中的单位点上取一个

自同构作用下不变的内积犵犻，犼（犪），计算犵犻，犼（犪）的值．

３．将所得犵犻，犼（犪）的值，代入

犇（犪，犫）＝ ∑
狀

犻，犼＝１

犵犻，犼（犪）（犪犻－犫犻）（犪犼－犫犼槡 ）

中，计算犝犪中每一点与犪之间的距离．

４．输出所有距离值（通常距离值越小表示与要学习的

目标结果越相近）．

　　在上面的算法中，犜犪（犕）表示犕 在点犪处的切

空间．如果狓：犝→犚
犇是点犪处的坐标系，



狓（ ）
犻

是点

犪处关于狓犻的方向向量， ｛那么 

狓（ ）
１

， 

狓（ ）
２

，…，
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

狓（ ）｝狀

就是切空间犜犪（犕）的坐标基．定义内积

犵犻，犼（犪）＝


狓（ ）
犻

， 

狓（ ）
犼

为犝 上的一个可微函数，

那么切空间上犪点与犫点之间的距离为犇（犪，犫）＝

∑
狀

犻，犼＝１

犵犻，犼（犪）（犪犻－犫犻）（犪犼－犫犼槡
）．

实际上，算法２给出了一种通用的计算测地线

距离的方法．而在实际应用中，更为常见的计算李群

中任意两个元素狓１，狓２之间的距离可以用下面的公

式，其中 · 表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．

犱（狓１，狓２）＝ ｌｏｇ（狓－
１
１狓２） （１）

　　对于矩阵李群来说，式（１）· 内的部分可以

用ＢａｋｅｒＣａｍｐｂｅｌｌＨａｕｓｄｏｒｆｆ（ＢＣＨ）展开公式中的

前两项之和－ｌｏｇ（狓１）＋ｌｏｇ（狓２）近似得到．

３３　李群与李代数的相互映射

李群与李代数之间的映射关系是通过指数映射

以及对数映射来完成的．

若要将李群元素映射到相应的李代数向量空

间，则需要通过对数映射ｌｏｇ：犌→犵：

ｌｏｇ（狓）＝∑
∞

犻＝０

（－１）
犻－１

犻
（狓－犲）

犻 （２）

其中狓表示李群元素．

若要将李代数元素映射到李群空间中，则需要

通过指数映射ｅｘｐ：犵→犌：

ｅｘｐ（犿）＝∑
∞

犻＝０

１

犻！
犿犻 （３）

其中犿表示李代数元素．

利用李群对应的李代数元素狏∈犵，可以唯一确

定李群流形上的一条测地线：

犎狏  ｛ｅｘｐ（狋狏）∈犌，狋∈犚｝ （４）

从表达式看出，测地线是李群犌上的一个单参数子

群．通过取定狋的某个值，就能够确定测地线上的某

个群元素．

４　李群机器学习的相关算法

上面简要介绍了李群机器学习模型涉及的３个

方面，接下来对目前主要的研究进展进行分析、概括

与总结．

许多机器学习方法希望从数据中找到某种规

律，构建模型并对新样本进行预测．因此，机器学习

方法常常被用来完成模式识别的任务．当面临的数

据具有李群结构时，人们有时仍然希望能够运用机

器学习的方法学习数据的类别信息．从现有的研究

成果来看，用于分类的李群机器学习算法，依照算法

不同的设计思路大致可以分为两类：第１类是移植

基于向量空间的机器学习算法，将其基本思想运用

到具有李群结构的数据中；第２类是构造具有分类

效果的代数或几何结构，通过结构特性将数据划分

开．下面先介绍一个典型的改造向量空间机器学习

方法的分类算法．

４１　李群均值学习算法

一个简单的李群分类器的思想是先计算出训练

样本中各个类别的内均值，然后通过比较未知样本

与各个均值点之间测地线的距离来确定新样本的类

别属性．内均值要求计算出的均值点仍然位于流形

结构上，相对于利用欧氏距离计算出的均值点，内均

值更能反映流形的真实结构、体现同类样本的共性，

因而能够提供更加准确的分类信息．基于内均值分

类的思想，文献［９］设计了一个简单的李群分类器，

将具有最短李距离的均值点的类别赋给未知的车

辆实例，在为停车场俯视照片的车辆分类中取得了

非常好的效果．当然，也可以再进一步设计一些基于

李群度量的分类算法，比如基于李群的犓ＮＮ算法、

犓Ｍｅａｎｓ算法等．

如果遇到的问题不再仅仅是空间的度量问题，

而是希望能够运用一些基于欧氏空间的机器学习算

法时，则需要寻找某种方式使得传统方法能够适用．

利用李群和李代数之间的转换关系，可以考虑首先

经过对数映射将样本投影到李代数的向量空间，然

后在这个局部的线性空间上施加传统的机器学习方

法；在学习到李代数参数后，再通过指数映射将数据

映射回李群空间．这里给出一个典型的利用李群李

代数相互转换解决李群样本分类问题的实例．

文献［１２］借鉴线性判别分析的思想，在李群流

形上寻找一条测地线，将所有样本向这条测地线上

投影，使得数据集类间散度和类内散度的比值最大

化．李群对应的李代数生成元可通过单参数的指数

映射犚!犌：ｅｘｐ（狋狏），狋∈犚，狏∈犵生成李群流形上的

一条测地线．李群样本点到测地线的投影被定义成

测地线上与样本点距离最近的李群元素，该距离通

过流形上的测地线距离来计算．文章中，作者给出的

寻找ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ投影测地线的算法如算法３．

算法３．　求ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ投影测地线算法（Ｌｉｅ

ＦｉｓｈｅｒＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ）．

输入：｛犕犻犼｝
犼＝１，…，狀犻
犻＝１，…，犮 ∈犌，犕犻犼表示第犻类别的第犼个样

本，狀犻表示第犻个分类中训练样本的个数，一共有

犮个分类

输出：ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ投影测地线犎狏对应的李代数狏
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１．对每一个李群样本犕犻犼去做李代数映射：狓犻犼＝ｌｏｇ（犕犻犼）．

２．计算每类新样本的均值：μ犻＝
１

狀犻∑

狀
犻

犼＝１

狓犻犼，犻＝１，２，…，犮

以及总体均值：μ＝
１

狀∑
犮

犻＝１
∑

狀
犻

犼＝１

狓犻犼，犻＝１，２，…，犮．

３．计算犛犫和犛狑：犛犫＝∑
犮

犻＝１

狀犻（μ犻－μ）（μ犻－μ）
Ｔ，犛狑 ＝

∑
犮

犻＝１
∑

狀
犻

犼＝１

（狓犻犼－μ犻）（狓犻犼－μ犻）
Ｔ．

４．求解犛犫狏＝λ犛狑狏，得到的狏即可按ｅｘｐ（狋狏），狋∈犚生

成ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ的测地线犎狏．

算法中犛犫和犛狑分别代表类间散度矩阵和类内

散度矩阵，Ｆｉｓｈｅｒ的判别函数希望找到某个最佳的

投影方向，使得样本在该方向上投影后能够具有最

大的类间离散度和最小的类内离散度．一个自然的想

法是在李群空间中推导出判别函数，为此文献［１２］

给出了表达式：

犑（狏）≈
∑
犮

犻＝１

狀犻· ｌｏｇ（珘μ犻）－ｌｏｇ（珘μ）
２

∑
犮

犻＝１
∑

狀犻

犼＝１

ｌｏｇ（狔犻犼）－ｌｏｇ（珘μ犻）
２

（５）

但是对于犑（狏），不能得到显示的解析表达式，求解

过程十分困难．于是，作者对每一个李群样本做对数

映射，然后利用向量空间中求取平均值的方法计算

新样本集的总体均值及各个类别的样本均值．有了

这两个计算结果之后，就可以利用标准的Ｆｉｓｈｅｒ方

法得到类间散度矩阵和类内散度矩阵．通过求取特征

方程能够求得测地线的李代数生成元，再依照式（４）

就可以算得用于最佳分类的那条投影测地线．接下

来需要做的就是求取每一类训练样本在李代数空间

中向狏方向投影后所得的均值，然后通过比较测试

样本和各个均值之间的距离来确定新样本犜 所属

的类别信息．判别过程可形式化为下面的表达式：

犻＝ａｒｇｍｉｎ
犻＝１，２，…，犮

狏Ｔｌｏｇ（犜）－珘μ犻 （６）

其中，犮代表类别的数量，珘μ犻表示各类样本的均值．

算法的求解过程从一开始就将李群空间的样本

映射到李代数空间中，依据李代数向量空间的性质，

可以对映射后的样本运用标准的线性判别分析算

法．由于除了映射的过程，后续的计算都是在线性空

间中完成的，因此整个算法的效率较高，计算速度

快．特别是当数据构成的李群流形几何结构越平坦、

越接近于超平面时，算法的精确度越高．除此之外，

利用李代数向量空间的欧氏距离表示样本之间的差

异还更加适用于低维的李群样本，这也是由于高维

样本均值计算误差增大造成的．

因此，针对高维的、局部邻域内流形分布不平坦

的数据集，可以考虑先在李群空间中求取总体样本

的均值以及各类别的均值，然后再将结果映射到李

代数空间进而计算狏．其中，利用μ
－１

μ犻可以表示从

每类均值中除去总体均值，用μ
－１
犻 犕犻犼表示从第犻类

某个样本中去掉类内的均值．计算完成后将结果映

射回李代数空间求取Ｆｉｓｈｅｒ的判别函数．由于利用

流形测地线计算的内均值更能反应一类样本的共

性，因此这样的做法可以提高高维李群样本的分类

精度．当然，相对而言在计算方面的开销将会增大．

值得说明的是，这里将李群映射到李代数并运

用向量空间的方法是可行的，这样的思想在无监督

的聚类算法中同样适用并且在相应的文献中也给出

了一定的理论证明．例如文献［１３］提出了一个适用

于任何解析流形的 ｍｅａｎｓｈｉｆｔ算法，并以格拉斯曼

流形、李群为例，详细地给出了在这两种解析流形上

ＭｅａｎＳｈｉｆｔ算法的推导过程．

文献［１２１３］给出了设计李群机器学习算法的

一种思路，当在原始的李群空间中计算或求解遇到

困难时，可以转而映射到相应的李代数空间，这样，

线性空间的计算或许能够找到另一种解决途径．而

这时，李群的优势也就更加显现出来了，因为李群和

李代数之间是能够通过对数和指数映射进行自由转

换的．

４２　李群半监督学习算法

与其他流形相比，李群的特殊之处是李群与李

代数之间的关系．李群的基本定理给出了李代数是

李群在单位元处的切空间．任意一个李代数存在一

个与之对应的连通李群，任意两个具有相同李代数

的李群是局部同构的．在实矩阵的例子中，李代数包

括那些使得ｅｘｐ（狋犡）∈犌成立的矩阵犡，其中狋∈犚，

ｅｘｐ表示指数映射．这意味着可以将具有李群结构

的数据方便地映射为李代数的形式．而作为李群上的

一种局部切空间，李代数具有向量空间的性质．有了

这样的前提，将李代数与传统的监督学习、半监督学

习方法结合起来能够有效地解决李群空间上的问题．

半监督学习问题通常需要解决一类监督学习的

任务，但是训练过程经常利用大量的无标签样本以

及少量的有标签样本作为辅助．李群上的半监督学

习问题可以描述为存在某个样本数量为狀＝犾＋犽的

李群数据集犌＝｛狓犻｜狓犻∈犚
犇，１犻犾＋犽｝，其中犇

表示样本维数，犔＝｛（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓犾，狔犾）｝

表示少量的有标签李群样本，犝＝｛狓犾＋１，狓犾＋２，…，

狓犾＋犽｝表示大量无标签李群样本，即满足犾犽．依据

经验的观察，人们发现无标签的数据在结合少量有标

签数据之后，学习的准确率能够得到相当大的改进．
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在这样的研究目的下，文献［１４］将半监督的思想引

入李群数据集上，设计出相应的李群半监督模型．

为了能够利用无标签的李群样本，需要对数据

的潜在分布做一定的结构假设．李群的微分流形性

质决定了在半监督学习任务中需要用到平滑假设以

及流形假设：平滑假设是指通常认为相互邻近的点

具有相同的标签；而流形假设意味着相比于输入空

间来说，数据往往存在于某个维数低得多的流形上．

平滑假设在一定程度上反映了这样一条性质，即相

互聚集的点能够形成相同的类别归属，以此尽可能

地简化分界边线．流形假设则使得利用无标签数据

流形上的距离与密度能够帮助整个学习进程．

在假设的基础上，文献［１５］利用李群流形上的

几何距离（测地线距离）设计基于几何结构的李群半

监督学习模型．此外，为了扩展模型以适用于向量空

间的半监督学习算法，作者将李群映射到以单参数

子群形式存在的李代数空间，设计基于代数结构的

李群半监督学习模型．

针对李群设计的半监督方法能够对构形空间是

李群的数据进行方便地处理．例如，某些医药应用中

的药分子特征空间构成李群结构．在监督学习任务

中获得大量有标签的数据通常是十分费力的事，有

时还需要具有一定经验的专家参与．例如在药物的

测定工作中，需要聘请专业的人员对药物分子的活

性进行测定．并且在多数情况下，存在大量未被测定

的药物分子．这时选用半监督学习的方式不仅能够

节约时间与成本，还能在一定程度上保证测定的准

确率．传统的学习方法由于受到数据集所在空间的

限制不能够提供准确的预测信息．因此，将李群半监

督算法应用在药物活性预测中不仅解决了样本的分

布问题，而且利用未测定数据提高模型精度，能够在

很大程度上减少药物测定的工作成本．

４３　李群覆盖学习算法

利用李代数解决李群机器学习问题的思路是将

李群流形上的数据映射到向量空间中以使得李群机

器学习的适用性更加广泛．另一种李群机器学习的

解决思路是希望利用李群结构的某些性质，在此之

上设计适用的学习算法．有别于改造传统的模式识

别方法，这一类用于分类的李群机器学习算法考虑

在数据集上构造具有分类性能的结构．例如，寻找原

有数据中的某种同构关系暗含了一定的分类信息．

群论中规定了两个同构的群具有相同的性质．

文献［１６］就利用了李群与其覆盖群局域同构的性

质，将同类样本采用相同的覆盖群表示，从而将不同

类别的样本区分开．在这样的问题中，核心的问题是

寻找李群相应的覆盖群．多连通的李群空间必定存

在某个同态的、单连通的简单李群与之对应，这个简

单李群被称为原李群的一个覆盖群．原李群与其覆

盖群之间的映射是一个连续的群同态，被称作覆盖

同态．

覆盖是研究代数几何的重要工具，其思想在机

器学习领域已经得到了广泛的应用．文献［１６１７］

利用李群特殊的代数几何结构，给出了李群机器学习

的单连通覆盖算法和多连通覆盖算法，并将其应用在

药物分子设计中，验证了算法的有效性和优越性．

在数学中，覆盖群是定义在拓扑群上的一个覆

盖空间，这个覆盖空间要构成一个拓扑群并且满足

到原拓扑群的映射是一个覆盖同态．并且如果拓扑

群犎 是拓扑群犌 的一个覆盖群，那么犎 与犌 局部

同构．作为拓扑群的特例，李群继承覆盖群的所有性

质．尤其是对于流形结构，流形的每个覆盖仍然是一

个流形，并且在流形上覆盖同态变成了一个光滑映

射．李群作为一个微分流形，李群犌与其覆盖群是

局部同构的，当且仅当犌本身为单连通李群时，犳为

同构．作为单位元处的切空间，李代数还能够辅助李

群寻找其覆盖空间．这是因为两个李群是局部同构

的当且仅当它们的李代数是同构的．这意味着两个

李群之间的映射是覆盖同态当且仅当李代数上的诱

导映射是同构映射．

除此之外，连通李群犌必有连通且单连通的覆

盖群（珟犌，犳），称为犌的通用覆盖群．为了简化问题且

保证引入的覆盖群仍然是一个李群，需要将研究的

范围限制在连通李群中并且引入通用覆盖的概念．

连通李群上的覆盖空间存在这样的性质：一个连通

李群的通用覆盖仍然是一个李群．事实上，微分流形

的任意一个覆盖都是微分流形，但是通过指定通用

覆盖保证了李群的群结构．

算法４． 求连通李群的通用覆盖群算法（Ｕｎｉ

ｖｅｒｓａｌＣｏｖｅｒｉｎｇＧｒｏｕｐＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＵＣＧ）．

输入：连通李群犌

输出：犌的通用覆盖群，覆盖映射犳

１．取定单位标架（犝，φ）．从犝 出发可以构造点集

∪
∞

犿＝１

（犝×犝×…×
烉烇 烋

犝

犿

）．

２．取此点集中的元素（狌１，狌２，…，狌犿）和（狏１，狏２，…，狏狆），

狌，狏，狌狏∈犝．根据（狌，狏）＝狌狏这种规则，对（狌１，狌２，…，狌犿）进

行有限步变化，检查是否可以变为（狏１，狏２，…，狏狆）．

３．将符合等价条件的元素的等价类记为（狌１，狌２，…，

狌犿）．继续选择其他元素；将所有符合等价关系的等价类构

成集合珟犌．

４．在等价类集合和（狌１，狌２，…，狌犿）之间建立覆盖映射
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犳：（狌１，狌２，…，狌犿）→狌１狌２…狌犿，则（珟犌，犳）即为犌的覆盖群．

对于每一个李代数，存在唯一一个与之对应的

单连通李群．那么，一个连通李群犌的通用覆盖群

是唯一的一个单连通李群犎，满足 犎 与犌 的李代

数相同．由于同构的群具有相似的性质，因此可以认

为具有相同覆盖群的李群样本共享相同的标签．连

通性是主要的拓扑性质之一，可以用来区分两个不

同的拓扑空间．一个更强的概念是道路连通空间，在

这个空间中任意两个点能够通过一条路径连接起

来．在此基础上，文献［１６］给出单连通覆盖算法．

算法５．　李群机器学习的单连通覆盖算法

（Ｓｉｍｐｌｙ Ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ Ｃｏｖｅｒｉｎｇ Ｇｒｏｕｐ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，

ＳＣＣＧ）．

设定样本集为犇＝｛狓犻｜狓犻＝（狓
犻，狔

犻），犻＝１，２…，狀｝，狓犻

表示样本的特征值集合，狔
犻表示样本特征值对应的权值．所

有的样本构成一个特征空间，它嵌套在一个微分流形结构

中，也就构成了一个简单李群，每个样本点表示群中的一个

元素．

输入：样本集犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀∈犚
犇｝

输出：相同类别的样本

１．令输入样本集犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀∈犚
犇｝，犡满足李群

结构．

２．利用求覆盖群算法，得到其覆盖群和覆盖映射．

３．求解覆盖群的生成元和结构常数．

４．对于新样本，通过覆盖映射将其映射到覆盖群上，判

断该点到覆盖群的单位元之间是否存在一条通路，并且通路

是否同伦于０．

５．若符合条件，则表明新样本是符合输出的，同时将

新样本的道路加入到覆盖群的类集，调整覆盖映射的操作

算子θ．

６．若不符合条件，则此样本不属于要学习的目标结果．

７．实例测试．

在单连通覆盖算法中，一个拓扑空间犡 中，点

狓到点狔的路径被定义成单位区间［０，１］到犡 上的

一个连续函数犳，其中犳（０）＝狓，犳（１）＝狔．一个非空

拓扑空间的极大连通子集称作该空间的连通分支．

一个拓扑空间犡的连通分支构成了对犡 的一个划

分．划分的概念要求集合是非空的，并且集合之间是

不相交的，集合的并集是整个空间．又由于集合的一

个划分能够唯一确定一组等价类，这就为分类提供

了基础．如果对于每一个有效的分块，都采用对应的

覆盖群表示，则可以得到另一类多连通覆盖算法．在

文献［１６］中，作者在多连通李群群空间分割算法的

基础上运用多连通覆盖算法并且给出了相应的应用

实例．

求解覆盖群的过程是相对复杂的，这说明利用

覆盖群的思想做分类问题具有一定的适用范围．李

群的性质在很大程度上都与空间的连通度有关．当

李群的群空间是多连通的时候，需要利用多值表示，

这对问题的分析与求解都是不利的．因此，在遇到连

通李群的问题时，可以利用李群与其覆盖群的局部

同构关系，不仅可以保持李群流形的拓扑性质，还可

以将寻找与李群局部同构的覆盖群问题转化为求解

同构的李代数问题并且与在通用覆盖的情况下所求

的李代数相同．对于几何性质不太复杂的李群特征，

建议采用移植算法的思想．针对一些结构特性较为

突出的例子，可以通过寻找数据间的覆盖关系获取

一定的分类信息．例如在文献［１７］中，作者给出了李

群覆盖算法的一个应用实例，将学习算法引入到药

物分子设计领域中，进而研究药物构效关系模型和

分子对接模型．

４４　同调边缘学习算法

李群机器学习的优势之一就是集成了代数结构

和几何结构，在利用结构特性的模式识别算法中，除

了可以构造像覆盖群这样的代数结构也可以从另一

个角度思考利用微分流形的一些几何结构．比如，存

在另一类基于李群的分类算法是利用特征空间的拓

扑性质来设计的．例如，拓扑不变性可用来有效地保

持流形内部结构的几何特征，依据对象是否在空间

中同胚可以为对象进行分类．

文献［１８２０］利用同胚的可剖空间与相同维数

同调群同构，设计出了同调边缘学习算法．算法的主

要思想是：若能够找到两个可剖空间在某一维数的

同调群不同构，则可以推断出这两个拓扑空间不同

胚．所以同调群构成了判别两个可剖分空间不同胚

的一个工具．又由于同调论是边缘划分的有效方法

之一，因此作者引用同调代数的方法从机器学习的

角度来研究数据的边缘分类问题．

当然，除了从同胚的角度考虑分类问题，由于同

胚的空间必是同伦等价的，所以可以考虑将同胚的

概念推广到同伦等价上．依据拓扑空间的同伦等价

关系可将拓扑空间进行分类．同一类拓扑空间具有

相同的伦型，不同类拓扑空间具有不同伦型，以此可

将拓扑分类拓展成同伦等价分类．

４５　李群深层结构学习算法

深层结构通常是指将多层非线性的单层模块堆

叠起来的学习模型，这些单层模块可以以概率图的

形式存在，也可以是具有单个隐藏层的神经网络，并

且依据不同的情形可以选择不同的激活函数．相比

于浅层模型来说，深层结构能够以一种更紧凑的方

式表征十分复杂的函数，并且通常用相对不大的参

数规模就可以捕获输入空间多样的配置信息．
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针对数据的复杂性和图像结构特征的不变性，

文献［２１２２］在深层结构中嵌入李群半监督学习、李

群逐层学习以及李群启发式学习，给出了李群深层

结构学习算法．

在李群深层结构学习算法中，核心的问题是数

据的深层表示．在数据本身以流形形式存在的前提

下，作者将输入空间划分成由多个子流形组成．每一

个子流形特征化输入数据的某个有效部件．将子流

形作为深层结构中的每一层单层模块堆叠起来，可

以得到刻画输入的整体模型．在识别阶段，每一层都

为最后的分类贡献一定的判别信息，综合各个部件

的识别结果，能够反映输入数据的整体描述．

该深层结构学习算法与现在流行的深度学习方

法有一定的不同．深度学习希望通过特征学习对高

层次抽象的特征进行建模．而这里的深层结构强调

将样本逐层分结构进行比较．这样分结构比较的原

因是因为相同个体不同结构之间的差异性要远远大

于不同个体同一结构之间的差异性．就好比人与人

之间眼睛的相似度总是大于同一个人眼睛和鼻子的

相似度．因此，将一个整体划分为有一定语义的结

构，分别相应地进行比较，对于分类任务而言是一种

十分有效的方式．当然，对于深度学习的思想，也可

以借鉴其特征学习的方式，设计一些李群机器学习

的算法．对于已有的初步想法将在最后的展望部分

进行描述．

４６　犉犻狀狊犾犲狉几何学习算法

在微分几何中，Ｆｉｎｓｌｅｒ流形被定义成一个微分

流形犕连同定义在犕切丛上的Ｆｉｎｓｌｅｒ函数犉，使得

对于每一个切向量狏，犉满足平滑性（ｓｍｏｏｔｈｎｅｓｓ）、

正定性（ｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｉｔｅｎｅｓｓ）、齐次性（ｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ）

以及次可加性（ｓｕｂａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ）．Ｆｉｎｓｌｅｒ几何将Ｆｉｎｓｌｅｒ

流形作为其研究的主要目标，它非平凡地推广了

黎曼流形，并采用比黎曼度量更具有一般结构的

Ｆｉｎｓｌｅｒ度量作为度量准则．

文献［２３２４］将Ｆｉｎｓｌｅｒ度量替换传统犓 近邻

分类（犓ＮｅａｒｅｓｔＮｅｉｇｈｂｏｒ，犓ＮＮ）算法中基于欧氏

距离的度量，得到基于Ｆｉｎｓｌｅｒ度量的犓ＮＮ改进算

法．常见的黎曼几何利用黎曼度量研究黎曼流形与

光滑流形，它将欧氏几何扩展到不一定是平坦的空

间中，但是在每一点的无穷小处仍然与欧氏空间相

似．Ｆｉｎｓｌｅｒ几何是一类泛化了黎曼几何的伪黎曼几

何（ｐｓｅｕｄｏＲｉｅｍａｎｎｉａｎｇｅｏｍｅｔｒｙ），在这个结构中的

度量张量不必是正定的．对于流形犕 上的Ｆｉｎｓｌｅｒ结

构被定义成这样一个函数犉：犜犕→［０，∞），犜犕 表

示流形犕 上的切丛，使得犉在犜犕－｛０｝上是无限

可微的，对于犜犕 上的所有狓，狔满足犉（狓，犿狔）＝

｜犿｜犉（狓，狔）并且犉
２的垂直 Ｈｅｓｓｉａｎ是正定的．作者

利用实验，将Ｆｉｎｓｌｅｒ度量引入到非欧氏的输入空间

中，Ｆｉｎｓｌｅｒ度量对于分类的有效性得到了验证．

除此之外，Ｆｉｎｓｌｅｒ度量在多流形数据集上得到

进一步扩展，形成了Ｆｉｎｓｌｅｒ几何学习模型
［２４］．在该

学习模型中，首先需要将多流形的结构划分成单个

子流形的集合．文献［２４］采用基于中心点的数据集

划分方法，预先确定好中心点的个数，然后将每个数

据点划分到最近中心点所代表的类别区域中．为了

避免维数灾难的问题，对划分好的每个子流形还需

做一定的降维处理．接下来，需要利用Ｆｉｎｓｌｅｒ度量

依据数据集的分布构造相应的邻接图．在邻接图的

基础上求出各个子流形中心点间的最短图路径与低

维嵌入表示．最后的目标函数是尽量最大化各个子

流形中心点之间的Ｆｉｎｓｌｅｒ距离，并且保持各个划分

开的子流形内部相对紧密，最大限度地降低局部结

构的信息丢失．

４７　李群机器学习的辛群学习算法

在基于结构特性的分类方法中，除了构造数据

间的分类结构，还可以利用数据本身所特有的结构

帮助分类．矩阵群作为一类特殊的李群，由于它的集

合元素是矩阵并且具有方便可计算的李群李代数映

射公式，使得它在实际运用中十分常见．在矩阵群

中，还可以细分出许多各具特色的群，比如酉群、辛

群等．许多李群机器学习算法将这些特殊的群运用

在了分类任务中，达到了良好的效果．

辛群作为一个典型的李子群，已经被广泛地应

用于动力学领域中．文献［２５２６］则从机器学习的角

度将辛群应用在计算机视觉中，设计基于辛矩阵的

分类器并将其应用在人脸识别等模式识别的过

程中．

定义在域犉上的辛群通常具有形式犛狆（２狀，犉），

它由２狀×２狀的辛矩阵在矩阵乘法下构成，其中矩阵

元素属于犉，矩阵乘法代表群操作．辛矩阵是一个

２狀×２狀的矩阵犕，满足 犕Ｔ
Ω犕＝Ω，犕

Ｔ表示 犕 矩

阵的转置，Ω是一个固定的２狀×２狀的非奇异、斜对

称矩阵．在文献［２５２６］涉及的实际应用中，总是令

限定域犉为实数域犚．由于每个辛矩阵的行列式值

为１，因此实数范围内的辛矩阵在矩阵乘法下构成

了特殊线性群犛犔（２狀，犚）的一个子群，也就是实李

群的一种特定形式．在辛群分类器中最关键的步骤

是保证将输入数据用辛矩阵的形式表示出来．有了

辛群表示以后，接下来则可以在辛矩阵的基础上提

取相应的特征，以便于进行后续的模式匹配．
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辛群分类器的特征提取过程可以看做寻找辛表

示的过程．辛表示可以以群表示的形式存在，也可以

是以辛向量空间（犞，ω）上的李代数形式存在，其中

ω表示辛向量空间所保持的辛形式ω：犞×犞→犉．在

文献［２５２６］中，作者采用奇异值分解的方式求取犽

个最大的奇异值所对应的列向量，以此构建辛空间

下原始输入图像的一组基．这样任一训练图像都可

以以基的线性加和的形式重构．可以证明，这些基实

际上构成了关于辛矩阵的坐标系，称作辛特征子空

间．测试图像依据自身到辛特征子空间的投影长度

衡量与各个类别图像的相似度，投影长度以辛矩阵

内积的方式计算出．

存在定理表明两个辛矩阵的乘积仍然是一个辛

矩阵，所以整个辛矩阵的集合自然具备群结构．类似

于线性变换的概念，辛向量空间中的辛矩阵被称作一

个辛变换．由此辛群可以被定义成域犉上２狀维向量

空间中线性变换的集合，并且要求该变换能够保持

非退化（ｎｏｎｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ）、斜对称（ｓｋｅｗｓｙｍｍｅｔｒｉｃ）

和双线性（ｂｉｌｉｎｅａｒ）的形式．文献中作者指出辛变换

能够帮助对辛矩阵进行化简，并且给出几个常见的

辛矩阵的化简形式，特定的化简形式可以做为一类

辛群分类器的识别准则．即如果经保形变换得到的

输入图像辛矩阵与特定辛矩阵的形式相符合，则可

以判定两者的类别一致．利用辛矩阵分解方法的优

势是能够直接对原始图像进行运算而不需要事先将

图像拉成向量的形式，这就保证了局部位置信息不

会丢失．

４８　李群机器学习的纤维丛学习算法

人们经常希望能够了解样本的统计特性，以此

估计一些可能需要的信息．比如通过计算每种类别

样本的均值，可以帮助预测新样本的分类信息．因

此，如何在李群空间中计算统计量是个迫切需要解

决的问题．

针对李群的流形统计问题，国内外已有许多学

者设计了相应的算法．文献［２７２８］采用基于迭代的

方法计算李群的均值．依据计算出的均值点是否存

在于李群流形上，文献［２９］指出李群流形的内均值

与外均值的区别．文献［３０３１］从微分几何的角度，

给出了几种矩阵李群的均值计算方法．此外，文献

［３２］分析了李群上的高斯分布问题并将其应用在形

状统计中．然而，以上这些研究成果仅仅是出于对统

计量的考量．有时候仅从单一的统计量中不能获得

足够的数据分析信息．因此，还需要设计相应的算法

刻画整个数据的分布情况．

为了寻找反映数据真实分布的骨架，文献［３３］

提出了一种主曲线构建算法．该算法的主要思想是

将流形数据集分割成一个个的球形邻域，通过邻域

切空间的主成分来拟合出一条通过数据分布的光滑

曲线．作为利用切空间近似描述几何性质的一种扩

展，文献［３４３５］将各邻域上的切空间构成切丛，并

加入多流形之间联络的概念，给出了主曲线构建算

法的一个改进的版本．新算法在逼近方式、收敛条

件、参数控制等方面都有显著的不同，并且在抗噪性

方面具有明显的优势．下面简要介绍一下这个基于

切丛联络的主曲线构建算法．

纤维丛在拓扑学中被定义成一个空间，它由四

元组（犈，犅，π，犉）构成．其中犈，犅，犉分别代表整个

结构的总空间、基空间以及纤维空间，π定义从犈 到

犅 上一个连续的满射，使得犈的每个局部空间存在

犉 令犈 与犅×犉同胚．从结构上纤维丛的局部是一

个直积空间犅×犉，而在全局上一般具有一个不同

的拓扑空间犈．它的一个特殊类被称作向量丛，在当

纤维空间为向量空间时成立．在微分几何中，最重要

的一类向量丛即是定义在微分流形上的切丛，它由

流形犕 上各点处切空间不相交的并集组成．在许多

流形学习的方法中，都会从不同程度运用切空间研

究流形的局部结构．从该点出发，文献［３４３５］利用

切丛分析具有流形结构的数据，切丛的运用不仅能

给出流形的局部描述同时也能为研究流形局部与全

局的结构关系提供方法．

在利用切空间描述局部信息的同时，文献［３４３５］

中作者选择主曲线（ｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｕｒｖｅ）作为描述流

形数据整体分布的工具．类似于主成分（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ）的概念，主曲线是一条描绘流形结构的

光滑曲线．通过局部切空间不断逼近的方式，主曲线

希望找到真实反映流形数据的分布信息．借助切丛

联络构建主曲线的方法是对切空间主曲线构建算法

的一个推广．联络从几何的角度指的是数据点所在

的空间以平行或者一致性的方式沿着某条曲线或一

组曲线进行的转换．联络使得不同局部空间中的元

素能够相互联系与比较，也可以成为构建主曲线的

参考标准．

算法６．　基于切丛联络的主曲线构建算法

（ＴａｎｇｅｎｔＢｕｎｄｌｅＣｏｎｎｅｃｔｉｏｎＢａｓｅｄＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｕｒｖｅ

ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＴＢＣＰＣＣ）．

输入：整个数据集犙０（λ１，δ１）

输出：估计的函数主曲线

１．初始化犽＝１．

２．如果输入数据集内样本个数小于某个阈值犆，则程

序结束．
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３．使用两个球形邻域犙犽（λ１，δ１），犙犽（λ２，δ２）覆盖样本

数据，犽表示第犽层递归．

４．对每一个邻域犙犽（λ犻，δ犻），犻＝１，２内数据点狓犻１，狓犻２，…，

狓犻狀进行主成分分析，得到主特征向量ξ犽犻犼＝（ξ犻１，ξ犻２，…，ξ犻犼）．

５．令ξ犽犾＝ｍｉｎξ
Ｔ
（犽－１｝犾

，ξ犻犿，犿＝１，２，…，犼，其中ξ（犽－１）犻为

犙（犽－１）（λ犾，δ犾）内数据点协方差矩阵的主特征向量，并且

犙犽（λ犻，δ犻）包含于犙犽（λ犾，δ犾），计算犙犽（λ犻，δ犻），犻＝１，２，…，犽内

数据点狓犽犻在ξ犽犻上的投影及局部重构向量狓^犻犽，｛狓^犻犽｝，犻＝１，２

是流形局部截面．

６．计算｛狓^犻犽｝的联络犇；如果犇 小于某一阈值β，连接

狓^犻犽，应用样条函数或局部光滑化方法近似光滑的主曲线，程

序结束．

７．否则对于第１个球形邻域，调用本算法，进入第犽＋１

层递归；对于第２个球形邻域，调用本算法，进入第犽＋１层

递归．

从算法的设计思路上看，切丛联络与切空间的

主曲线构建算法中都试图通过流形多个局部空间的

主成分逐渐逼近整体分布的主曲线，并且选用球邻

域覆盖的方式辅助局部特征的选取．切空间的主曲

线构建算法采用增加球邻域开覆盖数量的方式来逼

近最优的主曲线，通过不断细化流形结构能够拟合

出一条反映数据分布的主轴．切丛联络的主曲线构

建算法则采用一种递归的方式，通过逐渐缩小球邻

域覆盖的形式逐一逼近局部切空间．联络作为帮助

判断收敛的条件，当相邻局部空间的联络小于一定

的范围时可以认为两个球邻域在用于生成主曲线时

已经足够紧密．

４９　标架丛上的联络学习算法

存在一种特殊的纤维丛，其上的满射定义为π：

犘→犡，并且同时存在一个拓扑群犌作为该纤维丛

的结构群，使得犌对总空间犘 产生连续的右作用，

即有犘×犌→犘．这样的纤维丛与结构群一起构成了

一个主犌丛（ｐｒｉｎｃｉｐａｌ犌ｂｕｎｄｌｅ）．如果有另一个纤

维空间同为结构群犌作用的拓扑空间，那么主犌丛

允许产生一个相伴的配丛，将原纤维空间变换到该

纤维空间．当这样的配丛可以是任意一个向量丛时，

称主犌丛为标架丛．如果将主犌丛限定在光滑流形

范围内，则π：犘→犡为一个光滑映射且结构群犌 为

李群．此范畴内标架丛的配丛是定义在光滑流形上

的切丛．

在基于切丛的流形学习方法中，通常需要构造

一个统一的坐标架，将对数据的操作都映射在该坐

标架中处理．如果限定对数据的操作到李群犌的群

作用上，那么便可由结构群（李群犌）引出光滑流形

上标架丛的概念．标架丛在李群犌的作用下能够使

犘 的纤维结构得到保持，即犘的纤维上的元素狔∈

犘狓，对于所有的犵∈犌有狔犵∈犘狓．然而一个仍需解

决的问题是在现实的情况中数据常常体现出多流形

的结构，这种多流形不仅体现在数据本身结构的复

杂性方面而且体现在大量具有流形结构的异常噪声

方面．复杂的多流形结构使得构造统一坐标架的方法

变得无效，但如果用与标架丛相伴的切丛表示李群

犌作用下的其他拓扑空间，可以考虑用整个标架丛

将多个切丛联系起来，刻画统一的多流形数据结构．

在标架丛中，每个与主犌丛相伴的配丛能够自

然地构造出对应的坐标架，如果需要联系多个切丛

中的流形结构，需要利用切丛上线性联络的概念，它

是将近邻数据点连接的一种线性映射，也可以理解

为从流形上一点的切空间沿着某条路径平行移动到

另一点的切空间中．因此标架丛形成了一个联系各

个切丛坐标架的坐标覆盖．借助于标架丛的运用，文

献［３６３７］针对大数据的多流形结构问题，结合标

架丛上的纵空间和横空间联络算子，给出了基于标

架丛的纵空间联络、横空间联络学习算法．在纵空间

联络学习算法中作者用纵空间场的全局坐标对多流

形结构数据进行分类，由于构造多个切空间的坐标

架与相应联络算子，算法在性能方面需要付出相应

的时间复杂度作为代价．横空间联络学习算法在纵

空间算法基础上，对于每个切空间进行一定的维数

约简后重新构造坐标场，较纵空间算法而言在一定

程度上降低了学习算法的时间复杂度．

４１０　谱估计学习算法

在计算流形数据的统计特性时，不可避免地涉

及到的一个问题就是对数据的降维．当数据所在的

空间变成李群空间时，一些基于欧氏空间的降维算

法将无法适用．针对这样的问题，一些文献继承了原

有算法的思想并将其扩展到非线性的流形空间中．

例如文献［２７２８］是对已被研究得比较深入的主成

分分析（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）方法

进行改造，给出了适用于非线性黎曼对称空间的主

测地线分析（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＧｅｏｄｅｓｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＧＡ）方

法，成功地将其运用于李群表示的医学解剖对象的统

计分析中．算法的主要思想是将李群样本先映射到对

应的李代数空间中，然后在线性空间中进行主成分

分析．

除此之外，由于高维流形空间中的数据往往存

在反映内在属性的几何结构特征，因此还有许多

降维算法设计的出发点是希望尽可能地用较少的

参数描绘数据这类更加本质的特征．例如现有的许

多流形学习的算法如等距映射（ＩｓｏｍｅｔｒｉｃＦｅａｔｕｒｅ

Ｍａｐｐｉｎｇ，Ｉｓｏｍａｐ）、局部线性嵌入（ＬｏｃａｌＬｉｎｅａｒ
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Ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ，ＬＬＥ）、局部切空间排列（ＬｏｃａｌＴａｎｇｅｎｔ

ＳｐａｃｅＡｌｉｇｎｍｅｎｔ，ＬＴＳＡ）等，数据约减时的原则是

尽量保持流形结构的几何特性，其良好的效果为基

于李群的维数约简问题找到了另一种解决途径．然

而针对不同的样本分布，这些算法也表现出了一定

的局限性．例如，Ｉｓｏｍａｐ不适用于曲率变化较大的

流形、ＬＬＥ对噪声十分敏感、ＬＴＳＡ不能有效地处

理较大的样本集等．因此接下来简单介绍针对高维

空间中李群数据的维数约简问题衍生出的一系列

算法．

谱理论是在更宽泛的数学空间下，对单一方阵

下的特征向量与特征值理论的推广．现阶段赋予计

算机应用的李群多为矩阵群．在有限矩阵的范围下，

谱可以理解为其特征值的多重集．在应用数学与科

学计算中，谱方法是对确定的微分方程进行数值求

解的一类技术，它能够被用来解决常微分方程、偏微

分方程以及微分方程中所包含的特征值问题．谱方

法的思想是将微分方程的解写成基函数线性加和的

形式并且选择合适的系数来满足原微分方程．在利

用谱方法解决常微分方程的特征值问题中，能够转

换成类似于求解矩阵特征值问题的方式求解．流形

数据的维数约减涉及从一个拓扑空间连续变换到另

一个拓扑空间的动作，而这样连续变换的动作在拓

扑学中称为同伦．在代数拓扑中，谱能够反映特定空

间中同伦下的不变量．然而，对于多数流形来说精确

的谱计算是十分困难的，于是相应的，谱估计计算方

法成为目前一种有效的替代方式．

文献［３８］利用邻接图或拉普拉斯矩阵等图相关

矩阵研究图性质，引入谱理论学习图相关的特征多

项式、特征值与特征向量描绘计算机视觉中特征流

形的拓扑不变量，为高维流形数据的降维提供了途

径．无向图具有一个对称的邻接矩阵因而具有实值

的特征值以及完整且正交的特征向量，这些特征值

的多重集构成了无向图的谱．文献中作者基于谱图

理论设计了一种无监督的谱估计学习算法，有效地

保持了图的抽象结构与流形的几何特性．谱估计方

法的核心是通过寻找合适的谱并将其对应的特征向

量作为数据空间的投影向量，以此找到保留图不变

量的低维嵌入流形空间．谱的计算需要建立在数据

集的邻接矩阵基础上，并且依据邻接矩阵描述的数

据相似性关系定义准则函数，最优的解对应最佳的

预测或识别结果．在谱估计算法中多重集的选取往

往依赖于一定的经验且可以从其他流形学习算法中

分析总结．文献［３９］基于局部线性嵌入算法选取拉

普拉斯算子的两个极大特征值作为流形的谱，该特

征选取的方式在降维与分类应用中得到了验证．

算法７．　图像特征流形拓扑不变性的谱估计学

习算法（ＳｐｅｃｔｒｕｍＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＬｅａｒｎｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，

ＳＥＬ）．

输入：原始数据集犡＝｛狓犻｝

输出：输出重构数据集犡′＝｛狓′犻｝

１．判断数据集是否满足连续映射、局部同胚映射、拓扑

空间、连通性这４个假设条件．在满足的情况下，如果图像特

征流形的局部维数未知，则通过极大似然估计算法计算出流

形的局部维数犱．

２．对数据样本集运行ＬＬＥ算法，并且返回第２特征向

量｛犢狀｝，其中狀是所需的特征向量数目．

３．寻找每个特征向量犢犻的局部极值：对每一个数据点，

通过关系矩阵犈 求得其相应的邻域｛狓犲犼｝．如果对狓犲犼∈

｛狓犲犼｝，都满足犢犽（狓犻）犢犽（狓犲犼）（或犢犽（狓犻）犢犽（狓犲犼）），则狓犻

是局部极大值（或局部极小值）．其中，局部极值的数目表示

特征向量的分析度．

４．计算局部极大极小曲线：初始化，令｛狓犻｝＝｛狓犻｝；如

果犢犽（狓犻）×犢犽（狓犲犼）０，则依次将其邻接点狓犲犼加入到集合

｛狓犻｝中．对所有｛狓犻｝中的点，重复步骤４，直至没有新的点

再加入集合．每一个｛狓犻｝都是与流形非线性结构一一对应

的曲线．

尽管邻接矩阵依赖于顶点的标记，然而邻接矩

阵的谱是图的同构不变量．算法中局部极值曲线能

够依照不同邻域尺度的特征向量形成不同曲率的曲

线，对应流形不同局部的非线性特征．谱估计学习算

法一方面利用类似于ＰＣＡ中主成分的概念，从描述

数据相似性的关系矩阵中寻找合适的特征向量构成

谱，使得计算过程相对快速；另一方面，不同尺度特

征向量构成的曲线对应不同曲率的结构，算法中局

部曲线的应用可以有效地保持流形内部的非线性结

构特征．

４１１　张量学习算法

在数学里，张量是一种几何实体，或者说广义上

的“数量”．张量概念包括标量、向量和线性算子．张

量是一个可用来表示在一些向量、标量和其他张量

之间的线性关系的多线性函数，这些线性关系的基

本例子有内积、外积、线性映射以及笛卡儿积．当在

描述高维数据时，通常将数据分量用多维数组来表

示，进而构成张量并通过张量分解等工具对数据进

行有效地降维．

文献［４０４１］利用张量的特点，结合张量的分解

技术和张量场理论工具，提出了基于张量场的数据

约简算法，建立张量场学习模型并给出在人脸识别

应用中的张量丛学习算法．

首先给出张量场的数据约简模型〈犡，ψ，Φ，犳，

Φ′〉．犡＝｛犡１，…，犡犖｝表示输入数据集；Φ表示由输
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入数据集生成的张量场；犳为张量场仿射变换函数；

Φ′为张量场Φ 的约简形式；由ψ可以从数据集Χ 抽

象出张量场Φ，即ψ：犡→Φ．

犡是需要处理的原始数据对象．这里ψ表示由

原始数据抽象出张量场模型的方法，通过ψ得到原

始数据的张量场表达形式．而Φ′是Φ 经过约简处理

后的张量场，约简处理的过程通过张量场仿射变换

函数犳完成．数据约简的方法就是找到一个合适的

仿射变换犳，求得在犳作用下的一个低维空间下的

张量场的分量表达形式．这里仿射变换犳的求解将

借助高阶奇异值分解技术（ＨｉｇｈＯｒｄｅｒＳｉｎｇｕｌａｒ

ＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＨＯＳＶＤ）．ＨＯＳＶＤ 是一种

比较常用的张量分解方法，它使得一个张量可以表

达成若干矩阵与核张量的张量积形式．在求解过程

采用迭代方法，使得问题在迭代的方式下求得最优

值．因为整个算法考虑的张量数据不是单个张量，而

且张量阶数不局限于２阶、３阶，这使得整个算法相

对于 ＨＯＯＩ（ＨｉｇｈＯｒｄｅｒＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＩｔｅｒａｔｉｏｎ）等

常见的张量算法更具普遍性．

４１２　李群核学习算法

恒定感知在一定程度上依赖于个体检测不变性

的能力，因此视觉感知中的重要问题之一就是视觉

不变性，它是指物体在经历平移、旋转或缩放等变换

后依然被认为是相同的．李群具有自然地表示变换

的优势，因而在相当长的一段时间里，李群的连续变

换群理论被用于解决视觉空间感知中的不变性问

题［４２４９］．２００７年，Ｘｕ等人
［５０］以一种非监督的方式

设计了一个基于李群理论的视觉不变量学习方法．

文中作者为图像中的物体进行李群仿射运动建模，

并用李群对应的李代数生成元对其进行参数化，求

解的过程被转化成了通过ＥＭ 算法对生成元进行

迭代估计．这个结果说明了可以从包含变换的图像

对中直接学习李变换群的生成元，并且一旦这样的

生成元被学习到了，它还能够被运用在图像变换的

估计中．文章提出的方法在处理相对较小的变换时

具有很大的优势，但是在处理大的变换时需要考虑

如何在提出的指数生成模型上找到全局最优值．不

同于文献［５０］保留全部变换信息的方法，文献［１０］

设计了一种区域协方差李群特征，将多种可能相关

的特征进行融合．虽然这损失了部分变换信息，但在

实际运用中取得了良好的效果．

上面提到的检测不变性变换的研究方法中，研

究者们更倾向于利用李代数向量空间的性质，采用

线性的识别算法判别样本．然而针对这种问题需要

被处理的数据集是线性可分的．由此对于非线性可

分的李群变换样本，必须考虑寻找另一种有效的方

式对其进行处理．文献［５１５２］将区域协方差的不变

特征运用在手写体字符识别中．借鉴核方法的思想，

作者将线性不可分的数据集映射到高维特征空间

中，运用原空间中的约束函数来实现内积运算，从而

使数据集在高维的目标空间中能够线性可分．由于

矩阵没有内积运算，对于矩阵李群的样本集不能运

用基于向量的核函数，文献［５２］还推导了多种适用

于李群空间的核函数，包括李群径向基核、李群多项

式核、李群线性核、李群感知器核，并在此基础上给

出了李群核学习算法．

核方法［５３］是模式识别中处理这类问题的一种方

法，最著名的例子是在支持向量机（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒ

Ｍａｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ）
［５４５５］中的应用，它采用与其他数据

点间的相似性来替代明确计算数据点特征向量的方

式．核方法的命名主要来自于核方法中所用到的核

函数，它仅仅计算数据点对在特征空间中的内积从

而将样本集映射到一个高维的、隐含的特征空间中．

这样做的好处是样本集在映射到更高维空间以后，使

得原先线性不可分的性质往往能够变得线性可分，并

且内积的计算量常常小于直接计算特征坐标的计算

量．已有相当多的方法与核方法结合起来用来弥补

线性分类的局限性，如 ＫＰＣＡ（ＫｅｒｎｅｌＰｒｉｎｃｉｐａｌ

ＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）
［５４］、ＫＩＣＡ（ＫｅｒｎｅｌＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）
［５６］以及 ＫＦＤＡ（ＫｅｒｎｅｌＦｉｓｈｅｒ

ＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）
［５７］等．

依据类似的思想，当线性判别分析（Ｌｉｎｅａｒ

ＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＬＤＡ）算法遇到线性不可分

样本集时，自然的想法是借用核函数将原始空间映

射到高维隐含特征空间中，以此将原有的非线性问

题转换为线性可分的目标问题．由于矩阵李群样本

在群作用后结果值仍属于矩阵范畴，于是文献［５１］

中作者选用推导出的若干适用于李群结构的核函

数，设计出李群核函数的 ＫＬｉｅＤＡ算法，对非线性

矩阵李群样本进行分类．多类问题的推导思路类似

于ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ算法，这里仅给出二分类的 ＫＬｉｅＤＡ

算法．

算法８．　两分类的李群核 ＫＬｉｅＤＡ分类算法

（ＫｅｒｎｅｌＬｉｅＧｒｏｕｐＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＫＬｉｅＤＡ）．

输入：｛犕犻犼｝
犼＝１，…，狀犻
犻＝１，…，犮 ∈犌，狓犻犼表示第犻个类别的第犼个

样本，狀犻表示第犻个分类中训练样本的个数

输出：每个未知样本的类别归属

１．对每一个李群样本狓犻犼，求出两类李群样本的均值μ１

和μ２，犞μ＝ｅｘｐ
１

狀∑
狀

犻＝１

ｌｏｇ２狓（ ）犻 式求ＬｏｇＥｕｃｌｉｄｅａｎ均值．
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２．选择具体李群核函数，求得两类李群样本的 犕犻＝

１

狀犻∑

狀
犻

犽＝１

犽（狓犼，狓
犻
犽），并令犕＝（犕１－犕２）（犕１－犕２）

Ｔ．

３．计算 犖＝∑
犻＝１，２

犓犻（犐－１狀
犻
）犓

Ｔ
犻，其中犓犻 为狀×狀犻阶矩

阵，且（犓犻）狀犿＝犽（狓狀，狓
犻
犿）．

４．计算α：α＝犖－１（犕１－犕２）．

５．计算两类均值μ１和μ１到空间!

中的向量狏上的投影：

μ１＝（狏·Φ（μ１））＝∑
犮

犻－１
∑

狀
犻

犼＝１

α犻犽（狓犻犼，μ１），

μ２＝（狏·Φ（μ２））＝∑
犮

犻－１
∑

狀
犻

犼＝１

α犻犽（狓犻犼，μ２）．

６．对未知样本狓，先将其投影到空间!

中的向量狏上狓
～
＝

（狏·Φ（狓））＝∑
犮

犻－１
∑

狀
犻

犼＝１

α犻犽（狓犻犼，狓），再通过犻
＝ａｒｇｍｉｎ

犻＝１，２
｜狓
　～
－μ

　～

犻｜

得到其类别归属．

算法８相比传统ＫＦＤＡ算法，在保持了相同的

时空复杂度下有两点创新：（１）使用矩阵李群核函

数，能处理矩阵样本；（２）算法的步１和步６中先计

算原样本的均值以及均值在
!

空间中投影，对于未

知样本映射至
!

空间中后，只判断与每类均值点的

距离，计算量较小．

ＫＬｉｅＤＡ算法和ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ算法都能对非线性

矩阵李群样本进行分类．从分类过程来看，ＫＬｉｅＤＡ

是通过将非线性可分样本映射到高维空间，使之线

性可分，在分类期间采用李群均值加速完成未知样

本的类别判别，整个分类过程并不在样本所在的李

群流形空间中完成．而ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ是利用李群均值

以及样本到测地线投影的方法在样本所在流形空间

中寻找到一条分类测地线完成样本分类，原始样本的

分布特点直接决定学习到的测地线的分类性能．从计

算开销来看，ＫＬｉｅＤＡ由于需要计算核矩阵，而核矩

阵的计算时间复杂度是犗（狀２），比ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ计算两

个散度矩阵的犗（狀）明显要大，空间复杂度也因为核

矩阵的原因达到犗（狀２），ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ只需犗（狀）．因此，

对于大样本集的分类问题，ＫＬｉｅＤＡ算法将会明显比

ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ慢．从算法应用角度来看，ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ是

学习到一条固定的测地线进行分类，而ＫＬｉｅＤＡ则可

根据不同的样本集分布特点选择不同的李群核函数，

使算法达到更好的分类结果，因此ＫＬｉｅＤＡ算法比

ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ算法在应用上更具灵活性．

在李群核学习算法中，依据样本集不同的分布

情况而选用不同的李群核函数可能使算法得到不同

的效果，因而时常需要变换核函数以适应于不同的

情形．手写体图像的区域协方差特征虽然分布于流

形空间中，但是具有非常好的线性分布特性［５１］．因

此，即使采用线性核或者低阶多项式核也能够达到

良好的分类效果．由于核矩阵需要的时间复杂度是

犗（狀２），所以算法相对的计算开销比较大．算法３提

出的ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ算法将样本向某条分类测地线投

影，是一种近似线性的方法．在数据集规模很大的情

况下，今后可以尝试将协方差矩阵特征与ＬｉｅＦｉｓｈｅｒ

这类计算开销小、近似线性的方法结合起来．

４１３　李群子空间轨道生成学习算法

不论在二维还是三维空间，李代数能够为变换做

一个自然的参数化表示．因此许多文献采用李代数进

行参数化建模，将李群运用在模版跟踪中［５８６０］．李代

数的主要作用是在保持与几何变换群联系的同时，

构建在向量空间的等价表示．并且利用李代数的好

处是在不改变物体形状的前提下，允许物体沿着测

地线移动．文献［６１］采用李群和李代数的形式，对动

态视觉现象进行建模，提出了运动的概率建模方法．

文献［６２６３］用基于协方差的目标描述以及基于李

代数的更新机制来对非刚性物体进行跟踪．刚体运

动估计是指给定两组对应的三维点，发现从一组点

变换到另一组点的旋转和平移量．如果这两组对应

点中存在多个刚体运动，那么这就变成了一个更加

困难的多运动估计问题．文献［６４］从含有噪声的三维

点对中估计具有李群结构的多个刚体运动．文献［６５］

通过李算子迭代搜索算法，对小幅度的物体运动进

行参数估计．

针对跟踪或检索引发的搜索问题，除了利用李

代数参数化的迭代更新方法之外，还可以利用学习

空间的某些特殊结构来完成．文献［６６６７］引入学习

子空间中轨道的概念，给出了李群机器学习轨道生

成的广度优先以及深度优先算法．轨道是群作用下

的产生物，假设有一个作用在集合犡 上的群犌，集

合元素狓∈犡 的轨道是由这样一些元素构成的集

合，这些元素由群元素犵∈犌作用在狓上获得．用符

号的形式表示狓的轨道为犌!狓＝｛犵!狓｜犵∈犌｝．轨道

的作用是在群犌的作用下形成对集合犡 的有效划

分，它能够很自然地定义一种等价关系：集合中的元

素狓和狔是等价的当且仅当存在群元素犵∈犌使得

犵!狓＝狔．于是轨道在这样的等价关系下能够形成相

应的等价类．将轨道运用在模式识别的应用中主要

是依据定理：如果元素狓与狔等价当且仅当它们的

轨道是相同的．

如果从几何的角度来看，轨道可以看做包括当前

状态集合以及操作算子的一个轨道子空间，所有的轨

道构成了整个学习空间．在实现的时候，文章采用

Ｄｙｎｋｉｎ图
［６８］来表示整个学习子空间，每一个中间

状态看作是一个图结点，结点之间的连接值对应着

状态转移的代价．如果能从初始状态出发，并在到达
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目标状态的所有路径中找到一条正确划分样本标签

的最优路径，那么就达到了学习算法的目的．与传统

的搜索算法相比，该方法是基于李群几何结构设计

的学习算法，十分适用于结构特性显著的数据集．下

面简单地介绍一下李群子空间轨道生成学习算法．

在矩阵李群的作用下，文献［６６６７，６９］基于状

态结点构成的有向图建立轨道空间．在连通的前提

下，有向图中的每条弧对应于一个操作算子，操作算

子的相互结合能够完成任意结点之间的相互转换．

因此轨道学习算法下的分类任务实质上可以看成寻

找在矩阵李群作用下从初始状态结点到目标状态结

点的一条轨道，如果这样的轨道存在则说明两个状

态结点在某种意义下是等价的．除了为寻找到这样

的目标轨道之外，还需要设计一定的算法保证寻找

到的这条轨道尽可能是学习空间中的最优轨道．基

于这样的思想，文献［６７］提出了用于生成目标轨道

的轨道生成算法．对于该学习算法，作者选用树结构

作为一种特殊的形式并首先考虑两种搜索策略：广

度优先和深度优先．广度优先策略要求在进入下一

层之前必须扩展完本层的所有状态，因此需要足够大

的存储空间，但是能够确保找到从初始状态到目标状

态的最短路径；深度优先策略则要求生成结点时孩

子结点先于兄弟结点，是一种局部生成的方式，学习

效率相对较高，但是不一定能够找到全局最优解．下

面简单列出文中轨道生成算法中的广度优先策略．

算法９． 轨道生成广度优先算法（ＯｒｂｉｔＢｒｅａｄｔｈ

Ｆｉｒｓｔ，ＯＢＦ）．

输入：犿＝（犿１，…，犿犾）：支配权向量（所有犿犻＞０），犇：

Ｄｙｎｋｉｎ矩阵，犾：犌的秩

输出：权向量列表ω＝（ω１，…，ω犾）和３个相关整数，第

１个整数狋狅表明ω在列表中的位置，第２个整数

犳狉狅犿表明权向量的起始点，第３个整数犻表明

生成ω的计数

输入犿；／／初始状态，即未经过学习的原始样例

将犿插入犮狌狉狉犲狀狋犾犲狏犲犾列表的表头；／／权值结点链表

令犾犲狏犲犾＝０，犾犲狏犲犾犮狅狌狀狋［犾犲狏犲犾］＝１；／／用于每一层计数

的整数数组

令犳狉狅犿＝１；／／父权值的位置

令狋狅＝１；／／新权值的位置，也是被计算权值当前的总数

ＷＨＩＬＥ（犾犲狏犲犾犮狅狌狀狋［犾犲狏犲犾］＞０ＡＮＤ犾犲狏犲犾＜犿犪狓犾犲狏犲犾）

｛犾犲狏犲犾＋＋；

设犳狉狅犿＝狋狅；／／对犮狌狉狉犲狀狋犾犲狏犲犾列表中权值往下计数

ＦＯＲ（犮狌狉狉犲狀狋犾犲狏犲犾列表中的每一个权值ω）

｛ＦＯＲ（犻＝１ＴＯ犾）

ＩＦ（ω犻＞０）

｛通过σ犻将ω计算给狏；

ＩＦ（狏犼０对犻＜犼犾）

｛／／存储狏，狀犲狓狋犾犲狏犲犾为新权值结点链表

将狏插入狀犲狓狋犾犲狏犲犾列表的表头；

［ ］犾犲狏犲犾犮狅狌狀狋犾犲狏犲犾 ＋＋；

输出狏，狋狅，犳狉狅犿，犻

｝

｝

犳狉狅犿－－；／／犮狌狉狉犲狀狋犾犻狊狋列表遵循先入后出原则

｝／／犮狌狉狉犲狀狋犾犲狏犲犾存储当前计算的权值

释放前面的列表犮狌狉狉犲狀狋犾犲狏犲犾；

令犮狌狉狉犲狀狋犾犲狏犲犾＝狀犲狓狋犾犲狏犲犾；／／狀犲狓狋犾犲狏犲犾存储由犮狌狉狉犲狀狋

犾犲狏犲犾生成的新权值

令狀犲狓狋犾犲狏犲犾＝ｎｕｌｌ；／／权值计算完毕，释放列表

｝

除此之外，由于广度优先和深度优先策略都具

有一定的盲目性，作者考虑在学习一条目标轨道的

时候，加入一些启发式信息，也进一步研究了李群机

器学习子空间轨道启发式学习算法．

４１４　李群机器学习的量子群学习算法

机械系统的构形空间通常是一个李子群．例如，

文献［７０７１］用于解决机械系统的自动控制问题，文

献［７２７４］研究导向汽车移动的运动规划．此外，李

群和李代数的优良性质能够被很好地用于非线性控

制中［７５７８］．在机械系统自动控制的文献中，有相当

一部分文献将原始问题转化成一个优化问题，李群

在这些问题上得到了很好的应用［７９８３］．由于矩阵李

群还可以细分出许多各具特色的群，因此在机械系

统构形空间是某种特殊矩阵群时，可以参照各个群

的学习算法，比如辛群学习算法［２５２６］、量子群学习

算法［８４８６］以及更一般的张量学习算法［４０４１］等．

量子群是对经典李群、李代数中基本对称概念的

推广，研究的是一类特殊的非交换非余交换的 Ｈｏｐｆ

代数，尤其是从李代数的包络代数和群的函数代数

经过“量子化”得到的非交换非余交换的 Ｈｏｐｆ代数．

近年来，量子群及其相关的狇变形理论已被应用于物

理学的各个分支．文献［８４８５］给出了量子群分类器

的构造方法，并将其应用在ＤＮＡ的序列分类中．

文献［８４，８６］基于量子群的基本理论，结合药物

分子设计中的分子对接问题，给出了一个基于量子

群生成元的分子对接药物设计新方法．作者首先给

出了分子对接的数学模型实际上就是最小化相互作

用系统结合自由能的一个优化设计问题．其次，进一

步分析了分子对接的量子群模型．这个模型利用生

成元的形式表示量子群并利用基于量子群生成元的

分子匹配算法对量子群的分子对接进行模拟．

４１５　基于范畴理论的学习算法

范畴是描述数学实体及其之间关系的抽象概

念．范畴的概念中包括一类物件狅犫（"）（ｏｂｊｅｃｔｓ）及
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物件之间的态射ｈｏｍ（"）（ｍｏｒｐｈｉｓｍｓ）关系．不同的

范畴对应不同种类的物件及其相互关系，这类物件

可以代表任何一种数学结构（如集合），而态射依照

物件的不同需做对应的改变．每一个态射犳关联物

件狅犫（"）中一个唯一的源物件犪和目标物件犫，称犳

是从犪到犫的一个态射，写作犳：犪→犫．这和集合上定

义的函数很像，实际上由集合作为物件，函数作为态

射正是一种类型的范畴．犪到犫上态射的全体称作一

个态射类，记作ｈｏｍ
"

（犪，犫）．对物件类中的任意３个

物件犪，犫，犮，定义三者之上的二元运算ｈｏｍ
"

（犪，犫）×

ｈｏｍ
"

（犫，犮）→ｈｏｍ"

（犪，犮）为范畴 "

上的态射复合运

算．更具体的，针对犪，犫上的态射犳：犪→犫以及犫，犮

上的态射犵：犫→犮，对应的态射复合为犵犳：犪→犮．在

集合范畴，态射复合即为函数复合．

综上所述，不同的物件、态射与态射复合形成了

不同的范畴．例如所有集合构成的范畴，对应的态射

就是定义在集合之间的函数；所有群构成的范畴，其

态射是群之间的群同态；所有拓扑空间构成的范畴，

态射又是拓扑空间上的连续函数，等等．文献［８７］希

望用范畴来表示机器学习过程中的学习表达式，例

如以决策树为研究对象的决策树范畴或者在概率统

计范围下的贝叶斯范畴．文中作者不仅详细地规定

了学习表达式完整的范畴定义，而且用实例证明了

将机器学习过程中的学习表达式表示成范畴形式是

可行的．对于每一类学习表达式范畴，文献中都设计

了相应的态射类与态射复合并且使得学习表达式范

畴满足态射复合的两个公理：结合律公理与单位元

公理．结合律公理是指若存在物件类狅犫（"）上的４个

物件犪，犫，犮，犱和态射犳：犪→犫，犵：犫→犮及犺：犮→犱，则

有犺（犵犳）＝（犺犵）犳成立．单位元公理是指对物

件类狅犫（"）中的任意一个物件狓都存在一个单位态

射１狓：狓→狓使得范畴"

上的任意态射犳：犪→犫能够

满足１犫犳＝犳＝犳１犪．作为扩展，文献中作者还研究

了态射的一些基本类型，包括满态射、单态射以及双

态射等．

除了在学习表达式范畴内研究物件与态射的表

示之外，文献［８７］还试图将每一类学习表达式范畴

看作是一类物件，研究学习表达式范畴与学习表达

式范畴之间的态射，这种范畴之间的态射称为函子．

函子是将范畴进一步抽象后得到的概念．因为范畴

本身又可以被看作另一种数学结构，所以能够进一

步定义两类范畴之间的态射关系，即函子．在学习表

达式范畴之上定义函子相对定义普通态射而言是困

难的，这是因为建立两种范畴之间的函子不仅需要

关联一个范畴中的物件和另一个范畴中的物件，而

且需要将一个范畴中的态射同另一个范畴中的态射

联系起来．

选择范畴理论来研究学习表达式的一个好处是

范畴的普遍公理能够给出各种数学结构中共性的统

一概述，这样的公理能够帮助将这些共同特性推广

到学习表达式中．例如在基于矩阵李群的机器学习

过程中，如果将学习表达式规范到矩阵李群范畴下，

那么可以由范畴的单位元公理自然地推出矩阵李群

的单位元是唯一存在的．范畴理论另外一个显著特

点是范畴往往更着重关注物件之间的态射而非物件

本身．而更加透彻的态射研究又常常能够获取更多

的物件结构．就好比研究群同态能够帮助研究更多

的群特性．这是因为群同态专注于将一个群在保持

群结构的基础上变换到另一个群的过程，由变换相

联系之后那么原先群上的信息能够传递到另一个群

之上．最后，当将范畴概念抽象化到函子的层次上

时，这时研究的态射关系不仅仅停留在同一数学结

构之中，而是注重探索不同物件种类之间的关联关

系．这样的优势在代数拓扑中体现得尤为明显，这也

是为什么能够将几何拓扑的问题转换成用代数方法

求解的原因之一．

学习表达式之间态射的一个有效应用是将图像

数据高维空间对象表示映射到低维空间对象表示

中，由此在低维表示中获得原先高维空间中数据的

结构信息．于是文献［８８８９］依据态射是线性或是非

线性的情况给出两种范畴表示的数据降维算法．

算法１０． 基于范畴的线性降维算法（Ｃａｔｅｇｏｒｙ

ＢａｓｅｄＬｉｎｅａｒＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙＲｅｄｕｃｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，

ＣＬＤＲ）．

输入：原始高维数据对象犡

输出：低维坐标数据对象犢

１．构造关联对象犕．态射犵为构造关联对象的过程，犵：

犡→犕．其中关联对象犕 和态射犵需要根据高维数据对象犡

和已知关系对象Δ确定，不同的关系对象Δ对应不同的关

联对象犕，得到最终输出的低维坐标数据对象犢 的表示意

义不同．

２．计算关联对象 犕 的特征值对象Ζ 和特征向量对象

犠 !犺：犕→犣，φ：犣→犠，根据数据降维范畴的复合运算律

（ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｌａｗ）可得φ犺：犕→犠．

３．分析数据降维范畴"

中已知对象的特征和关系，求得

低维坐标数据对象犢．其中需要自定义算子“·”来确定中间

过渡对象犜，使得：犜→犢．

　　算法１１．　基于范畴的非线性降维算法（Ｃａｔｅｇｏｒｙ

ＢａｓｅｄＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙＲｅｄｕｃｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，

ＣＮＤＲ）．

输入：原始高维数据对象犡

输出：低维嵌入数据对象犢
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１．确定原始高位数据对象犡 中各元素的邻域点，构造

邻域对象犌．态射犾为计算各元素邻域点，构造邻域对象的

过程，犾：犡→犌．

２．构造矩阵对象犎．邻域对象犌中包含原始高维数据

对象犡 中各元素及其属性和关系（例如距离或权值等），利

用邻域对象犌中已知元素，寻找合适的态射狆映射得到矩

阵对象犎，狆：犌→犎．其中矩阵对象 犎 的意义与所选邻域对

象犌 中元素的属性有关．

３．根据所得矩阵对象 犎 分析计算低维嵌入数据对象

犢．利用态射ψ完成从犎 到犢 的映射，即ψ：犎→犢．其中态射

ψ的形式及其方法取决于矩阵对象犎 的意义，不同的ψ的

过程，需要构造不同的对象和态射．

５　李群机器学习展望

从目前国内外研究的初步成果来看，李群机器

学习已被广泛运用于人工智能领域并已逐步表现出

了自己鲜明的特点．首先，李群在处理尺度变换、平

移变换、旋转变换等部分拓扑变换时具备的显著优

势，使得李群成为研究不变性的一个有力的工具．由

于人类视觉系统具有一定的变换不变性，且对外部

世界的感知极大地依赖于对图像的理解，因此可以

将李群理论运用在视觉认知领域中用于研究图像的

不变性特征．其次，从计算的角度来看，李群与李代

数之间的转换关系能够便捷地改造基于向量空间的

传统机器学习算法，这为李群机器学习处理各样纷

繁复杂的问题提供了保证．此外，根据已有的进展与

现行的发展趋势，接下来给出李群机器学习的一些

前进方向供读者参考．

５１　李群深度学习

由于在现实生活中人们越来越经常地面临着大

数据，这为数据的表示、提取以及运算都带来了挑

战．近年来，由表示学习引发的深度学习正逐步兴

起，并由此激发了对李群机器学习的进一步思考．

目前，已有越来越多的算法致力于研究数据的

流形表示问题［９０］．在这其中，文献［９１］利用深度学

习模型 ＣＡＥ（ＣｏｎｔｒａｃｔｉｖｅＡｕｔｏＥｎｃｏｄｅｒｓ）训练图

像，并将得到的表示关于输入分量的雅克比矩阵进

行奇异值分解，以此提取流形局部的切方向．文中指

出流形上某点处的切空间能够捕获数据集局部的有

效变换，包括微小的平移与旋转，样本的类别属性应

当不受这些变换的影响．基于这样的思想，作者设计

了一种流形切空间分类器 ＭＴＣ（ＭａｎｉｆｏｌｄＴａｎｇｅｎｔ

Ｃｌａｓｓｉｆｉｅｒ）．在实验部分，作者将 ＭＴＣ应用于手写

体数字识别中．在不使用任何先验领域知识的前提

下，分类性能在 ＭＮＩＳＴ数据集上取得了目前为止

最好的结果．

受到 ＭＴＣ模型的启发，我们可以考虑构建李

群深度学习模型．首先，现有的李群机器学习中已经

给出一些对流形切空间的研究：文献［３４３５］将流形

上各点切空间构成切丛，进一步分析和处理流形结

构；文献［３６３７］针对大数据的多流形结构，设计出

标架丛上的联络学习算法．利用这些数学结构可以

对模型化的切空间进行推广．其次，针对计算机视觉

中数据的复杂性和图像结构的不变性，文献［２１２２］

考虑利用一种可堆叠的深层结构将人脸图像中的各

个部位综合起来表示，并嵌入李群半监督学习［１４１５］，

给出逐层学习的人脸识别算法．为此可以将这种逐

层学习的思想与现有的深度学习模型结合起来，并

且对于如何利用模型构造具有李群结构的变换也是

一个值得探索的问题．

５２　李群范畴学习

范畴为计算机科学的许多方面提供了形式表

示，如程序语言理论、自动机理论、计算理论等，有效

地概括了特定对象以及对象之间的映射关系．文献

［８７８８］利用范畴理论来研究学习系统的表示问题，

为机器学习系统的范畴表示给出了证明．在此基础

上，考虑将范畴理论运用到李群机器学习中，阐述李

群机器学习算法中高维数据与低维表示之间的态射

关系以及学习表达式的映射机制，从而构建起统一

的范畴表示框架．

５３　李群统计学习

目前，关于流形统计的研究已日趋成熟．由李群

机器学习中引发的流形统计问题使人们思考是否可

进一步探索两者之间的内在关系．非线性问题可以

用多参数的李群结构表示，而借助李代数又可以得

到对应的单参数子群．在李代数向量空间的线性结

构之上，能够计算出均值、高斯分布等统计信息．因

此，有了这些统计特性我们可以尝试结合李群理论

研究李群流形上的统计学习问题．当然，对于李群机

器学习未来的研究方向还有很多，这里仅列出一些

供读者们参考．
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