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收稿日期：２０２０１１１２；在线发布日期：２０２１０４０４．本课题得到国家重点研发计划项目（２０１８ＹＦＢ１００４００３）、国家自然科学基金
（６２０２５２０６，６１９７２３３８）资助．杨克宇，博士，主要研究方向为ＤＢ驱动的ＡＩ、数据库．Ｅｍａｉｌ：ｋｙｙａｎｇ＠ｚｊｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．高云君（通信作者），博士，
教授，国家杰出青年科学基金入选者，中国计算机学会（ＣＣＦ）高级会员，主要研究领域为数据库、大数据管理与分析、ＤＢ与ＡＩ融合．
Ｅｍａｉｌ：ｇａｏｙｊ＠ｚｊｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．陈　璐，博士，研究员，主要研究领域为数据库、大数据管理与分析．葛丛丛，博士研究生，主要研究方向为数
据整合、数据质量．沈怡峰，硕士，主要研究方向为分布式数据处理．

分布式的增量式张量犜狌犮犽犲狉分解方法
杨克宇１）　高云君１），２）　陈　璐１）　葛丛丛１）　沈怡峰１）

１）（浙江大学计算机科学与技术学院　杭州　３１００２７）
２）（阿里巴巴浙江大学前沿技术联合研究中心　杭州　３１１１２１）

摘　要　随着社交网络、电商系统、移动终端设备的快速发展，海量且高维的数据正以前所未有的速度不断地增长
和积累．高维数据可以自然地表示为张量．张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解方法是一种常用且经典的高维数据分析机器学习方
法，被广泛地应用于推荐系统、图像压缩、计算机视觉等多个领域．然而，传统的张量分解方法大多只能处理静态的
数据，并不适用于动态增长的数据．当处理不断增长的数据时，传统方法大多只能低效地重新开始计算，以完成张
量分解．针对增量式数据对传统张量分解方法带来的挑战，本文提出了一种分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解方法
ＤＩＴＴＤ，首次解决了海量高维且动态增长数据上高效的分布式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解问题．该方法首先根据增量数据相
对原始数据的位置关系对其进行分类处理．为了实现分布式节点的负载均衡，本文指出张量的最优划分是ＮＰ难
问题，并使用启发式方法以实现尽可能均匀的张量划分．为了避免张量Ｔｕｃｋｅｒ分解的中间结果爆炸问题，本文提
出了一种新颖的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解计算方法．该方法减少了中间结果的计算和网络传输通信量，以提升分布
式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解效率．最后，本文在真实与合成数据集上进行了大量的实验．实验结果验证了本文方
法的运行效率比基准方法提升了至少１个数量级，并具有良好的可扩展性．
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ｎｏｔｔｈｅｌｅａｓｔ，ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓａｒｅｃｏｎｄｕｃｔｅｄｏｎｂｏｔｈｒｅａｌａｎｄｓｙｎｔｈｅｔｉｃｄａｔａｓｅｔｓ．Ｔｈｅ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｏｕｒｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄＤＩＴＴＤｉｓａｔｌｅａｓｔ１０×ｆａｓｔｅｒｔｈａｎｔｈｅ
ｂａｓｅｌｉｎｅｍｅｔｈｏｄａｎｄｓｃａｌｅｗｅｌｌ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｔｅｎｓｏｒ；Ｔｕｃｋｅｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ；ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ；ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ；Ｓｐａｒｋ

１　引　言
现实世界的诸多应用场景不断涌现出海量、高

维的数据．张量（Ｔｅｎｓｏｒ）是高维数据的自然表达形
式．张量分解（ＴｅｎｓｏｒＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）是一种重要
的高维数据分析机器学习方法，其旨在挖掘高维数
据的隐含表示（主成分），已得到了学术界和工业界
的广泛关注［１２］．张量分解的应用包括但不限于推荐
系统［３４］、图像压缩［５６］以及计算机视觉［７８］．下面以
推荐系统为例说明张量分解的应用．

推荐系统应用：推荐系统通过分析用户过往的
行为数据及其相似用户的行为来得到用户的偏好，
并以此为其提供精准的推荐．在此，本文以用户评价
场景为例，介绍张量分解方法在推荐系统中的作用．
在用户评价场景中，一个特定用户狌对一个特定商品

犻在时刻狋的评分数据狉可以被表示为一个四元组，
即（狌，犻，狋，狉）．一个三维的张量（即“用户×商品×
时间”三维评分数据张量）可以用来表示用户过往
商品评价数据的四元组．进一步地，可以将用户未
显式做出评价的商品看作该张量的缺失元素．而
后，张量分解方法可以被用于对用户过往评价数
据进行分解、得到隐含的数据表示信息，进而补全
前述的缺失数据，即完成对用户商品评价的预测．
基于上述过程，可以完成基于张量分解的用户商
品推荐．

当前，现实生活的众多应用无时无刻不在产生
大量的增量式数据．根据报告统计①，截止２０２０年，
全球每天平均新增超过２．５×１０１８字节的数据．例
如，在电商领域，阿里巴巴集团仅淘宝网一天即产生
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超过７００ＧＢ的数据①；在社交网络领域，新浪微博
日均文字及图片发布量均超过亿级②．上述动态增
长的海量数据使得利用数据库领域的数据处理与优
化技术（如分布式并行技术等）加速机器学习方法成
为一种趋势［９１２］．其中，分布式增量学习旨在基于已
学习到的知识，利用分布式架构增量式地从海量新
增数据中快速学习，以得到新的知识．就张量分解方
法而言，从头重新全量式地计算增量式张量的分解
结果显然是低效的［１３１４］．传统的张量分解方法［１５１８］

大多数关注静态数据场景，即它们仅适用于全量式
的张量分解，而不能高效地支持动态增长张量数据
的分解处理．

为了应对数据动态增长的挑战，目前，一些工作
研究了增量式的张量分解方法［１９２０］．然而，它们一开
始只讨论了张量仅在一个维度（张量的模）上增长的
问题．实际上，现实数据可能会在任意模上增长．图１
给出了两种张量增长模式示例，从中可以看出两种
张量增长模式的不同：左侧表示张量仅在单个模上
增长的情况，可以看到张量随着时间只在竖直方向
上增长；而右侧表示张量在多模上增长的情况，可以
看到张量随着时间在竖直、水平、前后方向上都有增
长．显然，张量多模增长的模式在现实应用场景中更
为普遍的存在．譬如，在前述的推荐系统应用例子
中，新用户、新商品以及新评分数据均可能随时间演
变而加入至系统．

图１　两种张量增长模式示例
因此，研究学者们逐渐开始考虑在所有维度上

都存在数据增长的增量式张量分解问题［１４，２１］．目
前，面向多模增长的增量式张量分解研究正处于起
步阶段，它们初步解决了单机环境下多模增长的张
量分解问题．然而，因其可扩展性有限，不能很好地
处理海量新增数据的分析需求．当前，诸多现实应用
中涌现出不断增长的海量数据驱使着分布式的增量
式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解方法研究．

本文提出了一种高效的分布式的增量式张量
Ｔｕｃｋｅｒ分解方法ＤＩＴＴＤ，首次借助分布式框架处

理海量新增数据的张量分解计算分析需求．为了高
效地实现增量式张量的分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解方法，
主要需要解决以下两大挑战：

（１）如何保证分布式框架下各个工作节点的负
载均衡？工作节点的负载均衡是设计高效分布式算
法的关键．为了避免工作节点的负载倾斜严重而导
致性能瓶颈问题，需要精心地分配各个工作节点的
工作负载，保证其负载均衡．通过分析张量分解的计
算过程可以发现：张量分解的计算量与张量中非零
元素的数量成正相关关系．因此，通过均匀地划分张
量非零元素，使得张量划分结果的各个部分中包含
的张量非零元素的数量保持一致，即可实现负载均
衡．然而，实现上述张量的最优划分是一个ＮＰ难问
题．为此，本文探讨了启发式的张量划分算法，利用
贪心和最大最小匹配策略，尽可能地实现张量非零
元素的均匀划分．

（２）如何设计高效的分布式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解
计算算法？在完成了增量式张量的划分之后，各个
工作节点需要分布式地进行张量Ｔｕｃｋｅｒ分解计
算．在张量Ｔｕｃｋｅｒ分解计算过程中，容易遇到中间
结果爆炸的问题［１４，１８］．尤其在本文讨论的分布式环
境下，控制中间结果的大小有利于减少计算量以及
节点间的网络通信量，是设计高效的Ｔｕｃｋｅｒ分解
计算算法的关键．本文通过分析增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ
分解计算流程，发现了前人工作中的计算瓶颈问题，
并对其进行优化，从而减少了中间结果的大小．进一
步地，结合分布式框架设计了新颖的算法，以支持高
效的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解计算．

本文工作的主要贡献可以总结为以下四点：
（１）提出了一种分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ

分解方法ＤＩＴＴＤ．该方法首次借助分布式框架高效
地解决了海量新增数据的张量Ｔｕｃｋｅｒ分解问题．

（２）分析了分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解
工作负载，使用基于贪心和最大最小分配策略的启
发式张量划分算法，保证了各个节点的负载均衡．

（３）探讨了增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解的计算瓶
颈、优化中间结果大小，并基于此设计了分布式的增
量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解计算方法．

（４）在真实与合成数据集上进行了大量的实验
评估，验证了ＤＩＴＴＤ相比基准方法有至少１个数
量级的效率提升，且具有良好的可扩展性．
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接下来，本文第２节阐述张量分解的相关工作；
第３节介绍增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解相关的基本概
念；第４节详细阐述分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分
解方法ＤＩＴＴＤ；第５节通过详尽的实验评估分析
ＤＩＴＴＤ的性能；第６节总结全文．

２　相关工作
本节介绍张量分解的相关工作．第２．１节回顾

全量式张量分解的相关工作，包括单机、并行以及分
布式环境下的张量分解方法；第２．２节介绍增量式
张量分解的相关工作，主要分为单模增长和多模增
长的张量分解两类研究工作．
２．１　全量式张量分解

张量分解作为重要的高维数据分析方法，主要有
两种常用的算法：ＣＰ（ＣＡＮＤＥＣＯＭＰ／ＰＡＲＡＦＡＣ）分
解和Ｔｕｃｋｅｒ分解．张量ＣＰ分解最初由Ｈｉｔｃｈｃｏｃｋ［２２］、
Ｃａｒｒｏｌｌ和Ｃｈａｎｇ［２３］以及Ｈａｒｓｈｍａｎ［２４］分别独立提
出．ＣＰ分解的基本思想是将给定的张量分解为多个
因子矩阵的外积形式．张量Ｔｕｃｋｅｒ分解最初由
Ｔｕｃｋｅｒ［２５］提出，而后Ｋｒｏｏｎｅｎｂｅｒｇ和ＤｅＬｅｅｕｗ［２６］
以及ＤｅＬａｔｈａｕｗｅｒ等人［２７］对其做了进一步改进．
Ｔｕｃｋｅｒ分解与ＣＰ分解不同，它将给定的张量分解
为一个核心张量（ＣｏｒｅＴｅｎｓｏｒ）与多个因子矩阵的
乘积．实际上，ＣＰ分解可以被看作Ｔｕｃｋｅｒ分解在
核心张量为超对角结构时的一个特例．在应用场景
中，ＣＰ分解比Ｔｕｃｋｅｒ分解更适用于具备低秩多重
线性结构性质的张量分解，而Ｔｕｃｋｅｒ分解适用于
一般（非低秩）的张量分解［２］．现有的张量分解算法
按优化计算方式来区分，可以被分为以下三大类：
（１）交替最小二乘法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅ，
ＡＬＳ）［２８２９］；（２）随机梯度下降（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＧｒａｄｉｅｎｔ
Ｄｅｓｃｅｎｔ，ＳＧＤ）［３０３１］；（３）坐标下降法（Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
Ｄｅｓｃｅｎｔ，ＣＤＤ）［３２３３］．

近年来，现实应用中产生的海量数据驱使着张
量分解研究从单机环境向并行、分布式环境发展，以
支持海量数据的高效计算需求．ＳＰＬＡＴＴ［３４３５］为稀
疏张量ＣＰ分解提供了高效的并行计算工具．另外，
ＰＴＵＣＫＥＲ［１８］、ＴｕｃｋｅｒＭＰＩ［３６］以及ＳＨＯＴ［３７］为
Ｔｕｃｋｅｒ分解设计了高效的并行计算算法．在分布式
框架下，ＧｉｇａＴｅｎｓｏｒ［３８］提供一种大规模张量分解算
法，ＳＣｏｕＴ［３９］探索了伴随辅助信息的大规模张量分
解问题．上述两种张量分解方法被整合进了一个张
量数据挖掘算法库ＢＩＧｔｅｎｓｏｒ［４０］．此外，ＣａｒｔＨＰ［４１］

提出了一种基于超图的张量划分方法以提升分布式
张量分解效率．ＤｉｓＴｅｎＣ［１７］研究了基于Ｓｐａｒｋ的分
布式张量补全算法．

值得指出的是：上述所有的工作都是面向全量
式的张量分解进行设计，并不能高效支持增量式的
张量分解计算．
２．２　增量式张量分解

日益增长的海量数据驱使着增量式张量分解研
究的发展．最初，增量式张量分解的工作只解决了单
模增长的张量分解问题．在增量式张量ＣＰ分解方
面，Ｎｉｏｎ和Ｓｉｄｉｒｏｐｏｕｌｏｓ［４２］提出了两种自适应的
ＰＡＲＡＦＡＣ算法，包括基于协同对角化的ＰＡＲＡＦＡＣ
ＳＤＴ和基于加权最小二乘法的ＰＡＲＡＦＡＣＲＬＳＴ．
Ｐｈａｎ和Ｃｉｃｈｏｃｋｉ［４３］探讨了一种可以被用于增量式
张量分解的分块张量计算思想．Ｚｈｏｕ等人［２０］给出
了增量式张量ＣＰ分解方法ＯｎｌｉｎｅＣＰ．在增量式张
量的Ｔｕｃｋｅｒ分解问题上，Ｓｕｎ等人［１９］开发了增量
式张量分析框架（ＩＴＡ）以支持流式张量分析．Ｙｕ等
人［４４］探索了一种在线低秩张量学习算法（ＡＬＴＯ）
以解决流式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解问题．

最近，多模增长的增量式张量分解问题开始
被研究学者所关注．Ｓｏｎｇ等人［２１］给出了多模增长
的张量分解问题形式化定义，并针对此问题提出了
一种增量式张量ＣＰ分解方法ＭＡＳＴ．基于此，
Ｎｉｍｉｓｈａｋａｖｉ等人［４５］探索了附带额外信息的多模增
长张量ＣＰ分解问题．Ｙａｎｇ等人［４６］进一步提出了分
布式的多模增长张量ＣＰ分解方法ＤｉｓＭＡＳＴＤ．另
外，Ｘｉａｏ等人［１４］设计了ｅＯＴＤ算法，首次研究了多
模增长张量Ｔｕｃｋｅｒ分解问题，以在保证结果准确
度的同时，提升了单机上的计算效率．

综上所述，当前增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解方法
大多只适用于单模增长模式，而唯一解决多模增长
张量Ｔｕｃｋｅｒ分解问题的ｅＯＴＤ算法只适用于单机
环境．然而，许多的现实应用会动态产生海量数据，
亟待探索分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解方法，
以支持海量新增数据的张量分解计算需求．为此，本
文提出了一种高效的分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ
分解方法ＤＩＴＴＤ．

３　基本概念
本节介绍张量分解的相关基本概念．首先，第

３．１节介绍张量及其相关的基本操作；而后，第３．２
节介绍多模增长的张量Ｔｕｃｋｅｒ分解．
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３．１　张量及其相关基本操作
本小节介绍张量的概念以及与本文相关的张量

基本操作，更多张量操作的细节可参见综述［１２］．
定义１．　张量（Ｔｅｎｓｏｒ）．一个张量是一个多维

数组，记为!．
一般地，张量的维度数量被称为阶（Ｏｄｅｒ），也

被称为模（Ｍｏｄｅ）．例如，向量（Ｖｅｃｔｏｒ）是一阶张量，
矩阵（Ｍａｔｒｉｘ）是二阶张量．在本文中，向量（１阶张
量）使用加粗的小写字母表示（如犪）、矩阵（２阶张
量）使用加粗的大写字母表示（如犃）、高阶张量（阶
数大于等于３）使用欧拉手写字母表示（如!

）．向量
犪的第犻个元素表示为犪（犻），矩阵犃的（犻，犼）位置上
的元素表示为犃（犻，犼），三阶张量! 的（犻，犼，犽）位置上
的元素表示为!

（犻，犼，犽）．本文使用小写字母作为元
素位置标记时，取值范围为１到其对应的大写字母，
譬如犻＝１，２，…，犐．

定义２．　张量矩阵化（ＴｅｎｓｏｒＭａｔｒｉｃｉｚａｔｉｏｎ）．
给定阶张量! ∈!

犐１×犐２×…×犐犖，犐１，犐２，…，犐犖∈犖表
示各模大小．张量! 在第狀模上的矩阵化记为犡（狀）．特
别地，张量（犻１，犻２，…，犻犖）位置上的元素!

（犻１，犻２，…，
犻犖）被映射至相应矩阵的（犻狀，犼）位置，即犡（狀）（犻狀，犼）．
其中，犼＝１＋∑

犖

犽＝１，犽≠狀
（犻犽－１）犑犽，犑犽＝∏

犽－１

犿＝１，犿≠狀
犐犿．

定义３．　张量矩阵乘法（ＴｅｎｓｏｒＭａｔｒｉｘＭｕｌｔｉ
ｐｌｉｃａｔｉｏｎ）．给定犖阶张量! ∈!

犐１×犐２×…×犐犖和矩阵

犝∈!

犑×犐狀，犑＝∏
犖

犿＝１，犿≠狀
犐犿，可以定义张量! 在第狀

模上的张量矩阵乘法，记为" ＝! ×狀犝，"∈
!

犐１×…×犐狀－１×犑×犐狀＋１×…×犐犖．特别地，
"

（犻１，…，犻狀－１，犼，犻狀＋１，…，犻犖）＝

∑
犐狀

犻狀＝１
!

（犻１，犻２，…，犻犖）犝（犼，犻狀）．
张量矩阵乘法常被表示为矩阵化形式，即

"＝! ×狀犝犢（狀）＝犝犡（狀）．
定义４．　矩阵克罗内克积（ＭａｔｒｉｘＫｒｏｎｅｃｋｅｒ

Ｐｒｏｄｕｃｔ）．给定两个矩阵犃∈!

犐×犑和犅∈!

犓×犔，二者
的克罗内克积记为犃犅，犃犅是一个（犐犓）×（犑犔）
的矩阵，定义如下：

犃犅＝
犃（１，１）犅犃（１，２）犅…犃（１，犑）犅
犃（２，１）犅犃（２，２）犅…犃（２，犑）犅
   

犃（犐，１）犅犃（犐，２）犅…犃（犐，犑）

熿

燀

燄

燅犅
．

３．２　多模增长的张量犜狌犮犽犲狉分解算法
本小节先给出Ｔｕｃｋｅｒ分解的定义，而后阐述

单机环境下多模增长的张量Ｔｕｃｋｅｒ分解算法
ｅＯＴＤ［１４］的流程．

定义５．Ｔｕｃｋｅｒ分解（ＴｕｃｋｅｒＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）．
给定犖阶张量! ∈!　犐１×犐２×…×犐犖，Ｔｕｃｋｅｒ分解将!

分解为１个核心张量（ＣｏｒｅＴｅｎｓｏｒ）和犖个因子矩
阵乘积形式：

! ≈#×１犃（１）×２犃（２）…×犖犃（犖）＝#×｛犃（狀）｝．
其中，核心张量#∈!

犚１×犚２×…×犚犖，因子矩阵犃（狀）∈
!

犐狀×犚狀，狀＝１，２，…，犖．
一般地，可以将核心张量#看作是原始张量! 的

压缩（犚狀＜犐狀），因子矩阵犃（狀）为酉矩阵（Ｕｎｉｔａｒｙ
Ｍａｔｒｉｘ）．张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解还可以使用张量矩阵
化形式表示，即犡（狀）＝犃（狀）犌（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）
犃（狀－１）…犃（１））Ｔ．例如，三阶张量! ∈!

犐×犑×犓的
Ｔｕｃｋｅｒ分解可以表示为! ≈#×１犃×２犅×３犆，其矩
阵化形式为

犡（１）≈犃犌（１）（犆犅）Ｔ，
犡（２）≈犅犌（２）（犆犃）Ｔ，
犡（３）≈犆犌（３）（犅犃）Ｔ．

其中，#∈!

犘×犙×犚，因子矩阵犃∈!

犐×犘，犅∈!

犑×犙，
犆∈!

犓×犚．
如前所述，在许多现实应用中，张量数据随时间

在所有模上增长．下面给出多模增长的Ｔｕｃｋｅｒ分
解的定义．

定义６．多模增长的Ｔｕｃｋｅｒ分解．假定有一
个张量数据流｛! （狋）∈!

犐（狋）１×犐（狋）２×…×犐（狋）犖｝及其对应狋时
刻张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解结果!　（狋）＝#　（狋）×｛犃（狋）（狀）｝，其
中核心张量#　（狋）∈!

犚１×犚２×…×犚犖，因子矩阵犃（狋）（狀）∈
!

犐狀×犚狀，狀＝１，２，…，犖．在狋＋１时刻的张量为
!　（狋＋１）∈!

犐（狋＋１）１ ×犐（狋＋１）２ ×…×犐（狋＋１）犖 ，
!　（狋＋１）可以被看作

｛
!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖｝（犻１犻２…犻犖）∈Θ，其中Θ是犖项二元组Θ
｛０，１｝犖，!　（狋＋１）０…０＝!　（狋）．给定狋＋１时刻的增长张量
｛
!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖｝（犻１犻２…犻犖）∈Θ＼（０…０）以及狋时刻的Ｔｕｃｋｅｒ张量
分解结果#　（狋）和｛犃（狋）（狀）｝，多模增长的Ｔｕｃｋｅｒ分解给
出新增长张量!　（狋＋１）的Ｔｕｃｋｅｒ分解结果#　（狋＋１）和
｛犃（狋＋１）（狀）｝．

图２给出了三阶多模增长张量Ｔｕｃｋｅｒ分解的
示例．Ｘｉａｏ等人［１４］提出了ｅＯＴＤ算法以解决多模增
长的Ｔｕｃｋｅｒ分解问题，但仅适用于单机环境．接下
来简单介绍ｅＯＴＤ算法，详细算法过程请参见文
献［１４］．ｅＯＴＤ算法主要包括两个步骤，（１）更新因
子矩阵；（２）更新核心张量．

（１）更新因子矩阵．首先，根据增长张量
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图２　多模增长的张量Ｔｕｃｋｅｒ分解示例
｛
!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖｝（犻１犻２…犻犖）∈Θ＼（０…０）下标（犻１犻２…犻犖）中含１的个
数不同将其归为犖类｛"　犿｝犖犿＝１．然后，分别依次按
"　犿下标含１的个数顺序对相应的因子矩阵进行更
新．特别地，对于子张量类别"　犿中的子张量!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖，
若犻狀＝１，则对应因子矩阵进行如下更新：
犃′ｎｅｗ（狀）α犃′ｏｌｄ（狀）＋（１－α）（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（#　－犻狀）（狀）（１）

其中，系数α∈（０，１）是遗忘因子，表示多大程度
上保留前一步得到的信息：#　－犻狀#　犻１…犻狀－１犻狀＋１…犻犖＝
#×１犃（１）…×狀－１犃（狀－１）×狀＋１犃（狀＋１）…×犖犃（犖）．若
犻犽＝０，则犃（犽）＝犃（狋）（犽）∈!

犐（狋）犽×犚犽，否则犃（犽）＝犃′（犽）∈
!

（犐（狋＋１）犽 －犐（狋）犽）×犚犽；符号表示矩阵的伪逆（ｐｓｅｕｄｏ
ｉｎｖｅｒｓｅ）．部分更新的因子矩阵｛犃′（犻狀）｝与上一时刻
的因子矩阵｛犃（狋）（犻狀）｝拼接得到矩阵｛（犞（狋＋１）（狀））Ｔ
［（犃（狋）（犻狀））Ｔ（犃′（犻狀））Ｔ］｝，犞（狋＋１）（狀）∈!

犐（狋＋１）狀 ×犚狀．接着，在矩
阵（犞（狋＋１）（狀））Ｔ上经过改进的格拉姆施密特正交化过
程（ＭｏｄｉｆｉｅｄＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔｐｒｏｃｅｓｓ，以下简称为
ＭＧＳ）处理后得到狋＋１时刻的因子矩阵｛犃（狋＋１）（狀）｝，
犃（狋＋１）（狀）∈!

犐（狋＋１）狀 ×犚狀．
（２）更新核心张量．对于上述步骤得到的因子矩

阵｛犃（狋＋１）（狀）｝，将其重新拆分为两个矩阵｛犃（狋＋１）（狀），０｝和
｛犃（狋＋１）（狀），１｝，即（犃（狋＋１）（狀））Ｔ＝［（犃（狋＋１）（狀），０）Ｔ（犃（狋＋１）（狀），１）Ｔ］，犃（狋＋１）（狀）∈
!

犐（狋＋１）狀 ×犚狀，犃（狋＋１）（狀），０∈!

犐（狋）狀×犚狀以及犃（狋＋１）（狀），１∈!

（犐（狋＋１）狀 －犐（狋）狀）×犚狀．
根据酉矩阵性质，核心张量可以按如下规则进行
更新：

#　（狋＋１）←#　（狋）×｛（犃（狋＋１）（狀），０）Ｔ犃（狋）（狀）｝＋　　　　
∑（犻１…犻犖）∈Θ＼（０…０）

!　（狋＋１）犻１…犻犖×｛（犃（狋＋１）（狀），犻狀）Ｔ｝（２）
其中，Θ｛０，１｝犖．

４　技术细节
本节详细阐述本文所提出的分布式的增量式张

量Ｔｕｃｋｅｒ分解方法ＤＩＴＴＤ．ＤＩＴＴＤ主要分为两个
步骤：（１）增量式张量划分；（２）分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解
计算．为了叙述直观且方便，首先在第４．１节和第
４．２节中，以三阶张量为例，分别给出上述ＤＩＴＴＤ
两个步骤的技术细节；然后，在第４．３节中，阐述
ＤＩＴＴＤ扩展至任意犖阶增量式张量的Ｔｕｃｋｅｒ分
解方法．

具体来说，分布式的三阶增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解，
假定狋时刻的张量为!　（狋）∈!

犐×犑×犓，狋＋１时刻的张量
为!　（狋＋１）∈!

（犐＋犱１）×（犑＋犱２）×（犓＋犱３）．记!　（狋＋１）０００ ＝!　（狋），
!　（狋＋１）相对!　（狋）的增长部分｛!　（狋＋１）犻犼犽 ｝（犻犼犽）∈Θ＼（０００），Θ
｛０，１｝３为三项二元组．给定狋时刻张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解
结果核心张量#　（狋）∈!

　犘×犙×犚和因子矩阵犃（狋）∈!

　犐×犘，
犅（狋）∈!

犑×犙，犆（狋）∈!

犑×犚，ＤＩＴＴＤ需要基于狋时刻的
Ｔｕｃｋｅｒ分解结果完成分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ
分解得到狋＋１时刻张量!　（狋＋１）的Ｔｕｃｋｅｒ分解结
果，包括核心张量#　（狋＋１）∈!

犘×犙×犚以及因子矩阵
犃（狋＋１）∈!

（犐＋犱１）×犘、犅（狋＋１）∈!

（犑＋犱２）×犙以及犆（狋＋１）∈
!

（犓＋犱３）×犚．
４１　增量式张量划分

新增长张量的数据量可能十分庞大，需要将其
进行划分，而后分配至分布式系统的各个节点进行
处理．对增长的张量进行合适的划分，使得各个分布
式工作节点的负载均衡是张量划分步骤中需要考虑
的首要目标．

根据因子矩阵的更新式（１）和核心张量的更新
式（２），可以分析得到以下两点：（１）增量式张量
Ｔｕｃｋｅｒ分解过程中，应以增长张量的层为最小单位
进行划分计算；（２）增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解计算复
杂度与增长张量中所含非零元素的数量成线性关系
（第４．２节将对更新计算过程进行详细阐述）．因此，
一个直观的想法是保证各个划分中张量非零元素的
数量相等．然而，实现这个目标的算法是ＮＰ难的．
下面给出具体的讨论．

定理１．　张量的最优划分问题是ＮＰ难问题．
证明．　此问题可以归约到一个ＮＰ完全问

题．划分问题（Ｐａｒｔｉｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ）．划分问题的描述
如下：给定一个具有狀个正整数的集合犛＝｛狊犻｜犻＝
１，２，…，狀，狊犻∈犖｝，判断是否能将犛划分为两个子
集犛１和犛２，使得集合犛１中的数据和等于集合犛２中
的数据和．

接下来，考虑张量划分中最简单的情况，假定只
在一个模上对张量进行划分，且只需将其划分成为
两个部分．此时，可以将张量当前模上各层的非零元
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素数量的集合看作犛，张量的最优划分问题等价于
判断是否能将犛划分为两个子集犛１和犛２，以使得集
合犛１和犛２中的数据和相等，即上述划分问题．因此，
张量的最优划分问题是ＮＰ难问题． 证毕．

考虑到张量的最优划分问题是ＮＰ难问题，本
文使用启发式的张量划分算法，以尽可能地保证各
个划分中张量非零元素的数量相等．整个增量式划
分过程可以分为两步：（１）增量式子张量分类；（２）子
张量划分．

（１）增量式子张量分类．首先，狋＋１时刻的增长
张量｛!　（狋＋１）犻犼犽 ｝（犻犼犽）∈Θ＼（０００）根据其增长下标（犻犼犽）中含１
的个数不同被归为三类：

"１＝｛!　（狋＋１）１００，
!　（狋＋１）０１０，

!　（狋＋１）００１｝，
"２＝｛!　（狋＋１）０１１，

!　（狋＋１）１０１，
!　（狋＋１）１１０｝，

"３＝｛!　（狋＋１）１１１｝．
其中，"１、"２、"３中子张量的增长下标（犻犼犽）分别包
含１个、２个、３个下标为１的模．

接下来，分别依次对三类子张量进行划分，而后
进行分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解计算．

（２）子张量划分．在完成子张量的分类后，
ＤＩＴＴＤ对各个子张量进行划分．由因子矩阵更新
式（１）可得，当子张量模的下标为１时，需要在此模
上按层进行计算更新因子矩阵．例如，对于子张量
!　（狋＋１）１００，其需要在第１个模上按层进行计算更新因
子矩阵犃′．因此，ＤＩＴＴＤ应按增长下标对子张量在
各对应模上进行划分．

一个容易想到的张量划分算法是基于贪心策
略的张量划分算法（ＧｒｅｅｄｙｔｅｎｓｏｒＰａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，以下简称为ＧＰ）．具体来说，各个张量划
分以张量划分中所含非零元素理论最优值（即若假定
张量非零元素数量为犖犖犣，划分数量为狆；则理论
最优值为非零元素平均数犖犖犣／狆）为目标，依次将
张量层分配至当前划分，直到当前划分非零元素数量
达到理论最优值，完成当前划分的张量分配，继续下
一个划分．以此类推，ＧＰ完成所有张量划分的分配．

然而，现实应用中的张量所含非零元素可能是
不均匀分布的，即各个张量层所含的张量非零元素
数量相差很大．在这样情况下，ＧＰ可能得到不均匀
的张量划分．

本文进一步给出一种启发式张量划分算法．该算
法基于最大最小分配策略，称为最大最小匹配张量
划分算法（ＭａｘｍｉｎＭａｔｃｈｉｎｇｔｅｎｓｏｒＰａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，以下简称为Ｍ２Ｐ）．Ｍ２Ｐ的基本思想是：
迭代地将当前张量中含非零元素数量最大的层划分

至当前含非零元素数量最小的划分中，以尽可能地
实现张量的均匀划分．Ｍ２Ｐ算法的伪代码如算法１
所示．

算法１．　最大最小匹配张量划分Ｍ２Ｐ算法．
输入：待划分子张量!　狊狌犫，待划分的模狀，划分数量狆狀
输出：张量划分结果｛犘狆｝狆狀狆＝１
１．统计子张量!　狊狌犫模狀上各层非零元素｛犖犖犣犻｝犱狀犻＝１
２．犖犎犲犪狆←犫狌犻犾犱犕犪狓犎犲犪狆（｛犖犖犣犻｝犱狀犻＝１）
３．初始化划分｛犘狆｝狆狀狆＝１为空
４．犘犎犲犪狆←犫狌犻犾犱犕犻狀犎犲犪狆（｛犘狆｝狆狀狆＝１）
５．ＷＨＩＬＥ犖犎犲犪狆≠
６．　犛犾犻犮犲＝犖犎犲犪狆．狆狅狆（）／／非零元素数量最大层
７．　犘犪狉狋＝犘犎犲犪狆．狆狅狆（）／／非零元素数量最小划分
８．　犘犪狉狋．犪犱犱（犛犾犻犮犲）
９．　犘犎犲犪狆．狆狌狊犺（犘犪狉狋）
１０．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
１１．｛犘狆｝狆狀狆＝１←犘犎犲犪狆．犵犲狋犚犲狊狌犾狋（）
１２．输出｛犘狆｝狆狀狆＝１
给定待划分子张量!　狊狌犫、待划分的模狀和划分

数量狆狀三个输入，Ｍ２Ｐ算法输出张量划分结果
｛犘狆｝狆狀狆＝１．Ｍ２Ｐ首先在给定的模狀上统计!　狊狌犫各层
非零元素的数量｛犖犖犣犻｝犱狀犻＝１（行１）．其中，犱狀为!　狊狌犫
在模狀上的层数（模大小）．接着，根据各层非零元素
的数量大小为各层建立最大堆犖犎犲犪狆（行２）．然
后，初始化狆狀个划分｛犘狆｝狆狀狆＝１为空（行３），并按各划
分含非零元素的数量大小（初始为零）为其建立最小
堆犘犎犲犪狆（行４）．接下来，依次根据各层非零元素
数量从大到小的顺序从犖犎犲犪狆中取出张量层
犛犾犻犮犲进行分配至当前含张量非零元素数量最小的
划分犘犪狉狋中，并更新划分结果至犘犎犲犪狆（行５～
１０）．最后，Ｍ２Ｐ得到张量划分结果｛犘狆｝狆狀狆＝１并将其
输出（行１１～１２）．

图３给出了张量划分算法的示例．给定一个待
划分子张量!　狊狌犫∈!

３×５×２，如下：

犡１＝
１６０００
２０８００
熿

燀

燄

燅００９００
，犡２＝

３０１３０
４７０４６
熿

燀

燄

燅５０２５０
．

图３　子张量划分示例
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现在需要在子张量!　狊狌犫第２模（狀＝２）上得到
３个划分（狆狀＝３）．Ｍ２Ｐ算法首先在第２模上统计可
得各层非零元素的数量依次为５、２、４、３、１，经最大
最小分配策略后，可以得到３个划分犘１、犘２、犘３．其
中，犘１包含!　狊狌犫在第２模上的第１层，即犘１＝
｛
!　狊狌犫（：，１，：）｝；犘２包含!　狊狌犫在第２模上的第３层和
第５层，即犘２＝｛!　狊狌犫（：，３，：），!　狊狌犫（：，５，：）｝；另外，
犘３包含!　狊狌犫在第２模上的第２层和第４层，即犘３＝
｛
!　狊狌犫（：，２，：），!　狊狌犫（：，４，：）｝．三个划分分别都包含
５个张量非零元素．

作为对比，在上述子张量!　狊狌犫例子中，ＧＰ算法首
先计算得到张量划分非零点数量理论最优值为５，而
后进行贪心划分分别得到的３个张量划分犘１、犘２、
犘３．其中，犘１＝｛!　狊狌犫（：，１，：）｝、犘２＝｛!　狊狌犫（：，２，：），
!　狊狌犫（：，３，：）｝、犘３＝｛!　狊狌犫（：，４，：），!　狊狌犫（：，５，：）｝．三
个划分分别包含５、６、４个张量非零元素．可以看到
Ｍ２Ｐ算法得到的张量划分结果相比ＧＰ算法得到
的结果更为均匀，有利于分布式工作节点的负载
均衡．

在完成各个子张量的划分之后，ＤＩＴＴＤ对增
量式张量进行分布式的Ｔｕｃｋｅｒ分解计算，下面第
４．２节对其进行详细阐述．
４２　分布式犜狌犮犽犲狉分解计算

在分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解计算过程中，如何设计
高效的计算算法是一大挑战．在此过程中，最重要的
是避免中间结果爆炸．在本文所讨论的分布式环境
下，张量Ｔｕｃｋｅｒ分解所面临的数据规模本身比单
机环境更加庞大，因而避免中间结果爆炸显得尤为
重要．设计高效的Ｔｕｃｋｅｒ分解计算算法，使之尽可
能少地产生中间结果，不仅有利于减少计算工作量，
而且有利于降低分布式节点之间的网络传输量．基
于上述考虑，本文设计了分布式的增量式张量
Ｔｕｃｋｅｒ分解计算方法．该方法整体分为两个步骤：
（１）更新因子矩阵；（２）更新核心张量．下面对此两
个步骤的流程进行详细阐述．
４．２．１　更新因子矩阵

首先，利用第一类子张量"１＝｛!　（狋＋１）１００，
!　（狋＋１）０１０，

!　（狋＋１）００１｝更新因子矩阵．根据因子矩阵更新式（１），可
以得到三阶张量对应的因子矩阵基于第一类子张量
"１的更新公式：

犃′←（!　（狋＋１）１００）（１）（#　·００）（１），
犅′←（!　（狋＋１）０１０）（２）（#　０·０）（２），
犆′←（!　（狋＋１）００１）（３）（#　００·）（３）．

其中，#　·００＝#　（狋）×２犅（狋）×３犆（狋），
#　０·０＝#　（狋）×１犃（狋）×３

犆（狋），#　００·＝#　（狋）×１犃（狋）×２犅（狋）．由于在此之前未更新
过因子矩阵，故遗忘因子α取０．

下面以因子矩阵犃′的更新计算为例进行讨论．
首先，考察核心张量与因子矩阵乘积#　·００＝#　（狋）×２
犅（狋）×３犆（狋）∈!

犘×犑×犓，其对应矩阵化为（#　·００）（１）∈
!

犘×（犑犓）．其中，犑和犓都是原张量的模大小，因而二
者的乘积犑犓是巨大的．根据第５．２．１节实验数据
显示，犑犓大小可达１０１３量级．现有的机器都难以生
成如此巨大的中间矩阵对象，更难以支持此矩阵伪
逆的计算．

上述的中间结果爆炸现象，驱使着本文设计一
种优化方法，以避免计算如此巨大的矩阵运算操作．
本文设计了一种计算方法，将上述计算进行等价转
换，并拆分巨大的中间矩阵计算，以避免中间结果
爆炸问题．特别地，对于因子矩阵犃，进行如下计算
转换：

犃′←（!　（狋＋１）１００）（１）（#　·００）（１） （３）
犃′←（!　（狋＋１）１００）（１）（犆（狋）犅（狋））（犌（狋）

（１）） （４）
在这个转换过程中，依次利用了矩阵伪逆、张

量矩阵乘法、矩阵克罗内克积以及因子酉矩阵的性
质来将更新式（３）转换为更新式（４），详细证明可以
参见附录１．

本文对更新式（３）到更新式（４）的转换主要有以
下两点好处：（１）避免了核心张量与因子矩阵乘积
的中间结果爆炸；（２）为因子矩阵与增长张量结合
进行分布式计算提供了理论基础．接下来，本文详
细阐述因子矩阵犃′根据更新式（４）的分布式计算
过程．

在前一步骤增量式张量划分中，ＤＩＴＴＤ已将子
张量!　（狋＋１）１００尽可能均匀地划分至分布式节点．根据
更新式（４），其余涉及到计算元素为因子矩阵犅（狋）∈
!

犑×犙、犆（狋）∈!

犓×犚以及核心张量矩阵化犌（狋）
（１）∈

!

犘×（犙犚）．以上计算元素均为小矩阵，可以按行广播至
各个分布式节点进行计算．接下来，阐述ＤＩＴＴＤ的
分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解计算步骤，总体分为以下三步：

（１）首先，计算核心张量矩阵化伪逆（犌（狋）
（１））．这

一步骤因为避免了大矩阵（#　·００）（１）∈!

犘×（犑犓）的伪
逆计算，将计算复杂度从犗（ｍａｘ｛犘，（犑犓）｝３）降低
为犗（ｍａｘ｛犘，（犙犚）｝３）（一般地，在Ｔｕｃｋｅｒ分解中
待分解张量的模大小犐，犑，犓远大于核心张量的模
大小犘，犙，犚）．
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（２）其次，计算（!　（狋＋１）１００）（１）（犆（狋）犅（狋））．该项是
矩阵化张量乘矩阵克罗内克积（ＭａｒｔｉｃｉｚｅｄＴｅｎｓｏｒ
ＴｉｍｅｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒＰｒｏｄｕｃｔ，以下简称为ＭＴＴＫＰ），
记为^犃，^犃＝（!　（狋＋１）１００）（１）（犆（狋）犅（狋））．若显式地计算
矩阵克罗内克积（犆（狋）犅（狋））∈!

（犓犑）×（犚犙），而后与矩
阵化张量（!　（狋＋１）１００）（１）做矩阵乘法，可能重新遇到前
述的中间结果爆炸问题．为此，本文给出了一种
ＭＴＴＫＰ行式计算的策略，以避免产生巨大的中间
结果．^犃的行式计算公式如下：
犃^（犻，：）＝
∑

!　（狋＋１）１００（犻，：，：）≠０
!　（狋＋１）１００（犻，犼，犽）（犆（狋）（犽，：）犅（狋）（犼，：））（５）

图４给出了按照式（５）对ＭＴＴＫＰ进行行式计
算的示例．在各个张量划分中，根据式（５），按所含张
量非零元素（如图４中黑点所示）的下标犼、犽对应分
配因子矩阵犅（狋）、犆（狋）的对应行（如图４矩阵犅、犆中
黑色粗线所示），即可分布式地完成当前划分对应矩
阵^犃行（如图４矩阵^犃中黑色粗线所示）的计算．然
后，汇总各个划分分别计算好的矩阵^犃行，得到完
整的ＭＴＴＫＰ结果矩阵^犃．值得一提的是：ＭＴＴＫＰ
的分布式行式计算过程决定了在第４．１节描述的增
量式张量划分过程中，需要依照张量的层次且以各
划分包含的非零元素数量均匀为目标进行张量
划分．

图４　ＭＴＴＫＰ行式计算示例
（３）最后，将ＭＴＴＫＰ结果矩阵与核心张量矩

阵化伪逆（犌（狋）
（１））相乘得到更新部分的因子矩阵犃′．

此时，犃′并不满足酉矩阵性质，进一步对其进行改进
的格拉姆施密特正交化过程（ＭｏｄｉｆｉｅｄＧｒａｍ
Ｓｃｈｍｉｄｔｐｒｏｃｅｓｓ，以下简称为ＭＧＳ）处理，以得到列
正交的酉矩阵犃′，供下一步骤更新使用．

类似地，ＤＩＴＴＤ基于第一类子张量"１其余两
个子张量!　（狋＋１）０１０和!　（狋＋１）００１对因子矩阵犅、犆进行更
新，其更新公式如下：

犅′←（!　（狋＋１）０１０）（１）（犆（狋）犃（狋））（犌（狋）
（２）），

犆′←（!　（狋＋１）００１）（１）（犅（狋）犃（狋））（犌（狋）
（３））．

在完成基于第一类子张量"１的因子矩阵更新
之后，ＤＩＴＴＤ继续基于第二类子张量"２＝｛!　（狋＋１）０１１，
!　（狋＋１）１０１，

!　（狋＋１）１１０｝对各个因子矩阵进行更新．每个第
二类子张量与两个因子矩阵的更新同时有关．例如，
子张量!　（狋＋１）０１１会被用于因子矩阵犅′、犆′的更新．基于
第二类子张量"２的因子矩阵更新公式分别如下：
犅′ｎｅｗ←α犅′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）０１１）（２）（犆′犃（狋））（犌（狋）

（２）），
犆′ｎｅｗ←α犆′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）０１１）（３）（犅′犃（狋））（犌（狋）

（３）），
犃′ｎｅｗ←α犃′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）１０１）（１）（犆′犅（狋））（犌（狋）

（１）），
犆′ｎｅｗ←α犆′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）１０１）（３）（犅（狋）犃′）（犌（狋）

（３）），
犃′ｎｅｗ←α犃′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）１１０）（１）（犆（狋）犅′）（犌（狋）

（１）），
犅′ｎｅｗ←α犅′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）１１０）（２）（犆（狋）犃′）（犌（狋）

（２））．
依次类推，接下来可以基于第三子张量"３＝

｛
!　（狋＋１）１１１｝对因子矩阵进行更新．基于第三类子张量

"３的因子矩阵更新公式分别如下：
犃′ｎｅｗ←α犃′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）１１１）（１）（犆′犅′）（犌（狋）

（１）），
犅′ｎｅｗ←α犅′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）１１１）（２）（犆′犃′）（犌（狋）

（２）），
犆′ｎｅｗ←α犃′ｏｌｄ＋（１－α）（!　（狋＋１）１１１）（３）（犅′犃′）（犌（狋）

（３））．
基于第二类和第三类子张量的因子矩阵更新过

程与前述分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解计算步骤类似，故此
不再赘述．

在完成因子矩阵的增量更新后，将更新部分的
因子矩阵与上一时刻的因子矩阵拼接得到当前时刻
的因子矩阵，即：

（犃（狋＋１））Ｔ＝［（犃（狋））Ｔ（犃′）Ｔ］，
（犅（狋＋１））Ｔ＝［（犅（狋））Ｔ（犅′）Ｔ］，
（犆（狋＋１））Ｔ＝［（犆（狋））Ｔ（犆′）Ｔ］．

拼接后的矩阵（犃（狋＋１））、（犅（狋＋１））、（犆（狋＋１））不满
足酉矩阵性质．因此，进一步对其进行ＭＧＳ处理，
以得到列正交的因子酉矩阵．至此完成因子矩阵的
更新步骤．

在完成因子矩阵的更新后，ＤＩＴＴＤ接下来对核
心张量进行更新．下面，第４．２．２节对核心张量更新
过程进行详细阐述．
４．２．２　更新核心张量

根据核心张量更新式（２），可以得到三阶的增量
式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解对应的核心张量更新公式，如
下所示：

#　（狋＋１）←#　（狋）×｛（犃（狋＋１）（狀），０）Ｔ犃（狋）（狀）｝＋　　　
∑（犻１犻２犻３）∈Θ＼（０００）

!　（狋＋１）犻１犻２犻３×｛（犃（狋＋１）（狀），犻狀）Ｔ｝（６）

其中，狀＝１，２或３，Θ｛０，１｝３．更新后得到的因子
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矩阵｛犃（狋＋１）（狀）｝被重新拆分为两个部分的独立矩阵
｛犃（狋＋１）（狀），０｝和｛犃（狋＋１）（狀），１｝．这里，（犃（狋＋１）（狀））Ｔ＝［（犃（狋＋１）（狀），０）Ｔ
（犃（狋＋１）（狀），１）Ｔ］，犃（狋＋１）（狀）∈!

犐（狋＋１）狀 ×犚狀，犃（狋＋１）（狀），０∈!

犐（狋）狀×犚狀以及
犃（狋＋１）（狀），１∈!

犱狀×犚狀，犐（狋＋１）狀 ＝犐（狋）狀＋犱狀．
可以看到更新式（６）的第一项（即加号前一项

#　（狋）×｛（犃（狋＋１）（狀），０）Ｔ犃（狋）（狀）｝）中各元素的维度分别对应为
#　（狋）∈!

犚１×犚２×犚３、犃（狋＋１）（狀），０∈!

犐（狋）狀×犚狀以及犃（狋）（狀）∈!

犐（狋）狀×犚狀．
其中，犐（狋）１＝犐，犐（狋）２＝犑，犐（狋）３＝犓；犚１＝犘，犚２＝犙，犚３＝
犚．从中可以看到，更新式（６）中第一项涉及的计算
元素均为小张量和小矩阵，可以单机完成．

接下来，本文考察更新式（６）的第二项（即加号后
一项 ∑（犻１犻２犻３）∈Θ＼（０００）

!　（狋＋１）犻１犻２犻３×｛（犃（狋＋１）（狀），犻狀）Ｔ｝），该项为展开的

７个分项和．本文接下来以下标（犻１犻２犻３）＝（００１）的分项
为例，即!　（狋＋１）００１×１（犃（狋＋１）０ ）Ｔ×２（犅（狋＋１）０ ）Ｔ×３（犆（狋＋１）１ ）Ｔ，
对其计算过程进行阐述．实际上，此项可以看成是
ＭＴＴＫＰ与矩阵乘积，即：
　!　（狋＋１）００１×１（犃（狋＋１）０ ）Ｔ×２（犅（狋＋１）０ ）Ｔ×３（犆（狋＋１）１ ）Ｔ＝
　（犃（狋＋１）０ ）Ｔ（犡（狋＋１）００１）（１）（（犆（狋＋１）１ ）Ｔ（犅（狋＋１）０ ）Ｔ）（７）

因此，其计算的策略可以分为如下两步：（１）按
照前述ＭＴＴＫＰ分布式行式计算的方式得到
ＭＴＴＫＰ结果（犡（狋＋１）

００１）（１）（（犆（狋＋１）
１ ）Ｔ（犅（狋＋１）

０ ）Ｔ）；
（２）将ＭＴＴＫＰ结果与矩阵（犃（狋＋１）０ ）Ｔ相乘得到式（７）
的结果．

类似地，可以依次计算得到更新式（６）中第二项
其余６个分项的结果，进而加和得到第二项的结果．
最后与更新式（６）中的第一项相加，以完成核心张量
的更新．至此，本文以三阶增量式张量为例，详细阐
述了本文提出的分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解
方法ＤＩＴＴＤ．

接下来，第４．２．３节阐述ＤＩＴＴＤ推广至任意
犖阶增量式张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解情况．
４．２．３　高阶张量的扩展

下面，本文重新聚焦至任意犖阶增量式张量的
Ｔｕｃｋｅｒ分解，整个处理过程是前述三阶增量式张量
Ｔｕｃｋｅｒ分解的推广．接下来，结合伪码对分布式的任
意犖阶增量式张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解方法ＤＩＴＴＤ进
行阐述．犖阶ＤＩＴＴＤ方法的伪代码如算法２所示．

算法２．　犖阶ＤＩＴＴＤ方法．
输入：狋时刻张量Ｔｕｃｋｅｒ分解结果#　（狋）、｛犃（狋）（狀）｝，狋＋１时刻

增长张量｛!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖｝（犻１犻２…犻犖）∈Θ＼（０…０），划分数量狆狀
输出：狋＋１时刻张量Ｔｕｃｋｅｒ分解结果#　（狋＋１）、｛犃（狋＋１）（狀）｝
１．｛"犿｝←划分狋＋１时刻增长张量　／／分布式处理
２．ＦＯＲ子张量类"犿∈｛"犿｝

３．　ＦＯＲ子张量!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖∈"犿

４．　　ＦＯＲ模犻狀∈（犻１犻２…犻犖）∧犻狀＝１
５．　　　张量划分算法（!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖，犻狀，狆狀）
６．　　　根据式（８）更新因子矩阵犃′（狀）

　　　／／行５～６为分布式处理
７．　　　对因子矩阵犃′（狀）进行ＭＧＳ处理
８．　　　ＥＮＤＦＯＲ
９．　　ＥＮＤＦＯＲ
１０．　ＥＮＤＦＯＲ
１１．　ＦＯＲ狀∈｛１，２，…，犖｝
１２．　　根据式（９）拼接得到因子矩阵（犃（狋＋１）（狀））Ｔ
１３．　　对因子矩阵（犃（狋＋１）（狀））Ｔ进行ＭＧＳ处理
１４．ＥＮＤＦＯＲ
１５．根据式（１０）更新核心张量#　（狋＋１）　／／分布式处理
１６．输出核心张量#　（狋＋１）、因子矩阵｛犃（狋＋１）（狀）｝
具体来说，面向前一时刻狋张量!　（狋）∈!

犐（狋）１×犐
（狋）
２×…×犐

（狋）
犖

和当前时刻狋＋１增长张量!　（狋＋１）∈!　犐（狋＋１）１ ×犐（狋＋１）２ ×…×犐（狋＋１）犖 ，
!　（狋＋１）可以看作｛!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖｝（犻１犻２…犻犖）∈Θ，Θ是犖项二元
组Θ｛０，１｝犖，!　（狋＋１）０…０＝!　（狋）．ＤＩＴＴＤ方法输入狋时
刻张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解结果#　（狋）、｛犃（狋）（狀）｝，狋＋１时刻
增长张量｛!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖｝（犻１犻２…犻犖）∈Θ＼（０…０）以及划分数量
狆狀，ＤＩＴＴＤ输出狋＋１时刻张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解结果
的核心张量#　（狋＋１）以及因子矩阵｛犃（狋＋１）（狀）｝．

首先，面向犖阶的增长张量，根据增量式子张
量下标含１的个数，将其分为犖类｛"犿｝犖犿＝１（行１）．
接下来，依次按下标含１的个数对各类子张量进行
划分（行２～５）．对于特定子张量类别"犿（行２）的子
张量!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖（行３）中犻狀＝１的模（行４），调用张量划
分算法（ＧＰ或Ｍ２Ｐ）对子张量!　（狋＋１）犻１犻２…犻犖在模犻狀上划
分成狆狀份划分（行５）．在完成子张量的划分后，对应
以分布式的行式计算方式更新因子矩阵（行６）．其
中，根据附录１，犖阶张量对应的更新式（１）转化为
　犃′ｎｅｗ（狀）←α犃′ｏｌｄ（狀）＋（１－α）（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（#　－犻狀）（狀）
犃′ｎｅｗ（狀）←α犃′ｏｌｄ（狀）＋（１－α）（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…
　　犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））（犌（狋）

（狀）） （８）
若犻犽＝０，则犃（犽）＝犃（狋）（犽）；否则犃（犽）＝犃′（犽），犽＝１，２，…，
狀－１，狀＋１，…，犖．上一时刻的核心张量# 被记为
#　（狋），即附录１中的（犌（狀））与式（８）中的（犌（狋）

（狀））对应
相等．

完成当前步骤更新后，对其进行ＭＧＳ处理（行７）．
依次类推，直至所有的因子矩阵完成更新（行２～１０）．

然后，将增量部分因子矩阵｛犃′（狀）｝和因子矩阵
｛犃（狋）（狀）｝拼接得到当前更新的因子矩阵｛犃（狋＋１）（狀）｝（行１２）．
其中：
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（犃（狋＋１）（狀））Ｔ＝［（犃（狋）（狀））Ｔ（犃′（狀））Ｔ］ （９）
拼接完成后，再次进行ＭＧＳ处理（行１３）．以此

类推，得到所有符合酉矩阵性质的因子矩阵（行１１～
１４）．至此，ＤＩＴＴＤ方法完成了所有因子矩阵的更新
计算．

在完成因子矩阵的更新后，ＤＩＴＴＤ接着进行核
心张量的更新（行１５），更新公式如下：
　　#　（狋＋１）←#　（狋）×｛（犃（狋＋１）（狀），０）Ｔ犃（狋）狀｝＋

　　　 ∑（犻１…犻犖）∈Θ＼（０…０）
!　（狋＋１）犻１…犻犖×｛（犃（狋＋１）狀，犻狀）Ｔ｝（１０）

其中，Θ｛０，１｝犖，更新的因子矩阵｛犃（狋＋１）（狀）｝被重新
拆分为两个部分矩阵｛犃（狋＋１）（狀），０｝和｛犃（狋＋１）（狀），１｝，即
（犃（狋＋１）（狀））Ｔ＝［（犃（狋＋１）（狀），０）Ｔ（犃（狋＋１）（狀），１）Ｔ］，犃（狋＋１）（狀）∈!

犐（狋＋１）狀 ×犚狀，
犃（狋＋１）（狀），０∈!

犐（狋）狀×犚狀以及犃（狋＋１）（狀），１∈!

（犐（狋＋１）狀 －犐（狋）狀）×犚狀．
值得注意的是：前述所有涉及待分解张量的操

作（包括张量划分、因子矩阵更新、核心张量更新），
ＤＩＴＴＤ方法均采取分布式处理的方式．特别地，
因子矩阵更新式（８）和核心张量更新式（１０）涉及
ＭＴＴＫＰ的计算都采用前述分布式的行式计算方
式，以避免中间结果的爆炸．

至此，ＤＩＴＴＤ完成了狋＋１时刻张量Ｔｕｃｋｅｒ计
算，输出最终结果的核心张量#　（狋＋１）、因子矩阵
｛犃（狋＋１）（狀）｝（行１６）．

５　实验分析
本节在真实与合成数据集上对本文所提出的

ＤＩＴＴＤ方法进行实验测试，并与基准方法进行对
比，以验证ＤＩＴＴＤ的效率和可扩展性能．第５．１节
对本文的实验设置进行说明，第５．２节给出实验结
果及其对应的分析．
５１　实验设置

为了全面测试本文所提出方法的性能，本文使
用３个真实数据集和１个合成数据集进行实验测
试．３个真实数据集分别是公开的Ａｍａｚｏｎ商品评
论数据集①Ｂｏｏｋ和Ｃｌｏｔｈｉｎｇ以及Ｎｅｔｆｌｉｘ公开的电
影评价数据集②Ｎｅｔｆｌｉｘ．Ａｍａｚｏｎ商品评论数据集
Ｂｏｏｋ和Ｃｌｏｔｈｉｎｇ包括了用户商品评价时间评分
四元组张量数据，而Ｎｅｔｆｌｉｘ数据集提供了评论者
电影评价时间评分四元组张量数据．除了真实数
据集外，本文还按照均匀分布随机合成一个张量数
据集Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ．表１给出了实验测试中用到数据集
的统计信息．其中犐、犑、犓分别表示上述张量数据三
个模的大小．

表１　实验测试数据集统计信息
数据集 犐　 犑　 犓　 非零元素密度／％
Ｂｏｏｋ１．５Ｅ０７２．９Ｅ０６８．２Ｅ０３ １．４Ｅ０８
Ｃｌｏｔｈｉｎｇ１．２Ｅ０７２．７Ｅ０６７．０Ｅ０３ １．４Ｅ０８
Ｎｅｔｆｌｉｘ４．８Ｅ０５１．８Ｅ０４２．２Ｅ０３ ５．３Ｅ０４
Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ１．０Ｅ０３～２．０Ｅ０３

１．０Ｅ０３～
２．０Ｅ０３

１．０Ｅ０３～
２．０Ｅ０３

１．０Ｅ０２～
２．０Ｅ０１

在整个实验测试过程中，除了特殊说明的情况
外，本文默认的数据集及参数设定如下：核心张量模
大小犘＝犙＝犚为３，张量划分数量狆为１１，遗忘因子
α＝０．８．本文将３个真实数据集进行预处理，以模拟
真实数据随时间增长的情况．具体来说，首先对真实
张量数据集根据时间模排序，而后分割得到增长张
量数据．默认取前５０％时间的数据为前一时刻狋的
数据，５０％～６０％时间的数据为当前时刻狋＋１相较
前一时刻增长的数据．至于合成数据集Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ，
默认使用张量模大小犐＝犑＝犓＝１．０×１０４、非零元
素密度为１‰的合成张量数据．在此默认设定下，
Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集中张量非零元素数量为１．０×１０９．
与真实据集类似，合成数据集Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ选择其中一
个模排序，而后分割得到前５０％时间的数据为前一
时刻狋的数据，５０％～６０％时间的数据为当前时刻
狋＋１相较前一时刻增长的数据．在实验测试中，本
文选取一个参数变化，以测试该参数对实验方法性
能的影响，并设其余参数为默认值不变．

本文的所有实验程序使用Ｓｃａｌａ语言编写，相
关实验代码公开发布于Ｇｉｔｈｕｂ③．实验测试环境为
一套由１２台Ｄｅｌｌ服务器组成的Ｓｐａｒｋ分布式集群
（默认使用１台作为Ｍａｓｔｅｒ主节点，其余１１台作为
Ｓｌａｖｅ工作节点），服务器的配置为：英特尔至强
ＣＰＵ处理器Ｅ５２６５０ｖ４，１２８ＧＢ内存，１Ｔ硬盘；
Ｓｐａｒｋ版本为２．４．４，Ｈａｄｏｏｐ版本为２．７．３，Ｓｃａｌａ
版本为２．１１．８，ＪＤＫ版本为１．８．０．
５２　实验结果与分析

接下来，首先在第５．２．１节中通过与基准方法
的对比，验证本文所提出的ＤＩＴＴＤ方法的性能效
率；而后，在第５．２．２节中对影响ＤＩＴＴＤ方法性能
的多个参数设置进行测试，以验证本文所提出的
ＤＩＴＴＤ方法的可扩展性．
５．２．１　性能测试实验

如第２节张量分解的相关工作所述，当前未有
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①
②
③

ｈｔｔｐｓ：／／ｎｉｊｉａｎｍｏ．ｇｉｔｈｕｂ．ｉｏ／ａｍａｚｏｎ／ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ
ｈｔｔｐｓ：／／ｗｗｗ．ｋａｇｇｌｅ．ｃｏｍ／ｎｅｔｆｌｉｘｉｎｃ／ｎｅｔｆｌｉｘｐｒｉｚｅｄａｔａ
ｈｔｔｐｓ：／／ｇｉｔｈｕｂ．ｃｏｍ／Ｊｅｓｓｏｎｋｙ／ＤＩＴＴＤ
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相关研究解决本文所讨论的分布式环境下多模增长
张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解问题．唯一解决多模增长的张
量Ｔｕｃｋｅｒ分解问题的ｅＯＴＤ算法［１４］仅适用于单机
环境．因此，本文将ｅＯＴＤ算法拓展至Ｓｐａｒｋ分布式
框架中，实现了对比基准方法ＤｅＯＴＤ．ＤｅＯＴＤ同
样基于ＤＩＴＴＤ所使用的启发式张量划分方法进行
增长张量的划分，但ＤｅＯＴＤ无法避免核心张量与
因子矩阵乘积的中间结果爆炸问题．

本文考虑了４种不同的方法，分别标记为：
ＤＩＴＴＤＧＰ、ＤＩＴＴＤＭ２Ｐ、ＤｅＯＴＤＧＰ以及ＤｅＯＴＤ
Ｍ２Ｐ，将本文所提出的ＤＩＴＴＤ与拓展的ＤｅＯＴＤ进
行对比，后缀ＧＰ和Ｍ２Ｐ分别表示贪心张量划分算
法和最大最小匹配张量划分算法．图５给出了４种
方法在Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上的实验结果，测试指标包
括运行时间和中间结果通信量．图５（ａ）和图５（ｂ）给
出了Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上张量模大小变化的实验
结果．其中，张量模大小犐＝犑＝犓从１×１０３增加至
２０×１０３．图５（ｃ）和图５（ｄ）给出了Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集
上张量非零元素密度变化的实验结果．其中，非零元
素密度从０．１‰变化至２‰．

图５　Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上的对比结果

首先，从图５（ａ）和图５（ｂ）中可以观察到４种方
法的运行时间与中间结果通信量均随张量模大小的
增大而快速增加；而从图５（ｃ）和图５（ｄ）中可以观察
到４种方法的运行时间与中间结果通信量均随非
零元素密度的增大而平稳增加．这是因为随着张
量模大小的增大，各个方法处理的数据规模成指

数级增长；而张量非零元素密度的增大只线性地
增加处理的张量非零元素数量，且不影响张量模
大小．

其次，从图５中可以看到本文所提出的方法
ＤＩＴＴＤ显著地优于基准方法ＤｅＯＴＤ．具体地说，在
张量模大小变化时，ＤＩＴＴＤ比ＤｅＯＴＤ平均加速
了２５倍；在张量非零元素密度变化时，ＤＩＴＴＤ比
ＤｅＯＴＤ平均加速了３７倍．此外，ＤＩＴＴＤ的中间结
果通信量均小于ＤｅＯＴＤ．其原因是ＤＩＴＴＤ基于转
换优化后的ＭＴＴＫＰ行式计算策略有效地降低了
中间结果计算量和分布式工作节点间的通信量，从
而提升了性能效率．

最后，从图５中可以观察到Ｍ２Ｐ划分算法的运
行时间仅比ＧＰ划分算法稍好，且二者的中间结果
通信量对应一致．这是因为Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集中非
零元素服从均匀分布，两种划分算法均能实现较均
匀的张量划分结果．另外，两种张量划分算法对应
ＤＩＴＴＤ与ＤｅＯＴＤ的中间结果通信量分别相等．其
原因是两种张量划分算法仅仅影响各个分布式工作
节点的负载，而不影响分布式集群整体的中间结果
通信量．

接下来，本文进一步在４个数据集上，考察本文
所提出的方法ＤＩＴＴＤ与基准方法ＤｅＯＴＤ的性能
对比结果．图６给出了增长张量大小变化情况下的
运行时间对比结果．其中，前一时刻张量大小被固定
为完整张量数据的５０％，而当前时刻张量大小从完
整张量数据的６０％变化至１００％．

图６　不同增长张量大小的对比结果
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首先，从图６中可以看到ＤｅＯＴＤ在３个真实
数据集Ｂｏｏｋ、Ｃｌｏｔｈｉｎｇ和Ｎｅｔｆｌｉｘ上均运行失败，仅
仅在Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上运行成功；而本文所提出的
方法ＤＩＴＴＤ在４个数据集上均能高效地运行，并
在Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上比基准方法ＤｅＯＴＤ平均加
速了２１倍．其原因是ＤＩＴＴＤ使用转换优化后的
ＭＴＴＫＰ行式计算策略，有效地避免了中间结果爆
炸问题．如第４．２．１节所述，若更新因子矩阵时无法
避免核心张量与因子矩阵乘积的中间结果，则需要
生成且处理巨大的中间矩阵．具体地说，对于Ｂｏｏｋ
和Ｃｌｏｔｈｉｎｇ数据集，中间矩阵的最大维度大小达到
１０１３；对于Ｎｅｔｆｌｉｘ数据集，中间矩阵的最大维度大
小达到１０９；对于Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集，中间矩阵的最
大维度大小达到１０８．基准方法ＤｅＯＴＤ无法避免核
心张量与因子矩阵乘积的中间结果爆炸问题，需要
生成且处理前述巨大的中间矩阵．因此，ＤｅＯＴＤ只
能在中间矩阵相对较小的Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上运行
成功，而在其余３个中间矩阵更巨大的真实数据集
上运行失败．

其次，从图６中可以观察到当前时刻张量的增
长规模从完整张量数据的１０％（即５０％～６０％）变
化至５０％（即５０％～１００％）时，ＤＩＴＴＤ以及ＤｅＯＴＤ
的运行时间随之相应地增加．这是因为随着张量增
长规模的增大，ＤＩＴＴＤ与ＤｅＯＴＤ所需处理的数据
量变大．

最后，从图６中可以看到Ｍ２Ｐ划分算法在３个
真实数据集Ｂｏｏｋ、Ｃｌｏｔｈｉｎｇ和Ｎｅｔｆｌｉｘ上的运行时
间均小于ＧＰ划分算法．这是因为３个真实数据集
中的张量非零元素与Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集中的张量非
零元素不同，且不服从均匀分布．在非零元素不均匀
的情况下，Ｍ２Ｐ算法使用最大最小匹配策略能提
供比ＧＰ更均匀的划分结果．接下来的第５．２．２节
进一步深入地讨论了这两种张量划分算法的特性．

从上述的实验结果可以看出，本文所提出的方
法ＤＩＴＴＤ的性能效率比基准方法ＤｅＯＴＤ提升了
１个数量级以上，并降低了分布式工作节点间的中
间结果通信量．
５．２．２　可扩展性测试实验

接下来，本文对影响ＤＩＴＴＤ性能的多个参数
进行测试，以验证其可扩展性．具体包括张量划分算
法以及遗忘因子α、前一时刻张量大小、核心张量模
大小、工作节点数量变化对ＤＩＴＴＤ的性能影响．

（１）张量划分算法性能．本小节首先评估张量

划分算法的性能．从第５．２．１节的实验结果中可以
看出两种张量划分算法的性能与数据集中非零元素
分布是否均匀有关．为此，本文引入了概率论和统计
学中的“变异系数”概念来度量数据的离散程度．变
异系数，又称离散系数（ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆＶａｒｉａｔｉｏｎ，以
下简称为ＣｏＶ），是一个衡量数据离散程度的规一
化量度，其定义为标准差与平均值之比．

图７给出了ＤＩＴＴＤ分别使用ＧＰ和Ｍ２Ｐ两种
张量划分算法在张量划分数量变化情况下的实验
结果．其中，张量划分数量从１１变化至５５，使用的
数据集分别为Ｎｅｔｆｌｉｘ（非零元素ＣｏＶ为１．９８６）和
Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ（非零元素ＣｏＶ为０．００７）．首先，从图７
的折线趋势可以看出，ＤＩＴＴＤ的运行时间基本不受
张量划分数量的影响．这说明ＤＩＴＴＤ的性能效率
在不同张量划分数量下表现较稳定，在选择张量
划分数量时选择分布式工作节点数量的整数倍
即可．

图７　张量划分算法性能

下面对比ＧＰ和Ｍ２Ｐ两种张量划分算法的效
果．图７（ｂ）显示在Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上两种张量划
分算法的运行时间相近，且两种算法划分结果的
ＣｏＶ都较小．该实验现象的原因是Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据
集服从均匀分布，其中非零元素ＣｏＶ较小，ＧＰ和
Ｍ２Ｐ均能实现较均匀的张量划分．作为对比，图７
（ａ）显示在Ｎｅｔｆｌｉｘ数据集上，Ｍ２Ｐ算法划分结果的
ＣｏＶ小于ＧＰ算法结果，且Ｍ２Ｐ算法运行时间优于
ＧＰ算法．这是因为Ｍ２Ｐ算法使用了最大最小匹配
策略，比ＧＰ算法更能适应张量非零元素不均匀分
布的情况（即非零元素ＣｏＶ较大的情况，如Ｎｅｔｆｌｉｘ
数据集）．

进一步地，本文合成了５组不同ＣｏＶ大小的
Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集，以测试两种张量划分算法的性能
特性．这５组Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集统一张量模大小犐＝
犑＝犓＝１．０×１０４、非零元素密度为１‰，非零元素
ＣｏＶ从０变化至０．８．
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图８给出了ＧＰ和Ｍ２Ｐ两种张量划分算法在
对应不同ＣｏＶ大小的Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上的实验结
果（图８的图例与图７一致）．从中可以看出，Ｍ２Ｐ
算法划分结果的ＣｏＶ小于ＧＰ算法划分结果的
ＣｏＶ．相应地，Ｍ２Ｐ算法运行时间也略小于ＧＰ算法
运行时间．其原因是Ｍ２Ｐ算法使用的最大最小匹
配策略比ＧＰ算法使用的贪心策略更适用于不同离
散程度（ＣｏＶ）的张量数据，能提供更均匀的张量划
分结果，以更好地保证分布式工作节点的负载均衡，
从而提高算法性能．

图８　ＣｏＶ的影响
（２）遗忘因子α的影响．接下来，本文考察遗忘

因子α对ＤＩＴＴＤ方法运行性能的影响．图９给出了
ＤＩＴＴＤ分别使用ＧＰ和Ｍ２Ｐ两种张量划分算法在
Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ数据集上的运行时间结果．其中，遗忘因
子α从０．１变化至０．９．从中可以看到ＤＩＴＴＤ的运
行时间随遗忘因子α增大而保持不变．这是因为遗
忘因子α只控制多大程度地保留前一步所得信息，
而不对ＤＩＴＴＤ方法的计算量（运行时间）产生影
响．另外，从图９中还可以观察到Ｍ２Ｐ算法的性能
略优于ＧＰ算法的性能，这与前述张量划分算法性
能的实验分析结论一致，不再赘述．

图９　遗忘因子α的影响
（３）前一时刻张量大小的影响．下面，本文测试

前一时刻张量大小对ＤＩＴＴＤ方法运行性能的影
响．图１０给出了ＤＩＴＴＤ在４个数据集上的运行时
间结果．其中，当前时刻张量增长的比例固定为完整
张量数据的１０％大小，前一时刻张量大小从完整张
量数据的５０％变化至９０％．从中可以看到在当前时
刻张量增长的规模固定时，ＤＩＴＴＤ的运行时间基本

不受前一时刻张量大小的影响．这是因为ＤＩＴＴＤ
的性能主要与当前时刻张量的增长量有关．当张量
增长的规模保持不变时，ＤＩＴＴＤ能提供性能稳定的
增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解．

图１０　前一时刻张量大小（固定张量增长量）的影响
（４）核心张量模大小的影响．下面，本文考察核

心张量模大小对ＤＩＴＴＤ方法运行性能的影响．
图１１给出了在４个数据集上，ＤＩＴＴＤ在核心张量
模大小犘＝犙＝犚从３增大至１１情况下的运行时间
结果．从中可以看到，随着核心张量模大小的增长，
ＤＩＴＴＤ的运行时间也相应增加．这是因为核心张量
模大小的增长伴随着各个因子矩阵的增大，而核心
张量以及因子矩阵的增大给分布式的增量式张量
Ｔｕｃｋｅｒ分解增加了计算量．

图１１　核心张量模大小的影响
（５）工作节点数量的影响．最后，本文考察分布

式工作节点数量对ＤＩＴＴＤ方法运行性能的影响．
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图１２给出了ＤＩＴＴＤ在工作节点数量从３变化至
１１情况下的运行时间结果．其中，使用的数据集为
Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ．图１２（ａ）使用相对前５０％张量增长至
１００％的Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ张量数据，图１２（ｂ）使用模大小
犐＝犑＝犓＝２０×１０３的Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ张量数据．可以观
察到随着工作节点数量的增加，ＤＩＴＴＤ的运行时间
相应减少；但随着工作节点数量的增加，运行时间减
少的幅度逐渐降低（参照图１２中辅助虚线）．其原因
是：随着工作节点数量的增加，整个分布式集群的计
算资源增加，这加快了算法的运行；而随着工作节点
数量的增加，也为整个分布式集群带来了额外的任
务分配开销，这使得整体运行时间减少的相对幅度
逐渐降低．

图１２　工作节点数量的影响

６　总　结
本文提出了一种分布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ

分解方法ＤＩＴＴＤ，首次利用分布式框架高效地解决
了海量高维且动态增长张量的Ｔｕｃｋｅｒ分解问题．
ＤＩＴＴＤ方法主要分为两个步骤，即增量式张量划分
和分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解计算．在增量式张量的划分
步骤中，本文对多模增长的张量进行分类处理，并指
出最优张量划分问题是ＮＰ难的，而后给出基于贪
心策略以及最大最小分配策略的启发式张量划分
算法，以尽可能地保证分布式节点的负载均衡．在分
布式的增量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解计算过程中，本文
指出当前增量式的张量Ｔｕｃｋｅｒ分解方法存在中间
结果爆炸的瓶颈问题，并将其进行等价转换优化，以
尽可能少地产生中间结果．同时，基于分布式的行式
计算优化策略，设计了新颖的分布式Ｔｕｃｋｅｒ分解
计算算法，既减少了计算量又降低了网络通信量，以
达到算法性能提升的目的．最后，在真实与合成数据
集上进行了全面的实验，实验结果验证了本文所提
出的ＤＩＴＴＤ方法的效率和可扩展性能．此外，设计
高效的分布式的全量式张量Ｔｕｃｋｅｒ分解方法也是
一个重要且值得研究的问题．后续工作计划对其进
行深入地探索．
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附录１．
接下来，在定理２中给出对更新式（１）进行优化转化的

理论推导过程．
定理２．　（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（#　－犻狀）（狀）等价（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）

…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））（犌（狀））．
证明．　根据矩阵伪逆、张量矩阵乘法、矩阵克罗内克

积以及因子酉矩阵的性质，可以有以下推导：
（
!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（#　－犻狀）（狀）
（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（#　－犻狀）Ｔ（狀）（（#　－犻狀）（狀）（#　－犻狀）Ｔ（狀））
＝（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犌（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））Ｔ）Ｔ
（（犌（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））Ｔ）
（犌（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））Ｔ）Ｔ）

＝（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））
犌Ｔ（狀）（犌（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））Ｔ
（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））犌Ｔ（狀））

＝（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））

犌Ｔ（狀）（犌（狀）（（犃Ｔ（犖）…犃Ｔ（狀＋１）犃Ｔ（狀－１）…犃Ｔ（１））
（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１）））犌Ｔ（狀））

＝（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））
犌Ｔ（狀）（犌（狀）（（犃Ｔ（犖）犃（犖））…（犃Ｔ（狀＋１）犃（狀＋１））
（犃Ｔ（狀－１）犃（狀－１））…（犃Ｔ（１）犃（１））犌Ｔ（狀））

＝（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））
犌Ｔ（狀）（犌（狀）（犐犚犖×犚犖…犐犚狀＋１×犚狀＋１犐犚狀－１×犚狀－１…
犐犚１×犚１）犌Ｔ（狀））
＝（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））
犌Ｔ（狀）（犌（狀）犌Ｔ（狀））
＝（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））犌（狀）．
即（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（#　－犻狀）（狀）
（!　（狋＋１）犻１…犻犖）（狀）（犃（犖）…犃（狀＋１）犃（狀－１）…犃（１））（犌（狀））．
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ｇｒｏｗｓ．Ｂｅｓｉｄｅｓ，ｓｅｖｅｒａｌｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｔｅｎｓｏｒＴｕｃｋｅｒｄｅｃｏｍｐｏ
ｓｉｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｈａｖｅｂｅｅｎｐｒｏｐｏｓｅｄｆｏｒｏｎｅｍｏｄｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ
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ｔｈｕｓ，ｔｈｅｙａｒｅｎｏｔｓｕｉｔａｂｌｅｆｏｒｌａｒｇｅｓｃａｌｅｄｙｎａｍｉｃｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ
ｄａｔａ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｅｘｐａｎｓｉｏｎｎａｔｕｒｅｏｆｄａｔａ，ｉｔ
ｒｅｑｕｉｒｅｓａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｔｅｎｓｏｒＴｕｃｋｅｒ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．
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ｔｈｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｔｅｎｓｏｒｂａｓｅｄｏｎｉｔｓｐｏｓｉｔｉｏｎａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ
ｗｉｔｈｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｏｎｅ．Ｔｈｅｎ，ＤＩＴＴＤｔｒｉｅｓｔｏａｃｈｉｅｖｅｔｈｅｌｏａｄ
ｂａｌａｎｃｉｎｇａｍｏｎｇｔｈｅｗｏｒｋｅｒｓｉｎｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ．
ＩｔｒｅｑｕｉｒｅｓｔｈａｔＤＩＴＴＤｇｅｎｅｒａｔｅｓｔｈｅｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇｒｅｓｕｌｔｆｏｒ
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ｏｐｔｉｍａｌｔｅｎｓｏｒｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｉｓＮＰｈａｒｄ．Ｔｈｕｓ，
ＤＩＴＴＤｕｔｉｌｉｚｅｓｔｗｏｈｅｕｒｉｓｔｉｃｔｅｎｓｏｒｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ，
ｉ．ｅ．，ＧｒｅｅｄｙｔｅｎｓｏｒＰａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ＧＰｆｏｒｓｈｏｒｔ）
ａｎｄＭａｘｍｉｎＭａｔｃｈｉｎｇｔｅｎｓｏｒＰａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ（Ｍ２Ｐ），
ｔｏｐａｒｔｉｔｉｏｎｔｈｅｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｔｅｎｓｏｒａｓｗｅｌｌａｓｐｏｓｓｉｂｌｅ．Ａｆｔｅｒ
ｔｈｅｔｅｎｓｏｒｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ，ＤＩＴＴＤｐｒｏｖｉｄｅｓａｎｏｖｅｌｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ
Ｔｕｃｋｅｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｔｏａｖｏｉｄｔｈｅ
ｅｘｐｌｏｓｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｄａｔａｏｆＴｕｃｋｅｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ．Ｔｈｉｓ
ｍｅｔｈｏｄｐｒｏｖｉｄｅｓａｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｆｏｒｔｈｅｕｐｄａｔｅｒｕｌｅｏｆ
ｆａｃｔｏｒｍａｔｒｉｃｅｓａｎｄｄｅｓｉｇｎｓａｒｏｗｗｉｓｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙ
ｆｏｒｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＴｕｃｋｅｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅａｂｏｖｅ
ｍｅｎｔｉｏｎｅｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，ＤＩＴＴＤｃａｎｒｅｄｕｃｅｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆ
ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｄａｔａａｎｄｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎａｍｏｎｇｔｈｅ
ｗｏｒｋｅｒｓ．Ｔｈｕｓ，ＤＩＴＴＤｉｍｐｒｏｖｅｓｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
Ｔｕｃｋｅｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｆｏｒｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌｔｅｎｓｏｒ．Ｆｉｎａｌｌｙ，
ｅｘｔｅｎｓｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｏｎｂｏｔｈｒｅａｌａｎｄｓｙｎｔｈｅｔｉｃｄａｔａｓｅｔｓ
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙａｎｄｓｃａｌａｂｉｌｉｔｙｏｆＤＩＴＴＤ．

ＴｈｉｓｗｏｒｋｗａｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＫｅｙ
Ｒ＆ＤＰｒｏｇｒａｍｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．２０１８ＹＦＢ１００４００３，
ａｎｄｔｈｅＮＳＦＣｕｎｄｅｒＧｒａｎｔｓＮｏｓ．６２０２５２０６ａｎｄ６１９７２３３８．
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