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摘　要　经典Ｐａｗｌａｋ粗糙集理论中的核心概念上、下近似集是通过集合相交非空和包含来定义的．由于缺乏对错

误的容忍能力，其实际应用受到了限制．２０世纪９０年代初，Ｙａｏ等人结合贝叶斯决策理论提出了决策粗糙集模型．

近年来，该模型逐渐得到重视，并在不确定性信息处理方面得到了广泛应用．该文首先就为什么要提出决策粗糙集

模型、该模型具有什么特点以及该模型中需要解决的几个问题进行了详细讨论．然后，总结了国内外关于决策粗糙

集模型的研究现状和进展，详细分析了存在的挑战性问题，并深入探讨了未来的研究方向．
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１　引　言

粗糙集（ＲｏｕｇｈＳｅｔｓ，也称Ｒｏｕｇｈ集、粗集）理

论是Ｐａｗｌａｋ
［１］于１９８２年提出的一种处理不精确、

不一致、不完整信息与知识的数学工具．粗糙集理论

作为一种数据分析处理理论，在机器学习、知识发

现、数据挖掘、决策支持与分析、信息安全、物联网、



云计算、生物信息处理等领域得到了广泛且成功地

应用［２１１］．

粗糙集的基本思想是用可定义集合来刻画不可

定义集合，从而给出一个概念的上近似集和下近似

集定义．经典粗糙集的近似是基于概念之间的定性

关系（即包含或相交不空）定义的，并不考虑概念相

交的程度，因而不适用于处理很多实际问题．为了解

决Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型过于严格、缺乏容错能力的

问题，人们提出了各种概率型粗糙集扩展模型．

１９９０年，Ｙａｏ等人
［１２］提出了决策粗糙集模型

（ＤｅｃｉｓｉｏｎＴｈｅｏｒｅｔｉｃＲｏｕｇｈＳｅｔｓ，ＤＴＲＳ），拓广了

Ｐａｗｌａｋ等人
［１３］的０．５概率粗糙集模型．决策粗糙

集模型的主要出发点是用条件概率定义概念的相交

程度，并用两个阈值定义概率上下近似集．１９９３年，

Ｚｉａｒｋｏ
［１４］提出了变精度粗糙集模型（ＶａｒｉａｂｌｅＰｒｅｃｉ

ｓｉｏｎＲｏｕｇｈＳｅｔｓ，ＶＰＲＳ），从集合包含度的视角给出

了决策粗糙集模型的一个特例（即两个阈值之和为

１）．随后，Ｐａｗｌａｋ和Ｓｋｏｗｒｏｎ相继提出了粗糙隶属

函数概念［１５］、参数化粗糙集模型［１６１７］；２００５年，

＇Ｓｌｚａｋ
［１８］提出了贝叶斯粗糙集模型（ＢａｙｅｓｉａｎＲｏｕｇｈ

Ｓｅｔｓ，ＢＲＳ）；２００８年，Ｈｅｒｂｅｒｔ和Ｙａｏ
［１９］提出了博弈

粗糙集模型（ＧａｍｅＴｈｅｏｒｅｔｉｃＲｏｕｇｈＳｅｔｓ，ＧＴＲＳ）．

这些工作增进了对粗糙集理论的研究，并且扩大了

粗糙集理论的应用领域［２０２９］．

现实世界中更多的是不确定性信息，如何从这

些不精确、不一致、不完整的信息中得到我们需要的

知识，是广大学者一直关注的问题［３０］．决策粗糙集

模型结合概率论展开研究，给出了粗糙集理论的定

量描述，以及基于贝叶斯决策论的一个语义模型，

同时也给出了一个实际、有效的解释和计算阈值

的方法，为我们研究不确定知识提供了一个新的

思路．近年来，在国内外粗糙集学术会议和有关期

刊上关于决策粗糙集的研究成果日渐增多［６，８１０］．

例如，国际认知信息学系列会议（ＩＣＣＩ）在２０１０年、

国际粗糙集与知识技术系列会议（ＲＳＫＴ）自２００９

年以来都成功举办了以决策粗糙集为主题的专题讨

论；中国Ｒｏｕｇｈ集与软计算、Ｗｅｂ智能及粒计算联

合学术会议（ＣＲＳＳＣＣＷＩＣＧｒＣ）自２０１０年以来，每

年都举办了以决策粗糙集为主题的分组讨论．此外，

《ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＲｅａｓｏｎｉｎｇ》

与《ＦｕｎｄａｍｅｎｔａＩｎｆｏｒｍａｔｉｃａｅ》等国际学术期刊出版

了以决策粗糙集为主题的专辑．决策粗糙集正在成

为当前的研究热点．

本文首先简要介绍了Ｐａｗｌａｋ粗糙集和决策粗

糙集的一些基本知识，并给出了概率粗糙集模型理

论研究的３个基本问题．然后，围绕这些基本问题，

解释了决策粗糙集模型的贡献，并综述了该模型在

这些问题上的已有解决方案．最后，介绍国内外决策

粗糙集模型的研究与应用现状，以及需要重点研究

的主要问题．我们将这个理论模型目前的研究状况

介绍给信息科学工作者，希望进一步推动并促进该

领域的研究工作．

２　经典犘犪狑犾犪犽粗糙集模型

粗糙集主要研究的问题是集合的近似及相关的

数据分析和推理方法与算法［１，３１］．粗糙集理论的重

要贡献是给出了一种基于等价关系的数据分析方

法，并给出了一个非常精确、严格的数学描述．粗糙

集理论首次形式化地描述了对象不可分辨性、属性

冗余性及属性约简等重要概念．

作为一种数据分析方法，粗糙集主要以数据表

为工具研究属性之间的依赖关系，从而获得有用的

分类知识．一个数据表定义为一个有穷对象集和属

性集的二元组，即犛＝（犝，犃狋）．一个属性子集定义

一个对象集上的等价关系，记为犈，其等价类是基本

的可定义子集．通过等价类，我们可以描述或近似描

述犝 的任何一个子集．设子集犡犝 表示一个概念

所包含的对象集，即该概念的外延，它不一定可以准

确地用犈的等价类来描述，也就是说犡不一定是一

组等价类的并集．因此，用一对上近似和下近似来刻

画犡：

犪狆狉（犡）＝｛狓∈犝狘［狓］∩犡≠｝，

犪狆狉（犡）＝｛狓∈犝狘［狓］犡｝ （１）

　　给定任何一个子集犡犝，基于它的上、下近

似，得到犝 的一个划分：

ＰＯＳ（犡）＝犪狆狉（犡）＝｛狓∈犝｜［狓］犡）｝，

ＮＥＧ（犡）＝犝－犪狆狉（犡）＝｛狓∈犝｜［狓］∩犡＝｝，

ＢＮＤ（犡）＝犪狆狉（犡）－犪狆狉（犡）

　　 　＝｛狓∈犝｜［狓］∩犡≠∧!（［狓］犡）｝（２）

　　这３个子集分别称为犡 的正域ＰＯＳ（犡）、负域

ＮＥＧ（犡）和边界域ＢＮＤ（犡）．

上近似、下近似从定性的角度考虑了两种情况，

即可能性和必然性．上近似解释为如果存在一个狓

的等价对象在集合犡 中，那么这个对象可能属于

犡；下近似解释为如果一个对象狓的所有等价对象

都在集合犡 中，那么它必然属于犡．

９２６１８期 于　洪等：决策粗糙集理论研究现状与展望



３　概率粗糙集模型

Ｐａｗｌａｋ粗糙集可以被视为一种定性的近似，下

近似由集合包含定义而上近似由集合相交非空定

义．该定义不允许任何不确定性，这种优点同时也带

来它的局限性．

在Ｐａｗｌａｋ粗糙集中，由于正域是建立在代数

包含关系基础上的，因此难以体现概念表示的容错

性，这正是经典粗糙集模型的局限所在．针对Ｐａｗｌａｋ

粗糙集模型缺乏容错能力的问题，我们需要考虑

Ｐａｗｌａｋ粗糙集的另一种表示，即将概率近似空间引

入到粗糙集的研究中，获得定量粗糙集模型．

Ｗｏｎｇ和Ｚｉａｒｋｏ
［３２３３］于１９８７年将概率近似空

间引入到粗糙集的研究中．令Ｐｒ（犡｜［狓］）表示任何

一个对象在属于［狓］的条件下属于犡 的条件概率．

那么，可以获得下面的等价条件：

Ｐｒ（犡｜［狓］）＝１［狓］犡，

Ｐｒ（犡｜［狓］）＝０［狓］∩犡＝，

０＜Ｐｒ（犡｜［狓］）＜１［狓］∩犡≠∧!（［狓］犡）．

这样，就得到了Ｐａｗｌａｋ三个域的另一种表示：

ＰＯＳ（犡）＝｛狓∈犝｜Ｐｒ（犡｜［狓］）＝１｝，　

ＮＥＧ（犡）＝｛狓∈犝｜Ｐｒ（犡｜［狓］）＝０｝，

ＢＮＤ（犡）＝｛狓∈犝｜０＜Ｐｒ（犡｜［狓］）＜１｝ （３）

显然，定性粗糙集中的３个域仅仅使用了概率的两

个极端值，即０和１．这种表示为定量粗糙集给出了

一个很好的启示．如果我们将０和１用其他的值来

表示，那么就可以获得一种定量粗糙集模型．

在１９９０年，Ｙａｏ等人
［１２］提出了决策粗糙集模型

（ＤｅｃｉｓｉｏｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃＲｏｕｇｈＳｅｔｓＭｏｄｅｌ，ＤＴＲＳＭｏｄｅｌ）．

该模型用一对概率阈值来替换上面所提到的０和

１．设０β＜α１，则（α，β）概率正、负和边界域可

定义如下：

ＰＯＳ（α，β）（犡）＝｛狓∈犝｜Ｐｒ（犡｜［狓］）α｝，

ＮＥＧ（α，β）（犡）＝｛狓∈犝｜Ｐｒ（犡｜［狓］）β｝，

ＢＮＤ（α，β）（犡）＝｛狓∈犝｜β＜Ｐｒ（犡｜［狓］）＜α｝（４）

当阈值（α，β）取值为（１，０）时，我们就获得了Ｐａｗｌａｋ

粗糙集．因此，从形式上看，（α，β）正、负和边界域拓

广了Ｐａｗｌａｋ粗糙集．对于构建新的模型来讲，这还

远远不够，我们需要探讨和解释该模型所用到的基

本概念、基本量和语义解释．

关于概率粗糙集模型，至少有以下３个问题需

要解决［３４］：

（１）阈值α和β的解释与计算；

（２）条件概率Ｐｒ（犡｜［狓］）的估计；

（３）概率正、负及边界域的解释与应用．

决策粗糙集模型的研究贡献在于它不仅给出了

概率正、负和边界域这个结果，更重要的是给出了解

决这３个问题的合理方案，比如：基于贝叶斯决策论

可以通过决策风险最小化获得阈值的计算和解

释［１２］；通过朴素贝叶斯模型估计条件概率［３５］；概率

３个区域可以看做是三支决策理论的应用
［３６３７］．因

此，决策粗糙集是一个有坚实理论基础同时又实用

的模型［３８４０］．

４　决策粗糙集理论研究的３个问题

在本节中，我们将围绕上一节的３个问题介绍

决策粗糙集的已有研究结果．

４１　阈值的解释与计算

与Ｐａｗｌａｋ正、负域不同，概率正、负域包含错误

分类．正域的错误分类率是１－Ｐｒ（犡｜［狓］）１－α，

负域的错误分类率是Ｐｒ（犡｜［狓］）β．这为α和β
给出了一种基于错误分类率的解释．该解释有其直

观易懂的优点．但是，这并没有给出一种指导思想和

一套有效的方法来解释和获得这两个阈值．

在１９８５年的科技报告中，Ｗｏｎｇ和Ｚｉａｒｋｏ
［３３］提

出了０．５概率粗糙集模型，该模型随后在Ｐａｗｌａｋ

等人［１３］的文章中有更进一步的介绍．这个模型的主

要理论依据是多数规则（ｍａｊｏｒｉｔｙｒｕｌｅ）．它用一个

０．５概率阈值来定义概率正、负和边界域：

ＰＯＳ０．５（犡）＝｛狓∈犝｜Ｐｒ（犡｜［狓］）＞０．５｝，

ＮＥＧ０．５（犡）＝｛狓∈犝｜Ｐｒ（犡｜［狓］）＜０．５｝，

ＢＮＤ０．５（犡）＝｛狓∈犝｜０＜Ｐｒ（犡｜［狓］）＝０．５｝（５）

阈值０．５定量地刻画了多数规则，当等价类［狓］中

超过一半的元素属于犡 时，我们可以将狓放到犡

的正域中；当超过一半的元素不属于犡 时，我们可

以将狓放到犡 的负域中；当刚好一半的元素属于犡

时，我们可以将狓放到犡 的边界域中．但这种多数

规则并不能解释一般的（α，β）阈值．

关于一般的（α，β）阈值的确定，决策粗糙集简单

地使用了贝叶斯决策理论［１２］．对于一个子集犡犝，

可以构造一个状态集合Ω＝｛犡，犡
犮｝，其中犡 和犡

犮

互补．

对应于粗糙集中的正域、边界域和负域，我们就

可以构造一个决策动作集犃犮狋犻狅狀＝｛犪犘，犪犅，犪犖｝，
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其中，犪犘，犪犅和犪犖分别代表将一个对象分类到正域、

边界域和负域的决策动作，即狓∈ＰＯＳ（犡），狓∈

ＢＮＤ（犡），狓∈ＮＥＧ（犡）．不同的决策动作会导致不

同的分类后果，可能的６种损失函数见表１．其中，

第１列函数表示一个对象属于集合犡 时，采取动作

犪犘，犪犅和犪犖带来的损失函数记为λ犘犘，λ犅犘和λ犖犘；第

２列函数表示一个对象不属于集合犡 时，采取动作

犪犘，犪犅和犪犖带来的损失函数记为λ犘犖，λ犅犖和λ犖犖．

表１　损失函数

犡（正例） 犡犮（负例）

犪犘

犪犅

犪犖

λ犘犘＝λ（犪犘｜犡）

λ犅犘＝λ（犪犅｜犡）

λ犖犘＝λ（犪犖｜犡）

λ犘犖＝λ（犪犘｜犡
犮）

λ犅犖＝λ（犪犅｜犡
犮）

λ犖犖＝λ（犪犖｜犡
犮）

损失函数的意义取决于具体的应用．通常，它可

以用其他更直观的概念定义和解释，比如，钱、时间、

人力等资源的度量，或者是不同后果的危险程度的

度量．一方面，在建立一个数学模型时，不需要考虑

一个具体的解释，因为这会限制模型的一般性．另一

方面，非常需要建立这种抽象概念和应用中的具体

概念的关系，因为这才能保证在实际应用中对抽象

概念赋予有意义的解释．

　　对于［狓］中的对象，采取不同的动作所产生的

损失表示如下：

犚（犪犘｜［狓］）＝λ犘犘Ｐｒ（犡｜［狓］）＋λ犘犖Ｐｒ（犡
犮
｜［狓］），

犚（犪犅｜［狓］）＝λ犅犘Ｐｒ（犡｜［狓］）＋λ犅犖Ｐｒ（犡
犮
｜［狓］），

犚（犪犖｜［狓］）＝λ犖犘Ｐｒ（犡｜［狓］）＋λ犖犖Ｐｒ（犡
犮
｜［狓］）（６）

贝叶斯决策论给出了以下最小风险决策规则：

（Ｐ）如果犚（犪犘｜［狓］）犚（犪犅｜［狓］）且犚（犪犘｜

［狓］）犚（犪犖｜［狓］），则选择狓∈ＰＯＳ（犡），

（Ｂ）如果犚（犪犅｜［狓］）犚（犪犘｜［狓］）且犚（犪犅｜

［狓］）犚（犪犖｜［狓］），则选择狓∈ＢＮＤ（犡），

（Ｎ）如果犚（犪犖｜［狓］）犚（犪犘｜［狓］）且犚（犪犖｜

［狓］）犚（犪犅｜［狓］），则选择狓∈ＮＥＧ（犡）．

当两个动作有同样的风险时，需要引入决胜规

则（ｔｉｅｂｒｅａｋｉｎｇｒｕｌｅ），这样每一个对象只划分到唯

一的域中．

因为Ｐｒ（犡｜［狓］）＋Ｐｒ（犡
犮
｜［狓］）＝１，我们可以

只使用概率Ｐｒ（犡｜［狓］）和损失函数λ来简化这些规

则．一般来说，将一个属于犡 的对象狓 划分到正域

ＰＯＳ（犡）的损耗小于或者等于将其划分到边界域

ＢＮＤ（犡）的损耗；而且，上述两种损耗应该小于将这

个对象划分到负域 ＮＥＧ（犡）的损耗．反过来，如果

将一个不属于犡 的对象狓划分到负域ＮＥＧ（犡）的

损耗应该小于或等于将其划分到边界域ＢＮＤ（犡）

的损耗；而且，这两种损耗应该小于将这个对象划分

到正域ＰＯＳ（犡）的损耗．即有关系：λ犘犘λ犅犘＜λ犖犘，

λ犖犖λ犅犖＜λ犘犖．基于这两个条件，从规则（Ｐ）～（Ｎ）

可以获得以下３个阈值：

α＝
（λ犘犖－λ犅犖）

（λ犘犖－λ犅犖）＋（λ犅犘－λ犘犘）
，

γ＝
（λ犘犖－λＮ犖）

（λ犘犖－λ犖犖）＋（λ犖犘－λ犘犘）
，

β＝
（λ犅犖－λＮ犖）

（λ犅犖－λ犖犖）＋（λ犖犘－λ犅犘）
（７）

可以证明α∈（０，１］，γ∈（０，１），β∈［０，１）．基于上述

３个阈值，规则（Ｐ）～（Ｎ）可以重新表达为：

（Ｐ）如果Ｐｒ 犡 ［狓（ ）］α且Ｐｒ 犡 ［狓（ ）］γ，

则选择狓∈ＰＯＳ（犡），

（Ｂ）如果Ｐｒ犡 ［狓（ ）］α且Ｐｒ犡［狓（ ）］β，则

选择狓∈ＢＮＤ（犡），

（Ｎ）如果Ｐｒ犡 ［狓（ ）］β且Ｐｒ犡 ［狓（ ）］γ，

则选择狓∈ＮＥＧ（犡）．

如果进一步假设损失函数满足λ犖犘
－λ犅犘

λ犖犘－λ犖犖
＞

λ犅犘－λ犘犘

λ犘犖－λ犅犖
，可以证明α＞γ＞β．那么不再需要阈值γ，

规则（Ｐ）～（Ｎ）进一步简化为（Ｐ１）～（Ｎ１）：

（Ｐ１）如果Ｐｒ犡｜［狓（ ）］α，则选择狓∈ＰＯＳ（ ）犡 ；

（Ｂ１）如果β＜Ｐｒ（犡｜［狓］）＜α，则选择狓∈

ＢＮＤ（ ）犡 ；

（Ｎ１）如果Ｐｒ犡｜［狓（ ）］β，则选择狓∈ＮＥＧ（ ）犡 ．

这样，决策粗糙集模型给出了解释和计算阈值α、β
的理论和方法．

４２　条件概率的估计

Ｙａｏ和Ｚｈｏｕ
［３５］提出了朴素贝叶斯粗糙集模型并

给出了估计条件概率Ｐｒ（犡｜［狓］）的一种简单方法．

因为条件概率Ｐｒ（犡｜［狓］）很难从可观察到的

数值中估计，通常用Ｂａｙｅｓ公式进行变换，即

Ｐｒ（犡狘［狓］）＝
Ｐｒ（［狓］狘犡）Ｐｒ（犡）

Ｐｒ（［狓］）
，

其中，Ｐｒ（犡｜［狓］）称为后验概率，Ｐｒ（犡）称为先验概

率，Ｐｒ（［狓］｜犡）称为似然函数．在文献［３５］中，作者

通过引入赔率（ｏｄｄｓ）变换、对数（ｌｏｇｉｔ）变换巧妙地

将条件概率 Ｐｒ（犡｜［狓］）的估计转换为似然比

Ｐｒ（［狓］｜犡）／Ｐｒ（［狓］｜犡
犮）的估计，即

　ｌｏｇｉｔ（Ｐｒ（犡｜［狓］））＝ｌｏｇ（犗（Ｐｒ（犡｜［狓］）））

＝ｌｏｇ
Ｐｒ（［狓］｜犡）

Ｐｒ（［狓］｜犡
犮）
＋ｌｏｇ

Ｐｒ（犡）

Ｐｒ（犡
犮）
（８）
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　　假设［狓］由一个数据表的属性子集犃犃狋定

义，即［狓］＝［狓］犃＝∩犪∈犃［狓］｛犪｝．为了估计Ｐｒ（犡｜

［狓］）和Ｐｒ（［狓］｜犡
犮），朴素贝叶斯粗糙集做了下面

的概率独立假设：

Ｐｒ（［狓］狘犡）＝Ｐｒ（［狓］犃狘犡）

＝Ｐｒ（∩
犪∈犃

［狓］｛犪｝狘犡）

＝∏
犪∈犃

Ｐｒ（［狓］｛犪｝狘犡），

Ｐｒ（［狓］狘犡
犮）＝Ｐｒ（［狓］犃狘犡

犮）

＝Ｐｒ（∩
犪∈犃

［狓］｛犪｝狘犡
犮）

＝∏
犪∈犃

Ｐｒ（［狓］｛犪｝狘犡
犮）．

将它们代入ｌｏｇｉｔ式（８），得到

ｌｏｇｉｔ（Ｐｒ（犡狘［狓］犃））＝ 　　　　　　　　　　

　　　　∑
犪∈犃

ｌｏｇ
Ｐｒ（［狓］｛犪｝狘犡）

Ｐｒ（［狓］｛犪｝狘犡
犮）
＋ｌｏｇ

Ｐｒ（犡）

Ｐｒ（犡
犮）
．

那么，基于信息表中的数据，概率Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡）和

Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡
犮）可以通过如下公式估计：

Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡）＝
｜［狓］｛犪｝∩犡｜
｜犡｜

，

Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡
犮）＝
｜［狓］｛犪｝∩犡

犮
｜

｜犡
犮
｜

（９）

其中｜·｜表示集合的势．通常，［狓］｛犪｝的对象个数会

多一点，相对而言这些估计可能更可靠一点．

就阈值来说，可以建立以下的关系：

Ｐｒ（犡狘［狓］）α


Ｐｒ（犡狘［狓］）

Ｐｒ（犡
犮
狘［狓］）


α
１－α


Ｐｒ（［狓］狘犡）

Ｐｒ（［狓］狘犡
犮）
Ｐｒ（犡）

Ｐｒ（犡
犮）

α
１－α

ｌｏｇ
Ｐｒ（［狓］狘犡）

Ｐｒ（［狓］狘犡
犮）
＋ｌｏｇ

Ｐｒ（犡）

Ｐｒ（犡
犮）

ｌｏｇ
α
１－α

．

在概率独立假设下有

Ｐｒ（犡｜［狓］）α

∑
犪∈犃

ｌｏｇ
Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡）

Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡
犮）
ｌｏｇ
Ｐｒ（犡

犮）

Ｐｒ（犡）
＋ｌｏｇ

α
１－α

，

令 α′＝ｌｏｇ
Ｐｒ（犡

犮）

Ｐｒ（犡）
＋ｌｏｇ

α
１－α

（１０）

同样对于β，可以建立类似的关系，即可令

β′＝ｌｏｇ
Ｐｒ（犡

犮）

Ｐｒ（犡）
＋ｌｏｇ β

１－β
（１１）

则可以获得以下概率正、负和边界域的定义：

ＰＯＳ（α，β）（犡）＝狓∈犝 ∑
犪∈犃

ｌｏｇ
Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡）

Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡
犮）
α｛ ｝′ ，

ＮＥＧ（α，β）（犡）＝狓∈犝 ∑
犪∈犃

ｌｏｇ
Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡）

Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡
犮）
β｛ ｝′ ，

ＢＮＤ（α，β）（犡） ｛＝狓∈犝｜β′＜∑
犪∈犃

ｌｏｇ
Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡）

Ｐｒ（［狓］｛犪｝｜犡
犮）
＜α｝′
（１２）

式（１２）中，α′和β′可由α、β、Ｐｒ（犡）和Ｐｒ（犡
犮）导出，其

中概率可通过式（９）计算得到．

４３　三支决策

三支决策提出的最初目的是为了给粗糙集３个

域更合理的语义解释．最新研究表明，粗糙集可以看

作是三支决策的一个特例．三支决策给出了更广的

理论、方法和工具［３６，３８４０］．

三支决策是现实生活中常用的策略之一．比如，

医生通常采用三支决策，即根据初步诊断对病人实

施治疗、不治疗或进一步观察，这３类措施可能有

错，因而会导致不同的风险．杂志编辑也常采用三支

决策处理稿件，即根据审稿人意见决定接收、拒绝或

进一步审查．投资管理者也采用投资、不投资或进一

步观察的三支决策．这样的例子还有很多．

从很大程度上讲，粗糙集的正域、负域和边界域

为三支决策提供了理论基础．具体地说，正域所对应

的规则，简称正规则，表示接收；负域对应的规则，简

称负规则，表示拒绝；边界域对应的规则，简称边界

规则，对应不做决定或者推迟决定．不论是接收还是

拒绝都可能带有错误，即接收错误或拒绝错误，这与

统计学中对一个假设的接收和拒绝相似．

首先来看看基于经典Ｐａｗｌａｋ粗糙集的三支决

策．设Ｄｅｓ（狓）＝∧犪∈犃（犪＝犐犪（狓））是合取可定义概

念［狓］犃犝 的描述，即内涵．从Ｐａｗｌａｋ粗糙集的

正、负和边界域可推导出如下三支决策规则：

　　

Ｄｅｓ（狓）→ 接收，狓∈犡，［狓］犃 ＰＯＳ（犡），

Ｄｅｓ（狓）→ 既不接收也不拒绝，

狓∈犡，［狓］犃ＢＮＤ（犡），

Ｄｅｓ（狓）→ 拒绝，狓∈犡，［狓］犃ＮＥＧ（犡）．

对正规则而言，由于［狓］犃ＰＯＳ（犡），它的置信度

（ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ）δ＝Ｐｒ（犡｜［狓］犃）＝１，同时错误率为

１－δ＝０．对负规则而言，由于它的置信度δ′＝

Ｐｒ（犡
犮
｜［狓］犃）＝１，因而错误率为１－δ′＝０．对于边

界规则，它的置信度和错误率介于０和１之间．因为

正、负规则不产生错误，所以基于Ｐａｗｌａｋ粗糙集的

三支决策可以理解为定性决策规则．

在决策粗糙集模型中，正域、边界域和负域由一对

阈值（α，β）决定，其中０β＜α１．因此，它们能够容忍

２３６１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１５年



一定程度的错误，其所对应的定量三支决策规则是：

　

Ｄｅｓ（狓）→ 接收，狓∈犡，［狓］犃ＰＯＳ（α，β）（犡），

Ｄｅｓ（狓）→ 既不接收也不拒绝，

狓∈犡，［狓］犃ＢＮＤ（α，β）（犡），

Ｄｅｓ（狓）→ 拒绝，狓∈犡，［狓］犃ＮＥＧ（α，β）（犡）．

根据决策粗糙集中正域的定义，正规则的置信度满

足δ＝Ｐｒ（犡｜［狓］犃）α，其错误率满足１－δ１－α．

负规则的置信度满足δ′＝Ｐｒ（犡
犮
｜［狓］犃）＝１－Ｐｒ（犡｜

［狓］犃）１－β，错误率满足１－δ′β．

当阈值α＝１且β＝０时，经典粗糙集模型可以

看作是决策粗糙集模型的一个特例．

定性和定量三支决策的主要区别是定性决策不

允许有错误，而定量决策能够容忍一定的错误．在实

际应用中，很难做到完全没有错误的决策，因而定量

的接收和拒绝显得更有意义．换句话说，当支持证据

很强时，就可以采取接收策略；当否定证据很强时，

就可以采取拒绝策略；当证据不足时，可以延迟决

策，并寻求新的证据．决策粗糙集中的阈值（α，β）反

映了所需证据的强弱．这样，决策粗糙集可以和统计

学中假设验证相联系，也为实际应用中的三支决策

提供了一个理论模型．

三支决策是复杂问题的有效求解方法与实践．

网站ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ２．ｃｓ．ｕｒｅｇｉｎａ．ｃａ／～ｔｗｄ／为三支决

策研究者提供了一个信息共享和交流的平台．

５　决策粗糙集模型的研究现状

如前所述，基于经典Ｐａｗｌａｋ粗糙集的知识获

取是一种定性的研究，不容许有错误．而实际应用

中，很难达到没有错误的决策，因而基于决策粗糙集

模型定量的研究更有意义．

知识获取过程中，人类经验尤其是专家知识对

于规则的获取显得非常重要；换句话说，我们在进行

知识获取的过程中考虑用户的主观意思／意愿是合

理的．另外一方面，不依赖经验知识，尤其是许多应

用领域很难得到经验知识，利用数据驱动的方式进

行知识获取的研究一直是机器学习追求的目标，也

就是说，我们希望客观地获取知识．其实，无论是用

主观的方式还是客观的方式获取知识，二者相互之

间并不矛盾；他们从不同的角度提出了解决问题的

方法，很多时候，二者也很好地进行了结合．所以，接

下来我们将从这两方面来介绍基于决策粗糙集模型

的拓展研究以及应用．

５１　结合三支决策语义的研究

经典Ｐａｗｌａｋ代数粗糙集模型中的单个决策类

（目标概念）可以采用正域、负域和边界域进行描述．

考虑总体决策类的正域、负域和边界域：因为总体决

策类中包含的单个决策类的负域一定可以划分到其

补决策类的正域或边界域中，所以总体决策类负域

实际上是空集．这样，论域就是总体决策类正域和边

界域的并集，而总体决策类的负域恒为空集．因此，

事实上产生的决策规则是二支决策．即由总体决策

类正域导出的确定性规则和总体决策类边界域导出

的可能性规则．此时负域没有实际语义，被当作是冗

余的．这种不完备粗糙结构反映了Ｐａｗｌａｋ代数粗

糙集模型对总体决策类刻画具有不完整性．另外，在

经典的最小风险Ｂａｙｅｓ决策理论中，决策行为仅包

含分类为正例和分类为负例，即必须对分类做出确

定的选择，其对应的决策形式也为二支决策，没有考

虑在数据信息不足背景下的中间决策方式．

经典Ｐａｗｌａｋ代数粗糙集模型和Ｂａｙｅｓ最小风

险决策理论中的二支决策语义在决策粗糙集模型中

得到了拓广．在决策粗糙集模型中论域犝 可以通过

阈值α和β划分为３个区域，即总体决策类正域、总

体决策类边界域和总体决策类负域．从语义上看，这

３个区域可以对应３种规则类型及三支决策语义，

即正域决策、边界域决策和负域决策．这种语义的完

备性使得决策粗糙集在应用时的描述更具完整性．

因此，许多学者结合三支决策从主观语义的方

向展开了基于决策粗糙集模型的研究．

（１）决策模型的研究

Ｌｉ和Ｚｈｏｕ
［４１］结合决策者不同的风险偏好提出

了一种新的基于决策粗糙集的决策模型，该模型从

三支风险的视角对决策模型进行了研究；Ｚｈｏｕ和

Ｌｉ
［４２］还研究了基于决策粗糙集的多层次决策规则

提取方法．

决策粗糙集模型中的两个状态犡、犡
犮分别表示

某事件属于犡 和不属于犡，这是一个两分类问题．

然而在实际应用中，决策者可能面临的状态集是多

分类的情形，Ｌｉｕ等人
［４３４４］研究了多分类的三支决

策粗糙集模型．此外，Ｌｉｕ等人
［４５］还介绍了基于判别

分析的三支决策方法等．

Ｙａｎｇ和Ｙａｏ
［４６］提出了多用户决策粗糙集模

型．当不同用户（比如专家或者管理者等）根据各自

的标准给出不同的决策集时，对于如何制定综合的、

有共识的决策标准，该文给出了一种很好的解决方
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案．梁吉业等人在文献［４０］提出了一种新的基于粗

糙集的多属性群决策方法，该方法分析了初步决策

集合的结构，给出专家评价相似度的定义和性质，通

过计算专家评价之间的相似度确定专家的客观权重．

在许多不确定决策问题中其决策对象往往涉及

两个不同但又相互关联的论域，如在一个医疗诊断

系统中，其同时涉及症状与疾病这两个彼此相关的

不同集合．因此，讨论多论域上的决策问题很有必

要．Ｍａ和Ｓｕｎ
［４７４８］系统地讨论了双论域上概率粗

糙集的基本理论，为模型中的参数给出了一种较少

依赖决策者主观偏好和直觉经验的选择方式，进一

步地给出了双论域上的决策粗糙集模型．

（２）属性约简

属性约简是粗糙集研究中的重要研究内容之

一［４９］．通常说来，一个属性约简是保持某种目标性

质不变的独立属性子集，不同的约简目标则约简类

型不同．在这些约简中，正域约简讨论是最多的．在

Ｐａｗｌａｋ代数粗糙集模型中，因为正域相对于条件属

性集具有单调性，所以约简只需保证条件属性相对

决策属性的依赖度保持不变即可．然而，在概率粗糙

集模型中，正域不再具有相对于条件属性的单调性，

仅保持依赖度不变不能作为概率粗糙集约简的判定

依据，还需要依靠其他的属性集度量标准．因此，如

何给出适合概率型粗糙集模型约简的一般定义以及

分析其相关性质是决策粗糙集约简理论研究的主要

问题之一［４９５０］．

Ｌｉ等人
［５０］针对决策粗糙集正域的非单调性特

点给出了一种新的α正域约简的定义．在该定义中，

约简前后的正域不要求严格相等，而只要求正域保

持非减特性．新定义中对正域约束条件的改变与决

策粗糙集正域的非单调性是相吻合的，在此基础上，

作者给出了求α正域约简的启发式搜索算法．Ｍａ

等人［５１］提出了基于决策粗糙集的多类属性约简模

型；Ｃｈｅｂｒｏｌｕ和Ｓａｎｊｅｅｖｉ
［５２］结合遗传算法研究了决

策粗糙集模型下的属性约简问题；Ｌｉｕ和 Ｍｉｎ等

人［５３５４］研究了测试代价最优情况下的正域属性约

简问题．

５２　结合数据驱动的研究

众多的知识获取算法中，都涉及到一些参数或

阈值的设定．事实上，如果没有相关领域知识和经

验，这在多数情况下是不可行的，如外太空探测或者

是网络入侵检测等领域的先验知识很难获得．因此，

如何客观地、数据驱动地结合决策粗糙集理论来进

行知识获取也是一个重要的研究方向．

（１）属性约简

Ｊｉａ等人
［５５５６］指出目前决策粗糙集模型下定义

的属性约简都要求约简前后正区域保持不变或者非

负区域不变等，而属性约简所带来的区域变化的好

坏却无法判断，只能人为地偏向于保持或增大正区

域或非负区域，这在理论性和可解释性上存在一定

的困难．因此，作者给出了决策粗糙集模型下基于决

策风险最小化的属性约简定义，要求在约简后的属

性集合上作出最小的决策风险．相比传统的基于正

域保持的属性约简定义，该定义对于正域、边界域和

负域同等对待、不加入主观偏好信息，使得约简的结

果更具客观性和可解释性，同时将决策风险形式化

为一个最优化问题，为求解最小风险属性约简问题

提供了一种理论方法．

关于考虑决策风险的属性约简的工作才刚刚开

始，如何完善相关理论以及设计有关算法并应用将

是未来的主要工作．

（２）基于ＤＴＲＳ的聚类研究

决策粗糙集模型是一个典型的概率粗糙集模

型，它具有处理不确定信息和模糊信息的能力．

Ｌｉｎｇｒａｓ等人
［５７］提出了基于决策粗糙集模型的模糊

聚类评估方法．Ｙｕ等人
［５８６０］研究了基于ＤＴＲＳ的

自动聚类方法．

Ｙｕ等人在文献［５８］中考虑了多种损失函数，

提出了一种基于决策粗糙集的聚类模式代价评估方

法．该方法结合决策粗糙集模型中的风险函数对聚

类过程进行评估，以此来帮助判断哪些子类需要合

并帮助找到聚类算法的终止点．同时，该方法利用三

支决策思想可以处理不同粒度的交叉重叠聚类，并

给出了一个自适应的粒度范围；当然，用户也可以根

据需求来调整粒度大小．如何结合粒计算方法找到

一个合适的粒度参数来提高算法的时间效率是未来

的工作目标．

文献［５９６０］在前述工作的基础上，扩展决策粗

糙集模型，提出了新的聚类有效性评估函数，给出了

自动地确定聚类数的解决方案，并给出了一种快速

的启发式算法．Ｙｕ等人
［６１］结合区间集的描述形式，

提出了三支决策聚类的思想．

结合决策粗糙集研究软聚类方法是未来的一个

重要研究方向．

（３）代价损失函数和决策阈值的确定

基于决策粗糙集的应用研究中，如何确定代价

损失函数λ犻犼是一个关键性问题，多数情况下是人工

给定．
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Ｈｅｒｂｅｒｔ和Ｙａｏ等人在文献［６２６６］中结合博

弈论，将最优代价损失函数的确定方法与分类量度

之间的博弈竞争问题联系起来，通过寻找两者代价

支付矩阵中的博弈平衡点来达到优化各决策域大小

的目标．结合博弈论来研究代价损失函数和决策阈

值的确定方法为概率阈值的计算方法提供了一条新

的途径．

贾修一等人在文献［６７６８］中通过研究三支决

策粗糙集模型中的风险损失和建立模型需要的阈值

参数之间的关系，提出了一个最优化问题，说明解决

该优化问题即可求得所需参数，并给出了一种自适

应求阈值参数的方法．利用学习到的阈值建立的三

支决策粗糙集模型能够取得更好的分类性能．Ｄｅｎｇ

等人［６９］结合信息熵刻画三个域的不确定性，从而寻

找具有最优的一对（α，β）值，提供了一种自动计算

α，β阈值的方法．Ｌｉｕ等人
［７０］结合回归分析和决策

粗糙集提出了一种新的分类方法，利用回归分析方

法计算出 ＤＴＲＳ中的阈值．Ｌｉａｎｇ等人
［７１］提出了

三角模糊决策粗糙集 ＴＦＤＴＲＳ（ＴｒｉａｎｇｕｌａｒＦｕｚｚｙ

ＤｅｃｉｓｉｏｎＴｈｅｏｒｅｔｉｃＲｏｕｇｈＳｅｔｓ），给出了一种确定决

策粗糙集模型中风险函数的方法．

如何寻求新的更有效的确定λ犻犼函数或者α，β
的方法、或者设计高效的启发式算法是未来的一个

研究方向．

５３　其他方面的研究成果

现有的研究工作大都基于构造性方法（ｃｏｎ

ｓｔｒｕｃｔｉｖｅａｐｐｒｏａｃｈｅｓ），我们也可以基于公理性方法

（ａｘｉｏｍａｔｉｃａｐｐｒｏａｃｈｅｓ）来研究概率粗糙集，Ｌｉ和

Ｙａｎｇ
［７２］讨论了概率粗糙集模型中上下近似运算的

性质．Ｑｉａｎ等人
［７３］在ＤＴＲＳ的基础上结合粒计算

研究了多粒度决策粗糙集，并给出了乐观性多粒度

决策粗糙集和悲观性多粒度决策粗糙集模型，讨论

了多粒度决策粗糙集模型与其他多粒度粗糙集之间

的关系．

接下来，本节给出一些具体的基于决策粗糙集

模型的应用研究例子．

（１）医疗网络支持系统

Ｙａｏ等人
［６５，７４］构建了基于 ＤＴＲＳ的医疗网

络支持系统（ＷｅｂｂａｓｅｄｍｅｄｉｃａｌＤｅｃｉｓｉｏｎＳｕｐｐｏｒｔ

Ｓｙｓｔｅｍｓ，ＷＤＭＳＳ）模型．在这个模型中，结合博弈

粗糙集对诊断中的不确定性进行了讨论，并增加了

用于风险分析的决策模块．通过对患者的症状数据

与诊断错误代价的整体评估，从三支决策的角度建

议患者基于最小风险进行决策，即立即治疗、或者免

于治疗或者进一步评估诊断．

（２）电子邮件信息过滤系统

Ｚｈａｏ等人
［７５］采用决策粗糙集方法提出了一种

新的电子邮件信息过滤系统．该系统采用决策粗糙

集的正域、负域和边界域分别描述用户感兴趣的邮

件信息、不感兴趣的邮件信息与中性邮件信息，评估

函数定义为邮件误判的代价函数对错误分类的风险

代价，并依据最小化风险原则给出最优邮件分类规

则，实验表明，该系统与传统的二支邮件过滤方法相

比具有更优越的性能．此外，Ｚｈｏｕ等人
［７６］和Ｊｉａ等

人［７７］分别从决策粗糙集三支决策的思想对邮件信

息过滤系统做了进一步的分析与拓展．

（３）基于ＤＴＲＳ模型的文本分类方法

Ｌｉ和 Ｍｉａｏ等人在文献［７８］中提出了一种基于

决策粗糙集理论并以实例为中心的文本层次分类模

型．为了获得所有可能的分类路径并减少错误在层

次分类路径中的传递，构建了层次决策粗糙集模型，

其包括两个关键阶段，即层次粗糙代价／收益决策模

型和分类路由算法．给出了一般性损失函数定义以

确定层次决策粗糙集模型中的风险函数参数值，通

过该定义可较好地度量一个实例分配到一个子类中

的损益．最后基于ＳＶＭ 提出了一种新的分类路径

选择方法，从而保持分类过程中选择最优分类路径．

实验结果分析表明所提模型优于平面分类和标准层

次分类模型．

如何将基于ＤＴＲＳ的文本分类思想用于其他

多类分类问题、如何提高分类精度、设计合理的一般

性分类路由算法是未来研究方向之一．

（４）石油开采、政策决策等

Ｌｉｕ等人在文献［４３］中研究了ＤＴＲＳ方法在石

油开采决策问题中的应用．该文将一个决策能获得

的期望总收益视为该决策的收益函数θ与成本函数

φ之差，依次计算各决策的期望总收益，并选择期望

总收益最高的决策为最终决策．文献［４３］采用该方

法对８类不同石油矿产资源收益与成本数据进行分

析，根据这８类资源属于富矿的概率得到了相应最

优的开采策略．

随着政策环境的风云变幻、科学技术的快速发

展以及人们不断增长的需求，在政策制定过程中我

们应该推行风险管理，当政府在做政策决策时，风险

可通过所发生的损失或者成本来定量．因此，Ｌｉｕ等

人在文献［７９］中提出了基于决策粗糙集的三支决策

政策分析方法．

如何将基于决策粗糙集的三支决策思想应用于
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更多的决策领域将是未来的工作．

（５）ＥＬｅａｒｎｉｎｇ学习系统

Ａｙａｄ和Ｌｉｕ
［８０］结合贝叶斯研究了概率粗糙集

在ＥＬｅａｒｎｉｎｇ学习系统中的应用．为了处理多类分

类问题，该系统首先提出了一种改进的贝叶斯粗糙

集模型；然后，针对学生信息表数据中各门学科中期

成绩、学习习惯以及与最终成绩的关系，运用改进的

Ｂａｙｅｓ粗糙集方法进行数据分析，从而找出影响最

终成绩好坏的主要因素．这种基于扩展概率粗糙集

模型的方法为提高ＥＬｅａｒｎｉｎｇ系统的学习效果提

供了较好的决策支持．

６　展望与总结

作为一种有效的数据分析方法，粗糙集在智能

信息处理等研究领域发挥了非常重要的作用．通过

考虑容错能力和三支决策的决策风险，将贝叶斯决

策过程引入到粗糙集中，从而形成了决策粗糙集．决

策粗糙集是经典Ｐａｗｌａｋ粗糙集理论的概率拓展模

型，是粗糙集理论的重要组成部分．自从２０世纪９０

年代提出以来，该模型逐渐得到研究人员的重视，并

在不确定性信息处理方面得到广泛应用．本文综述

分析了国内外关于决策粗糙集模型的研究内容．这

些分析将为决策粗糙集将来的研究工作提供理论与

应用借鉴．

总结全文，我们认为基于决策粗糙集的研究中

还有以下几方面的关键问题：

（１）决策粗糙集理论模型上的扩展工作．进一

步完善决策粗糙集模型的理论模型，结合其他不确

定性信息处理方法进行理论上的拓展，为应用研究

奠定基础．例如，研究者可以结合模糊集、证据理论、

粒计算、形式概念分析、知识空间等理论来研究决策

粗糙集模型．

（２）基于决策粗糙集模型的属性约简研究以及

应用．属性约简有着非常广泛的应用价值，比如进行

特征提取、数据降维等．研究属性约简非常有意义，

一方面，我们可以完善不确定性情况下属性约简相关

理论；另一方面，我们也可以进行相关的算法研究．

（３）如何解决决策粗糙集模型中的阈值设置问

题．结合数据驱动的自主式学习方法、博弈论、信息

论、贝叶斯理论等都可能成为解决此问题的方法．

（４）决策粗糙集模型与其他数据挖掘方法的结

合问题．比如，已有一些基于决策粗糙集进行聚类和

分类研究的成果，未来也可以考虑和数据流挖掘相

结合．

（５）决策规则的获取问题．从三支决策的角度

对已有的二支决策结果进行了扩展，但如何高效地

获取三支决策规则以及其中存在的问题还有待进一

步地探索．

（６）如何面对大数据的挑战．大数据具有数据

量大、数据与时俱增、数据类型繁多、数据结构复杂、

要求处理迅速等特点．因此，如何结合决策粗糙集来

应对大数据时代到来的挑战是学者们应该思考的问

题．是否可以提出一种结合概率论的决策粗糙集模

型的不完备性处理方法；考虑结合代价损失函数解

决非结构化数据转化为合理结构化数据的模型问

题；如何设计高效算法应对快速变化的动态流数据．

这些都是未来需要解决的问题．

（７）开展三支决策研究．为了给粗糙集的３个

域更合理的语义解释，学者们提出了三支决策；但随

着研究的进一步深入，我们发现粗糙集可以看作是

三支决策的一个特例．因此，深入开展三支决策研究

将非常有意义．例如，我们在获得边界域后，如何使

用边界域还有待进一步研究．

（８）扩大其应用领域．如何将决策粗糙集模型

应用到具有不确定性的应用领域是未来的一个研究

方向．比如，我们可以考虑将其应用到网络支持系

统、社交网络服务、Ｗｅｂ服务等具有不确定性特征

的应用中．
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展．北京：科学出版社，２０１１）

７３６１８期 于　洪等：决策粗糙集理论研究现状与展望
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