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基于随机化矩阵分解的网络嵌入方法
谢雨洋　冯　栩　喻文健　唐　杰

（清华大学计算机科学与技术系　北京　１０００８４）
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摘　要　随着互联网的普及，越来越多的问题以社交网络这样的网络形式出现．网络通常用图数据表示，由于图数
据处理的挑战性，如何从图中学习到重要的信息是当前被广泛关注的问题．网络嵌入就是通过分析图数据得到反
映网络结构的特征向量，利用它们进而实现各种数据挖掘任务，例如边预测、节点分类、网络重构、标签推荐和异常
检测．最近，基于矩阵分解的网络嵌入方法ＮｅｔＭＦ被提出，它在理论上统一了多种网络嵌入方法，并且在处理实际
数据时表现出很好的效果．然而，在处理大规模网络时，ＮｅｔＭＦ需要极大的时间和空间开销．本文使用快速随机化
特征值分解和单遍历奇异值分解技术对ＮｅｔＭＦ进行改进，提出一种高效率、且内存用量小的矩阵分解网络嵌入算
法ｅＮｅｔＭＦ．首先，我们提出了适合于对称稀疏矩阵的随机化特征值分解算法ｆｒｅｉｇｓ，它在处理实际的归一化网络矩
阵时比传统的截断特征值分解算法快近１０倍，且几乎不损失准确度．其次，我们提出使用单遍历奇异值分解处理
ＮｅｔＭＦ方法中高次近似矩阵从而避免稠密矩阵存储的技术，它大大减少了网络嵌入所需的内存用量．最后，我们提
出一种简洁的、且保证分解结果对称的随机化单遍历奇异值分解算法，将它与上述技术结合得到ｅＮｅｔＭＦ算法．基
于５个实际的网络数据集，我们评估了ｅＮｅｔＭＦ学习到的网络低维表示在多标签节点分类和边预测上的有效性．
实验结果表明，使用ｅＮｅｔＭＦ替代ＮｅｔＭＦ后在后续得到的多标签分类性能指标上几乎没有损失，但在处理大规模
数据时有超过４０倍的加速与内存用量节省．在一台３２核的机器上，ｅＮｅｔＭＦ仅需约１．３ｈ即可对含一百多万节点
的ＹｏｕＴｕｂｅ数据学习到网络嵌入，内存用量仅为１２０ＧＢ，并得到较高质量的分类结果．此外，最近被提出的网络嵌
入算法ＮｅｔＳＭＦ由于图稀疏化过程的内存需求太大，无法在２５６ＧＢ内存的机器上处理两个较大的网络数据，而
ＰｒｏＮＥ算法则在多标签分类的结果上表现不稳定，得到的Ｍａｃｒｏ犉１值都比较差．因此，ｅＮｅｔＭＦ算法在结果质量
上明显优于ＮｅｔＳＭＦ和ＰｒｏＮＥ算法．在边预测任务上，ｅＮｅｔＭＦ算法也表现出与其它方法差不多甚至更好的性能．

关键词　网络嵌入；网络表示学习；随机化特征值分解；单遍历奇异值分解；多标签节点分类
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ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｎｏｄｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ．Ｔｏｂｅｐｒｅｃｉｓｅ，Ｍａｃｒｏ犉１ｏｂｔａｉｎｅｄｗｉｔｈＰｒｏＮＥ
ｉｓｇｅｎｅｒａｌｌｙｐｏｏｒ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｅＮｅｔＭＦａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓａｄｖａｎｔａｇｅｏｕｓｔｏｔｈｅＮｅｔＳＭＦａｎｄＰｒｏＮＥ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ．Ｉｎｔｈｅｌｉｎｋｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｔａｓｋ，ｔｈｅｅＮｅｔＭＦａｌｇｏｒｉｔｈｍａｃｈｉｅｖｅｓｂｅｔ
ｔｅｒｏｒｃｏｍｐａｒａｂｌｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｗｈｅｎｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｏｔｈｅｒｂａｓｅｌｉｎｅｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｎｅｔｗｏｒｋｅｍｂｅｄｄｉｎｇ；ｎｅｔｗｏｒｋｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｌｅａｒｎｉｎｇ；ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｄｅｃｏｍ
ｐｏｓｉｔｉｏｎ；ｓｉｎｇｌｅｐａｓｓｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ；ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｎｏｄｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ

１　引　言
社交网络等大规模复杂网络的挖掘与智能分析

是当前的研究热点．这种网络包括微信、微博用户之
间通过好友关系和互相联动形成的在线社交网络、
学术论文之间的引用关系形成的网络［１］等等．进行
图数据挖掘主要有图卷积网络和网络嵌入两种方
法．网络嵌入一般不考虑节点的属性，侧重于学习节
点的拓扑结构，而图卷积网络可以将节点的属性作
为特征一起学习，对于属性敏感的实验数据，图卷积
网络的效果要更好，但由于很多网络数据缺少节点

属性特征，图卷积网络对此类数据节点拓扑结构的
学习不如网络嵌入，因此网络嵌入在图数据挖掘中
占有很重要的地位．应用网络嵌入的方法对网络进
行分析，首先要将网络用图的邻接矩阵表示．接下
来，还要将网络中的每个节点映射到一个低维稠密
实数向量上，这样可以很好地保存节点的拓扑结构
信息，同时有利于使用机器学习等智能处理方法进
行后续分析．因此网络嵌入的目标就是将网络映射
到潜在的低维空间，得到网络节点的低维表示［２］．研
究表明，网络嵌入技术可以促进各种网络分析与应
用［３］，例如边预测、节点分类、网络重构、标签推荐和
异常检测．通常，基于传统拓扑的网络表示直接使用
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对应图的邻接矩阵，但这可能包含噪声或冗余信息．
若使用网络嵌入技术，每个节点都由包含潜在信息
的向量表示，因此许多网络分析中的迭代或组合的
问题可以通过计算映射函数，距离度量或嵌入向量
运算的方式解决，从而避免了高复杂度．

主要的网络嵌入方法包括ＤｅｅｐＷａｌｋ［３］、ＬＩＮＥ［４］、
ｎｏｄｅ２ｖｅｃ［５］、ｍｅｔａｐａｔｈ２ｖｅｃ［６］等，它们都是基于ｓｋｉｐ
ｇｒａｍ的模型．最近，文献［７］指出ＤｅｅｐＷａｌｋ和ＬＩＮＥ
都可以看成是基于矩阵分解的技术，并提出了一种基
于矩阵分解的网络嵌入方法ＮｅｔＭＦ，基于它在后续
进行网络节点多标签分类时表现出比使用ＤｅｅｐＷａｌｋ
和ＬＩＮＥ更好的性能．然而，ＮｅｔＭＦ在处理超大规
模网络时需要巨大的内存开销和计算成本，这主要
是由于它得到的高次近似矩阵是稠密的．后续，人们
基于谱图稀疏化理论对ＮｅｔＭＦ进行了改进，得到
了利用谱图稀疏化理论和稀疏矩阵分解的网络嵌入
方法ＮｅｔＳＭＦ［８］和ＰｒｏＮＥ［９］，这使得处理超大规模
网络成为可能．但是，稀疏化矩阵的过程仍然需要大
量的内存，这使得ＮｅｔＳＭＦ的应用受到一定的限
制，而ＰｒｏＮＥ得到的网络嵌入在应用时的效果也存
在不稳定的问题．

另一方面，牺牲少量准确度的随机化低秩矩阵
分解方法由于其适用于现代计算机体系结构和某些
大数据应用场景正得到越来越多的关注［１０１１］．本文
将随机化矩阵分解技术与网络嵌入方法ＮｅｔＭＦ相
结合，提出了一种快速、节省内存、且保证准确度的
网络嵌入算法ｅＮｅｔＭＦ．具体的创新点如下：

（１）提出使用单遍历奇异值分解处理ＮｅｔＭＦ
方法中高次近似矩阵从而避免存储此稠密矩阵的思
路，显著减少了ＮｅｔＭＦ方法所需的内存开销．

（２）提出针对稀疏对称矩阵的随机化特征值分
解算法，并调节需进行特征值分解的归一化网络矩
阵奇异值衰减速度，从而在保证准确性的同时显著
加快了ＮｅｔＭＦ方法中高次近似矩阵的构造．

（３）提出一种简洁的且保证分解结果对称的随
机化单遍历奇异值分解算法，将它用于ＮｅｔＭＦ算
法中减少了计算时间、又保证了网络嵌入的质量．

实验结果表明，在相对较大的真实数据集上，随
机化特征值分解算法比传统截断特征值分解算法快
１０倍，且几乎没有误差．而进行网络嵌入后再做节
点多标签分类和边预测的实验中，ｅＮｅｔＭＦ算法在
保持ＮｅｔＭＦ结果质量的同时大大减少了其计算时
间与内存用量．例如，对Ｆｌｉｃｋｒ数据ｅＮｅｔＭＦ的运行
时间和内存用量分别为ＮｅｔＭＦ的１／４１和１／４６，而

对于节点数超过１百万、ＮｅｔＭＦ与ＮｅｔＳＭＦ由于内
存需求太大无法处理的ＹｏｕＴｕｂｅ数据，ｅＮｅｔＭＦ只
需１．３ｈ和１２０ＧＢ内存开销即可得到网络嵌入，并
取得很好的多标签分类结果．

２　相关工作
近年来兴起的网络嵌入的研究起源于自然语言

处理领域的表示学习［１２］，该类问题的研究可以追溯
到谱图理论［１３］，社交维度学习［１４］等研究．随着该领
域的发展，很多网络嵌入的方法都旨在建模节点的
相似性．谱网络嵌入方法和谱降维方法相关，例如快
速近似谱聚类方法［１５］和拉普拉斯特征映射方法［１６］．
受ｗｏｒｄ２ｖｅｃ模型［１２］的启发，一类基于ｓｋｉｐｇｒａｍ模
型的方法被提出，并有很好的性能，例如ＤｅｅｐＷａｌｋ［３］、
ＬＩＮＥ［４］、ｎｏｄｅ２ｖｅｃ［５］、ｍｅｔａｐａｔｈ２ｖｅｃ［６］等模型．最近，
受词嵌入问题转化为矩阵分解的启发［１７］，文献［７］
指出基于ｓｋｉｐｇｒａｍ这一类的方法可以转化成矩阵
分解问题．通过将随机游走的过程建模成矩阵的乘
法，然后在近似的高阶矩阵上做奇异值分解，可以得
到网络节点的低维表示．并且，其中提出的ＮｅｔＭＦ
方法在设置较大窗口大小参数时可以得到高质量的
网络嵌入，基于它再做网络节点多标签分类时表现出
比使用ＤｅｅｐＷａｌｋ和ＬＩＮＥ更好的性能．

除了文献［７］的ＮｅｔＭＦ方法外，其它基于矩阵
分解的网络嵌入模型还包括ＧｒａＲｅｐ［１８］、ＨＯＰＥ［１９］、
ＴＡＤＷ［２０］和ＤＨＰＥ［２１］，其中ＧｒａＲｅｐ模型考虑整合
高次相似度矩阵来获取节点的相似度信息，但巨大
的计算量和内存开销限制了其在大规模网络上的应
用，ＨＯＰＥ模型可以应用于有向图的场景，ＴＡＤＷ
模型可以应用于节点带有特征信息的数据，ＤＨＰＥ
模型可以应用于动态网络的场景．最近，也有几个
ＮｅｔＭＦ方法的改进算法被提出．ＮｅｔＳＭＦ［８］通过引
入谱图稀疏化方法使得模型可以运行得较快，不过
仍然需要较大的运行内存．ＰｒｏＮＥ［９］方法通过交换
随机游走和矩阵分解的过程，先对稀疏矩阵分解得
到节点的低维表示，然后再对节点的低维表示做信
息传播增强，这样大大降低了整体的计算复杂度．然
而，在后续使用节点低维表示的应用任务（如多标签
分类）中，ＰｒｏＮＥ的性能很不稳定，往往比ＮｅｔＭＦ
的结果差．

３　技术背景
在本文中，为了方便描述算法，我们采用Ｍａｔｌａｂ
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所使用的方法来指定矩阵的部分元素．
３１　奇异值分解和特征值分解

矩阵犃∈!

犿×狀的奇异值分解（ＳＶＤ）可以表示为
犃＝犝Σ犞Ｔ （１）

其中犝＝［狌１，狌２，…］和犞＝［狏１，狏２，…］是分别包含
左右奇异向量的正交矩阵．对角矩阵Σ包含了矩阵
犃的奇异值（σ１，σ２，…）．设犝犽和犞犽分别是犝和犞的
前犽列，对角矩阵Σ犽包含矩阵犃的前犽个最大的奇
异值，矩阵犃的截断ＳＶＤ可以表示为犃犽，即

犃≈犃犽＝犝犽Σ犽犞Ｔ
犽 （２）

其中犃犽也是初始矩阵犃的最佳秩犽近似［２２］．
若犃为对称矩阵，它存在如下形式的特征值分

解（ＥＶＤ）：
犃＝犝Λ犝Ｔ （３）

其中Λ为对角阵，其对角元为犃的特征值，正交矩
阵犝的各列是犃的特征向量．由于实对称阵的特征
值均为实数，只需将式（３）中Λ的负对角元取相反
数、然后将犝Ｔ的相应行也取相反数，式（３）即可变成
犃的奇异值分解，其中犝的各列是犃的左奇异向量．

类似于截断奇异值分解，由式（３）也可以得到截
断特征值分解：

犃≈犃犺＝犝犺Λ犺犝Ｔ
犺 （４）

其中对角阵Λ犺为犺×犺的对角阵，对角元为犺个绝
对值最大或代数值最大的特征值，犝犺为犝中与这些
特征值相应的特征向量组成的矩阵．计算截断特征
值分解的传统算法为ＡＲＰＡＣＫ算法［２３］，其具体实
现包括Ｍａｔｌａｂ中的ｅｉｇｓ命令和Ｐｙｔｈｏｎ的ｅｉｇｓ、
ｅｉｇｓｈ命令等，它们特别适合处理稀疏矩阵．
３２　基于矩阵分解的网络表示

本文的主要目的是提出一种ＮｅｔＭＦ算法的改
进版本，它能够显著减少ＮｅｔＭＦ算法的内存用量
和计算时间．由于ＮｅｔＭＦ算法是针对无向图的网
络嵌入方法，我们提出的方法也只考虑无向图即对
称稀疏矩阵．我们用犌＝（犞，犈，犃）表示一个无向网
络，其中犞表示顶点集，犈表示边的集合，犃表示犌
的邻接矩阵．网络嵌入的目标是学习到一个投影，该
投影可以映射每一个顶点到一个犽维向量（犽狀），
使得可以保存它的结构属性信息，进而这种网络表
示被提供给后续的网络分析使用，例如边预测和节
点分类等．

最近，基于矩阵分解的网络嵌入显示出它在网络
表示上的优越性．ＤｅｅｐＷａｌｋ是一个近年来被广泛承
认的网络嵌入模型，随机游走的长度对ＤｅｅｐＷａｌｋ
模型的实验结果有影响．该参数越大，随机游走得越

远且更多较远的点也会被认为是当前节点相似的节
点，但一定程度上也相当于放宽相似性约束，可能会
引入一些噪声，因此如何设置这个参数使得实验结
果更好并没有普遍适用的结论．文献［７］揭示了当
ＤｅｅｐＷａｌｋ里的随机游走的长度达到无穷大时，它
相当于是对矩阵

ｔｒｕｎｃ＿ｌｏｇ°ｖｏｌ（犌）ｂｑ∑
狇

狉＝１
（犇－１犃）狉犇－（ ）１ （５）

作分解，其中ｔｒｕｎｃ＿ｌｏｇ°表示矩阵的每个元素和１
取最大值后再取ｌｏｇ，即

ｔｒｕｎｃ＿ｌｏｇ°（狓）＝ｌｏｇ（ｍａｘ（１，狓）） （６）
式（５）的参数犇为邻接矩阵犃生成的对角阵，其对
角元犱犻犻＝∑犼犃犻犼，狏狅犾（犌）＝∑犻∑犼犃犻犼，而参数狇和参
数犫分别表示窗口大小和ｓｋｉｐｇｒａｍ模型里负采样
的大小．在下面的工作里，我们考虑带有较大的窗口
大小的情况，比如ＤｅｅｐＷａｌｋ默认的情况下狇＝１０．
文献［７］提出的ＮｅｔＭＦ给基于ｓｋｉｐｇｒａｍ的网络嵌
入方法奠定了理论基础，使得网络嵌入模型有更强
的可解释性．算法１描述了处理较大窗口的ＮｅｔＭＦ
算法［７］．

算法１．　ＮｅｔＭＦ．
输入：邻接矩阵犃∈!

狀×狀，特征值截断参数犺，奇异值
截断参数犽，窗口大小狇

输出：网络嵌入犈∈!

狀×犽

１．截断特征值分解：犇－１／２犃犇－１／２≈犝犺Λ犺犝Ｔ犺

２．构造矩阵犕＝犇－１／２犝犺∑
狇

狉＝１
Λ狉（ ）犺犝Ｔ

犺犇－１／２

３．计算珨犕＝ｔｒｕｎｃ＿ｌｏｇ°ｖｏｌ（犌）ｂｑ（ ）犕
４．截断奇异值分解：珨犕≈犝犽Σ犽犞Ｔ犽
５．返回犈＝犝犽Σ１／２犽
然而，当直接应用ＮｅｔＭＦ算法到大规模的数

据集上时存在一些问题．首先，在算法１第１步，对
矩阵犇－１／２犃犇－１／２做截断特征值分解，但直接计算特
征值分解需要很长的时间．算法１的第２、４步也需
要花费较多的时间，且第２步存储大的稠密矩阵犕
是很有挑战性的．比如，当网络节点数狀为１１０万
时，稠密矩阵犕的存储量超过８ＴＢ，这使得该算法
很难应用到大型网络分析当中．
３３　随机化奇异值分解有关技术

基础的随机化奇异值分解算法［１０］可以用来计
算近似的截断ＳＶＤ，该算法如算法２所示．

算法２．　基础随机化奇异值分解．
输入：矩阵犃∈!

犿×狀，奇异值截断参数犽，幂迭代参数
狆，过采样参数狊
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输出：犝∈!

犿×犽，Σ∈!

犽×犽，犞∈!

狀×犽

１．Ω＝ｒａｎｄｎ（狀，犽＋狊）
２．犙＝ｏｒｔｈ（犃Ω）
３．ＦＯＲ犻＝１，２，…，狆ＤＯ
４．　犌＝ｏｒｔｈ（犃Ｔ犙）
５．　犙＝ｏｒｔｈ（犃犌）
６．ＥＮＤＦＯＲ
７．犅＝犙Ｔ犃
８．［珚犝，Σ，犞］＝ｓｖｄ（犅）
９．犝＝犙珚犝
１０．犝＝犝（：，１：犽），Σ＝Σ（１：犽，１：犽），犞＝犞（：，１：犽）
在算法２中，Ω是一个高斯随机矩阵，参数狊使

得采样矩阵Ω超过犽列以获得更好的计算结果．矩
阵犙的列包含了犃列空间的主要基，因此犃≈犙犅＝
犙犙Ｔ犃，然后对一个（犽＋狊）×狀大小的矩阵犅使用
ＳＶＤ，就可以得到矩阵犃的近似截断ＳＶＤ．算法１
的第３～６步为幂迭代技术［１０］，应用它之后相当于
计算矩阵（犃犃Ｔ）狆犃的奇异向量，由于（犃犃Ｔ）狆犃的奇
异值衰减比原始矩阵犃快得多，使用幂迭代后再做
随机化奇异值分解可以使结果更接近最佳秩犽近似．
幂迭代过程中的正交化ｏｒｔｈ（）可减轻浮点数计算的
舍入误差影响，这个正交化操作通过ＱＲ分解来实
现．随机化奇异值分解算法在很高概率下能保证：
‖犃－犙犙Ｔ犃‖＝‖犃－犝Σ犞Ｔ‖（１＋ε）‖犃－犃犽‖

（７）
其中犃犽是矩阵犃的最佳秩犽近似，ε是一个误差阈值．

对于实对称阵犃∈!

狀×狀，对算法２稍作修改就
可以得到截断特征值分解［１０］．此时算法２中的矩阵
犙表示了犃的行空间和列空间的主要基，因此：

犃≈犙犣犙Ｔ＝犙犙Ｔ犃犙犙Ｔ （８）
对实对称阵犣＝犙Ｔ犃犙做截断特征值分解，然后将分
解结果代入式（８）就可以得到矩阵犃的近似截断特
征值分解．

应当指出，由式（８）得到的算法相比基于犃≈
犙犙Ｔ犃的算法其低秩近似效果差一些．对于对称矩
阵，Ｔｒｏｐｐ等人最近提出了基于犙犙Ｔ犃形式的近似、
且保证结果仍为对称矩阵的方法［２４］，它对原矩阵的
近似程度更好．基于算法２得到的矩阵犙、犅，即得到
原矩阵犃的近似矩阵^犃＝犙犅，文献［２４］指出：

犃^ｓｙｍ＝１２（^犃＋^犃
Ｔ）＝１２（犙犅＋犅

Ｔ犙Ｔ）（９）
为对犃近似程度更好的对称矩阵．根据文献［２５］，
犃^ｓｙｍ是^犃到所有狀阶实对称阵形成的凸集上的投
影，由于犃本身也在这个凸集内，则根据文献［２６］
一定有：

犃－^犃ｓｙｍ犉犃－^犃犉 （１０）
并且，对^犃ｓｙｍ再做低秩近似得到的结果也比^犃的结
果更准确［２４］．

此外，文献［２７］提出了一种单遍历奇异值分解
算法，它在数学上与幂迭代参数狆＝０的算法２等
价，但只需要对矩阵犃访问一遍，特别适合于在内
存受限的情况下处理大型的稠密矩阵、或者高效率
地处理流数据．针对大型稀疏矩阵，文献［２８］提出了
高效率的随机化ＳＶＤ算法，它与算法２在数学上等
价，但使用了多种加速技巧可使得对实际大型稀疏
矩阵的处理时间缩小９倍．这些加速技巧主要包括：

（１）利用特征值分解来快速计算细长条矩阵的
ＳＶＤ和ＱＲ分解，即使用ｅｉｇＳＶＤ算法［２８］．

（２）在幂迭代过程中，每隔一次矩阵乘法之后
再做正交化操作．

（３）幂迭代中可使用ＬＵ分解替代ＱＲ分解．

４　基于高效矩阵分解的网络嵌入方法
在这一节，我们首先给出利用随机化矩阵分解

技术提高ＮｅｔＭＦ方法处理大型网络的效率的主要
思路，然后依次提出针对稀疏实对称阵的快速随机
化特征值分解、矩阵犕的高效率构造与隐式存储以
及快速单遍历奇异值分解这三项技术，最后给出算
法ｅＮｅｔＭＦ的完整描述，并做计算量分析．
４１　基本思想

可粗略地将ＮｅｔＭＦ方法分为三个主要步骤：
用截断特征值分解归一化网络矩阵来近似矩阵、基
于特征值分解构造高次近似矩阵犕、计算珨犕矩阵的
截断奇异值分解．对于大型网络，第一步和第三步都
无法使用传统的矩阵分解算法来实现，它们需要巨
大的运行时间，而第二步不但有很大的计算量，而且
形成的稠密矩阵造成巨大的内存开销，也给第三步
的执行带来困难．

首先我们可以使用随机化特征值分解算法来代
替ＮｅｔＭＦ方法的第一个主要步骤，在几乎不损失
准确度的情况下减少其计算量．其次，为了解决大型
稠密矩阵犕或珨犕给内存量带来的挑战，我们提出
高次近似矩阵的高效率构造方法以及不显式存储
犕和珨犕，然后采用单遍历随机化ＳＶＤ算法近似计
算奇异值分解的思路，这样极大地减少了整个算法
的内存用量．同时我们还提出快速、准确的单遍历奇
异值分解技术保证最终网络嵌入的结果有足够的准
确度．
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本文提出的ｅＮｅｔＭＦ算法的流程图如图１所
示，图中上排实线框表示本文提出的ｅＮｅｔＭＦ算法

的主要步骤，下排虚线框表示ＮｅｔＭＦ算法的主要
步骤．

图１　ｅＮｅｔＭＦ算法的流程图（下排虚线框为ＮｅｔＭＦ算法中相应的步骤）

４２　针对稀疏实对称阵的快速随机化特征值分解
我们将文献［２８］提出的适用于稀疏矩阵加速分

解的技巧与文献［２４］提出的对称矩阵随机化特征值
分解算法结合，得到算法３．其中，ｌｕ表示对矩阵做
ＬＵ分解．

算法３．　快速随机化特征值分解（ｆｒｅｉｇｓ）．
输入：矩阵犃∈!

狀×狀，特征值截断参数犽，幂迭代参数
狆，过采样参数狊

输出：犝∈!

狀×犽，Λ∈!

犽×犽

１．Ω＝ｒａｎｄｎ（狀，犽＋狊）
２．犢＝犃Ω
３．［犙，～，～］＝ｅｉｇＳＶＤ（犢）
４．ＦＯＲ犻＝１，２，…，狆ＤＯ
５．　ＩＦ犻＜狆ＴＨＥＮ
６．　　［犙，～］＝ｌｕ（犃（犃犙））
７．　ＥＬＳＥ
８．　　［犙，～，～］＝ｅｉｇＳＶＤ（犃（犃犙））
９．ＥＮＤＦＯＲ
１０．犣＝［犙，犃犙］
１１．［犘，犜］＝ｑｒ（犣）
１２．犜１，犜２分别是矩阵犜的前犽＋狊列和后犽＋狊列
１３．犛＝（犜１犜Ｔ２＋犜２犜Ｔ１）／２
１４．［^犝，^犞］＝ｅｉｇ（犛）
１５．ｉｎｄ为^Λ中犽个最大的特征值的位置索引集合
１６．犝＝犘^犝（：，ｉｎｄ），Λ＝^Λ（ｉｎｄ，ｉｎｄ）
算法３的第１０～１４步基于如下推导．由于

犃^ｓｙｍ＝１２（犙犅＋犅
Ｔ犙Ｔ）＝１２［犙，犅

Ｔ］犅
犙［］Ｔ（１１）

如果对［犙，犅Ｔ］＝［犙，犃犙］做精简的ＱＲ分解：
［犙，犅Ｔ］＝犘［犜１，犜２］ （１２）

其中犘为列正交阵，［犜１，犜２］为上三角方阵且犜１和

犜２维度一样，则：

犃^ｓｙｍ＝１２犘［犜１，犜２］
（犘犜２）Ｔ
（犘犜１）［ ］Ｔ＝１２犘（犜１犜Ｔ２＋犜２犜Ｔ１）犘Ｔ

（１３）
记犛＝１２（犜１犜

Ｔ２＋犜２犜Ｔ１），对犛作特征值分解，再代入
式（１３）即得到^犃ｓｙｍ的值分解，进而得到原矩阵犃的
近似特征值分解．

下面进行算法计算量和空间开销的分析．设犾＝
犽＋狊，算法３的第２步的浮点运算次数是犗（狀狀狕（犃）犾），
狀狀狕（犃）为犃中非零元素的数目．根据文献［２８］，第
３～９步的浮点运算次数为犗（狆（狀犾２＋狀狀狕（犃）犾）），
第１０步需要犗（狀犾＋狀狀狕（犃）犾）次浮点运算，第１１～
１６步则需要犗（犾３＋狀犾２）次浮点运算．通常情况下，犾
远小于网络顶点数狀，算法３的浮点运算次数为
犗（狆（狀狀狕（犃）犾＋狀犾２））．考虑到幂迭代参数狆与过采
样参数狊均为不大的常数，而由于大规模网络的稀
疏性，狀狀狕（犃）也不超过狀的某个常数倍，算法３的
时间复杂度为犗（狀狀狕（犃）犽＋狀犽２），其中犽为特征值
截断参数．这与Ｍａｔｌａｂ中ｅｉｇｓ命令的复杂度一样，
但由于随机化算法中的运算更适合于当前的计算机
体系结构，算法３的运行时间比ｅｉｇｓ显著缩短，后
面的实验结果将验证这一点．此外，上述分析也表明
算法３的时间复杂度与矩阵规模呈线性关系．

在空间复杂度方面，矩阵犃采用稀疏矩阵方式
存储，而算法涉及的稠密矩阵维数都不超过狀×犾或
犾×狀，所以算法３的空间复杂度为犗（狀狀狕（犃）＋狀犽），
也与矩阵规模呈线性关系．
４３　矩阵犕的高效率构造与隐式存储

在ＮｅｔＭＦ方法中，犇－１／２犃犇－１／２的特征值范围
在［－１，１］区间内［７］，对于大型矩阵来说这意味着该
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矩阵的奇异值衰减趋势比较缓慢．随机化算法在处
理奇异值衰减缓慢的矩阵时，得到计算结果的近似
误差较大．为了缓解它给矩阵近似准确度带来的问
题，我们提出在保证算法１第２步矩阵犕不变的同
时修改计算截断特征值分解的矩阵，通过对一个奇
异值衰减较快的矩阵计算截断特征值提高准确度．
具体地：

∑
狇

狉＝１
（犇－１犃）狉犇－１＝犇－１＋α犇－α犃∑

狇

狉＝１
（犇－１犃）狉－（ ）１犇－α犇－１＋α

（１４）
其中α∈（０，１）．如果对矩阵犇－α犃犇－α执行截断特征
值分解，即

犇－α犃犇－α≈犌犺犎犺犌Ｔ犺 （１５）
将式（１５）代入式（１４）当中，得

∑
狇

狉＝１
（犇－１犃）狉犇－１≈犇－１＋α（犌犺犎犺犌Ｔ犺＋

　犌犺犎犺犌Ｔ犺犇－１＋２α犌犺犎犺犌Ｔ犺＋…＋
　犌犺犎犺犌Ｔ犺…犇－１＋２α犌犺犎犺犌Ｔ犺）犇－１＋α

＝犇－１＋α犌犺犎犺∑
狇

狉＝１
犓狉－（ ）１犌Ｔ犺犇－１＋α （１６）

其中犓＝犌Ｔ犺犇－１＋２α犌犺犎犺，为一个犺×犺矩阵．由于
犺狀，计算矩阵犓及（１６）中它的各次幂花费的时间
很少．因此，可以将算法１中的矩阵犕替换为：

犕＝犇－１＋α犌犺犎犺∑
狇

狉＝１
犓狉－（ ）１犌Ｔ犺犇－１＋α （１７）

这样，选择合适的α可使矩阵犇－α犃犇－α的奇异值衰
减较快，从而使用算法３能比较高效、准确地得到其
截断特征值分解，也不损失ＮｅｔＭＦ方法中矩阵犕
的准确度．

为了避免存储稠密矩阵犕或珨犕，我们提出一种
隐式存储方案，即考虑分解式犕＝犉犆犉Ｔ，其中犉＝
犇－１＋α犌犺，犆＝犎犺∑

狇

狉＝１
犓狉－（ ）１，然后分批计算出珨犕的

行，利用下面将介绍的单遍历ＳＶＤ算法计算其截断
奇异值分解，由于它只访问矩阵珨犕的元素一遍，对
计算出来的珨犕的若干行处理后即可将其删除，因此
可大大节省内存用量．而需要存储的矩阵犉∈!

狀×犺，
犆∈!

犺×犺，远小于珨犕∈!

狀×狀的规模．
４４　快速准确的单遍历犛犞犇算法

我们首先提出一种简洁的单遍历ＳＶＤ算法，它
与文献［２７］中的算法等价，但构造犙犅近似矩阵的
操作更简洁，运行效率更高，如算法４所示．其中，犃犻
表示输入矩阵犃的第犻行，通过步骤４～７，我们可
以得到两个包含原始矩阵犃信息的小矩阵犢和犠，

它们保存了矩阵犃的行、列空间的主要成分，基于
它们可以进一步计算犃的奇异值分解．

算法４．　一种更简洁的单遍历ＳＶＤ．
输入：矩阵犃∈!

犿×狀，奇异值截断参数犽，过采样参数狊
输出：犝∈!

犿×犽，Σ∈!

犽×犽，犞∈!

狀×犽

１．Ω＝ｒａｎｄｎ（狀，犽＋狊）
２．犢＝［］
３．犠＝ｚｅｒｏｓ（狀，犽＋狊）
４．ＦＯＲ犻＝１，２，…，犿ＤＯ
５．　狔＝犃犻Ω，犢＝［犢；狔］
６．　犠＝犠＋犃Ｔ犻狔
７．ＥＮＤＦＯＲ
８．［犙，犚］＝ｑｒ（犢）
９．犅＝犚－Ｔ犠Ｔ

１０．［珚犝，Σ，犞］＝ｓｖｄ（犅）
１１．犝＝犙珚犝
１２．犝＝犝（：，１：犽），Σ＝Σ（１：犽，１：犽），犞＝犞（：，１：犽）
在算法４中，步骤８～１２是具体计算矩阵犃的

奇异值分解的过程，它不同于现有的单遍历ＳＶＤ算
法［２７］．定理１表明算法４与不做幂迭代的算法２（狆＝
０）在数学上是等价的．

定理１．　在算法４中得到的犙的各列是犃Ω
列空间的单位正交基，犅＝犙Ｔ犃．

证明．　根据算法４的第４～７步，我们得犢＝
犃Ω，再根据第８步，对犢执行ＱＲ分解，因此得到的
犙的各列是犃Ω列空间的单位正交基．

下面再证犅＝犙Ｔ犃，由算法４的第４～７步，有
犠＝犃Ｔ犃Ω，再根据第９步，

犅＝犚－Ｔ犠Ｔ＝犚－Ｔ（犃Ｔ犃Ω）Ｔ＝犚－ＴΩＴ犃Ｔ犃
＝（犃Ω犚－１）Ｔ犃．

又因为犙犚＝犃Ω，得犙＝犃Ω犚－１，将犙代入上式，得
犅＝犙Ｔ犃． 证毕．

文献［２７］中的单遍历ＳＶＤ算法与不做幂迭代
的基础随机化ＳＶＤ算法（算法２）在数学上是等价
的，故定理１也表明算法４与文献［２７］里的单遍历
ＳＶＤ算法也是等价的．

对于实对称矩阵，文献［２４］提出的技术可以保
证得到的低秩矩阵也是对称的，从而提高结果的准
确性．将它与算法４结合，得到算法５．

算法５．　针对实对称阵的单遍历ＳＶＤ．
输入：矩阵珨犕∈!

狀×狀，奇异值截断参数犽，过采样参数狊
输出：犝∈!

狀×犽，Σ∈!

犽×犽，犞∈!

狀×犽

１．Ω＝ｒａｎｄｎ（狀，犽＋狊）
２．犢＝［］
３．犠＝ｚｅｒｏｓ（狀，犽＋狊）
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４．ＦＯＲ犻＝１，２，…，犿ＤＯ
５．　狔＝珨犕犻Ω，犢＝［犢；狔］
６．　犠＝犠＋珨犕Ｔ犻狔
７．ＥＮＤＦＯＲ
８．［犙，犚］＝ｑｒ（犢）
９．犣＝［犙，犠犚－１］
１０．［犘，犜］＝ｑｒ（犣）
１１．犜１，犜２分别是矩阵犜的前犽＋狊列和后犽＋狊列
１２．犛＝（犜１犜Ｔ２＋犜２犜Ｔ１）／２
１３．［^犝，^Λ］＝ｅｉｇ（犛）
１４．ｉｎｄ为^Λ中犽个绝对值最大的特征值的位置索引集合
１５．犝＝犘^犝（：，ｉｎｄ），Σ＝ａｂｓ（^Λ（ｉｎｄ，ｉｎｄ））
１６．犞＝犝ｓｉｇｎ（^Λ（ｉｎｄ，ｉｎｄ））
算法５的第９步是由于，根据算法４，我们有犅＝

犚－Ｔ犠Ｔ，则式（１２）中的［犙，犅Ｔ］＝［犙，犠犚－１］．第１４～
１６步与算法３不同，是由于这里要求奇异值分解，
所以需保证Σ的对角元非负．
４５　犲犖犲狋犕犉算法与相关分析

结合算法１、３和５，我们得到基于高效矩阵分
解的网络嵌入算法ｅＮｅｔＭＦ，如算法６所示．

算法６．　基于高效矩阵分解的网络嵌入方法
（ｅＮｅｔＭＦ）．

输入：矩阵犃∈!

狀×狀，特征值截断参数犺，奇异值截断
参数犽，批处理大小参数狏，过采样参数狊，归一化
参数α

输出：网络嵌入犈∈!

狀×犽．
１．用算法３计算截断特征值分解：犇－α犃犇－α≈犌犺犎犺犌Ｔ犺
２．计算犓＝犌Ｔ犺犇－１＋２α犌犺犎犺
３．计算犉＝犇－１＋α犌犺以及犆＝犎犺∑

狇

狉＝１
犓狉（ ）－１

４．Ω＝ｒａｎｄｎ（狀，犽＋狊）
５．犢＝［］
６．犠＝ｚｅｒｏｓ（狀，犽＋狊）
７．ＦＯＲ犻＝１，２，…，狀／狏ＤＯ
８．　犉犻＝犉［犻狏－狏＋１：犻狏，：］
９．　珨犕犻＝ｔｒｕｎｃ－ｌｏｇ°ｖｏｌ（犌）ｂｑ犉犻犆犉（ ）Ｔ
１０．　狔＝珨犕犻Ω，犢＝［犢；狔］
１１．　犠＝犠＋珨犕Ｔ犻狔
１２．ＥＮＤＦＯＲ
１３．执行算法５的第８～１５步
１４．犈＝犝Σ１／２
算法６的第１步使用算法３实现，对中小规模

网络α可以取１／２，对于大规模网络可以通过试验
得到更合适的取值，从而提高运行效率、减少近似误
差．第２～１２步实现了矩阵犕和珨犕的隐式构造，并
对珨犕的行进行批处理的单遍访问，为后续计算截断
ＳＶＤ做准备．这里，为了算法描述简洁、且不失一般

性，只考虑了狀能被狏整除的情况．
下面分析算法６的计算量和空间开销，设犾＝犽＋

狊．第１步的时间复杂度为犗（狀狀狕（犃）犺＋狀犺２），空间
复杂度均为犗（狀狀狕（犃）＋狀犺）．算法６的第２、３步包
含犗（狀犺２）次浮点运算，第７～１２步包含犗（狀２（犺＋犾））
次浮点运算，第１３、１４步的浮点运算次数为犗（狀犾２＋
犾３）．由于狀远大于其它参数的值，算法６总的计算复
杂度为犗（狀２（犺＋犾））．在空间开销方面，第１步需要
的存储量是犗（狀狀狕（犃）＋狀犺），在后续计算步骤中，
需要存储的矩阵尺寸都不超过狀×犺、狀×犾或狀×狏，
考虑到矩阵犃在后续不再使用，算法６的空间复杂
度为犗（狀（犺＋犾＋狏））．

可以看出，ｅＮｅｔＭＦ算法在空间复杂度方面大
大优于ＮｅｔＭＦ算法．ＮｅｔＳＭＦ算法［８］的空间复杂度
为犗（犮狇·狀狀狕（犃）），其中犮一般取值１０００或者１００００，
因此我们的ｅＮｅｔＭＦ算法在内存用量方面也显著小
于ＮｅｔＳＭＦ算法的内存用量．由于ｅＮｅｔＭＦ的时间
复杂度仍为犗（狀２（犺＋犾）），它处理特别大的网络时
会花费过多的计算时间，将来可以考虑采用分布式
并行计算等方式来加以改进．

５　实　验
本文算法均使用Ｃ语言编程实现，其中用到的

矩阵计算和ＱＲ分解、ＬＵ分解、ＳＶＤ分解等算法通
过调用ＩｎｔｅｌＭＫＬ的库函数进行实现，同时采用
ＯｐｅｎＭＰ编程实现了多线程计算．所有实验均运行
于装有３２核Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）ＣＰＵ、２５６ＧＢ内存
的Ｌｉｎｕｘ工作站上，实验结果中的时间均为３２线程
并行计算的实测运行时间．

下面我们首先介绍测试的网络数据，然后验证
第４．２节提出的特征值分解算法ｆｒｅｉｇｓ的准确度与
有效性，最后通过多标签分类的实验验证ｅＮｅｔＭＦ
算法的优势，并给出更多实验结果．
５１　数据集

我们选择如下５个网络数据集来进行测试．
（１）ＰＰＩ［２９］．该数据集是一个蛋白质和蛋白质交

互的网络子图，数据集里节点的标签是从标志性基
因集获取的，可以表示生物学状态．

（２）ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ［３０］．该数据集是一个线上博客主
的社交关系的网络，其中节点标签表示博客主的兴趣．

（３）ＤＢＬＰ［３１］．该数据集是一个学术引用网络，
网络中的节点是作者，标签是他们所活跃的会议．

（４）Ｆｌｉｃｋｒ［３０］．该数据集是一个Ｆｌｉｃｋｒ网站上的
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用户互相联系的网络，标签代表了用户的兴趣组．
（５）ＹｏｕＴｕｂｅ［３０］．该数据集是一个视频分享网

站上的用户交互网络，用户的标签为他们喜欢的视
频的类型．

其中，ＰＰＩ和ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ规模相对较小但是在
网络嵌入方面的研究工作中被广泛使用，而ＤＢＬＰ、
Ｆｌｉｃｋｒ和ＹｏｕＴｕｂｅ的规模相对较大．这些数据集的
一些具体信息如表１所示．

表１　数据集的具体信息
数据集名称 点个数 边个数 标签个数
ＰＰＩ 　３８９０ 　７６５８４ ５０

ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ １０３１２ ３３３９８３ ３９
ＤＢＬＰ ５１２６４ １２７９６８ ６０
Ｆｌｉｃｋｒ ８０５１３ ５８９９８８２ １９５
ＹｏｕＴｕｂｅ １１３８４９９ ２９９０４４３ ４７

５２　特征值分解算法犳狉犲犻犵狊的有效性
计算截断奇异值分解的传统算法是ＡＲＰＡＣＫ

算法［２３］，Ｐｙｔｈｏｎ里ｓｃｉｐｙ库的ｅｉｇｓ、ｅｉｇｓｈ函数是基
于它、且使用Ｉｎｔｅｌ的ＭＫＬ实现的，下面将我们的
算法３（即ｆｒｅｉｇｓ）与处理对称稀疏矩阵的ｅｉｇｓｈ函数
做比较，后者也就是ＮｅｔＭＦ［７］中所使用的．

测试的矩阵是由表１中５个数据集得到的矩阵
犇－α犃犇－α，除了对ＤＢＬＰ和ＹｏｕＴｕｂｅ我们分别设
α＝０．３和α＝０．３７５外，对其它数据集我们都设α值

为缺省的０．５．为了与后面的网络嵌入实验保持一
致，对ＰＰＩ、ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ、ＤＢＬＰ和ＹｏｕＴｕｂｅ这４个
数据集，特征值截断参数犽＝２５６，对Ｆｌｉｃｋｒ我们取
犽＝５１２．对于幂迭代参数和过采样参数，除了ＤＢＬＰ、
Ｆｌｉｃｋｒ外都取狆＝１０，狊＝５０．Ｆｌｉｃｋｒ对应的矩阵较
稠密、且特征值截断参数较大，我们取狆＝６，狊＝
１００，ＤＢＬＰ对应的归一化网络矩阵特征值下降缓
慢，我们取狆＝１６，狊＝２５６．我们的算法３（ｆｒｅｉｇｓ算
法）与ｅｉｇｓｈ的运行时间列于表２中．从中可看出，
随机化特征值分解算法在大数据集上比传统算法快
接近１０倍．
　表２　算法３（犳狉犲犻犵狊）与犲犻犵狊犺的运行时间比较（单位：ｓ）
数据集名称 ｅｉｇｓｈ ｆｒｅｉｇｓ 加速比
ＰＰＩ 　３．０ 　０．７ ４．３Ｘ

ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ １１．０ １．９ ５．８Ｘ
ＤＢＬＰ ８１．０ ９．０ ９．０Ｘ
Ｆｌｉｃｋｒ ４１５．０ ７９．０ ５．３Ｘ
ＹｏｕＴｕｂｅ １３２０．０ １３８．０ ９．６Ｘ

图２显示了算法３和ｅｉｇｓｈ计算出的最大特征
值曲线．从中可以看出，两者的结果几乎是不可区分
的，这反映出随机化特征值算法ｆｒｅｉｇｓ有较好的准
确度．通过后续多标签分类问题上的实验结果，我们
也可以看出ｆｒｅｉｇｓ算法得到的截断特征值分解几乎
不会影响网络嵌入的性能．

图２　算法３（ｆｒｅｉｇｓ）与ｅｉｇｓｈ函数对归一化网络矩阵进行截断特征值分解的结果

５３　犲犖犲狋犕犉算法在多标签分类问题上的效果
５．３．１　实验参数设置与评价指标

我们将本文提出的ｅＮｅｔＭＦ网络嵌入方法与
ＤｅｅｐＷａｌｋ、ＮｅｔＭＦ、ＮｅｔＳＭＦ、ＰｒｏＮＥ四种方法进行对

比，对比的程序是这四种方法的作者在文献［３，７９］
中给出的程序．根据文献［７］，对于所有的方法在不
额外说明的情况下都默认设置成窗口大小狇＝１０、
负采样参数犫＝１以及嵌入映射维度犽＝１２８．在
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ＮｅｔＭＦ和ｅＮｅｔＭＦ算法中，对归一化网络矩阵作截
断特征值分解的参数犺基本上都取值２５６，只是对
Ｆｌｉｃｋｒ令犺＝５１２．

对于ＤｅｅｐＷａｌｋ算法，我们按照文献［３］的作者
建议的参数进行设置，即随机游走的长度取４０，每
一个点的游走数量取８０以及窗口大小的参数取１０．

对于ＮｅｔＳＭＦ算法，需要设置网络稀疏化的非
零元参数犕．我们和文献［８］保持一致，犕的值几乎
都是１０３×狇×狀狀狕（犃）／２，只有对ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ，犕＝
１０４×狇×狀狀狕（犃）／２．

对于ＰｒｏＮＥ算法，我们和文献［９］设置相同的
参数，即切比雪夫扩展次数为１０，拉普拉斯算子里
的μ＝０．２，θ＝０．５．

对于ｅＮｅｔＭＦ方法，除了在５．２节已经介绍的．
α参数和进行第一步快速随机化特征值分解所需要
的幂迭代参数、过采样参数外，还需要设置逐行遍历
矩阵犕的批处理参数狏和最后单遍历奇异值分解
中使用的过采样参数狊．批处理参数狏影响内存开
销和矩阵乘法的计算时间，较大的狏会使得矩阵乘
法加快，但也导致峰值内存用量较大．我们对大多测
例使用狏＝３２００，而对于最大的ＹｏｕＴｕｂｅ设置狏＝
１２８００．对最后的过采样参数，统一取狊＝１００．

在上述各种方法得到网络嵌入后，与文献［３，７９］
一样我们将其应用到多标签分类问题上，通过分类的
准确性来评价不同网络嵌入表示的性能．对各个数据
集，我们随机采样一部分的带标签节点作为训练数
据，剩下的作为测试数据．对于ＰＰＩ和ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ，
训练节点所占比例从１０％起每次增加１０％递增到
９０％，总共进行９组节点分类的实验．对于ＤＢＬＰ、
Ｆｌｉｃｋｒ和ＹｏｕＴｕｂｅ，训练节点所占比例从１％起逐
渐增到１０％，共进行１０组节点分类的实验．在实验
中，我们使用由ＬＩＢＬＩＮＥＡＲ［３２］库实现的一对多的
逻辑回归模型进行多标签分类．在测试阶段，逻辑回
归模型生成排序的标签、而不是确切的标签分配，为
了避免阈值效应，我们假定对于测试数据，标签的数
量是给定的［３，３３］．对于每个实验，我们重复预测１０次，
然后观测不同网络嵌入方法得出的平均Ｍｉｃｒｏ犉１、
平均Ｍａｃｒｏ犉１指标［３４］和准确率指标［３５］．犉１分数
指标的定义为

犉１＝２犘犚
犘＋犚 （１８）

其中犘表示精确率，犚表示召回率．计算Ｍｉｃｒｏ犉１
时，先将所有类别的真正例数量（犜犘）、假正例数量
（犉犘）和假负例数量（犉犖）相加得到总体的犜犘、犉犖、
犉犘值以及总体精确率珚犘和召回率珚犚．

犜犘＝犜犘ｃｌａｓｓ１＋犜犘ｃｌａｓｓ２＋…＋犜犘ｃｌａｓｓ犖（１９）
犉犘＝犉犘ｃｌａｓｓ１＋犉犘ｃｌａｓｓ２＋…＋犉犘ｃｌａｓｓ犖（２０）
犉犖＝犉犖ｃｌａｓｓ１＋犉犖ｃｌａｓｓ２＋…＋犉犖ｃｌａｓｓ犖（２１）

珚犘＝ 犜犘
犜犘＋犉犘

（２２）

珚犚＝ 犜犘
犜犘＋犉犖

（２３）
然后，类似式（１８）计算Ｍｉｃｒｏ犉１：

Ｍｉｃｒｏ犉１＝２珚犘珚犚
珚犘＋珚犚 （２４）

计算Ｍａｃｒｏ犉１时，则是分别计算每个类别的犉１分
数，然后求平均：

Ｍａｃｒｏ犉１＝犉１ｃｌａｓｓ１＋…＋犉１ｃｌａｓｓ犖犖 （２５）

　　在计算多标签分类的准确率时，我们先计算一
个节点的多标签准确率为预测正确的标签除以总共
的标签数量，然后取整体的分类准确率为所有节点
的平均：

犃犮犮狌狉犪犮狔＝１狀∑
狀

犻＝１

犜犻∩犛犻
犜犻∪犛犻

（２６）
其中犜犻表示正确的标签集，犛犻表示预测的标签集．
５．３．２　实验结果

图３和图４显示了不同网络嵌入算法在５个数
据集上进行多标签节点分类的性能．其中，由于所需
内存超出了２５６ＧＢ，ＮｅｔＳＭＦ对Ｆｌｉｃｋｒ和ＹｏｕＴｕｂｅ
的实验结果无法获得，而由于同样的原因ＮｅｔＭＦ对
ＹｏｕＴｕｂｅ的结果也无法获得．从图３和图４可以看
出，无论是Ｍａｃｒｏ犉１还是Ｍｉｃｒｏ犉１，使用ｅＮｅｔＭＦ
算法后的结果都与使用ＮｅｔＭＦ得到的一致（尤其在
训练比例较大时），这说明本文提出的改进ＮｅｔＭＦ
算法的技术并没有给网络嵌入的质量带来明显的影
响．ＤｅｅｐＷａｌｋ方法在ＰＰＩ、ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ、ＤＢＬＰ和
ＹｏｕＴｕｂｅ上有和ｅＮｅｔＭＦ差不多甚至更差的效果，
仅在Ｆｌｉｃｋｒ上要好于我们的方法．ＰｒｏＮＥ方法虽然
在某些数据上得到的Ｍｉｃｒｏ犉１值最好，但在所有测
试数据上其得到的Ｍａｃｒｏ犉１值明显比其它方法的
差，这说明ＰｒｏＮＥ得到的嵌入表达没有包含图中
足够的信息，因此对一些标签较少的节点分类效
果不够好．

网络嵌入算法在多标签分类问题上的准确率结
果列于表３中．我们记录当训练节点所占比例为
６０％时的ＰＰＩ和ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ的准确率结果，以及
当训练节点所占比例为６％时的ＤＢＬＰ、Ｆｌｉｃｋｒ和
ＹｏｕＴｕｂｅ的准确率结果．从表３的结果可以看出，我
们的方法和ＮｅｔＭＦ的效果差不多，在所有数据集上
与其它对比对象比较均有差不多或者更好的准确率．
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图３　使用不同网络嵌入算法后进行节点多标签分类得到的Ｍａｒｃｏ犉１值（横轴为训练数据所占的比例）

图４　使用不同网络嵌入算法后进行节点多标签分类得到的Ｍｉｃｒｏ犉１值（横轴为训练数据所占的比例）

　表３　各种网络嵌入算法的多标签分类准确率（单位：％）
数据集名称ＤｅｅｐＷａｌｋＮｅｔＭＦＮｅｔＳＭＦＰｒｏＮＥｅＮｅｔＭＦ
ＰＰＩ １７．０８２１８．０２０１８．６２１１８．９８５１８．１４８

ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ４０．１４３４１．１１８３９．３６１３９．５２９４０．９５８
ＤＢＬＰ ５８．２８０５９．９１９５９．２８７５５．５２７５８．３５２
Ｆｌｉｃｋｒ ３４．３５１３３．１７３ Ｎ．Ａ．３３．４８５３３．０８０
ＹｏｕＴｕｂｅ ９８．２４７ Ｎ．Ａ． Ｎ．Ａ．９８．２８９９８．２５６

各种网络嵌入算法的运行时间列于表４中，所
有算法对应的程序都是适合用３２线程运行的并行
程序，且时间包括了读取数据文件的时间．从表４可
以看出，ＰｒｏＮＥ算法的运行时间最短，ｅＮｅｔＭＦ算法
在矩阵规模不大的时候，速度也比较快．在Ｆｌｉｃｋｒ数

据上其相对于ＮｅｔＭＦ的加速比高达４１倍．而
ＮｅｔＳＭＦ虽然在处理ＤＢＬＰ时也比ＮｅｔＭＦ耗时短，
但在处理更大例子时由于内存需求太大而无法运
行．ＤｅｅｐＷａｌｋ算法是所有对比对象里运行时间最
久的，ｅＮｅｔＭＦ算法相对于ＤｅｅｐＷａｌｋ算法在每个
数据集上的加速比都要超过２０倍．
　　　　表４　各种网络嵌入算法的运行时间 （单位：ｓ）
数据集名称ＤｅｅｐＷａｌｋＮｅｔＭＦＮｅｔＳＭＦＰｒｏＮＥｅＮｅｔＭＦ加速比
ＰＰＩ 　３１８ 　１４ 　１９　１．４　１．５９．３Ｘ

ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ ８１６ ８４１１４０ ５．０ ４．６１８．０Ｘ
ＤＢＬＰ ４５４０ ６３２ ８２ １１．０３９．０１６．０Ｘ
Ｆｌｉｃｋｒ ７９２０６１２０ Ｎ．Ａ．７２．７１５０．０４１．０Ｘ
ＹｏｕＴｕｂｅ１０８０１５ Ｎ．Ａ．Ｎ．Ａ．１９４．３４８５２．０　—
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　　对于ＮｅｔＭＦ、ＮｅｔＳＭＦ、ＰｒｏＮＥ和ｅＮｅｔＭＦ这
四种算法的峰值内存用量列于表５．从中可以看出，
对Ｆｌｉｃｋｒ数据ｅＮｅｔＭＦ的内存用量仅为ＮｅｔＭＦ的
１／４６．处理最大的ＹｏｕＴｕｂｅ数据，ｅＮｅｔＭＦ只需
１２０ＧＢ内存即可算出网络嵌入，并得到非常好的网
络节点分类结果（如图３、图４）．虽然在运行时间和
内存用量上，本文的方法不如ＰｒｏＮＥ，但是如前面
所展示的，本文方法在多标签分类结果的效果上更
稳定、更好．
　　表５　各种网络嵌入算法的峰值内存用量（单位：ＧＢ）
数据集名称ＮｅｔＭＦＮｅｔＳＭＦＰｒｏＮＥｅＮｅｔＭＦ缩小倍数
ＰＰＩ ０．３９ ６．８６ ０．１６ ０．２９ １．３Ｘ

ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ２．２０１３５．００ ０．４６ ０．５５ ４．０Ｘ
ＤＢＬＰ ３１．００ １８．２０ ０．７２ ２．００１６．０Ｘ
Ｆｌｉｃｋｒ １８２．００ ＞２５６ ５．５０ ４．００４６．０Ｘ
ＹｏｕＴｕｂｅ ＞２５６ ＞２５６ １２．００１２０．００ —

对ｅＮｅｔＭＦ算法各部分的运行时间进行详细统
计后发现，第一步随机化特征值分解和最后的单遍
历奇异值分解所花费时间占比例很小，而两者之间
的矩阵计算部分（算法６的第７～１２步）消耗时间最
多．例如，对ＹｏｕＴｕｂｅ数据，矩阵计算部分花费的时
间为４５７４ｓ，占总运行时间９０％以上，而单遍历奇异
值分解的时间仅为３５ｓ．对于该数据，我们还比较了
算法６中的单遍历奇异值分解与文献［２７］中的单遍
历奇异值分解算法，后者的运行时间为１４３４ｓ，可见
我们提出的简洁单遍历算法与保证分解结果对称的
技术显著加速了计算、也有很高的准确度．
５４　犲犖犲狋犕犉算法在边预测问题上的效果
５．４．１　实验设置与评价指标

我们将本文提出的ｅＮｅｔＭＦ网络嵌入算法和
ＤｅｅｐＷａｌｋ、ＮｅｔＭＦ、ＮｅｔＳＭＦ、ＰｒｏＮＥ在网络的边预
测问题上进行比较，这些方法的参数设置和５．３节
所介绍的一致．边预测问题旨在基于现有的网络结
构来预测可能存在的边．在我们的实验当中，我们随
机地抽取原始图３０％的边作为测试集，剩余７０％的
边作为训练集．首先将不同的算法在训练集上进行
学习得到训练集的网络嵌入结果，然后根据网络嵌
入结果来计算每一个在测试集的点对（狌，狏）上的相
似度分数，最后采用广泛使用的ＡＵＣ指标［５］来评
价边预测质量的好坏．在上述过程中，计算点对
（狌，狏）的相似度分数可以按照点对（狌，狏）对应的嵌
入向量的内积、余弦距离或欧式距离来计算，也可以
使用边特征方法［５］来计算．对于每个网络嵌入算法，
我们选取使其ＡＵＣ指标结果最好的相似度分数计

算方法并记录ＡＵＣ的结果．
５．４．２　实验结果

各种网络嵌入算法在边预测问题上的ＡＵＣ指
标的结果列于表６中．从表６可以看出在ＰＰＩ和
Ｆｌｉｃｋｒ数据集上ｅＮｅｔＭＦ算法比ＤｅｅｐＷａｌｋ、ＰｒｏＮＥ
要差，但在数据集ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ、ＤＢＬＰ和ＹｏｕＴｕｂｅ
上，ｅＮｅｔＭＦ算法的结果比其它方法好或差不多．整
体来看，ｅＮｅｔＭＦ的效果和ＮｅｔＭＦ的效果相比差不
多甚至更好，特别是在ＤＢＬＰ数据集上，ｅＮｅｔＭＦ算
法显著更好，这是因为ＤＢＬＰ的归一化网络矩阵的
特征值衰减非常缓慢，ＮｅｔＭＦ算法里的ｅｉｇｓｈ函数
在不设置迭代次数的时候很难收敛，而设置了迭代
次数的特征值计算的结果有一定的误差，故该数据
集的结果也验证了本文第４．３节提出的矩阵高效率
构建方法的有效性．边预测实验验证了ｅＮｅｔＭＦ算
法具有很好的推断预测的能力，这得益于我们的模
型和ＮｅｔＭＦ一样，较好地保存了网络的结构信息．
表６　各种网络嵌入算法在边预测问题上的犃犝犆值

数据集名称ＤｅｅｐＷａｌｋＮｅｔＭＦＮｅｔＳＭＦＰｒｏＮＥｅＮｅｔＭＦ
ＰＰＩ ０．７４３ ０．７３７ ０．７６４ ０．７９７ ０．７３５

ＢｌｏｇＣａｔａｌｏｇ０．８８０ ０．８７８ ０．８８３ ０．８８６ ０．８７６
ＤＢＬＰ ０．８４８ ０．８５７ ０．８４８ ０．８４５ ０．９１６
Ｆｌｉｃｋｒ ０．９２３ ０．８７９ Ｎ．Ａ．０．９２６ ０．８７１
ＹｏｕＴｕｂｅ ０．７７９ Ｎ．Ａ．Ｎ．Ａ．０．８０５ ０．８０５

６　结论与展望
本文在网络嵌入问题上，提出了一个基于高效

随机化矩阵分解的网络嵌入方法，该方法显著减少
了ＮｅｔＭＦ［７］模型的内存开销和运行时间．本文首先
提出了一种快速随机化特征值分解算法，用以加速
归一化网络矩阵求特征值分解的速度，该算法展现
出相比传统的稀疏矩阵截断特征值分解方法近十
倍的加速，且几乎不损失精度．然后提出了一种简洁
的且适用于对称矩阵的单遍历奇异值分解算法，利
用该算法避免了显式存储稠密矩阵，使得算法的内
存开销跟矩阵维度呈线性关系，适合于处理大规模
网络数据．最后，结合以上技术，提出了基于高效随
机化矩阵分解的网络嵌入算法ｅＮｅｔＭＦ，并将其应
用于实际网络数据，基于得到的低维嵌入进行多标
签分类和边预测．多标签分类的实验结果表明，
ｅＮｅｔＭＦ在各个数据集上的评测结果均与ＮｅｔＭＦ
得到的结果差不多，显著优于ＮｅｔＳＭＦ和ＰｒｏＮＥ等
其它网络嵌入方法，而且ｅＮｅｔＭＦ方法内存用量小、
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运行速度快．对于节点数超过１百万、ＮｅｔＭＦ与
ＮｅｔＳＭＦ由于内存需求太大无法处理的ＹｏｕＴｕｂｅ
数据，ｅＮｅｔＭＦ只需１．３ｈ和１２０ＧＢ内存开销即可
得到网络嵌入，并进而获得很好的多标签分类结果．
边预测的实验结果表明ｅＮｅｔＭＦ算法也表现出与其
它方法差不多甚至更好的性能．

本文提出的方法，虽然在运行时间上相比ＮｅｔＭＦ
有显著的优势，但其时间复杂度仍为犗（狀２（犺＋犾）），
其中狀为网络节点数目．因此，在它在处理特别大的
网络时需要很长、甚至不能忍受的时间．后续我们将
考虑用ＧＰＵ并行计算或分布式计算对改算法进行
加速，使得它在保证准确的同时能够处理更大规模
的网络数据．其次，本文通过随机化矩阵计算方法改
进ＮｅｔＭＦ方法，取得了一定的效果，后续还可以研
究随机化矩阵方法在其它大数据挖掘和处理问题上
的应用，期望在保证结果准确的同时减少算法的时间
和内存开销．此外，对于本文实验中体现出的ＰｒｏＮＥ
算法得到的网络嵌入结果不稳定的问题，很可能是
由于ＰｒｏＮＥ算法做了近似的信息传播增强，导致在
一些稀疏图数据上的表现较差．这种信息传播过多
导致的过度平滑问题最近也得到学术界的关注，将
来我们也计划针对该问题开展工作，希望研究出既
保证网络嵌入质量又具有非常低算法复杂度的网络
嵌入方法．
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ｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＷｏｒｌｄＷｉｄｅＷｅｂ．Ｍａｄｒｉｄ，Ｓｐａｉｎ，
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１６４３期 谢雨洋等：基于随机化矩阵分解的网络嵌入方法
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