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摘　要　四色猜想是指平面图的色数不超过４．实际上，四色猜想只需证明对极大平面图成立即可．正因为如此，从

１８９１年至今，有众多学者从不同的角度展开了对极大平面图的研究．该文拟对其中的一些重要成果进行较为详细

的综述，主要包括极大平面图的度序列问题、Ｈａｍｉｌｔｏｎ性、色多项式、生成运算系统、计数、翻转运算、分解与覆盖、

生成树和算法等方面．在总结极大平面图研究现状的基础上，提出了一些与着色相关的问题，这些问题意在探索极

大平面图的结构与着色之间的关系，有助于对四色问题的进一步研究．

关键词　极大平面图；度序列；Ｈａｍｉｌｔｏｎ性；色多项式；计数；生成运算系统；翻转；分解；生成树；算法

中图法分类号 Ｏ１５７　　　犇犗犐号 １０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１５．０１６８０

犚犲狊犲犪狉犮犺犘狉狅犵狉犲狊狊狅狀狋犺犲犜犺犲狅狉狔狅犳犕犪狓犻犿犪犾犘犾犪狀犪狉犌狉犪狆犺狊

ＸＵＪｉｎ　ＬＩＺｅＰｅｎｇ　ＺＨＵＥｎＱｉａｎｇ
（犛犮犺狅狅犾狅犳犈犾犲犮狋狉狅狀犻犮狊犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵犪狀犱犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲，犘犲犽犻狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犅犲犻犼犻狀犵　１００８７１）

（犓犲狔犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅犳犎犻犵犺犆狅狀犳犻犱犲狀犮犲犛狅犳狋狑犪狉犲犜犲犮犺狀狅犾狅犵犻犲狊，犕犻狀犻狊狋狉狔狅犳犈犱狌犮犪狋犻狅狀，犘犲犽犻狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犅犲犻犼犻狀犵　１００８７１）

犃犫狊狋狉犪犮狋　 ＴｈｅＦｏｕｒＣｏｌｏｒＣｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓａｙｓｔｈａｔｔｈｅｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｉｓｎｏｔ

ｍｏｒｅｔｈａｎ４．Ｉｎｄｅｅｄ，ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｅａｃｈｍａｘｉｍａｌｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｉｓ４ｃｌｏｒａｂｌｅ．Ｆｏｒｔｈｉｓ

ｒｅａｓｏｎ，ｓｉｎｃｅ１８９１ｍａｎｙｓｃｈｏｌａｒｓｈａｖｅｂｅｅｎｄｅｖｏｔｅｄｔｏｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｓｕｃｈｇｒａｐｈｓｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｏｉｎｔｓｏｆｖｉｅｗ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｓｏｍｅｏｆｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｒｅｇａｒｄｔｏｍａｘｉｍａｌｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓａｒｅ

ｔｏｂｅｒｅｖｉｅｗｅｄａｎｄａｎａｌｙｚｅｄｉｎｄｅｔａｉｌ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｄｅｇｒｅｅｓｅｑｕｅｎｃｅ，Ｈａｍｉｌｔｏｎ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ，ｃｈｒｏｍａｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ，ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ，ｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎ，ｆｌｉｐｏｐｅｒａｔｉｏｎ，

ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｃｏｖｅｒｉｎｇ，ｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅ，ａｎｄｓｏｍｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇｏｆ

ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｓｔａｔｕｓｏｆｔｈｅｍａｘｉｍａｌｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅｓｅｖｅｒａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｏｎｓｕｃｈｇｒａｐｈｓｉｎ

ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｉｒｃｏｌｏｒｉｎｇｓ．Ｔｈｅｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｔｅｎｄｔｏｒｅｖｅａｌｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｎｄｔｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｓｏｆｍａｘｉｍａｌｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ，ｗｈｉｃｈｍａｙｂｅｕｓｆｕｌｆｏｒｆｕｒｔｈｅｒｓｔｕｄｙｏｎ

ｔｈｅＦｏｕｒＣｏｌｏｒＰｒｏｂｌｅｍ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　 ｍａｘｉｍａｌｐｌａｎａｒｇｒａｐｈ；ｄｅｇｒｅｅｓｅｑｕｅｎｃｅ；Ｈａｍｉｌｔｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ；ｃｈｒｏｍａｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ；

ｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎ；ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ；ｆｌｉｐ；ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ；ｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅ；ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

１　引　言

极大平面图是指所含边数最多的一类平面图，

许多著名的猜想和问题都可以归结为对极大平面图

的研究，如四色猜想、唯一４色平面图猜想、９色猜

想以及平面图分解与覆盖问题等．故长期以来，学者

们从各种不同的角度对此类图的特性进行了研



究，如着色、结构、生成运算、计数以及算法等许多

方面．

图论是离散数学中一个重要的研究分支，其研究

对象主要是图．一个图犌是由顶点集合犞（犌）（≠）

和边集合犈（犌）构成的；犌的每条边都由犌 的两个

顶点表示（不必相异），这两个顶点称为边的端点．将

一条边的端点称为与这条边是关联的，反之亦然；与

同一条边关联的两个顶点或与同一个顶点关联的两

条边都被称为是相邻的；端点重合为一点的边称为

环，端点不相同的边称为连杆．如果一个图中既没有

环也没有两条连杆连接同一对顶点（重边），则称它

为简单图；如果一个图的顶点集和边集都有限，那么

称其为有限图．只有一个顶点的图称为平凡图，其他

所有的图都称为非平凡的图．若无特殊说明，本文涉

及的图皆指有限的简单无向图．

对于给定图犌，分别用犱犌（狏），δ（犌），Δ（犌）和

Γ犌（狏）来表示图犌中顶点狏的度数（与顶点狏相关

联的边的条数）、犌的最小度、最大度和顶点狏的邻

域（即与顶点狏相邻的所有顶点构成的集合），分别

简记为犱（狏），δ，Δ 和Γ（狏）．如果图犌 的顶点集

犞（犌）＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝，则将（犱（狏１），犱（狏２），…，

犱（狏狀））称为犌的度序列，简记为（犱１，犱２，…，犱狀）．

图犌的阶是指犞（犌）中元素的个数｜犞（犌）｜，犌

的大小是指图犌 的边数，即犈（犌）中的元素个数

｜犈（犌）｜．若犞′犞，犈′犈，且犈′中每条边的两个端

点均在犞′中，则称图犎＝（犞′，犈′）是图犌的一个子

图．若犞′＝犞，则称犎 为犌 的一个生成子图．在子图

犎 中，如果对于狌，狏∈犞（犎），狌，狏在犌 中相邻当

且仅当它们在犎 中相邻，则称犎 为图犌 中由犞′导

出的子图（或犞′导出子图），记为犌［犞′］．对于点不

交的两个图犌和犎，若将图犌中的每个顶点与图犎

中的每个顶点相连边，则得到的新图称为图犌与图

犎 的联图，记为犌＋犎．平凡图犓１与狀阶圈犆狀的联

图犆狀＋犓１称作轮图犠狀，其中犆狀称为该轮的圈；构

成犓１的顶点称为该轮的轮心．若图犌的所有顶点

的度数都为犽，则称犌是犽正则图．通常３正则图

称为立方图．

图犌的一条途径是它的一个点边（可以重复出

现）交替序列犠＝狏０犲１狏１犲２狏２…犲犾狏犾，其中狏犻－１和狏犻是

犲犻的端点，１犻犾，并称犠 是一条从狏０到狏犾的途径，

狏０和狏犾分别称为该途径的起点和终点，狏１，狏２，…，

狏犾－１称为犠 的内部顶点，犾称为该途径的长度．若途

径犠 的边犲１，犲２，…，犲犾互不相同，则称犠 为迹；若犠

的顶点狏０，狏１，狏２，…，狏犾也互不相同，则称犠 为路；

若狏０＝狏犾，且狏０，狏１，狏２，…，狏犾－１互不相同，则称犠 为

圈（因为其长度为犾，故也称为犾圈）．若犌的两个顶

点狌，狏之间存在路，则称这两个顶点连通；若犌中

任意两个顶点之间都连通，则称犌是连通的．

设犞是图犌的顶点集，犞′是犞的子集，若犌－犞′

不连通，则称犞′是犌 的顶点割集，犽顶点割集是指

具有犽个元素的顶点割集．若犌中至少有两个不相

邻的顶点，则犌的所有犽顶点割集中最小的犽称为

犌 的连通度，记为κ．因为完全图没有顶点割集，故

若犌是完全图或以完全图作为生成子图的图，那么

其连通度定义为狏－１，其中狏为顶点数．于是，当犌

是平凡的或不连通时，κ（犌）＝０．若κ（犌）犾，则称犌

为犾连通的．显然，所有非平凡连通图都是１连

通的．

如果一个图能画在平面上，使得它的边仅在端

点处相交，则称这个图为可平面图．可平面图犌的

这样一种画法称为犌 的一个平面嵌入．显然，犌 的

任意平面嵌入与犌 同构．通常，我们把可平面图的

平面嵌入称为平面图．一个平面图把平面划分成若

干个区域，称它们为面，其中无穷区域称为外部面，

其他的区域称为内部面．对于平面图犌 中的一个

面，若这个面的边界是圈，则称此圈为犌中的面部

圈．特别，外部面的边界称为外部圈．极大平面图是

指在任意一对不相邻的顶点之间添加一条边便可破

坏其平面性的平面图．因此，极大平面图的每个面都

为三角形，故也称为三角剖分图．除了外部面外，其

余所有的面都是三角形的平面图称为近三角剖分图

（ｎｅａｒｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ），并称其外部面为犽面（犽３表

示外圈的长度）．由于任意一个平面图都可以通过不

断地加边变成一个极大平面图，并且子图的色数不

超过原图的色数，故著名的４色猜想、唯一４色平

面图猜想等［１］的研究对象均可以归为极大平面图．

从而可以看出极大平面图在图论研究中的重要性．

图犌的一个犽顶点着色是一个从犌 的顶点集

犞 到颜色集犆（犽）＝｛１，２，…，犽｝的映射犳，并使它满

足对任意的狓狔∈犈（犌），有犳（狓）≠犳（狔）．如果犌包

含一个犽顶点着色，则称犌是犽可着色的．图犌的

色数，记作χ（犌），是指满足图犌为犽可着色的最小

数值犽．若χ（犌）＝犽，则称犌是犽色图．对于未提及

的定义与记号，可参阅文献［２］．

从１８５２年１０月２３日，Ｇｕｔｈｒｉ在给他老师Ｍｏｒｇｅｎ

的信里提出４色猜想的雏形后，到１８７８年，英国著

名数学家Ｃａｙｌｅｙ
［３］在伦敦数学学会上正式把这个

问题提出来，至今１６２年来，关于极大平面图的研究

得到了众多学者的青睐，其中包括许多著名的图论

大师．如１８７９年，律师兼数学家的Ｋｅｍｐｅ
［４］发表了
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他的一个证明：由于一个极大平面图至少有一个顶

点的度数是３，４，５中的一个（由平面图Ｅｕｌｅｒ公式

可得），故他通过对Ｋｅｍｐｅ链实行Ｋｅｍｐｅ变换的思

想证明了最小反例中不含４度顶点；同时，他相信

用相同的方法也能够证明最小反例中不含５度顶

点，从而证明了４色猜想．次年，Ｔａｉｔ
［５７］根据一个

错误的假设“任何一个３正则３连通平面图都有

Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈”给出了４色猜想的另外一个证明．一

时间人们误以为四色难题就这样被解决了，故对它

的研究热情也不再像之前那么高涨．直到１１年后，

１８９０年，当时还在牛津大学读书的 Ｈｅａｗｏｏｄ
［８］给出

了Ｋｅｍｐｅ证明中最小反例不含５度点情况中的一

个反例图（见图１（ａ）所示），这样，图论里第一个最

著名的例图———Ｈｅａｗｏｏｄ反例图就产生了．另外，

对于Ｔａｉｔ的证明，其中的“假设错误”是Ｐｅｔｅｒｓｅｎ
［９］

在１８９１指出来的，而该错误假设的第一个反例图是

Ｔｕｔｔｅ
［１０］在１９４６年才给出的，如图１（ｂ）所示，他通过

一种非常特别的论述证明了该图是非Ｈａｍｉｌｔｏｎ的．

图１　两个著名的反例图

尽管Ｋｅｍｐｅ和 Ｔａｉｔ的证明存在错误，但是他

们的证明思想和成果对图论的发展起到了极大的促

进作用．Ｈｅａｗｏｏｄ就利用Ｋｅｍｐｅ的思想，非常简短

地证明了五色定理．而 Ｔａｉｔ的３正则３连通平面

图的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ性，以及３边着色与４点着色之间

的关系等研究结果都已被图论界所接受，并引起了

许多学者的研究兴趣，可见他们推动了图论的发展，

并被记入了图论发展的历史．

之后在１９７６年，美国数学家Ａｐｐｅｌ和Ｈａｋｅｎ
［１１１４］

采用寻找可约的不可避免构型集的方法，利用计算

机辅助计算证明了四色猜想，但是证明过程比较复

杂，仅程序就有数百页，可见其可读性不是很好，故

寻找一条攻克四色猜想的捷径，仍是数学家们非常

关心的问题．当然这还需要对极大平面图进行更深

入的研究，需要从骨子里彻底地搞清楚它的结构．

基于极大平面图的研究涉及到许多方面，如度

序列问题、Ｈａｍｉｌｔｏｎ性、色多项式、生成算法与运算

系统、图计数与圈计数问题以及生成树搜索和匹配

问题等，故很难写出一篇文章对它进行既全面又深

入的总结与评述．本文主要从以下９个方面介绍了

极大平面图的发展情况：（１）对极大平面图的度序

列问题进行了概述；（２）详细地总结了极大平面图

Ｈａｍｉｌｔｏｎ性的研究进展，并进行了全面的剖析；

（３）把极大平面图色多项式的研究情况进行了归

纳，并对已得结论进行了分析和评论；（４）对极大平

面图生成运算系统（即任何一个极大平面图是从何

而来的）及基于电子计算机的生成算法进行了概述；

（５）详细地总结了在一些限制条件下极大平面图的

计数公式与渐近公式；（６）对顶点数相同的极大平

面图之间相互转化的一种重要的运算—边翻转运算

的研究情况进行了归纳，并对已得结论进行了分析

和评论；（７）对极大平面图的分解与覆盖，特别是对

树分解以及森林分解方面的相关研究进行了概述；

（８）对极大平面图中生成树以及独立生成树的研究

进行了概述；（９）对极大平面图算法方面的相关研

究进展进行了概述．本文是一篇研究比较全面的综

述性文章，展示了大量相关研究领域的重要结论，并

对其进行了一定的评述，希望对今后极大平面图的

研究起到辅助性作用．

２　极大平面图度序列与连通性

平面图度序列问题是图论研究中的一个既基础

又重要的分支，早在２０世纪３０年代，Ｗｈｉｔｎｅｙ
［１５１６］

就对图的连通性问题展开了初步的研究，到了６０年

代和７０年代，该问题的研究进入了一个高峰期．平

面图度序列问题的研究在许多实际问题中都有所应

用，比如在电气工程和计算机科学领域［１７］，印刷电

路板的设计和一些相关的排列问题，以及可靠通信

网络设计和测量的设计等领域［１８］．另外，平面图度

序列的研究与多面体的结构息息相关，从而已被应

用到线性和整数规划中［１９］．

对于平面图犌中的一个犽圈犆，如果犆的内部

与外部均至少含有１个顶点，则称其为分离犽圈．

对一个极大平面图犌，显然有这样的事实：犌要么是

３连通的，要么是４连通的，要么是５连通的；并且

若犌不含分离３圈，则犌是４连通的；若犌既不含

分离３圈又不含分离４圈，则犌是５连通的．

设π＝（犱１，犱２，…，犱狀）是一个非增的正整数序列，

如果它是某个图（平面图）的度序列，则称π可图（平面

图）表示．１９６０年，Ｅｒｄｓ和Ｇａｌｌａｉ
［２０］证明了序列π＝

（犱１，犱２，…，犱狀）可图表示当且仅当∑
狀

犻＝１

犱犻是偶数，且对

于１狉狀－１，有∑
狉

犻＝１

犱犻狉（狉－１）＋∑
狀

犻＝狉＋１

ｍｉｎ（狉，犱犻）．

由著名的Ｅｕｌｅｒ公式，容易得到可图表示序列π＝
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（犱１，犱２，…，犱狀）是可平面图表示的一个必要条件（但

不充分）：∑
狀

犻＝１

犱犻６（狀－２），狀３．若犱１－犱狀＝犽，则称

π是犽序列．若∑
狀

犻＝１

犱犻６（狀－２），则称π是一个Ｅｕｌｅｒ

序列；进而，若∑
狀

犻＝１

犱犻＝６（狀－２），则称π是一个极大

Ｅｕｌｅｒ序列．

关于平面图度序列的问题已经得到了许多结

果，如 Ｈａｗｋｉｎｓ、Ｈｉｌｌ、Ｒｅｅｖｅ和Ｔｙｒｅｌｌ
［２１］在１９６６年

得到：除了４７和５１４外，任意一个正则可图表示Ｅｕｌｅｒ

序列都是可平面图表示的，其中π＝（犱
狓
１
１
，犱

狓
２
２
，…，

犱
狓狀
狀
）表示以π为度序列的图中分别含有狓犻个犱犻度

顶点犻＝１，２，…，狀．

Ｂｏｗｅｎ
［２２］和Ｃｈｖｔａｌ

［２３］分别在１９６６年和１９６９

年，给出了可图表示序列π＝（犱１，犱２，…，犱狀）是可平

面图表示的另外一个必要条件（但不充分）：

∑
犽

犻＝１

犱犻

２狀＋６犽－１６， ３犽
狀＋４
３

３狀＋３犽－１２，
狀＋４
３
犽

烅

烄

烆
狀

（１）

１９７７年，Ｓｃｈｍｅｉｃｈｅｌ与 Ｈａｋｉｍｉ
［２４］证明了除

５１０４１，５１２４１，６１５１２和６１５１４外，任意一个可图表示

Ｅｕｌｅｒ１序列都是可平面图表示的；除５１４４３１，５５４２３１，

６１５１０４１，５３３３，６１５２４５，７１５１３，５４４１３２，５７４１３１，７１６１５１３，

６１４６，５９３１外，每一个可图表示极大２序列都是可平

面图表示的；除４５２１，５１１３１，５３３３，７１５１５，６狀－７４７（狀＞７）

和一些尚未解决的情况（５１３３１，７１５１７，７３５１７）外，每一

个可图表示非极大２序列都是可平面图表示的；另外，

他们还得到了非增可图表示序列π＝（犱１，犱２，…，犱狀）

是可平面图表示的一些必要条件，其中包含了式（１）

的条件并对其进行了改进．由于这些必要条件都比

较复杂，故此处不再列出，详情可参看文献［２４］．

可以看出，到目前为止，还没有给出一个序列是

可平面图表示的一个充分必要条件，所得到的结果

大多是一些必要但不充分的条件，而且都很复杂，可

用性不是很强，从而可见其艰难的程度．基于此，人

们展开了对极大平面图度序列的研究，并得到了一

些很好的结果．

令（犱１，犱２，…，犱狀）是极大平面图犌 的度序列，

犱１犱２…犱狀．１９７５年，Ｅｔｏｕｒｎｅａｕ
［２５］证明了若

犱１６且犱狀＝５，则犌是５连通的．由Ｅｕｌｅｒ公式可

知，３犱狀５．当犱狀＝３时，显然犌是３连通的；那

么当犱狀＝４或５时，在（犱１，犱２，…，犱狀）满足什么条件

时，犌才是犱狀连通的呢？

１９７８年，Ｓｃｈｍｅｉｃｈｅｌ和 Ｈａｋｉｍｉ
［２６］通过一个推

论扩展了Ｅｔｏｕｒｎｅａｕ的结果：若犱１－犱狀１，则犌是

犱狀连通的．这个条件也是非常特殊的，并不具有一

般性，但还是扩展了Ｅｔｏｕｒｎｅａｕ的结果．另外，同一

篇文章中，Ｓｃｈｍｅｉｃｈｅｌ和 Ｈａｋｉｍｉ在度序列的基础

上给出了判断犌 是犱狀连通的一个充分条件（４

犱狀５）：

７

３
ω（４）＋ω（５）＜１４ （２）

进一步，如果存在两个非零的正整数α和β使

得 ７α／３ ＋β＝１４，则存在最小度４且连通度为

３（κ（犌）＝３）的满足ω（４）＝α，ω（５）＝β的极大平面

图犌．其中，ω（犽）表示在序列犱１犱２…犱狀中犽

出现的次数．根据该结论，容易推出只含有１２个或

１３个５度顶点的最小度为５的极大平面图犌是５

连通的（见Ｆａｎｅｌｌｉ
［２７］）．

给定一个极大平面图犌的度序列犱１犱２…

犱狀，若满足式（２）的条件，说明犌 是犱狀连通的；但

是，如果不满足式（２）的条件，也不能一定说明犌不

是犱狀连通的，即该条件并不必要．在度序列的基础

上，要想给出犌是犱狀连通的一个充要条件是非常困

难的．

最小度为５的极大平面图是一类非常重要的

图，许多著名的猜想都是因为最小反例中该情况不

能被排除而没有被攻克，比如４色猜想，唯一４色

猜想等．故对该类图的存在性问题进行研究是非常

重要的．

令犉狀，犽表示恰含有犽个５度顶点的最小度为５

的狀阶极大平面图类，即对于任意犌∈犉狀，犽，犌中恰

有犽个顶点的度数为５，其余狀－犽个顶点的度

数６．由Ｅｕｌｅｒ公式，显然狀１３时，１２犽狀－１．

若能彻底地搞清楚狀，犽满足什么条件时，犉狀，犽不空，

那么就能通过度序列来判断是否存在相应的极大平

面图，这将是一份很具挑战性的工作．

１９６７年，Ｇｒüｎｂａｕｍ证明了不存在犉狀，狀－１（文献

［１９］：２７２２７５页）；１９７５年，Ｅｔｏｕｒｎｅａｕ
［２５］证明了当

狀１２且狀≠１３时，犌狀∈犉狀，１２；１９７８年，Ｒｕｓｃｉｔｔｉ
［２８］

证明了：犌狀∈犉狀，狀－２当且仅当狀１４，狀是偶数．进

一步，如果狀≠１２＋１０犺（犺＝１，２，…），则在犉狀，１２中不

存在恰含两个度数为（狀－２）／２的顶点的极大平面

图．同时，他们还证明了：

犌狀∈犉狀，狀－３狀＝１５＋１０犺，狀＝１９＋１０犺，

狀＝２１＋１０犺，狀＝２４＋２犺（犺＝０，１，…） （３）

１９７７年，Ｓｃｈｍｅｉｃｈｅｌ与 Ｈａｋｉｍｉ
［２４］给出了犉狀，犽

中只含５，６，７度顶点和只含５，７度顶点时的一些

特殊情况：对狀，犽，犉狀，犽≡７
犽
１６犽２５犽，犽１＋犽２＝狀－犽，
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非空，除了犉１４，１３≡７
１５１３，犉１５，１３≡７

１６１５１３和下面未解

决的情况：犉１６，１３≡７
１６２５１３，犉１７，１４≡７

２６１５１４，犉１８，１５≡

７３５１５，犉１９＋４犺，１５＋２犺 ≡７
３＋２犺６１５１５＋２犺，犉２２＋４犺，１７＋２犺 ≡

７５＋２犺５１７＋２犺，犺＝０，１，２．然而，在１９８０年，Ｆａｎｅｌｌｉ
［２９］证明

了犌１９＋４犺∈犉１９＋４犺，１５＋２犺，犺＝０，１，２，从而与文献［２４］

中的猜想矛盾．故基于式（３），Ｓｃｈｍｅｉｃｈｅｌ与 Ｈａｋｉｍｉ

的结果可改进为［２７］：

狀，犽，犉狀，犽≡７
犽
１６犽２５犽非空，其中犽１＋犽２＝狀－犽，

除了犉１４，１３≡７
１５１３，犉１５，１３≡７

１６１５１３，犉１６，１３≡７
１６２５１３，

犉１７，１４≡７
２６１５１４，犉１８，１５≡７

３５１５和未解决的情况

犉２２＋４犺，１７＋２犺≡７
５＋２犺５１７＋２犺，犺＝０，１，２．

１９８２年，Ｆａｎｅｌｌｉ
［２７］对一类极大平面图的存在性

和连通性展开了研究．对含１３个５度顶点的情况，

由Ｅｕｌｅｒ公式容易推出存在图犌狀∈犉狀，１３当且仅当

犌狀≡７
１６狀－１４５１３．在此基础上，Ｆａｎｅｌｌｉ得到犌狀∈

犉狀，１３狀１７
［２７］．对含１４个５度顶点的情况，他证

明了存在任意狀（１６，≠１７）阶恰含１４个５度顶

点，其余顶点度数６的极大平面图，并给出定理

（文献［２７］：定理２．３）：狀１６，狀≠１７，犌狀∈犉狀，１４．

进一步，当狀＜１９时，犌狀≡７
２６狀－１６５１４，但不存在

犌狀≡８
１６狀－１５５１４；当狀１９时，犌狀 ≡７

２６狀－１６５１４，

犌狀≡８
１６狀－１５５１４．最后，他又给出了此类图是５连

通的一个充分条件：若犌狀∈犉狀，１４且狀２５，则犌狀是

５连通的．另外，当狀＝２６时，存在连通度为４的

犌狀∈犉狀，１４；当狀＝３３时，存在连通度为３的犌狀∈犉狀，１４．

１９８３年，Ｆａｎｅｌｌｉ
［３０］对犌狀∈犉狀，犽的连通性进行了

进一步研究，得到了一些犌狀是４，５连通时狀，犽所满

足的较一般性的条件，扩展了前面所述的犉狀，１２，

犉狀，１３是５连通时的结论．他得到：狀１９，犌狀∈

犉狀，１５；狀１８，犌狀∈犉狀，１６；狀２１，犌狀∈犉狀，１７；

狀２０，犌狀∈犉狀，１８．并由此推出对于犌狀∈犉狀，犽，

１４犽１８时犌狀是４连通的一些充分条件：

（１）犽＝１４，１６狀３２，狀≠１７；

（２）犽＝１５，１９狀２８；

（３）犽＝１６，１８狀２４；

（４）犽＝１７，２１狀２２；

（５）犽＝１８，狀＝２０．

另外，他给出了１４犽１６时，犌狀∈犉狀，犽是５连

通的一些充分条件．

以上是极大平面图度序列问题的研究进展，可

以看出，所得结果基本上都是建立在一定条件之上

的．要想给出该问题一般性的充分或必要条件，可见

是非常困难的，但对于图论研究者来说，这也是一件

非常有趣的工作．在上面工作的基础上，是否能得到

一些基于狀，犽的判断犉狀，犽存在性的一般性条件？是

否能根据极大平面图度序列犱１犱２…犱狀，给出

判断它是犱狀连通的一般性的条件？特别地，对于序

列π＝（犱１，犱２，…，犱狀），能否给出计算以π作为度序

列的所有非同构极大平面图的一个有效的算法或计

算公式？这些问题需要研究者们的进一步探索．

３　极大平面图的犎犪犿犻犾狋狅狀犻犪狀性

众所周知，关于图的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ问题的研究已

有很长时间．Ｈａｍｉｌｔｏｎ路和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈最早是在

１８５６年ＳｉｒＷｉｌｌｉａｍＲｏｗａｎＨａｍｉｌｔｏｎ写给他的一位

朋友（Ｇｒａｖｅｓ）的信中被提出来的，当时是蕴含在一

个正十二面体上的数学游戏中［３１］．一个图中的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈（路）是指包含该图中所有顶点的圈

（路）．一个图若包含 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈，则称其为 Ｈａｍｉｌ

ｔｏｎｉａｎ图．研究 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ问题，当然是希望找到

判断一个图是Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图的方法．然而，判断一

个图是否含有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈是 ＮＰ完全的．从而，学

者们希望能找到关于 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ存在性的充分或

必要条件．

平面图 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 问题的研究最早是在

１８８０年，Ｔａｉｔ
［５７］证明了４色猜想等价于任意一个

３连通３正则平面图都是３边可着色的．因为他相

信每一个３连通立方图都是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ，从而解

决了４色猜想．不幸的是，１９４６年，另一位图论大师

Ｔｕｔｔｅ
［１０］通过一个例子否定了该论断．下面我们详

细地介绍一下极大平面图 Ｈａｍｉｌｔｏｎ问题的研究

进展．

首先介绍一些文中用到的定义：

令犎 是连通图犌 的一个真子图，下面考虑两类

可能的边集：

（１）对于犌－犞（犎）中的每一个连通分支犉，由

犉中的边以及连接犉 和犎 的边组成的边集；

（２）犈（犎）中的每一条边犲单独归为一类｛犲｝．则

称这些类在犌中的导出子图为犎 在犌 中的桥．可

见，犎 不同桥之间的交点只能是犎 中的顶点．对于

犎 中的一个桥犅，称犞（犅）∩犞（犎）中的顶点为犅对

犎 的接触顶点．

令ω（犌）表示一个图犌的连通分支的个数．若

对于犌的每个满足ω（犌－犛）＞１的顶点子集犛有

｜犛｜狋ω（犌－犛），则称图犌是狋坚韧的．图犌的坚韧

度是指犌是狋坚韧中的最大的狋，用τ（犌）表示．因为

完全图没有割集，规定τ（犓狀）＝∞（狀１），故当犌不

是完全图时，τ（犌）＝ｍｉｎ｛｜犛｜／ω（犌－犛）｝，其中该最

小值取遍犌所有的顶点割集．１９９７年，Ｐｌｕｍｍｅｒ
［３２］
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把满足τ（犌）＝｜犛｜／ω（犌－犛）的顶点割集犛定义成

坚韧集．

对于图犌，令犺（犌）表示犌中最大圈的长度，显

然犌不是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ当且仅当犺（犌）＜｜犞（犌）｜．

令
!

表示一族图类，如果存在一个实数犫和 !

中一类

非同构的图序列犌狀，有犺（犌狀）犫（狏（犌狀））
σ，则称σ

为
!

的脆性指数．用σ（!）表示 !

的所有脆性指数中

最大的下界ｉｎｆσ．即

σ（!）＝ｌｉｍｉｎｆ
ｌｏｇ犺（犌狀）

ｌｏｇ狏（犌狀）
，

其中，ｌｉｍｉｎｆ取遍所有的犌狀，且狀→∞，狏（犌）→∞．

很明显，对所有非平凡的
!

，σ（!）１．

关于极大平面图 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ问题，Ｗｈｉｔｎｅｙ
［３３］

在１９３１年证明了４连通极大平面图是Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

图；随后，在１９５６年，Ｔｕｔｔｅ
［３４］将该结果扩展到了所

有４连通平面图上（Ｔｕｔｔｅ定理）：令犌是一个２连

通平面图，犆１，犆２是犌的有一条公共边犲′＝狌狏的两

个面部圈，犲是犆１中异于犲′的另外一条边，则犌中存

在一个包含边犲，犲′的圈犆′使得下面两个条件成立：

（１）犆′的每一个桥中至多含有３个接触犆′的

顶点；

（２）犆′的每一个含有犆１∪犆２中的一条边的桥中

至多含有２个接触犆′的顶点．

Ｔｕｔｔｅ定理的作用是很强的，通过它，可以推出

许多很好的结论．例如，Ｎｅｌｓｏｎ所注意到的“一个４

连通平面图删去任意一个顶点后是Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图”，

该结论可由Ｔｕｔｔｅ定理直接推出（见文献［３５］）；但

是，１９７５年，Ｐｌｕｍｍｅｒ在文献［３５］中指出“任意删去

两个顶点的图是否是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图还是一个尚未

解决的问题”；反过来，１９７８年，Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［３６］在

Ｔｕｔｔｅ定理的基础上，证明了：如果一个最小度４

的平面图犌的每一个删点子图都是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ，那

么犌本身也是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图．另外，Ｔｕｔｔｅ定理还

可以推出其他的一些结论，具体可参考文献［３５３６］．

文献［３４］中对Ｔｕｔｔｅ定理的证明比较复杂，其中

用到了许多与桥相关的辅助性定理．因为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

圈存在性问题对图论专家来说具有很高的研究价

值，故给上述结论一种简短的解释方式是大家所

期望的．当然，若把文献［３４］中关于桥的理论用文献

来代替，那么其证明过程就会大大简化．１９７７年，

Ｔｕｔｔｅ在文献［３７］中花了大部分篇幅研究了桥的理

论，并得到了一些Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图的相关理论．

在１９７２年，Ｐｌｕｍｍｅｒ
［３５］提出了一个猜想：任何

一个４连通平面图都是Ｈａｍｉｌｔｏｎ连通的，即对于任

意给定的两个顶点，它们之间都存在一条 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

路．１９８３年，Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［３８］通过一个证明相对简短

的定理，证明了 Ｔｕｔｔｅ定理和Ｐｌｕｍｍｅｒ的猜想，它

们只是该定理的两个推论；另外，该定理还推出了在

平面循环（ｃｙｃｌｉｃａｌｌｙ）４边连通图中，给定的两个顶

点之间存在一条长度很长的路．该定理的具体内容

如下：

令犌是一个２连通平面图，犆是它的外部圈．

设狏，犲分别是犆 的一个顶点和一条边，狌是犌 中任

意一个不同于狏的顶点．则犌中存在一条包含边犲

的从狌到狏的路犘，使得下面两个条件成立：

（１）犘的每一个桥中至多含有３个接触犘的点；

（２）犘的每一个含有犆１∪犆２中的一条边的桥中

至多含有２个接触犘的点．

该定理的证明相对于Ｔｕｔｔｅ在文献［３４］中的证

明简化了许多，可见相对于前者，它更具有可读性；

另外，相比于Ｔｕｔｔｅ定理，该定理更具一般性，应该

是关于平面图 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ性的研究中比较好的一

个结果．

１９９７年，Ｓａｎｄｅｒｓ
［３９］得到定理：对于２连通平

面图犌，令α是其外圈上的一条边，狓，狔是犌 中任意

两个不同的顶点，则犌中含有一个包含α的从狓到

狔的圈．由此定理，进一步推出：（１）若犌是一个４

连通平面图，狓，狔是犌 中两个不同的顶点，α≠狓狔是

犌 的一条边，这时，犌中含有一条包含α的从狓到狔

的Ｈａｍｉｌｔｏｎ路；（２）每一个４连通平面图犌 都有包

含犌中任意两条边的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈．这些结果推广

了上面 Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［３８］得到的关于路的一个定理．

２０１０年，Ｇｒｉｎｇ与 Ｈａｒａｎｔ
［４０］构造了一个含有３条

互相之间距离很远的边的４连通极大平面图犌，使

得犌中任意一个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈都不同时经过这３条

边（对５连通极大平面图不成立），从而说明了上面

Ｓａｎｄｅｒｓ的结果应该是最好的．

由于 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ问题的复杂性，单纯地研究

其存在性难度很大，故人们转向了研究限制条件下

的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ问题．１９７３年，Ｃｈｖｔａｌ
［４１］首先引入

了坚韧度的概念，研究了坚韧度与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈之

间的关系，得到了许多很好的结果，并提出了一些引

用度很高的猜想［４１４３］．自从坚韧度的概念被提出来

之后，立刻吸引了广大学者的研究兴趣，主要是对坚

韧度条件与圈存在性之间的相关性的研究．其中，许

多研究工作都是建立在Ｃｈｖｔａｌ
［４１］提出的一些猜想

的基础之上，最具代表性的猜想（狋０坚韧猜想）至今

仍然还是个公开问题（文献［４１］猜想２．６）：是否存在

一个有限的常数狋０使得每一个狋０坚韧图犌 都含有

一个Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈？人们曾一度认为当狋０＝２时该猜
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想是对的，但是不幸的是，在２０００年，Ｂａｕｅｒ等人
［４４］

证明了并不是所有的２坚韧图都是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．

到目前为止，狋０坚韧猜想只被证明在一小部分特殊

图类上成立，包括平面图、无爪图（ｃｌａｗｆｒｅｅ）和弦图

等中的部分图类．当然，计算一个图的坚韧度已经被

证明是 ＮＰ难的
［４５］．２００６年，Ｄｏｕｇｌａｓ等人

［４６］给出

了图坚韧度的一个非常完整清晰的总结，对之前已

得的结果进行了分类，其中包括特殊图类、计算复杂

性、因子、２坚韧猜想等等．由于本文是对极大平面

图的相关性质进行总结，故在此就不将其一一列出，

具体可参见文献［４１，４６］．

相对于一般图，极大平面图中与坚韧度相关的

结论比较少．由于每个圈都是１坚韧的，故一个图

如果是Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图，那么该图是１坚韧的，但反

过来却不成立．１９８０年，Ｎｉｓｈｉｚｅｋｉ
［４７］给出了一个构

造１坚韧但非 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ极大平面图的方法，例

如，图２（ａ）就是其中的一个，容易看出此图含有分

离３圈．

１９３１年 Ｗｈｉｔｎｅｙ在文献［３３］中提出：一个极大

平面图若不含分离３圈，那么它是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．

１９８４年，Ａｓａｎｏ等人
［４８］给出了该定理的一个简化证

明，并给出了在此类图中寻找 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈的一个线

性时间算法．１９９０年，Ｄｉｌｌｅｎｃｏｕｒｔ
［４９］通过放松条件

“极大平面图”到“近三角剖分图”扩展了 Ｗｈｉｔｎｅｙ

的定理，但是仍保留了近三角剖分图中不含分离３

圈的假设条件．Ｄｉｌｌｅｎｃｏｕｒｔ把不含分离３圈的近三角

剖分图称为简单三角剖分图（ＮＳＴｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｓ），

证明了此类图在其弦满足给定稀疏条件时是

Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图，并证明了在线性时间下就可以从

这类图中寻找到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈．特别地，Ｄｉｌｌｅｎｃｏｕｒｔ

给出了１坚韧的不含分离３圈的非Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ简

单三角剖分图（如图２（ｂ））．

图２　两个例图

１９７３年，Ｇｒüｎｂａｕｍ和 Ｗａｌｔｈｅｒ
［５０］最早引入了

脆性指数（ｓｈｏｒｔｎｅｓｓｅｘｐｏｎｅｎｔ）的概念，并研究了正

整数狇，狉在各种取值时图类 !

（狇，狉）的脆性指数，

!

（狇，狉）表示每个面的边界至多狇条边，每个点的度

数至多为狉的平面图类．１９９１年，Ｄｉｌｌｅｎｃｏｕｒｔ
［５１］对

１坚韧极大平面图的脆性指数进行了研究，并证

明了该类图的脆性指数不超过ｌｏｇ７６．１９９６ 年，

Ｍｉｃｈａｌ
［５２］通过一篇“注”进一步研究了１坚韧极大

平面图的脆性指数，并改进了Ｄｉｌｌｅｎｃｏｕｒｔ的结果，

他得到 １坚韧极大平面图的脆性指数不超过

ｌｏｇ６５．另外，他还给出了一个１３个顶点的１坚韧非

Ｈａｍｉｌｔｏｎ极大平面图，这要比Ｎｉｓｈｉｚｅｋｉ在文献［４７］

和Ｄｉｌｌｅｎｃｏｕｒｔ在文献［５１］中给出的例子的顶点

数少．

对于极大平面图来说，由 Ｗｈｉｔｎｅｙ在文献［３３］

中的定理可以推出一个非 Ｈａｍｉｌｔｏｎ极大平面图的

坚韧度不超过２／３．１９９５年，Ｈａｒａｎｔ与Ｏｗｅｎｓ
［５３］证

明了坚韧度５／４的一类极大平面图的脆性指数小

于１．

１９９４年，Ｊｕｎｇ
［５４］研究了无限阶极大平面图中的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ路问题．他在一个无限阶４连通且含有

１个或２个无限度顶点的 ＶＡＰｆｒｅｅ极大平面图

（ＶＡＰ是指无限平面图中的一个点狆，满足对任意

ε＞０，犇（狆，ε）中都含有无限多个点
［５５］）中，构造了一

个ｏｎｅｗａｙ无限阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ路，并证明了每一个

恰含一个端点的无限阶４连通极大平面图都有一

个ｏｎｅｗａｙ无限 Ｈａｍｉｌｔｏｎ路，从而把 Ｗｈｉｔｎｅｙ
［３３］

的结论扩展到了无限图中．

另外，由于极大平面图结构的特殊性，故若含有

Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈，那么一定不止含有一个，从而学者们

开始对极大平面图的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈计数问题产生了

兴趣．１９７９年，Ｈａｋｉｍｉ、Ｓｃｈｍｅｉｃｈｅｌ与Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［５６］

研究了一个具有狀个顶点的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ极大平面图

中最少 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈个数的问题，构造了一类恰含

４个Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈的狀（１２）阶极大平面图，并证明

了每个４连通狀阶极大平面图至少包含狀／ｌｏｇ２狀个

Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈．

上述是关于极大平面图 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ性的研究

进展，其实我们希望的是给出３连通３正则平面图

存在Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈的一个充要条件，因为一旦找到，我

们就可以知道哪些３连通立方图不是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

图，然后再通过研究这些图的性质和结构来攻克

４色猜想，但这是相当困难的．从前面大量研究结果

可以看出，要想通过研究平面图的 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ性

来寻找一条解决４色猜想的道路，几乎是不可能的，

但是，许多结果的证明思路和方法还是很值得我们

学习和借鉴的．

４　色多项式

所谓图犌的色多项式是指一个计算犌 的正常
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狋着色个数的函数犳（犌，狋），其中狋是正整数．虽然

犳（犌，狋）定义在正整数上，但是已经证明犳（犌，狋）是关

于狋的多项式，从而可视其为定义在实数和复数上

的函数．色多项式最早是由Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
［５７］于１９１２年提

出来的，他希望通过定量研究平面图犌的４着色个

数来证明犳（犌，４）＞０，从而解决４色猜想．随后，在

１９３２年，Ｗｈｉｔｎｅｙ
［５８］将色多项式推广到了一般图

上，不止局限于平面图，并得到了许多关于它的基本

理论．尽管借助于色多项式理论，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ依然没能

解决４色猜想，然而，１９４６年，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ和Ｌｅｗｉｓ
［５９］

证明了：对平面图犌，当狋∈［５，∞）时，犳（犌，狋）＞０．

另外，他们猜想对于所有狋∈［４，∞），犳（犌，狋）＞０．这

样，在实数色根理论中，他们得到了第一个结论．其

中，色多项式犳（犌，狋）的色根是指满足犳（犌，狕）＝０

的实数或复数狕．对于图犌的色多项式犳（犌，狋）和一

个区间，如果犌没有色根在该区间中，那么称其为犌

的ｒｏｏｔｆｒｅｅ区间．同样，如果一族图"

中的每个图的

色根都不在一个区间中，那么称该区间是这一族图
"

的ｒｏｏｔｆｒｅｅ区间．显然，对所有图来说，（－∞，０）和

（０，１）是两个极大的ｒｏｏｔｆｒｅｅ区间．令犮（"）表示一

族图
"

中图的色多项式根的上确界，如果犮（"）＜

∞，则称（犮（"），∞）或［犮（"），∞）（根据犮（"）是否为

"

中某个图的色根）为
"

的ｕｐｐｅｒｒｏｏｔｆｒｅｅ区间．

１９９３年，Ｊａｃｋｓｏｎ
［６０］证明了对所有图来说，

（１，３２／２７）是另外一个极大的ｒｏｏｔｆｒｅｅ区间．这样，

再加上Ｂｉｒｋｈｏｆｆ和Ｌｅｗｉｓ在１９４６年的结论，对于平

面图色根的研究只需局限在区间（３２／２７，５）即可．

１９９７年，Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［６１］进一步强化了Ｊａｃｋｓｏｎ的结

果，他证明：当３２／２７λ１＜λ２时，对于任何一个区间

（λ１，λ２），都存在一个图犌，使得犌 的色根在区间

（λ１，λ２）中．上面的结果应该是色根区间研究中最好

的，到目前为止，还没有见到比他们更好的结果．另

外，Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［６１］提出了一个猜想：平面图类的色

根集合是由０，１和稠密子集（３２／２７，４）组成的．该猜

想的对错目前还不清楚，因为平面图色根的分布是否

在区间（３２／２７，４）中仍不清楚，也可能在区间（３２／

２７，４）中还包含某些ｒｏｏｔｆｒｅｅ区间．

进一步，由上面Ｊａｃｋｓｏｎ的结论可知，对于任意

的ε＞０，存在狀∈犖，使得犳（犌狀，狋）有一个根属于区

间（３２／２７，３２／２７＋ε）．特别注意到，当犌狀（狀１）是

平面图时，说明平面图类存在图的色根任意地接近

３２／２７，但是，还并不知道是否存在色根任意接近４

的平面图．

对于任意整数狀，令犅狀＝２＋２ｃｏｓ（２π／狀），称数

犅狀为第狀个Ｂｅｒａｈａ数．最早的几个Ｂｅｒａｈａ数是４，

０，１，２，#２，３，…，其中#＝（ 槡１＋ ５）／２（注意到该序列

的极限是４）．１９７５年，Ｂｅｒａｈａ
［６２］提出了下面的问题

（称为Ｂｅｒａｈａ问题）：

对于任意ε＞０，是否存在一个极大平面图犌使

得犳（犌，狋）有一个根属于区间（犅狀－ε，犅狀＋ε）？

如果该问题的答案是肯定的，那么说明存在色

根任意接近４的平面图．很显然，当狀＝２，３，４，６时，

犅狀３，从而Ｂｅｒａｈａ问题在这些情况下的答案是肯

定的．１９７３年，Ｂｅｒａｈａ、Ｋａｈａｎｅ和 Ｒｅｉｄ
［６３］证明了

Ｂｅｒａｈａ问题在狀＝７和狀＝１０时的答案是肯定的．

１９８０年，Ｂｅｒａｈａ、Ｋａｈａｎｅ和 Ｗｅｉｓｓ
［６４］研究了当狀＝５

（犅５＝#

２）时的情况，并通过找到一类色根趋向于

#

２的极大平面图肯定了此时的Ｂｅｒａｈａ问题．其 实，

早在１９７０年，Ｔｕｔｔｅ
［６５］就证明了：对于任何一个极

大平面图犌，０＜｜犳（犌，#
２）｜ #

５－｜犞（犌）｜．此结果只

能说明｜犳（犌，#
２）｜很小，并不能说明对于极大平面

图犌，犳（犌，λ）有一个任意靠近#

２的根．到目前为止，

当狀＝８，９和狀１１时，Ｂｅｒａｈａ问题仍是一个公开

问题．

对于平面图的ｕｐｐｅｒｒｏｏｔｆｒｅｅ区间的研究主要

是１９９７年Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ
［６１］的一些工作：

结论１．　下面３类图有相同的ｕｐｐｅｒｒｏｏｔｆｒｅｅ

区间：

（１）平面图类；（２）极大平面图类；（３）不含犓５

ｍｉｎｏｒ的图类．

其中，一个图犌的ｍｉｎｏｒ是指犌通过一系列的

删点、删边和缩边运算后得到的任意一个图．因为

犓５不含犓３，３ｍｉｎｏｒ且４是犳（犓５，狋）的一个根，故不

含犓３，３ｍｉｎｏｒ图类的ｕｐｐｅｒｒｏｏｔｆｒｅｅ区间不含４．

为此，Ｔｈｏｍａｓｓｅｎ又得到了另外一个结论．

结论２．　不含犓３，３ｍｉｎｏｒ图类的ｕｐｐｅｒｒｏｏｔ

ｆｒｅｅ区间是犐＼｛４｝，其中犐是平面图类的ｕｐｐｅｒｒｏｏｔ

ｆｒｅｅ区间．

近三角剖分图的色根的研究始于１９４６年，

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ和Ｌｅｗｉｓ
［５９］首先得到了下述结论：

如果犌是一个外圈长度为犽的近三角剖分图，

狋２，则

｜犳（犌，狋）｜｜狋（狋－１）（狋－２）
犽＋犱－２（狋－３）狀－犽－犱｜，

其中，狀表示犌 的阶数，犱表示犌 中正常ｄｉｇｏｎ的个

数．在一个近三角剖分图中，一个ｄｉｇｏｎ是指一个长

度为２的分离圈；一个关于顶点狌，狏的正常ｄｉｇｏｎ

是指一个内部不含其它狌狏边的ｄｉｇｏｎ
［６６］．

由上述结论，还可以推出：如果犌 是一个近

三角剖分图，狋∈（１，２），则犳（犌，狋）非零且带符号
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（－１）｜犞
（犌）｜．２００８年，Ｄｏｎｇ和 Ｋｏｈ

［６７］推广了该结

论：对任意２连通无环平面图犌，如果犳′（犌）４，且

对于犌 的任意独立集犛，满足犮（犌－犛）｜犛｜＜

犳′（犌），则对所有狋∈（１，２），有（－１）｜
犞（犌）｜
犳（犌，狋）＞０，

其中，犳′（犌）表示犌中所有边界不是３圈的面的个

数，犮（犌）表示图犌的连通分支数．

在色多项式的研究过程中，学者们发现了两个

比较特殊的极大平面图：珡犓２＋犆４和珡犓２＋犆５，因为它

们的色多项式分别为狋（狋－１）（狋－２）（狋３－９狋２＋

２９狋－３２）和狋（狋－１）（狋－２）（狋－３）（狋３ －９狋２ ＋

３０狋－３５），而２．５４６６０２…和２．６７７８１４…分别是它们

的一个色根．在对极大平面图的非整数色根的研究

中，Ｗｏｏｄａｌｌ
［６８６９］相信２．５４６６０２…是一个非常重要

的值，并证明了：对于狀阶极大平面图犌 和所有的

实数狋∈（２，２．５４６６０２…），有犳（犌，狋）是非零的且带

符号（－１）狀＋犱＋１．其中，犱表示犌 中ｐｒｏｐｅｒｄｉｇｏｎｓ

的个数，２．５４６６０２…是狋３－９狋２＋２９狋－３２唯一的一

个实数根．而对于区间（２．６７７８１４…，３），目前还不

知道它是不是极大平面图色多项式的ｒｏｏｔｆｒｅｅ区

间．为此，１９９２年，Ｗｏｏｄａｌｌ
［６９］提出了下面的猜想：

如果犌是极大平面图，则对于所有狋∈（２．６７７８１４…，

３），犳（犌，狋）是非零的．如果犌是４连通且非ｅｕｌｅｒｉａｎ

的，则对所有狋∈（２．６７７８１４…，３），犳（犌，狋）是非零

的且带符号（－１）狀，并有唯一的一个属于区间

（２．５４６６０２…，２．６７７８１４…）的根，其中狀表示犌 的

阶数．

１９６８年，Ｒｅａｄ
［７０］对图的色多项式进行了概述，

并提出了问题：是否可以找到一个充分必要的代数

条件来判断一个多项式是某个图的色多项式．他注

意到色多项式的系数的绝对值构成了单峰序列．另

外，Ｒｅａｄ又提出问题：两个图色等价的充要条件是

什么，是它们有相同的色多项式吗？特别地，Ｃｈａｏ

和 ＷｈｉｔｅｈｅａｄＪｒ
［７１］在１９７８年定义了色唯一的概

念：对于图犌，如果没有其它图与它有相同的色多项

式，则称犌是色唯一的．他们在文献［７１］中给出了

许多类这样的图．

在２０世纪６０年代，由于４色猜想仍然没有被

解决，Ｈａｌｌ、Ｓｉｒｙ和Ｖａｎｄｅｒｓｌｉｃｅ
［７２］，Ｂｅｒｍａｎ和Ｔｕｔｔｅ

［７３］

开始对平面图复数色根展开研究．当时计算机的可

用性还不是很强，故研究复数色根可行的方法就是

依靠经验．１９７９年，Ｂｅｒａｈａ和Ｋａｈａｎｅ
［７４］找到了一类

复数色根任意接近４的平面图，从而推断不可能给出

４色定理的一个复分析证明．２００４年，Ｓｏｋａｌ
［７５］进一

步研究了该问题，找到了一类平面图，其复数色根在

４的复邻域内是稠密的，实际上是在整个｜狓－１｜１

区域．

对于是否存在实色根任意接近４的平面图问

题，在２００８年以前一直未被解决
［７６］，因为Ｊａｃｋｓｏｎ

［７６］

谈到他所知道的平面图中最大的实色根是３．８２６７…

（Ｗｏｏｄａｌｌ发现的一个２１个顶点的图）．然而，２００８年，

Ｒｏｙｌｅ
［７７］解决了此问题，找到了许多类实色根任意

接近４的极大平面图．

色多项式是攻克４色猜想的一个非常有力的

工具，尽管还没有成功，但是研究过程中得到了许多

可以借鉴的思想和结论．另外，色多项式不仅局限于

平面图，在一般图上也有深入的研究，并得到了很多

结果，其中一个简洁易懂的递推公式如下：

犳（犌，狋）＝犳（犌－犲，狋）－犳（犌·犲，狋）．

２００５年，Ｄｏｎｇ等人
［６６］出了一本专著对图的色多项

式理论进行了概述．分别从多项式与色多项式之间

的关联性、实色根色多项式、整数根色多项式、复数

根色多项式等方面介绍了关于图色多项式理论的发

展情况，详细地总结了不同图类色多项式的研究结

果，如一般图、３连通图、Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图、平面图、

极大平面图以及近三角剖分图等，并给出了相应的

证明过程．

另外，本文作者许进教授得到了一个关于极大

平面图色多项式的递推公式，详情可以在网上查到

（ａｒＸｉｖ：０９１１．１５８７ｖ３）．该公式把极大平面图的着色

与图结构有机地结合起来，有助于我们后续对平面

图着色的进一步研究．

从平面图色多项式理论得到的结果来看，虽然

已经证明存在平面图的实数色根无限地接近４，但

毕竟不是４，故这并不能否定４色猜想的正确性．事

实上，借助于计算机辅助计算，４色猜想已经变成了

４色定理，也就是说不可能找到色根为４的平面图．

另一方面，以往得到的关于平面图色多项式理论方

面的研究，也没能用纯粹的数学方法证明４色猜想

并带来更多的希望．但是，色多项式理论的研究推动

了图论的发展，促进了组合与代数两个数学分支之

间的学科融合．

５　极大平面图的生成运算系统

令
$

表示一类极大平面图，犐表示$

中某些阶

数较小的图的集合，称为初始对象集，Φ表示作用在

$

上的运算的集合．如果$

在Φ下是封闭的，并且

$

中的任意一个图都可以从犐中的一个图经过一
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系列Φ 中的运算得到，那么称〈犐；Φ〉为$

的生成运

算系统．研究极大平面图如何生成是非常重要的．首

先，它可以提供一个基本的归纳证明思想；其次，它

可以被应用到极大平面图的构造与计数方面的算法

开发中［７８］．

早在１８９１年，Ｅｂｅｒｈａｒｄ
［７８］就展开了对极大平面

图构造问题的研究，给出了构造所有极大平面图的运

算系统，把这个运算系统记为〈犓４；Φ＝｛φ１，φ２，φ３｝〉，

其中，犓４为初始对象，Φ＝｛φ１，φ２，φ３｝为运算集，φ１，

φ２，φ３是Φ的３个算子，具体过程如图３所示．

图３　Ｅｂｅｒｈａｒｄ构造极大平面图的３种算子

设犌是一个极大平面图，犆是犌 中的一个圈．

若犆内不含顶点，只是犆上的某些不相邻的顶点之

间通过连接边使得犆 内每个面都是三角形，则把犆

称为图犌 的一个纯弦圈，并把犆内每条边称为犆 的

弦．为方便叙述，我们把极大平面图中的一个三角形

也视为一个纯弦圈．

容易看出，Ｅｂｅｒｈａｒｄ的构造方法实际上是把一

个极大平面图中圈长分别为３、４、５的纯弦圈中的所

有的弦删去，然后在圈内添加一个顶点，并让该顶点

与圈上每个顶点相连边．

１９６７年，Ｂｏｗｅｎ与Ｆｉｓｋ
［７９］在《Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓｏｆ

Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ》上发表了一篇构造所有极大平面图的

方法的论文，所用方法与Ｅｂｅｒｈａｒｄ给出的方法完全

相同，并分别给出了６～１２阶最小度３与最小

度４的极大平面图的计数，见表１．

表１　６～１２阶最小度为３与４的极大平面图的数目

阶数 狋狀（３） 狋狀（４）

６ ２ 　１

７ ５ １

８ １４ ２

９ ５０ ５

１０ ２３３ １２

１１ １２４９ ３４

１２ ７５９５ １３０

表１中狋狀（３）、狋狀（４）分别表示阶数为狀且最小

度３与最小度４的极大平面图的数目．对极大

平面图的计数问题将在下一节详细讨论，这里不

再阐述．

Ｅｂｅｒｈａｒｄ之后，在１９７４年，Ｂａｒｎｅｔｔｅ
［８０］与Ｂｕｔｌｅｒ

［８１］

独立地给出了构造所有５连通极大平面图的方法．

不同于 Ｅｂｅｒｈａｒｄ，Ｂａｒｎｅｔｔｅ与 Ｂｕｔｌｅｒ的运算系统

中，初始对象是正二十面体；同时，该方法的算子也

有３个，他们的运算系统被记为〈犣２０；Φ＝｛φ４，φ５，

φ６｝〉，其中，犣２０为正二十面体，φ４，φ５，φ６是它的３个

算子，如图４所示，图中省略号表示该顶点所关联的

两条边之间可能含有边，也可能不含边，以示每个顶

点的度数至少为５．

图４　Ｂａｒｎｅｔｔｅ与Ｂｕｔｌｅｒ构造极大平面图的３种算子

简言之，Ｂａｒｎｅｔｔｅ与Ｂｕｔｌｅｒ的构造方法是：从正

二十面体出发，通过不断地实施如图４中所给出的

３种算子φ４，φ５或φ６，可得到所有的５连通极大平

面图．
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１９８３年，Ｂａｔａｇｅｌｊ
［８２］（也见Ｂａｔａｇｅｌｊ

［８３］）对Ｂａｒｎｅｔｔｅ

与Ｂｕｔｌｅｒ的方法进行了改进，更确切地讲，是将运

算系统中的一个算子进行了更换．其初始对象仍是

正二十面体，运算子也有３个，他们的运算系统被记

为〈犣２０；Φ＝｛φ４，φ５，φ７｝〉，其中φ７称为边翻转算子，

如图５所示，其中φ７作用前的图中，顶点狓与狔 不

相邻．

图５　边翻转算子

其实，边翻转算子并不是Ｂａｔａｇｅｌｊ的首创，这个

概念早在１９３６年就由 Ｗａｇｎｅｒ
［８４］提出来了．由于目

前对边翻转算子的研究较为深入，故在后面专门对

此方面给予较为详细的讨论．

１９８５年，Ｂａｔａｇｅｌｊ
［８５］给出了一种非常简单的构

造所有极大平面图的方法．其初始对象为犓４，他的

运算系统被记为〈犓４；Φ＝｛φ８｝〉，其中，φ８是它的唯

一一个算子，如图６（ａ）所示．可以看出算子φ８与算

子φ４类似，但对作用的图结构要求弱一些，不需要

限制两端点的度数大于等于４．

图６　Ｂａｔａｇｅｌｊ构造极大平面图的算子

同一篇文章中，Ｂａｔａｇｅｌｊ主要给出了一种构造

所有顶点度数均为偶数的极大平面图的方法．其初

始对象是正八面体，算子有２个，他们的运算系统被

记为〈犣８；Φ＝｛φ８，φ９｝〉，其中，犣８为正八面体，φ８，φ９

是它的两个算子，如图６（ａ）、图６（ｂ）所示．即从正八

面体出发，通过实施运算φ８，φ９可得到所有顶点度

数为偶数的极大平面图．Ｂａｔａｇｅｌｊ利用此递归过程，

给出了所有度数为偶数的极大平面图是３可着色

（见１８９０年 Ｈｅａｗｏｏｄ
［８］、２０１１年 Ｔｓａｉ与 Ｗｅｓｔ

［８６］）

的另一种证明．

２００５年，Ｂｒｉｎｋｍａｎｎ和 ＭｃＫａｙ
［８７］对 Ｂａｒｎｅｔｔｅ

与Ｂｕｔｌｅｒ以及Ｂａｔａｇｅｌｊ的工作进行了更为细致的研

究，给出了构造最小度为５的极大平面图的一种有

效的方法，指出了上述４种算子φ４，φ５，φ６，φ７在什么

情况下可以构成含分离３圈、分离４圈以及分离

５圈的最小度为５的极大平面图．在此基础上，综合

利用上述４种算子，给出了一种算法和相应的程序．

特别地，利用构造性的方法，给出了１２～４０阶的所

有最小度为５的极大平面图的个数．其中阶数为４０

且最小度为５的３连通、４连通、５连通的极大平

面图分别有８４６９１９３８５９２７１，７４８８４３６５５８６４７，

５９２５１８１１０２８７８个．这里要说明的是，在处理同构

问题上，利用的是ＭｃＫａｙ
［８８］在１９９８年给出的算法．

关于生成极大平面图的算法，１９９６年，Ａｖｉｓ
［８９］

得到了一个时间复杂度为犗（狉·犳（狀，狉））的生成所

有狀阶带根的３连通极大平面图的算法．其主要方

法为：首先构造狀阶标准极大平面图（恰含两个顶

点的度数为狀－１的狀阶极大平面图）；其次，通过

边翻转运算得到所有极大平面图．

２００４年，Ｎａｋａｎｏ
［９０］给出的算法可在犗（狉·犳（狀，狉））

时间内生成所有狀阶带根的３连通近三角剖分图，

具体方法为：首先定义生成逻辑树，使树中的每个顶

点对应一个满足条件的图；再根据生成的逻辑树得

到每个近三角剖分图．其中狉表示近三角剖分图外

圈上顶点的个数，犳（狀，狉）表示外圈上有狉个顶点的

狀阶近三角剖分图的个数．对于生成所有狀阶极大

平面图，Ｎａｋａｎｏ的基于生成逻辑树的算法的时间复

杂度为犗（狀３·犺（狀）），其中犺（狀）表示狀阶非同构极

大平面图的个数．

２００７年，Ｂｒｉｎｋｍａｎｎ与 ＭｃＫａｙ
［９１］利用标准构

型路（见文献［８８］）的方法引入了Ｐｌａｎｔｒｉ运算规则，

并给出了生成极大平面图的算法实现———Ｐｌａｎｔｒｉ

程序①．

可以看出，已有多种方法可以生成所有的极大

平面图，然而这些生成过程很难与图的点着色联系
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起来．本文作者许进教授给出了一种通过扩轮运算

生成所有极大平面图的方法（详见ａｒＸｉｖ：０９１１．

１５８７ｖ３），该方法有效地在图的生成过程与着色之间

建立了联系．

６　极大平面图的计数

研究平面图的计数问题，尤其是极大平面图，可

以有利于我们更清楚地认识平面图的结构，从而解

决一些相关的问题．由于４色猜想成立只需证明每

个５连通的极大平面图是４可着色的即可
［９２］，故

若能在计算４可着色５连通极大平面图个数的基

础上，给出４色猜想的一个数学证明，将是一件非

常有意义的工作．

１９６２年，Ｔｕｔｔｅ
［９３］首次讨论了带根极大平面图

的计数问题，并给出了计算公式．设狋３狀＋２表示所有

狀＋２阶（３狀条边，２狀个三角形）带根３连通极大平

面图的数目，则

狋３狀＋２＝
２（４狀－３）！

狀！（３狀－１）！
，

其中极大平面图的根是指外圈上指定的一个顶点．

他还得到了所有狀＋２阶带根２连通极大平面图的

数目狋２狀＋２，则

狋２狀＋２＝
２狀＋１（３狀）！

狀！（２狀＋２）！
．

１９６４年，Ｂｒｏｗｎ
［９４］将Ｔｕｔｔｅ的结果推广到带根

３连通近三角剖分图的计数问题上．设狋３狀＋犿表示所

有狀＋犿＋３阶带根３连通近三角剖分图的数目，其

中狀表示极大平面图所有内部点的个数，犿＋３表示

所有外部点的个数，狀，犿０，则

狋３狀＋犿＝
２（２犿＋３）！（４狀＋２犿＋１）！
（犿＋２）！犿！狀！（３狀＋２犿＋３）！

．

同年，Ｍｕｌｌｉｎ
［９５］（也见 Ｍｕｌｌｉｎ

［９６］）研究了带根

２连通极大平面图的计数问题，给出了其计算公式

与渐近公式．设狋２狀＋犿表示所有狀＋犿＋３阶带根２连

通近三角剖分图的数目，则

狋２狀＋犿＝
２狀＋１（２犿＋３）！（３狀＋２犿＋２）！
（犿＋１）！２狀！（２狀＋２犿＋４）！

，

其中狀表示内部点的个数，犿＋３表示外部点的个

数，犿－１．由Ｓｔｉｒｌｉｎｇ公式可知，当狀→∞时，

狋２狀＋犿～
１

４

（２犿＋３）！
（犿＋１）！２

２７（ ）２
狀

（ ）９４
犿＋１

狀－５
／２ ３

槡π．
Ｍｕｌｌｉｎ

［９６］还得到了所有简单的带根近三角剖分图

的计数公式．设狋狀＋犿表示所有狀＋犿＋３阶简单的带

根近三角剖分图的数目，则

狋狀＋犿＝
（２犿＋２）！（３狀＋犿－１）！

狀！（犿－１）！（犿＋２）！（２狀＋犿＋１）！
，

当狀→∞时，

狋狀＋犿～
（２犿＋２）！

（犿－１）！（犿＋２）！
１

６（ ）９４
狀

（ ）３２
犿

狀－５／２ ３

２槡π．
Ｂｅｎｄｅｒ与 Ｃａｎｆｉｅｌｄ

［９７］在 １９８６ 年、Ｇａｏ
［９８］在

１９９１年分别将平面上极大平面图的计数问题推广

到了一般曲面上，并得到了相应的计数公式．

２００１年，Ｇａｏ等人
［９９］研究了５连通极大平面

图的计数问题，设狋狀表示所有狀＋２阶带根的５连

通极大平面图的数目，则

狋狀＝
３犮３

４槡π
狀－５／２狑－狀

０ （１＋犗（１／狀））；

狀＋２阶无根５连通极大平面图的数目渐近于

犮３

１６槡π
狀－７／２狑－狀

０ ，

其中，狑０≈０．２４７７５３５４，犮３≈０．０００６７５４３０１０．

２００２年，Ｇａｏ与 Ｗｏｒｍａｌｄ
［１００］利用生成函数的

渐近方法（见文献［１０１］）研究了最小度为３与３连

通最小度为４的带根极大平面图的计数问题，并得

到了它们的渐近公式．其中狀阶带根最小度为３的

极大平面图的数目渐近于

４（１－２狓０）

３（１＋狓０）
狓７
／２
０ （β／π）

１／２狀－５
／２狓－狀０ ，

其中，

狓０＝
槡３ ３－５
２

≈０．０９８１，

β＝
８（５２０狓０－５１）

３（２７０３０狓０－２６５１）
≈１３８．６；

狀阶带根３连通最小度为４的极大平面图的数目

渐近于

（４／３）（１－３狓０）狓
７／２
０ （β／π）

１／２狀－５
／２狓－狀０ ，

其中，

狓０＝（２－ｃｏｓθ 槡－ ３ｓｉｎθ）／３，

β＝
２０４８（１３＋２１７狓０－４７３狓

２
０）

５９０４９（１－狓０）
，

θ＝
１

３
ａｒｃｔａｎ

２７

２１７
槡（ ）２９５ ．

同年，Ｂｒｉｎｋｍａｎｎ与 ＭｃＫａｙ
［９１］利用Ｐｌａｎｔｒｉ算

法得到了阶数较小的最小度分别为３，４，５的极大平面

图的数目．他们给出了阶数小于等于２３的３连通极大

平面图的数目，其中２３阶的有２８６１５７０３４２１５４５个；

给出了阶数小于等于２７、最小度为４的３连通与
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４连通极大平面图的数目，其中２７阶的数目分别

为１６７４７１８２７３２７９２，４８０１７４９０６３３７９；并且，给出了

阶数小于等于４０、最小度为５的３连通、４连通与５

连通极大平面图的数目，其中４０阶的数目分别为

８４６９１９３８５９２７１，７４８８４３６５５８６４７，５９２５１８１１０２８７８．

２００３年，Ｐｏｕｌａｌｈｏｎ与Ｓｃｈａｅｆｆｅｒ
［１０２］通过建立

３连通极大平面图与一类平面树之间的一一映射，

用不同于Ｔｕｔｔｅ的方法，得到了带根３连通极大平

面图的计数公式．

２００８年，Ｂｅｒｎａｒｄｉ
［１０３］利用与Ｇａｏ和 Ｗｏｒｍａｌｄ所

提方法不同的方法，分别对最小度为２，３，４，５的２

连通带根极大平面图的计数问题进行了研究．设

狋狀＋２（犻）表示所有狀＋２阶带根的且任意与根不相邻

顶点的度数至少是犱＝２，３，４，５的２连通极大平面

图的数目，犻＝２，３，４，５，则狋狀＋２的渐近形式为

狋狀＋２（犻）～λ犻狀
－５／２ １

ρ（ ）
犻

狀

，

其中增长常数ρ犻（犻＝２，３，４，５）分别为

１

ρ２
＝１３．５，

１

ρ３
≈１０．２０，

１

ρ４
≈７．０３，

１

ρ５
≈４．０６．

可以看出，关于极大平面图计数的许多结果都是

针对带根的极大平面图而言的，里面包含了同构的情

况，故所得数目要比同构意义下的情况多，这也说明

了在同构意义下研究极大平面图的计数问题是非常

困难的．另外，平面图的计数问题的研究也吸引了广

大学者的兴趣．例如，１９８０年，Ｔｕｔｔｅ
［１０４］研究了凸多

面体的计数问题；１９８２年，Ｗａｌｓｈ
［１０５］研究了３连通平

面图的计数问题；２００２年，Ｂｅｎｄｅｒ等人
［１０６］研究了标

定２连通平面图的计数问题；２００５年，Ｌｉｓｋｏｖｅｔｓ与

Ｗａｌｓｈ
［１０７］研究了无环平面图的计数问题；２００７年，

Ｆｕｓｙ
［１０８］研究了犽根平面图的计数问题等．

７　边翻转运算

一类图
"

的边翻转运算是指对
"

中的任意一个

图犌，删去犌中的一条边，再添加一条新边，使得所

得图仍在
"

中的运算．边翻转运算在许多图类中都

已被研究，它可以使两个点边数相同的图相互转化．

本文只讨论极大平面图的边翻转运算，更一般的结

论可参见文献［１０９１１０］．

设犌为一个极大平面图，边犲＝狌狏与两个三角

形面狌狏狓，狌狏狔相邻．若在犌中删去边犲，再添加一条

新边犲′＝狓狔后（如图５所示），所得之图仍是极大平

面图，则称此运算为边翻转运算，并将边犲称为可翻

转的，如图７中边狏１狏３是可翻转的．

图７　翻转运算与可翻转的边狏１狏３

图８　不可翻转的边狏２狏４

由于对某些边进行运算后，会出现重边，因此并

不是所有的边都是可翻转的，如图８中的边狏２狏４是

不可翻转的．

极大平面图中的一条边不能翻转是因为运算后

所得到的极大平面图含重边，即它的连通度为２．所

以，所有４连通极大平面图中的任意一条边都是可

翻转的．若一个极大平面图中存在３度顶点，则与

３度顶点关联的边均是不可翻转的．对一般的情况，

Ｇａｏ等人
［１１１］证明了每个狀阶极大平面图犌 至少包

含狀－２条可翻转边，且存在一类极大平面图，其

可翻转边数恰好为狀－２，如图９（ａ）；进一步，若

δ（犌）４，则犌至少包含２狀＋３条可翻转边，且这个

下界对某些图类是可达的，如图９（ｂ）．

图９　恰含狀－２条可翻转边与δ（犌）４且恰含

２狀＋３条可翻转边的极大平面图

显然边翻转运算将一个极大平面图转化为另一

个（可能与运算前的图同构）与其边数相等的极大平

面图．自然会提出下面的问题：一个狀阶极大平面

图能否在有限次边翻转运算后转化为另一个给定的

狀阶极大平面图？Ｗａｇｎｅｒ
［８４］于１９３６年首次对此问

题给出了肯定的回答．虽然狀阶极大平面图的个数

是狀的指数级的，但是 Ｗａｇｎｅｒ采用将任意极大平

面图转化为一类标准极大平面图的方法，有效地回

避了图同构的问题，证明了一个狀阶极大平面图在
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经过至多２狀２次边翻转后便可转化为另一个给定的

狀阶极大平面图．其中标准极大平面图是 Ｗａｇｎｅｒ

最早引入的，表示包含两个最大度为狀－１的顶点的

唯一极大平面图，狀阶标准极大平面图记为Δ狀．将

Δ狀中的两个最大度顶点称为控制点．显然，Δ狀中除

控制点外，恰含两个３度顶点，且其余顶点的度数

均为４．图１０是一个８阶的标准极大平面图．文中

只考虑组合意义下极大平面图的边翻转运算，对几

何意义下的翻转运算可参见文献［１１２］．

图１０　８阶标准极大平面图

虽然 Ｗａｇｎｅｒ采用的方法成功地解决了同阶极

大平面图之间通过边翻转运算相互转化的问题，但

他的方法可能会比实际进行的运算多出很多．例如

对两个可通过一次边翻转运算就可相互转化的极大

平面图，利用 Ｗａｇｎｅｒ的方法可能会用狀
２次边翻转

才可转化．然而，Ｗａｇｎｅｒ的工作引出了许多有趣的

问题，例如任意两个极大平面图之间最少通过多少

次边翻转运算可相互转化？两个极大平面图相互转

化需要的边翻转次数与它们的最大度、连通度等性

质有没有关系？什么样的极大平面图之间相互转化

时需要的边翻转运算最多？一个极大平面图中最多

存在多少条边可同时进行翻转？

这些有关极大平面图边翻转的问题引起了许多

学者的关注，并得到了一些重要的结论，下面对这些

结论进行详细介绍．首先引入翻转图的概念，翻转图

的顶点集为所有狀阶非同构极大平面图，两个顶点

在翻转图中连边当且仅当它们对应的极大平面图可

通过一次边翻转运算相互转化．容易看出，翻转图可

以体现出两个极大平面图在边翻转运算上的相似程

度；翻转图是连通的等价于任意两个同阶极大平面

图可通过边翻转运算相互转化；翻转图中两个顶点

间的距离表示这两个顶点对应的极大平面图之间相

互转化需要的最少边翻转运算次数；翻转图中每个

顶点的度数小于等于对应极大平面图中可翻转的边

数（可能存在同构的情况）．

继 Ｗａｇｎｅｒ的工作之后，１９９３年，Ｎｅｇａｍｉ与

Ｎａｋａｍｏｔｏ
［１１３］用一种简短的证明得到了任意狀阶

极大平面图可最多经过犗（狀２）次边翻转运算就可转

化为标准极大平面图Δ狀，也就是说任意两个狀阶极

大平面图可经过犗（狀２）次边翻转相互转化．但是，

狀阶极大平面图中通过最多次边翻转运算相互转化

的两个图所必需的边翻转次数，即翻转图的直径是

否为犗（狀２），仍是未知的．

直到１９９７年，Ｋｏｍｕｒｏ
［１１４］证明了翻转图的直径

为犗（狀）．他得到：（１）当狀１３（狀７）时，任意两个

狀阶极大平面图可至多通过８狀－５４（８狀－４８）次边

翻转运算相互转化；（２）对狀阶极大平面图犌，犌转

化为Δ狀至少需要２狀－２Δ（犌）－３次边翻转运算；

（３）设犌与犌′是两个狀阶极大平面图，其度序列按

升序排列分别为犱１，犱２，…，犱狀与犱′１，犱′２，…，犱′狀，则犌

转化为犌′至少需要
１

４
犇（犌，犌′）次边翻转运算，其中

犇（犌，犌′）＝∑
狀

犻＝１

｜犱犻－犱′犻｜．

２００３年，Ｍｏｒｉ等人
［１１５］改进了 Ｋｏｍｕｒｏ的上

界，证明了任意两个狀阶极大平面图可至多通过

６狀－３０次边翻转相互转化，其中狀５．并且，Ｍｏｒｉ

等人得到任意两个狀阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ极大平面图可至

多通过４狀－２０次边翻转运算相互转化，且在运算过

程中保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ性不变；任意两个４连通极大

平面图可至多通过４狀－２２次边翻转运算相互转化；

任意狀阶极大平面图至多通过狀－４次边翻转运算

可转化为４连通的，即至多通过狀－４次边翻转运

算可使其为Ｈａｍｉｌｔｏｎ的．

２００７年，Ｂｏｓｅ等人
［１１６］研究了极大平面图中多

条边同时翻转的情况，同时翻转概念是 Ｈｕｒｔａｄｏ等

人［１１７］在１９９８年研究几何意义下近三角剖分图之间

通过边翻转运算转化问题时引入的．Ｈｕｒｔａｄｏ等

人［１１８］于１９９９年以及Ｇａｌｔｉｅｒ等人
［１１９］于２００３年也

讨论了近三角剖分图中多条边同时翻转的情况．

对于（半）极大平面图中的边子集犛，如果犛中

的任意两条边不在同一个面的边界上，则称其为独

立的．对狀阶（半）极大平面图犌以及犌 中的独立边

子集犛，同时翻转运算是指对犛中的每条边进行翻

转运算，所得到图仍是（半）极大平面图．此时，称独

立边子集犛为可同时翻转的，或称犛为一个同时翻

转．虽然可同时翻转子集中的边与可翻转边有很大

的关系，但它们也有明显的区别．有些可同时翻转子

集中存在的边不是可翻转的，如图１１（ａ）中，边子集

犛＝｛狏１狏３，狏２狏４｝是可同时翻转的，翻转后的图为

图１１（ｂ），但犛中的边狏２狏４不可翻转；有些独立子集

中的每条边都是可翻转的，但整个子集不是可同时翻
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转的，如图１１（ｃ）中，边狏１狏２与狏３狏４都是可翻转的，

但边子集犛＝｛狏１狏２，狏３狏４｝不可同时翻转．

图１１　可同时翻转子集中的边与可翻转的边之间的区别的例子

对同时翻转的情况，自然地会提出：一个极大平

面图的同时翻转子集中最多含多少条边？两个狀阶

极大平面图之间最少通过多少次同时翻转运算可相

互转化？２００７年，Ｂｏｓｅ等人
［１１６］研究了这些问题．他

们证明了：（１）任意狀（６）阶极大平面图中存在一

个至少含（狀－２）／３条边的同时翻转，任意同时翻转

子集最多含狀－２条边；并且，存在极大平面图其

最大同时翻转子集含６（狀－２）／７条边；（２）任意

狀（６）阶极大平面图可至多通过犗（狀）次同时翻转

运算转化为４连通的，即任意极大平面图可通过同

时翻转运算转化为Ｈａｍｉｌｔｏｎ的；（３）任意两个狀阶

极大平面图可至多通过犗（ｌｏｇ狀）次同时翻转运算相

互转化，并且，存在一些狀阶极大平面图对相互转

化至少需要Ω（ｌｏｇ狀）次同时翻转运算，其中所有被

翻转的边数为犗（狀）．

２０１１年，Ｂｏｓｅ等人
［１２０］改进了 Ｍｏｒｉ等人给出

的关于翻转图直径的上界６狀－３０，得到任意两个

狀阶极大平面图可至多通过５．２狀－３２．８次边翻转

运算相互转化．进一步，任意狀阶极大平面图至

多通过 （３狀－６）／５ 次边翻转可转化为４连通的；

存在狀阶极大平面图转化为４连通的至少需要

（３狀－１０）／５ 次边翻转．可以看出，Ｂｏｓｅ等人得到

的关于极大平面图转化为４连通的上界几乎不能

再改进，所以在确定翻转图直径上界的问题上，应该

寻找新的方法．

上述研究都是基于非标定极大平面图的．１９９２

年，Ｓｌｅａｔｏｒ等人
［１２１］将 Ｗａｇｎｅｒ在非标定图上的结

论推广到标定图，证明了任意两个狀阶标定极大平

面图可至多通过犗（狀ｌｏｇ狀）次边翻转运算相互转化

（也可参见文献［１１１］）；并且，存在两个狀阶标定极

大平面图至少需要Ω（狀ｌｏｇ狀）次边翻转方可相互转化．

８　极大平面图的分解与覆盖

图犌的一个分解是指犌 的一族边不交的子图

犉＝｛犉１，犉２，…，犉犾｝，满足

∪
犾

犻＝１
犈（犉犻）＝犈（犌） （４）

特别地，当犉中的元素均是圈或均是树时，犉称为犌

的圈分解或树分解．显然，任意连通无环图都有一个

平凡的树分解，即每个子图是一条边．然而，并不是

每个图都有圈分解，因为当一个图犌 含有圈分解

时，犌中每个顶点的度数是圈分解中包含该顶点的

圈个数的２倍，即犌的每个顶点的度数都是偶数，

称这样的图为偶图．所以，图犌有圈分解的必要条

件是犌 是偶图；另外，Ｖｅｂｌｅｎ
［１２２］证明了每个偶图均

含有一个圈分解．对图犌的一个分解犉＝｛犉１，犉２，…，

犉犾｝，若犉犻是树，且犉犻的阶数为犽犻，则记犉 为｛犽１，

犽２，…，犽犾｝树分解，１犻犾．

图犌的一个覆盖是指犌 的满足式（４）的一族子

图犉＝｛犉１，犉２，…，犉犾｝．注意，覆盖中子图的边可以

相交．也就是说，图犌的一个分解是覆盖，但覆盖不

一定是分解．然而，对森林覆盖来说，它可以相应地

转换成树分解，只需将覆盖中重复的边删去．下面主

要介绍对极大平面图的相关研究．

１９６４年，ＮａｓｈＷｉｌｌｉａｍｓ
［１２３］研究了图的树分解

问题，得到图犌可以分解为狋个森林当且仅当对任

意的犃犞（犌），犲（犃）狋（｜犃｜－１），其中犲（犃）表示

两个端点都在犃 中的边数．利用 ＮａｓｈＷｉｌｌｉａｍｓ的

结果，容易得到当犌是平面图时，由Ｅｕｌｅｒ公式可知

｜犈（犌）｜３｜犞（犌）｜－６，因此每个平面图都可分解

为３个森林；每个外平面图都可分解为２个森林．其

中犌称为外平面图是指犌 存在一个平面嵌入使得

所有顶点都在一个面的边界上．

１９７６年，Ｋａｍｐｅｎ
［１２４］进一步讨论了极大平面图

的树分解，证明了任意极大平面图含有一个｛狀－１，

狀－１，狀－１｝树分解．１９９３年，Ｒｉｎｇｅｌ
［１２５］对极大平面

二部图进行了研究，得到任意极大平面二部图含有一

个｛狀－１，狀－１｝树分解．１９９５年，Ｏｕｙａｎｇ等人
［１２６］得

到任意极大平面二部图含有一个｛狀，狀－２｝树分

解．１９９８年，Ｓｈｉ等人
［１２７］推广了Ｋａｍｐｅｎ的结论，得

到任意极大平面图含有｛狀－１，狀－１，狀－１｝树分

解，｛狀，狀－１，狀－２｝树分解，以及｛狀，狀，狀－３｝树分
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解；并且这些树分解可以在多项式时间内被找到．

若图犌可以被至多狋个森林与一个最大度为犇

的子图覆盖，则称犌是（狋，犇）可覆盖的．由上述树

分解的结果可知，任意极大平面图是（３，０）可覆盖

的．显然，一个图是（狋，犇）可覆盖的当且仅当该图

可以被分解为至多狋个森林和一个最大度为犇 的

子图．

２００５年，Ｂａｌｏｇｈ等人
［１２８］给出了图犌是（狋，犇）

可覆盖的一个简单的必要条件（不充分）：对任意不

相交的顶点子集犃，犅犞（犌），有

犳狋（犃）＋犲（犃，犅）犇·｜犃｜＋狋（｜犃｜＋｜犅｜－１）（５）

其中犲（犃，犅）表示犌中两个端点分别在犃 与犅 中的

边数；当犲（犃）狋（｜犃｜－１）时，犳狋（犃）＝犲（犃），否则

犳狋（犃）＝２犲（犃）－狋（｜犃｜－１）．Ｌｏｖｓｚ在与Ｂａｌｏｇｈ等

人［１２８］的一次个人交流中指出当狋＝２，犇＝３时，存

在无穷多的极大平面图不满足式（５），即这些图不是

（２，３）可覆盖的．Ｂａｌｏｇｈ等人
［１２８］证明了任意平面

图犌可以被３个森林犜１，犜２，犜３覆盖，且Δ（犜３）

８，即任意平面图是（２，８）可覆盖的．他们还得到了

任意Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ平面图是（２，６）可覆盖的，并提

出了一个猜想：任意平面图是（２，４）可覆盖的．

２００９年，Ｇｏｎａｌｖｅｓ
［１２９］证明了Ｂａｌｏｇｈ等人提出

的猜想，即证明了任意平面图犌 可以被３个森林

犜１，犜２，犜３覆盖，且Δ（犜３）４．并且，研究了围长限

制条件下的平面图覆盖，得到任意围长犵６的平

面图是（１，４）可覆盖的；任意围长犵７的平面图

是（１，２）可覆盖的．

在树的基础上，Ｂｅｉｎｅｋｅ与Ｐｉｐｐｅｒｔ
［１３０］引入了

犽树的概念．即从犽阶完全图犓犽出发，每次添加一

个顶点，并使其与一个犽阶完全子图中的所有顶点

连边，所得之图称为犽树．显然，每一棵树是１树；

犽阶完全图犓犽是顶点数最少的犽树．犽树的一个子

图称为偏（ｐａｒｔｉａｌ）犽树，例如外平面图是偏２树．

１９７１年，Ｃｈａｒｔｒａｎｄ、Ｇｅｌｌｅｒ与 Ｈｅｄｅｔｎｉｅｍｉ
［１３１］

提出了一个猜想（ＣＧＨ猜想）：每个（极大）平面图可

以边划分为两个外平面图，即每个（极大）平面图可

以分解为两个外平面图．由于每个平面图是一个极

大平面图的子图，因此该猜想对平面图与极大平面

图是等价的．易证ＣＧＨ猜想对Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ平面图

成立，其中，Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ平面图指包含一个经过所

有顶点的圈的平面图．Ｗｈｉｔｎｅｙ
［３３］在１９３１年证明了

４连通极大平面图是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ图；Ｔｕｔｔｅ
［３４］在

１９５６年将该结果扩展到所有４连通平面图上．所

以，ＣＧＨ猜想对４连通平面图成立，即任意４连通

平面图可以分解为两个外平面图．

为了解决Ｃｈａｒｔｒａｎｄ、Ｇｅｌｌｅｒ与 Ｈｅｄｅｔｎｉｅｍｉ提

出的ＣＧＨ猜想，ＥｌＭａｌｌａｈ与Ｃｏｌｂｏｕｒｎ
［１３２］在１９８８年，

首次研究了平面图的偏犽树分解，得到任意平面图

可以分解为两个偏３树；并且，证明了存在极大平

面图犌，犌没有分解｛犛，犜｝使得犛是偏２树，犜 是

偏１树．

１９９６年，Ｋｅｄｌａｙａ
［１３３］证明了任意平面图可以分

解为两个子图，这两个子图都不含与犓４同构的子

图．由于 Ｗａｌｄ与Ｃｏｌｂｏｕｒｎ
［１３４］证明了一个图犌不含

与犓４同构的子图当且仅当犌 是偏２树，并且，

Ｃｈａｒｔｒａｎｄ与 Ｈａｒａｒｙ
［１３５］得到一个图犌是外平面图

当且仅当犌 不含与犓４，犓２，３同构的子图．因此，

Ｋｅｄｌａｙａ没 有 完 全 解 决 ＣＧＨ 猜 想，但 改 进 了

ＥｌＭａｌｌａｈ与Ｃｏｌｂｏｕｒｎ的结果，即证明了任意平面

图可以分解为两个偏２树．Ｋｅｄｌａｙａ还提出了一个

比ＣＧＨ猜想更强的猜想：设犌是４连通极大平面

图，狌狏狑是犌 的一个三角形；犌′是在犌 的每个面内

添加一个顶点并使其与这个面上的３个顶点连边所

得到的图，面狌狏狑内添加的顶点记为狓，则犌′存在

外平面图分解犎１，犎２使得：犎１包含边狌狓与狏狓，且

在犎１中狑与狌，狏不在同一个连通分支上；犎２包含

边狌狑与狏狑，且狌狑与狏狑 在犎２中是割边．

２０００年，Ｄｉｎｇ等人
［１３６］独立地得到了 Ｋｅｄｌａｙａ

的结果，并证明了任意平面图可以分解为两个外平

面图与一个 Ｖｅｅ森林，其中 Ｖｅｅ森林表示每个连

通分支为犓１，１或犓１，２的森林．

直到２００５年，Ｇｏｎａｌｖｅｓ
［１３７］证明了任意平面图

可以分解为两个外平面图，即完整地解决了ＣＧＨ

猜想．

可以看出，目前关于极大平面图分解的研究主

要是针对树分解与外平面图分解进行的．主要结果

可以概述为任意极大平面图可以分解为３棵树，也

可以分解为两个外平面图．由于图的一个分解是覆

盖，因此任意极大平面图存在３棵树的覆盖，也存在

两个外平面图的覆盖．

９　极大平面图的生成树

图犌的生成树是指犌 的一个生成子图，同时又

是一棵树．显然，任意连通图都含有生成树．图犌的

一个子图集合犉 称为边不交的，如果犉中任意两个
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子图没有公共边．

１９６１年，Ｎａｓｈｗｉｌｌｉａｍｓ
［１３８］研究了一般图的边

不交生成树，得到了一个图犌含有犽棵边不交生成

树当且仅当对犌 的任意收缩图犌犘，满足｜犈（犌犘）｜

犽（犞（犌犘）－１）．１９７４年，Ｋｕｎｄｕ
［１３９］证明了任意阶

数４的极大平面图含有２棵边不交生成树．

对一个图犌，如果犌中的两条路犘１，犘２ 没有共

同的中间顶点，则称这两条路犘１，犘２ 为内部不交

的．如果犽条路中任意两条是内部不交的，则称这犽

条路是内部不交的．给定一个图犌＝（犞，犈）及犌中

的一个顶点狉，若存在犌的犽棵生成树犜１，犜２，…，

犜犽，使得对任意的狏∈犞，犜１，犜２，…，犜犽中分别连接

顶点狉与狏的犽条路是内部不交的，则称犜１，犜２，…，

犜犽是犌 中以顶点狉为根的犽独立生成树．例如，

图１２给出了一个１４阶极大平面图的５棵以狉为

根的独立生成树，见文献［１４０］．

图１２　一个１４阶极大平面图及其５棵以狉为根的独立生成树

１９８８年，Ｉｔａｉ与 Ｒｏｄｅｈ
［１４１］证明了对任意２连

通图犌，犌中存在两棵以任意顶点为根的独立生成

树，且这两棵独立生成树可在线性时间内被找到．

同年Ｃｈｅｒｉｙａｎ与 Ｍａｈｅｓｈｗａｒｉ
［１４２］以及１９８９年

Ｚｅｈａｖｉ与Ｉｔａｉ
［１４３］分别独立地将Ｉｔａｉ等人的结果推

广到了３连通图．他们证明了对任意３连通图犌，犌

的顶点数为狀，边数为犿，则犌中存在３棵以任意顶

点为根的独立生成树．并且，Ｃｈｅｒｉｙａｎ与 Ｍａｈｅｓｈｗａｒｉ

给出了一个算法可在犗（犿狀）时间内找到３棵独

立生成树．Ｚｅｈａｖｉ与Ｉｔａｉ提出了一个猜想：任意犽连

通图包含犽棵以任意给定顶点为根的独立生成树．

１９９４年～１９９５年，Ｈｕｃｋ
［１４４１４５］对４连通与５连

通平面图中独立生成树的情形进行了研究，证明了

Ｚｅｈａｖｉ与Ｉｔａｉ的猜想对４连通与５连通的平面

图来说是成立的．Ｈｕｃｋ
［１４５］给出的证明过程可相应

地导出一个寻找犽独立生成树的算法，所用时间

为犗（狀３）．

１９９６年，ＤｉＢａｔｔｉｓｔａ等人
［１４６］（也见文献［１４７］）

给出了一个算法，可在线性时间内找到任意犽连通

平面图中的犽独立生成树，其中犽＝２，３．１９９８年，

Ｍｉｕｒａ等人
［１４８］给出的算法可在线性时间内找到任

意４连通平面图中的４独立生成树．２０００年，

Ｎａｇａｉ与Ｎａｋａｎｏ
［１４０］给出的算法可在线性时间内找

到任意５连通极大平面图中的５独立生成树．

可以看出，Ｚｅｈａｖｉ与Ｉｔａｉ的猜想对平面图来说

是成立的；进一步，对犽连通极大平面图，存在寻找

犽独立生成树的线性时间算法．对一般图的情形，由

文献［１４１１４３］知，Ｚｅｈａｖｉ与Ｉｔａｉ的猜想对３连通图

是成立的．２００６年，Ｃｕｒｒａｎ等人
［１４９］证明了Ｚｅｈａｖｉ

与Ｉｔａｉ的猜想对４连通图也成立，并且，给出了一

个算法可在犗（狀３）时间内找到４独立生成树．但对

犽５的情形，Ｚｅｈａｖｉ与Ｉｔａｉ的猜想仍是一个公开

问题．

２００１年，Ｈａｓｕｎｕｍａ
［１５０］在独立生成树的基础上

引入了完全独立生成树的概念．设犜１，犜２是犌中的

两棵树，若对任意的顶点狌，狏∈犞（犜１）∩犞（犜２），犜１

与犜２中从狌到狏的路是内部不交的，则称犜１，犜２是

完全独立的．对图犌 中的犽 棵生成树犜１，犜２，…，

犜犽，若犜１，犜２，…，犜犽中任意两棵树是完全独立的，

则称犜１，犜２，…，犜犽是犌 中的完全独立生成树．设

犜１，犜２，…，犜犽是犌 中的犽棵生成树，Ｈａｓｕｎｕｍａ
［１５１］

证明了犜１，犜２，…，犜犽是完全独立的当且仅当犜１，

犜２，…，犜犽是边不交的，并且对任意的顶点狏∈犞（犌），

最多存在一个犜犻，使得狏在犜犻中的度数大于１．

２００２年，Ｈａｓｕｎｕｍａ
［１５１］证明了任意４连通极

大平面图中存在两棵完全独立生成树，其证明过程

可以推导出一个在线性时间内寻找两棵完全独立生

成树的算法．

２０１２年，Ｐéｔｅｒｆａｌｖｉ
［１５２］给出了一个３连通极大

平面图中不存在两棵完全独立生成树的例子．这说

明Ｈａｓｕｎｕｍａ的结论中４连通的条件是不可少的．

寻找一个图的生成树是很有现实意义的，尤其

是在赋权图中寻找最小权的生成树（最优树），比如

６９６１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１５年



连线问题等．１９５６年，Ｋｒｕｓｋａｌ
［１５３］给出了一个在给

定图犌中需找最优树的好算法，称为Ｋｒｕｓｋａｌ算法，

该算法寻找最优树最多需要狀（狀－１）次运算．独立

生成树在网络中有很多应用，特别是在容错协议方

面［１５４１５５］．

１０　相关算法

算法是计算机科学的重要研究领域，许多涉及

到需要大量计算的问题（尤其是手工计算不可能实

现的时候），人们都希望给出一个算法，然后通过计

算机来将其实现．

对于给定的图犌，判断它是否存在犽（３）着

色的问题是ＮＰ完全的．１９７６年，Ｌａｗｌｅｒ
［１５６］最先从

算法角度研究一般图的着色问题，得到了时间复杂

度为犗（（１＋３１
／３）狀）≈犗（２．４４２２

狀）的判断图犽着色

的算法；２００１年，Ｅｐｐｓｔｅｉｎ
［１５７１５８］改进了Ｌａｗｌｅｒ的算

法，将算法时间复杂度减少到犗（２．４１５狀）；２００２年，

Ｂｙｓｋｏｖ
［１５９］改进到犗（２．４０２３狀）；２００６年，Ｋｏｉｖｉｓｔｏ

［１６０］

改进到犗（２狀）．特别地，对判断一个给定图３着

色的算法，Ｌａｗｌｅｒ
［１５６］得到了一个时间复杂度为

犗（１．４４２２狀）的算法；１９９４年，Ｓｃｈｉｅｒｍｅｙｅｒ
［１６１］将其

改进到犗（１．４１５狀）；１９９５年，Ｂｅｉｇｅｌ与Ｅｐｐｓｔｅｉｎ
［１６２］

改进到犗（１．３４４６狀）；２００１年，Ｂｅｉｇｅｌ与Ｅｐｐｓｔｅｉｎ
［１６３１６４］

改进到犗（１．３２８９狀），这是目前判断图３着色算法中

最好的结果．另外，对判断图４着色的算法，２００３年，

Ｂｙｓｋｏｖ
［１６５］给出了一个时间复杂度为犗（１．７５０４狀）的算

法；２００７年，Ｆｏｍｉｎ等人
［１６６］将其改进到犗（１．７２７２狀）．

在对４色猜想研究了将近一个世纪后仍不见

有好的方法来解决它的时候，数学领域和计算机领

域的学者们想到了用计算机来解决这个难题．大家

希望：是否存在一个图顶点着色算法使得在输入一

个狀阶平面图后（例如以邻接矩阵、关联矩阵、弧表

示或邻接表的形式等），至多通过犮·狀λ步就可以产

生犌 的一个正常４着色（其中犮是常数，λ＜２）？能

否给出一个简短的论述来证明：存在判断给定图是

否是４可着色的多项式算法？

１９７７年，Ａｐｐｅｌ、Ｈａｋｅｎ和Ｋｏｃｈ证明４色定理

的方法源于Ｋｅｍｐｅ的思想：在不可避免集中寻找可

约的构型．最初的不可避免集合中含有１９３６个构

型，后面减少到了１４８２，１４０５和１２５６
［１１１３］．他们的

证明中，不可避免集中的构型是通过复杂的“放电

过程（最早由德国数学家 Ｈｅｅｓｃｈ
［１６７］提出）”得到的，

而证明构型的可约性是通过计算机计算实现的．另

外，对于可约构型的发展，１９９７年，Ｒｏｂｅｒｔｓｏｎ等

人［１６８１６９］采用 Ａｐｐｅｌ、Ｈａｋｅｎ和 Ｋｏｃｈ的方法，通过

一个简单的放电过程，把构型减少到了６３３个．４色

定理的证明是第一个依靠计算机大量计算的数学证

明的例子，可见，在电子计算机发展的早期，这还是

一项很有意义的工作．

其实最早用算法的角度来研究４色问题的是

Ｕｎｇａｒ（源自１９８６年与Ｊｅｎｓｅｎ的个人交流，文献［１］：

３３页）．他认为从算法的视角来看，一个问题是“简

单的”是指该问题可以在多项式步骤内被解决（最好

多项式还有很低的阶）．１９８１年，Ｍａｔｕｌａ、Ｓｈｉｌｏａｃｈ

和Ｔａｒｊａｎ
［１７０，１７１］与Ｃｈｉｂａ、Ｎｉｓｈｉｚｅｋｉ和Ｓａｉｔｏ

［１７２］分别

独立地给出了平面图的线性５着色算法．基于

Ａｐｐｅｌ、Ｈａｋｅｎ和Ｋｏｃｈ给出的四色定理的计算机辅

助证明，以及后来Ｒｏｂｅｒｔｓｏｎ和Ｓｅｙｍｏｕｒ等人给出

的简化证明，１９９６年，Ｒｏｂｅｒｔｓｏｎ等人
［１６８］给出了平

面图４着色的一个时间复杂度为犗（狀２）的算法．最

近，在２０１３年，Ｚｈｏｕ等人
［１７３］通过改进的ｃｕｃｋｏｏ搜

索优化算法给出了一种更有效的解决平面图４着

色问题的算法．相比之下，对于３可着色平面图，给

出其一个多项式时间的３着色算法是不可能的；对

于给定的一个平面图犌，给出一个多项式算法判断

犌是否是３可着色的也是不可能的．实际上，这些

问题都是 ＮＰ完全的，即使对最大度不超过４的

图［１７４１７５］．

还有一个与算法相关的问题：是否存在一个多

项式算法使得在输入一个平面图犌后，可以输出犌

的所有不同的４着色？该问题的答案几乎不可能是

肯定的．实际上，计算一个平面图所有４着色问题

是一个＃犘完全的，甚至对于所有顶点的度数都为

偶数的极大平面图也一样［１７６］．

１９９０年，Ｓｃｈｎｙｄｅｒ
［１７７１７８］证明了每个极大平面

图都有一个特殊的分解，使得其内部边被分解成３

棵树（文献［１７７１７８］中称为ｒｅａｌｉｚｅｒ），并证明这样

的分解可以在线性时间内被构造出来．一个极大平

面图犌的ｒｅａｌｉｚｅｒ是指对犌内部边的一个划分，使

其被划分成３个满足条件的有向边的集合犜０，犜１，

犜２．Ｓｃｈｎｙｄｅｒ
［１７８］证明了犜０，犜１，犜２是３个有向的

根数，而它们的根分别是犌 外部面的３个顶点．

Ｒｅａｌｉｚｅｒ在图的许多算法中都起着重要的作用，同

时在画图［１７９］和编码［１８０］方面也很重要．

２００５年，Ｂｏｎｉｃｈｏｎ
［１８１］研究了极大平面图的

７９６１８期 许 进等：极大平面图理论研究进展



ｒｅａｌｉｚｅｒ与非交错Ｄｙｃｋ路对之间的关系，并在它们

之间给出了一个双射；证明了把一个ｒｅａｌｉｚｅｒ转换

成一对非交错Ｄｙｃｋ路的运算过程可以在线性时间

内完成；利用得到的双射，可以枚举出规模为狀的

ｒｅａｌｉｚｅｒ的数目，并能高效地把它们生成出来．

虽然在算法上已经得到了许多与极大平面图有

关的结果，并且给出了４色定理的证明，但是大部

分数学家仍然希望能给出其简短的数学证明，因为

许多算法写下来之后都很长，并且可读性低．

另外，对于极大平面图，还有许多与算法相关的

研究，比如极大平面图的生成算法、相互转化算法、

计数算法等，分别在前面的章节中已经给出了详细

的综述．

１１　结论与展望

从１８９１年至今，有众多学者不断地从度序列问

题、Ｈａｍｉｌｔｏｎ性、色多项式、生成运算系统、计数问

题、边翻转运算、分解与覆盖、生成树以及算法等方

面对极大平面图展开了研究．无论哪一方面，都已经

有了深入的研究，并得到了许多非常好的结果．虽然

到目前为止还没能给出４色问题的一个简短的数

学证明，但是在研究过程中已形成了许多相应的理

论，并在一般图中展开．同时，在对极大平面图的研

究过程中，许多有趣的问题被相继提出，且至今仍有

很多没有被解决，这些问题有待进一步研究．

本文所述的关于极大平面图各方面的研究结果

对平面图结构理论的完善具有很大的意义．但是，从

已有的研究结果来看，对平面图结构的研究并没有

与着色建立密切的联系．然而，要想最终用数学方法

解决４色问题，不仅要对极大平面图的结构做更为

深入的研究，搞清不同类型的极大平面图的特性，更

为重要的是要把极大平面图的着色与其结构紧密地

联系起来，研究极大平面图的４着色类型，从结构

上找出影响４着色类型和数量的因素．所以，将极

大平面图的结构与着色有机结合起来，研究在着色

下极大平面图的结构会更有价值．

我们拟在前人工作的基础上，在后续的工作中

进一步研究结构与着色之间的关系，希望找到一种

方法把它们紧密地联系在一起．关于这方面的研究，

已经得到了一些结果，有兴趣的读者可到网上查阅

（ａｒＸｉｖ：０９１１．１５８７ｖ３）．另外，基于已有结果，我们在

下面提出与着色相关的几个问题：

问题１．是否存在极大平面图类$

的一个生成

运算系统〈犐；Φ〉，使得对任意φ∈Φ，低阶４可着色

的极大平面图经过运算φ 后所得到的图仍是４可

着色的？

问题２．能否找到一个关于４可着色极大平面

图的计数公式？

问题１是归纳证明４色猜想的关键，问题２意

味着可以从图计数的角度来证明４色猜想，即证明

４可着色的极大平面图的数目等于所有极大平面图

的数目．

问题３．一个基于着色的狀阶极大平面图能否

在有限次边翻转运算后转化为另一个给定的基于着

色的狀阶极大平面图？

本文从不同的角度对极大平面图各方面的研究

进展进行了总结和评述，希望对该领域后续的研究

工作起到一定的辅助作用．

致　谢　审稿人细致地审阅了文章，在书写、文章内

容和专业名词等方面提出了宝贵意见，在此表示

感谢！
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ｏｔｈｅｒ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｖｉａ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎｅｘｃｌｕｓｉｏｎ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ４７ｔｈＡｎｎｕａｌＩＥＥＥＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＦｏｕｎ

ｄａｔｉｏｎｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ（ＦＯＣＳ’０６）．Ｂｅｒｋｅｌｅｙ，ＵＳＡ，

２００６：５８３５９０

［１６１］ Ｓｃｈｉｅｒｍｅｙｅｒ Ｉ． Ｄｅｃｉｄｉｎｇ ３ｃｏｌｏｕｒａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ

犗（１．４１５狀）ｓｔｅｐｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１９ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＷｏｒｋｓｈｏｐＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｅｔｉｃＣｏｎｃｅｐｔｓｉｎＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ．

ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ７９０．Ｕｔｒｅｃｈｔ，Ｎｅｔｈｅｒ

ｌａｎｄｓ，１９９４：１７７１８８

［１６２］ ＢｅｉｇｅｌＲ，ＥｐｐｓｔｅｉｎＤ．３ｃｏｌｏｒｉｎｇｉｎｔｉｍｅ犗（１．３４４６狀）：Ａ

ｎｏＭＩＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ３６ｔｈＩＥＥＥＳｙｍｐｏｓｉｕｍ

ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ．Ｍｉｌｗａｕｋｅｅ，ＵＳＡ，１９９５：

４４４４５３

［１６３］ ＥｐｐｓｔｅｉｎＤ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒ３ｃｏｌｏｒｉｎｇ，３ｅｄｇｅ

ｃｏｌｏｒｉｎｇ，ａｎｄｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ

１２ｔｈ ＡＣＭＳＩＡＭ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．

ＷａｓｈｉｎｇｔｏｎＤＣ，ＵＳＡ，２００１：３２９３３７

［１６４］ ＢｅｉｇｅｌＲ．ＥｐｐｓｔｅｉｎＤ．３ｃｏｌｏｒｉｎｇｉｎｔｉｍｅ犗（１．３２８９狀）．Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２００５，５４（２）：１６８２０４

［１６５］ ＢｙｓｋｏｖＪＭ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒ犽ｃｏｌｏｕｒｉｎｇａｎｄｆｉｎｄｉｎｇｍａｘｉｍａｌ

ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１４ｔｈ ＡＣＭＳＩＡＭ

ＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＤｉｓｃｒｅｔｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｐｈｉｌａｄｅｌｐｈｉａ，ＵＳＡ，

２００３：４５６４６７

［１６６］ Ｆｏｍｉｎ Ｆ Ｖ，Ｇａｓｐｅｒｓ Ｓ，Ｓａｕｒａｂｈ Ｓ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｅｘａｃｔ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒ ｃｏｕｎｔｉｎｇ ３ａｎｄ ４ｃｏｌｏｒｉｎｇｓ／／Ｌｉｎ Ｇ ｅｄ．

Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｎｄ Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉｃｓ．ＬＮＣＳ ４５９８．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，

Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２００７：６５７４

［１６７］ Ｈｅｅｓｃｈ Ｈ． Ｕｎｔｅｒｓｕｃｈｕｎｇｅｎ ｚｕｍ Ｖｉｅｒｆａｒｂｅｎｐｒｏｂｌｅｍ．

ＢｉｂｌｉｏｇｒａｐｈｉｓｃｈｅｓＩｎｓｔｉｔｕｔ，Ｍａｎｎｈｅｉｍ／Ｗｉｅｎ／Ｚ?ｕｒｉｃｈ，１９６９

［１６８］ ＲｏｂｅｒｔｓｏｎＮ，ＳａｎｄｅｒｓＤＰ，ＳｅｙｍｏｕｒＰＤ，ＴｈｏｍａｓＲ．Ａ

ｎｅｗｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｆｏｕｒｃｏｌｏｕｒｔｈｅｏｒｅｍ．ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＲｅｓｅａｒｃｈ

Ａｎｎｏｕｎｃｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，

１９９６，２（１）：１７２５

［１６９］ ＲｏｂｅｒｔｓｏｎＮ，ＳａｎｄｅｒｓＤＰ，ＳｅｙｍｏｕｒＰＤ，ＴｈｏｍａｓＲ．Ｔｈｅ

ｆｏｕｒｃｏｌｏｒｔｈｅｏｒｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＴｈｅｏｒｙ，ＳｅｒｉｅｓＢ，

１９９７，７０（１）：２４３

［１７０］ ＭａｔｕｌａＤ Ｗ，ＳｈｉｌｏａｃｈＹ，ＴａｒｊａｎＲ Ｅ．Ｔｗｏｌｉｎｅａｒｔｉｍｅ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｆｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇ ａ ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈ．Ｃｏｍｐｕｔｅｒ

ＳｃｉｅｎｃｅＤｅｐａｒｔｍｅｎｔ，ＳｔａｎｆｏｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，ＵＳＡ：Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ

ＲｅｐｏｒｔＳＴＡＮＣＳ８０８３０，１９８０

［１７１］ ＭａｔｕｌａＤ Ｗ，ＳｈｉｌｏａｃｈＹ，ＴａｒｊａｎＲＥ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｗｏ

ｌｉｎｅａｒｔｉｍｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｆｉｖｅｃｏｌｏｒｉｎｇａｐｌａｎａｒｇｒａｐｈ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１２ｔｈＳＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉｃｓ，

ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙａｎｄＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，ＣｏｎｇｒｅｓｓｕｓＮｕｍｅｒａｎｔｉｕｍ．

ＢａｔｏｎＲｏｕｇｅ，ＵＳＡ，１９８１，３３：４０７

［１７２］ Ｃｈｉｂａ Ｎ， Ｎｉｓｈｉｚｅｋｉ Ｔ，Ｓａｉｔｏ Ｎ． Ａ ｌｉｎｅａｒ ５ｃｏｌｏｒｉｎｇ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，１９８１，

２（４）：３１７３２７

［１７３］ ＺｈｏｕＹＱ，ＺｈｅｎｇＨＱ，Ｌｕｏ，ＱＦ，ＷｕＪＺ．Ａｎｉｍｐｒｏｖｅｄ

ｃｕｃｋｏｏｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｃｏｌｏｒｉｎｇ

ｐｒｏｂｌｅｍ．Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ，

２０１３，２（７）：７８５７９２

［１７４］ ＳｔｏｃｋｍｅｙｅｒＬ Ｊ．Ｐｌａｎａｒ３ｃｏｌｏｒａｂｉｌｉｔｙｉｓ ＮＰｃｏｍｐｌｅｔｅ．

ＳＩＧＡＣＴＮｅｗｓ，１９７３，５（３）：１９２５

［１７５］ ＧａｒｅｙＭＲ，ＪｏｈｎｓｏｎＤＳ，ＳｔｏｃｋｍｅｙｅｒＬＪ．Ｓｏｍｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ

ＮＰｃｏｍｐｌｅｔｅ ｇｒａｐｈ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ

Ｓｃｉｅｎｃｅ，１９７６，１（３）：２３７２６７

［１７６］ ＧａｒｅｙＭＲ，ＪｏｈｎｓｏｎＤＳ．ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＩｎｔｒａｃｔａｂｉｌｉｔｙ：Ａ

ＧｕｉｄｅｔｏｔｈｅＴｈｅｏｒｙｏｆＮＰＣｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓ．ＳａｎＦｒａｎｃｉｓｃｏ，

ＵＳＡ：ＦｒｅｅｍａｎＷＨａｎｄＣｏｍｐａｎｙ，１９７９

［１７７］ ＳｃｈｎｙｄｅｒＷ．Ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓａｎｄｐｏｓｅｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．Ｏｒｄｅｒ

１９８９，５（３）：２３３４３

［１７８］ Ｓｃｈｎｙｄｅｒ Ｗ．Ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ ｏｎｔｈｅ ｇｒｉｄ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１ｓｔＡＣＭＳＩＡＭ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ Ｄｉｓｃｒｅｔｅ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．ＳａｎＦｒａｎｃｉｓｃｏ，ＵＳＡ，１９９０：１３８１４８

［１７９］ ＫａｎｔＧ．Ｄｒａｗｉｎｇｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｕｓｉｎｇｔｈｅｌｍｃｏｒｄｅｒｉｎｇ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ３３ｒｄＡｎｎｕａｌＩＥＥＥＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＦｏｕｎ

ｄａｔｏｎｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ．Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ，ＵＳＡ，１９９２：

１０１１１０

［１８０］ ＣｈｕａｎｇＲＣＮ，ＧａｒｇＡ，ＨｅＸ，ｅｔａｌ．Ｃｏｍｐａｃｔｅｎｃｏｄｉｎｇｓｏｆ

ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｖｉａｃａｎｏｎｉｃａｌｏｒｄｅｒｉｎｇａｎｄｍｕｌｔｉｐｌｅｐａｒｅｎｔｈｅｓｅｓ

／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２５ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｌｌｏｑｕｉｕｍ ｏｎ

Ａｕｔｏｍａｔａ Ｌａｎｇｕａｇｅｓ ａｎｄ Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ （ＩＣＡＬＰ’９８）．

Ａａｌｂｏｒｇ，Ｄｅｎｍａｒｋ，１９９８，１４４３：１１８１２９

［１８１］ ＢｏｎｉｃｈｏｎＮ．Ａｂｉｊｅｃｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｒｅａｌｉｚｅｒｓｏｆｍａｘｉｍａｌｐｌａｎｅ

ｇｒａｐｈｓａｎｄ ｐａｉｒｓｏｆｎｏｎｃｒｏｓｓｉｎｇ Ｄｙｃｋ ｐａｔｈｓ．Ｄｉｓｃｒｅｔｅ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００５，２９８（１）：１０４１１４

犡犝 犑犻狀，ｂｏｒｎｉｎ １９５９，Ｐｈ．Ｄ，

ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｍａｉｎ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙ

ａｎｄ ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ， ｂｉｏ

ｃｏｍｐｕｔｅｒ，ｉｎｔｅｌｉｇｅｎｔ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ａｎｄ

ｓｙｓｔｅｍｓｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｅｔｃ．

犔犐犣犲犘犲狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８７，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｍａｉｎ

ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙａｎｄｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

犣犎犝犈狀犙犻犪狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８３，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓ

ｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙａｎｄｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

３０７１８期 许 进等：极大平面图理论研究进展
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Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｂｊｅｃｔｏｆｍａｎｙｐｒｏｂｌｅｍｓｉｓｔｈｅｍａｘｉｍａｌ

ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈ，ｓｕｃｈａｓｔｈｅｆａｍｏｕｓ ＦｏｕｒＣｏｌｏｒＰｒｏｂｌｅｍ，

ｕｎｉｑｕｅｌｙＦｏｕｒＣｏｌｏｒａｂｌｅｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｐｒｏｂｌｅｍ，ａｎｄｄｅｃｏｍ

ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｃｏｖｅｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｅｔｃ．Ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ，Ｆｏｕｒ

ＣｏｌｏｒＰｒｏｂｌｅｍａｔｔｒａｃｔｓａｌｏｔｏｆｓｃｈｏｌａｒｓｄｕｅｔｏｔｈｅｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ

ｏｆｉｔｓｎａｒｒａｔｉｖｅａｎｄｔｈｅｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙｔｏｓｏｌｖｅｉｔ．Ｉｎｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆ
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