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摘　要　现实中存在大量的大规模多目标优化问题，这些问题所固有的目标函数间冲突性、巨大的搜索空间以及

决策变量可能存在的交互等特征对传统的多目标进化算法构成了巨大的挑战．研究者根据此类问题的特点基于不

同的视角提出了多种大规模多目标进化算法，但它们在解题的质量和效率方面尚存较大的提升空间．基于此，提出

一种采用混合策略的大规模多目标进化算法ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ．该算法提出的一种黄金分层分组方法将大规模决策变

量分成收敛性组和多样性组，然后对收敛性变量组执行基于变量组的相关性检测操作，将收敛性变量组划分成若

干更小规模的子组，最后算法采用不同的优化策略分别优化收敛性变量组和多样性变量组以获得最终的解题结

果．为验证ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ的有效性，将其与五种新近提出的高效的大规模多目标进化算法一同在决策变量维度为

２００、５００、１０００、２０００和５０００的２目标和３目标的ＬＳＭＯＰ系列测试实例上进行犐犌犇 和犎犞 性能测试，实验结果

表明ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ具有显著较优的收敛性和多样性．由此表明，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ是一种颇具前景的大规模多目标

进化算法．

关键词　大规模多目标优化问题；变量分组；进化算法；收敛性；多样性；大规模多目标进化算法

中图法分类号 ＴＰ１８１　　　犇犗犐号 １０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０２４．０００６９

犃犔犪狉犵犲犛犮犪犾犲犕狌犾狋犻犗犫犼犲犮狋犻狏犲犈狏狅犾狌狋犻狅狀犪狉狔犃犾犵狅狉犻狋犺犿犃犱狅狆狋犻狀犵犎狔犫狉犻犱犛狋狉犪狋犲犵犻犲狊

ＸＩＥＣｈｅｎｇＷａｎｇ
１）
　ＰＡＮＪｉａＭｉｎ

２）
　ＧＵＯＨｕａ

３）
　ＷＡＮＧＤｏｎｇＭｅｉ

１）
　ＦＵＳｈｉＷｅｉ

２）

１）（犛犮犺狅狅犾狅犳犇犪狋犪犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犛狅狌狋犺犆犺犻狀犪犖狅狉犿犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犪狀狑犲犻，犌狌犪狀犵犱狅狀犵　５１６６００）

２）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犪狀犱犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犖犪狀狀犻狀犵犖狅狉犿犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犖犪狀狀犻狀犵　５３０１００）

３）（犛犮犺狅狅犾狅犳犛狅犳狋狑犪狉犲，犆犺犲狀犵犱狌犘狅犾狔狋犲犮犺狀犻犮，犆犺犲狀犵犱狌　６１００４１）

犃犫狊狋狉犪犮狋　 Ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔａｎｕｍｂｅｒｏｆｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ（ＬＳＭＯＰｓ）

ｉｎｒｅａｌｉｔｙ．ＴｈｅｓｅＬＳＭＯＰｓａｄｍｉｔｓｏｍｅｉｎｈｅｒｅｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｓｕｃｈａｓｔｈｅｉｎｈｅｒｅｎｔｃｏｎｆｌｉｃｔｓａｍｏｎｇ

ｔｈｅｉｒｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｈｕｇｅｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅ（ｄｅｃｉｓｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅｓｐａｃｅ），ａｎｄｐｏｓｓｉｂｌｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ

ｅｘｉｓｔｉｎｇｉｎｄｅｃｉｓｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅｓ，ｗｈｉｃｈｒａｉｓｅｇｒｅａｔｃｈａｌｌｅｎｇｅｓｔｏｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｅｖｏｌｕ

ｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ（ＭＯＥＡｓ）．ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅＬＳＭＯＰｓ，ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｈａｖｅ

ｐｒｏｐｏｓｅｄａｖａｒｉｅｔｙｏｆｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ（ＬＳＭＯＥＡｓ）ｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｓｅＬＳＭＯＥＡｓａｒｅｓｔｉｌｌｆａｒｆｒｏｍｓａｔｉｓｆａｃｔｏｒｙｉｎｔｅｒｍｓｏｆｐｒｏｂｌｅｍ

ｓｏｌｖｉｎｇｑｕａｌｉｔｙａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ，ｌｅａｄｉｎｇａｎｕｒｇｅｎｔｎｅｅｄｔｏｉｍｐｒｏｖｅｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙｂｏｔｈｔｈｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄ

ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ．Ｍｏｔｉｖａｔｅｄｂｙｔｈｅｓｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ，ａｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｂａｓｅｄａｈｙｂｒｉｄｓｔｒａｔｅｇｙ，ｔｅｒｍｅｄａｓＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ，ｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．ＴｈｅＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

ｐｒｏｐｏｓｅｓａｇｏｌｄｅｎｇｒｏｕｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄｔｏｄｉｖｉｄｅｌａｒｇｅｓｃａｌｅｄｅｃｉｓｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅｓｉｎｔｏｔｗｏｇｒｏｕｐｓ，ｔｈｅ

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｇｒｏｕｐａｎｄｔｈｅｄｉｖｅｒｓｉｔｙｇｒｏｕｐ．Ｆｏｒｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｇｒｏｕｐ，ａｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｄｅｔｅｃｔｉｏｎ

ｏｐｅｒａｔｏｒｂａｓｅｄｇｒｏｕｐｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄｔｏｄｉｖｉｄｅｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｇｒｏｕｐｉｎｔｏｓｅｖｅｒａｌｓｕｂｇｒｏｕｐｓｏｆｓｍａｌｌｅｒ



ｓｉｚｅ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｉｎａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｅｔ，ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍａｄｏｐｔｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｔｏｏｐｔｉｍｉｚｅｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅｇｒｏｕｐａｎｄｔｈｅｄｉｖｅｒｓｉｔｙｖａｒｉａｂｌｅｇｒｏｕｐｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ，ａｎｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｆｉｖｅｏｔｈｅｒ

ｎｅｗｌｙｄｅｖｅｌｏｐｅｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｓｐｅｒｆｏｒｍｅｄｉｎｔｈｉｓ

ｐａｐｅｒ．Ｉｎｔｈｉｓｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ，ｂｏｔｈ２ｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｎｄ３ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｂｅｎｃｈｍａｒｋＬＳＭＯＰｓｕｉｔｅ

ｗｉｔｈｄｅｃｉｓｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｏｆ２００，５００，１０００，２０００ａｎｄ５０００ａｒｅｕｓｅｄａｓｔｅｓｔｉｎｓｔａｎｃｅｓ，

ａｎｄｔｈｅ犐犌犇 ａｎｄ犎犞 ａｒｅｓｅｌｅｃｔｅｄａｓｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ．Ｔｈｅｅｍｐｉｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔ

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳｈａｓａｃｈｉｅｖｅｄｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙｂｅｔｔｅｒｒｅｓｕｌｔｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆｂｏｔｈｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄ

ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ．ＩｔｓｈｏｗｓｔｈａｔＬＳＭＯＥＡ／ＨＳｉｓａｐｒｏｍｉｓｉｎｇｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｐｏｔｅｎｔｉａｌｔｏｓｏｌｖｅｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ；ｖａｒｉａｂｌｅｇｒｏｕｐｉｎｇ；ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ；ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ；ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ

１　引　言

现实应用中普遍存在大规模多目标优化问题

（ＬａｒｇｅＳｃａｌｅＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍｓ，

ＬＳＭＯＰｓ）
［１］．通常，ＬＳＭＯＰｓ指含有两个或三个相

互冲突的目标函数且决策空间维度超过１００的优化

问题［２］．作为一类较困难的多目标优化问题（Ｍｕｌｔｉ

ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍｓ，ＭＯＰｓ），ＬＳＭＯＰｓ

带来的挑战主要表现在两个方面［３４］：（１）相对目标

空间而言，由于目标函数间相互冲突，使得其并不存

在单个最优解，而是期望获得一组收敛性好且均匀

分布的Ｐａｒｅｔｏ最优解；（２）相对决策空间而言，随着

决策变量数目线性增加，其决策空间规模呈指数

级扩张．此外，决策变量间还可能存在着不同的交互

（ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ）．上述挑战使得传统的多目标进化算法

（ＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＭＯＥＡｓ）

在求解ＬＳＭＯＰｓ时容易出现性能恶化
［５］．究其原

因：一方面，由于决策空间呈指数级扩张，易于产生

“维数灾难”问题；另一方面，一些 ＭＯＥＡｓ的变化算

子（包括杂交和变异算子）不再适用于ＬＳＭＯＰｓ，使

得它们在高维度决策空间搜索效率低下，收敛性变

差．实际上，如何处理大规模决策变量以降低求解

ＬＳＭＯＰｓ的难度已成为大规模多目标优化领域的

研究热点．

迄今，以处理大规模决策变量为核心，研究者提

出了一些大规模多目标进化算法（ＬａｒｇｅＳｃａｌｅＭｕｌｔｉ

ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＬＳＭＯＥＡｓ）．根

据这些算法使用的主要技术可将它们粗略地分成

三类：（１）利用“分而治之”策略将大规模决策变量

分成不同组，从而将ＬＳＭＯＰｓ转化成若干较小规模

的 ＭＯＰｓ进行求解
［６］；（２）采用问题转化方法将

ＬＳＭＯＰｓ转化成低维问题求解
［７８］；（３）基于学习的

方法设计学习算子或策略，将大规模决策变量进行

整体优化［９１２］．上述算法虽在一些ＬＳＭＯＰｓ上具有

较好的性能，但它们仍有缺点．首先，“分而治之”策

略存在计算代价高昂和变量分组准确性有待提高的

问题，而且分组后的子问题仍有可能是ＬＳＭＯＰｓ，

难以从根本上解决问题．其次，问题转化方法可能存

在丢失全局最优解的问题，而且选择合适的转化或

重构函数也较困难．最后，已有的学习算子或策略很

少能分开指导收敛性和多样性，算法的性能尚待提

高．此外，基于学习的方法在高维决策空间仍难以有

效地搜索．

不难发现，尽管有关ＬＳＭＯＥＡｓ的研究已取得一

定进展，但其性能仍有较大提升空间．另外，ＬＳＭＯＰｓ

普遍存在挑战，也迫切需要发展新的ＬＳＭＯＥＡｓ．有鉴

于此，本文提出一种采用混合策略的大规模多目标

进化算法ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（ＬａｒｇｅＳｃａｌｅＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅ

ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍＡｄｏｐｔｉｎｇＨｙｂｒｉｄＳｔｒａｔｅｇｉｅｓ）．

该算法以大规模决策变量的处理为核心，与已有的

ＬＳＭＯＥＡｓ相比，其主要特点有：（１）提出一种黄金

分层分组方法将大规模决策变量分成收敛性组和多

样性组．具体地，通过对变量随机采样，并根据对应

目标空间的非支配排序结果，以黄金分割点为阈值

对变量实施分组；（２）提出一种基于组的相关性检

测方法，该方法以变量组为单元，检测当前变量与待

检测的变量组均值之间的相关性．具体地，如果检测

中发现当前变量与变量组均值之间的相关性很低，

则不再检测当前变量与该组内各变量间的交互；反
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之，如果当前变量与变量组均值之间的相关性较高，

则进一步检测当前变量与该组各变量之间的交互．这

里在上述两种方法策略的基础上设计一种采用混合

策略的ＬＳＭＯＥＡ．主要思想如下：首先，运用黄金分

层分组方法将大规模决策变量分成收敛性组和多样

性组；然后对收敛性组进一步执行基于组（ｇｒｏｕｐ）的

相关性（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）检测，将收敛性组划分成规模

更小的子组（ｓｕｂｇｒｏｕｐｓ）；接着，运用收敛性优化策

略优化各收敛性子组，利用多样性优化策略对多样性

组实施整体优化．ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ与五种新近提出的

代表性ＬＳＭＯＥＡｓ，如ＭＯＥＡ／ＤＶＡ
［１３］、ＬＭＥＡ

［１４］、

ＬＭＯＣＳＯ
［１１］、ＬＭＯＥＡＤＳ

［１５］和ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ
［１６］，

一同在２目标和３目标的ＬＳＭＯＰ１～ＬＳＭＯＰ９
［１７］

基准问题上测试反转世代距离犐犌犇
［１８］（Ｉｎｖｅｒｔｅｄ

ＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌＤｉｓｔａｎｃｅ）和超体积犎犞
［１９］（Ｈｙｐｅｒｖｏｌｕｍｅ）

等指标值，其中测试问题的决策变量数目分别设为

２００、５００、１０００、２０００和５０００．实验表明ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ具有显著较优的收敛性和多样性表现．

２　背景知识

２１　犔犛犕犗犘狊相关定义

定义１．　ＬＳＭＯＰ．不失一般性，以最小化问题

为例，一个具有犱个决策变量和犿 个目标的 ＭＯＰ

可形式化定义如下：

ｍｉｎ犳（狓）＝（犳１（狓），犳２（狓），…，犳犿（狓）） （１）

其中，狓＝（狓１，狓２，…，狓犱）表示决策空间Ω中任意的

解点狓是犱维决策向量，犳（狓）表示包含犿个相互冲

突且需最小化的目标函数向量．特别地，如果式（１）

中的决策变量数目超过１００，则式（１）中的 ＭＯＰ又

称为ＬＳＭＯＰ．正如式（１）所示，这里的ＬＳＭＯＰ默

认是不带约束条件的．

定义２．　Ｐａｒｅｔｏ支配．对于任何两个解狓和狔，

狓支配狔（记为犳（狓）犳（狔））当且仅当犳犻（狓）犳犻（狔）

（犻＝１，２，…，犿）∧犼∈（１：犿）：犳犼（狓）＜犳犼（狔）成立．

定义３．　非支配．对于任何两个解狓和狔，狓与

狔如果是非支配关系，当且仅当狓不支配狔且狔不

支配狓．

定义４．　Ｐａｒｅｔｏ最优解．狓是Ｐａｒｅｔｏ最优解当

且仅当决策空间Ω中不存在任何其他的解狔，使得

狔支配狓．

定义５．　Ｐａｒｅｔｏ解集．ＬＳＭＯＰ所有的Ｐａｒｅｔｏ

最优解构成Ｐａｒｅｔｏ解集（ＰａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌＳｅｔ，ＰＳ）．

定义６．　Ｐａｒｅｔｏ前沿．ＬＳＭＯＰ所有Ｐａｒｅｔｏ最

优解在目标空间的投影构成了Ｐａｒｅｔｏ前沿（Ｐａｒｅｔｏ

ｏｐｔｉｍａｌＦｒｏｎｔ，ＰＦ）．

定义７．　非劣解集．设狓是种群犘 的非劣解，

当且仅当犘中不存在其他的解狔，使得狔Ｐａｒｅｔｏ支

配狓．犘中所有非劣解狓组成的集合称为犘 的非劣

解集犖犇犛（ＮｏｎＤｏｍｉｎａｔｅｄＳｏｌｕｔｉｏｎＳｅｔ）．

定义８．　极端解．对于非劣解集ＮＤＳ，若狓∈

ＮＤＳ且在 ＮＤＳ的某一目标上不存在比狓还小的

解，则称狓为ＮＤＳ中的极端解．

２２　大规模函数和变量的相关概念

大规模函数优化经常涉及到对大规模决策变量

进行分组，其分组过程涉及到函数可分性概念．下面

是可分离函数的定义［１３］．

定义９．可分离函数．犳（狓）是可分离函数，当且仅

当狓中各决策变量狓犻（犻＝１，…，犱）均可独立地优化，即

ａｒｇｍｉｎ
（狓
１
，…，狓犱

）
犳（狓１，…，狓犱）＝［ａｒｇｍｉｎ

狓
１

犳（狓１，…，狓犻，…，狓犱），…，

ａｒｇｍｉｎ
狓犻

犳（狓１，…，狓犻，…，狓犱），…，ａｒｇｍｉｎ
狓犱

犳（狓１，…，狓犻，…，

狓犱）］成立．否则，犳（狓）称为不可分离函数．

相应地，如果犳（狓）中部分决策变量不能独立地

优化，则称其为部分可分离函数．极端情况下，犳（狓）

所有决策变量均不能独立地优化，而只能整体优化，

则称犳（狓）为完全不可分离函数．

两个变量如果能独立地优化，一般认为它们之

间没有交互性．迄今关于变量交互性的定义很多，以

下给出一种可量化且易于使用的定义［１３］．

定义１０．　变量交互性．ＬＳＭＯＰ中任意两个决

策变量狓犻和狓犼具有交互性，当且仅当存在决策向量

狓，以及实数犪１，犪２，犫１和犫２满足犳（狓）｜狓犻＝犪２，狓犼＝犫１＜

犳（狓）｜狓犻＝犪１，狓犼＝犫１∧犳（狓）｜狓犻＝犪２，狓犼＝犫２＞犳（狓）｜狓犻＝犪１，狓犼＝犫２．

这里犳（狓）｜狓犻＝犪２，狓犼＝犫１犳（狓１，…，狓犻－１，犪２，…，狓犼－１，

犫１，…，狓犱）．

２３　犔犛犕犗犈犃狊研究现状

近年来，随着各类ＬＳＭＯＰｓ不断涌现，研究者基

于不同的背景和视角提出了一些ＬＳＭＯＥＡｓ．根据

处理决策变量的方式可将这些算法分成如下类型：

（１）决策变量分组．这类方法主要包括随机分

组［２０］、差分分组［２１］和变量分析［２２］等．①随机分组利

用“分而治之”策略将大规模决策变量随机地分成若

干相同规模的组，然后轮流优化各组．该方法将一个

ＬＳＭＯＰ转化成若干较小规模的 ＭＯＰ，然后运用经

典的 ＭＯＥＡｓ解之．这种分组方法的优点是简单有

效且易于实现，不足之处在于：首先，它并未考虑变

量间的交互，倘若交互变量被分至不同组，算法将很
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难搜索到全局最优解．其次，它需要预设分组的规

模，不同的ＬＳＭＯＰ可能需要不同的规模，不便于使

用．最后，如果ＬＳＭＯＰ决策变量规模巨大，经过随

机分组后，它们仍可能是ＬＳＭＯＰ，难以根本上解决

问题；②差分分组．该方法通过检测将交互变量划

分至相同组，然后轮流优化各组．这类方法的优点

在于它无需预设分组规模，而且由于交互变量在同

组优化，有利于搜索全局最优解．但这种方法需开

销较多的计算资源用于变量检测．另外，由于变量的

交互性与具体的目标函数相关，因此差分分组用

于 ＭＯＰｓ要比ＳＯＰｓ（ＳｉｎｇｌｅＯｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

Ｐｒｏｂｌｅｍ）复杂得多；③变量分析．该方法通过分析

决策变量对ＬＳＭＯＰ目标函数的贡献（即收敛性和

多样性影响）进行分组，然后采用不同的优化策略优

化各组，以获得收敛性和多样性俱佳的解集．例如，

ＭＯＥＡ／ＤＶＡ
［１３］通过控制变量分析将决策变量分

成位置变量（与多样性相关）、距离变量（与收敛性相

关）和混合变量（与收敛性和多样性均有关），然后运

用差分分组方法对距离变量进一步分组，最后优化

各子组．ＭＯＥＡ／ＤＶＡ不足之处在于：它需要开销

较多的计算资源评估目标函数，使得算法优化问题

解的计算资源相对不足；此外，现实中的ＬＳＭＯＰｓ

通常含有大量的混合变量，ＭＯＥＡ／ＤＶＡ对混合变

量采用了与多样性变量相同的优化策略，致使其

不能很好地处理混合变量较多的 ＬＳＭＯＰｓ．针对

ＭＯＥＡ／ＤＶＡ的不足，ＬＭＥＡ
［１４］采用聚类方法将

ＬＳＭＯＰｓ的决策变量分成收敛性组和多样性组，并

运用不同的方法优化它们．较之 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ，

ＬＭＥＡ将混合变量进一步划分成收敛性组和多样

性组，实验结果表明其有利于改善收敛性和多样性．

但也应指出，ＬＭＥＡ中变量分解过程过于复杂且分

组效果并不稳定．

（２）降维的方法．ＬＳＭＯＥＡｓ对决策空间降维

实质是通过缩短解个体产生后代，而后代可在原决

策空间中复原和评估．亦即，算法只需在降维后的决

策空间寻优，从而缩小了搜索范围．代表性的方法包

括问题转化、问题重定义、缩小决策变量范围和降

维等．①问题转化．Ｚｉｌｌｅ等人
［７］提出一种加权优化

框架（ＷｅｉｇｈｔｅｄＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＦｒａｍｅｗｏｒｋ，ＷＯＦ），

该框架先将决策变量分组，然后每组变量关联一个

权重，亦即同组变量具有相同权重．如此便将对大

规模决策变量的优化转化成对较低维度的权重向

量的优化，实现了对搜索空间降维．但需指出，一

些ＬＳＭＯＰｓ的全局最优解可能是不同决策变量对

应不同的权重值，鉴于此，ＷＯＦ可能会丢失全局最

优解．另外，ＷＯＦ在转化策略上也比较依赖变量分

组技术．梁等人
［８］提出基于存档和权值扩展的大规

模多目标优化算法ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ．该算法基于大

规模决策变量与小规模权值变量之间的问题转化实

现求解．实验表明了该算法具有较好的性能；②问

题重定义．为提高ＬＳＭＯＥＡ的效率，ＬＳＭＯＦ
［２３］为

每个解定义两个权重变量，促使解个体在两个方向

搜索较优解．但根据ＫＫＴ条件，一个具有犿个目标

的 ＭＯＰ，其Ｐａｒｅｔｏ解集是（犿－１）维分段连续的流

形．因此对于具有犱维决策空间的ＬＳＭＯＰｓ，由于

犿犱，使得ＬＳＭＯＦ难以与（犿－１）维的Ｐａｒｅｔｏ解

集相交．另外，实践中选取合适的转化或重构函数亦

存在困难；③缩减决策变量范围．Ｚｏｕ等人
［２４］为有

效求解ＬＳＭＯＰｓ提出一种模糊决策变量框架ＦＤＶ

（ＦｕｚｚｙＤｅｃｉｓｉｏｎＶａｒｉａｂｌｅｓ）．实验表明ＦＤＶ方法可

显著改善一些ＭＯＥＡ算法的性能．但不同的ＬＳＭＯＰｓ

需要确定相应的最优参数值，使用不便；④降维技

术．通过计算决策变量相关性实现对决策空间降维．

例如ＲｅＭＯ
［２５］运用随机嵌入技术求解仅有少数变

量对目标函数有贡献的ＬＳＭＯＰｓ（即低有效维度问

题），效果明显．此外，由于机器学习具有强大的学习

能力，一些利用机器学习实现降维的方法也不断产

生，如基于神经网络的维度压缩［９］、基于模式挖掘的

降维方法［１０］等．

（３）基于学习的方法．这类方法不再将大规模

决策变量分组或降维，它运用新的变化算子产生

后代，或利用概率模型等产生后代．代表性方法包

括 ＭＯＥＡ／ＤＩＦＭ
［２６］、ＬＭＯＣＳＯ

［１１］、ＳｐａｒｓｅＥＡ
［２７］、

Ｓ３ＣＭＡＥＳ
［２８］等．实验表明，新型变化算子能在高

维决策空间较好地平衡勘探与开采能力，且能加快

收敛速度；另外，基于概率模型的方法能较好地逼近

Ｐａｒｅｔｏ解集．相较于传统的进化算法，基于学习的方

法在一定程度上能增强算法在决策空间搜索的效

率，但在高维决策空间其搜索效率仍需提高．

３　犔犛犕犗犈犃／犎犛算法

３１　黄金分层分组方法

为检测ＬＳＭＯＰ各决策变量的控制属性，一些

研究者对决策变量随机采样一定次数，然后根据

对应目标空间的分布判断变量的控制属性从而实

施分组．具体地，令狓犻为大规模决策向量狓（狓＝（狓１，

狓２，…，狓犱））中任一变量，在狓犻取值范围内对其随机

采样一定次数而保持其他变量值不变．通过考察抽

样解在目标空间分布情况判断变量的控制属性．迄
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今，一些算法利用不同的准则判断变量的控制

属性．例如，ＭＯＥＡ／ＤＶＡ
［１３］考察抽样解在目标空

间中非支配分层情况，如果分层后的最大非支配层

犉ｍａｘ等于１，则变量为多样性变量；若犉ｍａｘ等于抽样

次数，则变量为收敛性变量；否则变量为混合变量．

但需指出，现实中ＬＳＭＯＰｓ高度复杂，其决策变量

一般较难满足 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ 的准则，也就是说，

ＬＳＭＯＰｓ将有大量的决策变量被划入混合变量组．

而且 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ对混合变量采用与多样性变量

相同的优化策略，忽视了混合变量对收敛性的影响，

其在一定程度上影响了算法性能．

图１以ＵＦ１函数
［２９］为例，对变量狓１在其取值范

围内随机抽样１０次，然后对抽样解在目标空间执行

非支配分层，分层后获得的最大非支配层犉ｍａｘ＝６．

按照 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ的准则，狓１判为混合变量．但不

难发现，狓１对收敛性影响更大，若将其视为收敛性变

量将更利于改善算法性能．进一步地，如果能根据抽

样解在目标空间分布而将混合变量划分成收敛性变

量或多样性变量，则不仅能简化分组过程而且利于

改善算法性能．

图１　在ＵＦ１中对变量狓１随机抽样后划分非支配层

鉴于此，这里引入黄金分割点，提出一种黄金分

层分组方法，其将大规模决策变量分成收敛性组和

多样性组．具体地，设对变量狓犻随机抽样犖犇 次，抽

样解在目标空间形成的最大非支配层为犉ｍａｘ，以黄

金分割点犌（近似于０．６１８）为阈值，若 犖犇·犌 ＜

犉ｍａｘ，则狓犻判为收敛性变量；否则判为多样性变量．

近年来黄金比例方法已广泛应用于各种复杂系统的

优化中并取得了良好的效果［３０］，受此启发，这里将

黄金分割点作为变量分组的阈值．另外，本文的参数

实验也表明采用黄金分割点具有显著较优的效果．

图２以 ＷＦＧ７函数
［３１］为例解释黄金分层分组

方法．对 ＷＦＧ７函数的狓９和狓１０随机抽样１０次，根

据对应目标空间非支配分层的结果，狓９相应的最大

非支配层犉ｍａｘ为４（＜ １０·０．６１８ ），狓１０相应的最大

非支配层犉ｍａｘ为７（＞ １０·０．６１８ ）．根据黄金分层

分组方法，狓９判定为多样性变量，狓１０判定为收敛性

变量．实际上，图２也直观地反映出优化狓９可促使

解个体朝着多样性方向进化，而优化狓１０可促使解个

体朝着收敛性方向进化．

图２　在 ＷＦＧ７中变量对狓９和狓１０随机抽样并划分非支配层

算法１给出利用黄金分层分组方法划分大规模

决策变量的流程．第１步初始化收敛性集合和多样

性集合为空；第２至第１１步进入循环阶段．第３步

在当前种群中随机选择解个体狆；第４步对狆 的

当前变量随机抽样犖犇 次，产生子种群犛犘；第５步

利用ＴＥＮＳ非支配排序方法
［１４］在目标空间对犛犘

执行非支配分层，如｛１，２，…，犉ｍａｘ｝．如果犉ｍａｘ大于

犖犇·犌 ，则当前变量为收敛性变量；否则，判其为多

样性变量（第６至第１０步）．如此反复，直至全部的犱

维变量判定完毕．最后输出犆犞和犇犞（第１２步）．

算法１．　黄金分层分组方法犵狅犾犱犲狀＿犵狉狅狌狆．

输入：犱：ＬＳＭＯＰ决策变量数目，犖犇：对变量扰动的次

数，犌：黄金分割点，当前种群犘

输出：收敛性集合犆犞，多样性集合犇犞

１．初始化：犆犞＝，犇犞＝；

２．　ＦＯＲ犻＝１ＴＯ犱

３．　　在当前种群犘中随机选择解个体狆；

４．　　对解狆的第犻维变量狓犻随机抽样犖犇 次，产生

一个抽样子群犛犘犻；

５．　　对犛犘犻执行ＴＥＮＳ非支配排序，产生非支配层

｛１，２，…，犉ｍａｘ｝；

６．　　ＩＦ（犉ｍａｘ＞ 犖犇·犌 ）

７．　　　　犆犞＝犆犞∪｛狓犻｝；

８．　　ＥＬＳＥ

９．　　　　犇犞＝犇犞∪｛狓犻｝；

１０．　　ＥＮＤＩＦ

１１．　ＥＮＤＦＯＲ

１２．输出犆犞和犇犞．
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黄金分层分组方法将大规模决策变量分成收敛

性组和多样性组，避免了出现混合变量组．另外，与

ＬＭＥＡ采用聚类方法分组相比，黄金分层分组方法

更简洁．

３２　基于组的变量相关性检测方法

大规模决策变量经黄金分层分组后被划分成收

敛性组和多样性组．但现实中ＬＳＭＯＰｓ的收敛性变

量通常远多于多样性变量．也就是说，分组后的收敛

性变量仍可能是大规模的，其优化难度仍难以降低．

其次，收敛性组中变量可能存在交互性，如果将交互

变量分在同组内优化，则利于搜索问题最优解．最

后，对大规模变量进行交互性分析需耗费大量的计

算资源，使得用于优化问题解的计算资源相对不足．

有鉴于此，提出一种基于组的变量相关性检测方法，

利用其将收敛性组中具有交互关系的变量分至相同

子组，然后再对子组进行优化．这种检测方法的特点

是：（１）以变量组为单元进行检测；（２）若当前变量

与某变量组均值之间的相关系数低于某一阈值，则

忽略对该组所有变量的交互分析，节省大量计算开

销．显然，阈值的选取对检测方法的准确性十分重

要．Ｈｅｍｐｈｉｌｌ
［３２］研究表明，相关系数狉的绝对值在

０．８以上，一般认为变量间具有强相关性；相关系数

狉的绝对值在０．３到０．８之间，认为变量间有弱相

关性；相关系数狉的绝对值在０．３以下，认为变量间

无相关性．这里采用该研究成果将相关系数的阈值

设为０．３．

算法２给出了基于组的变量相关性检测方法的

流程．第１步从折半分组池中随机选取分组数犚，将

犆犞划分成犚 个规模大致相当的子组；第２至第１１

步为双重循环阶段．第４步计算当前变量狓犻与子组

犛犌犼均值之间的相关系数狉犻犼；第５步利用狆值判断

法进行相关系数显著性检验．算法采用狆＜０．０５的

条件表明在９５％的置信水平上接受假设狓犻与子组

犛犌犼均值之间具有相关性，且较显著；第６至第８步，

如果狆＜０．０５且｜狉犻犼｜＞０．３，则判定狓犻与犛犌犼具有相

关性，进而检测狓犻与犛犌犼中各变量间的交互性并更

新狉犲狊狌犾狋狊；否则，终止当前循环，检测下一子组．算法

最后输出变量交互结果狉犲狊狌犾狋狊．

算法２．　基于组的变量交互检测方法犻狀狋犲狉犪犮

狋犻狅狀＿狋犲狊狋＿犫犪狊犲犱＿犵狉狅狌狆．

输入：当前种群犘，收敛性集合犆犞

输出：变量交互结果狉犲狊狌犾狋狊

１．从分组池｛２，４，…，ｌｏｇ２｜犆犞｜ ｝中随机选取分组数

犚，将犆犞划分成规模大致相当的犚 个子组犛犌１，

犛犌２，…，犛犌犚；

２．ＦＯＲ犻＝１ＴＯ｜犆犞｜

３．　ＦＯＲ犼＝１ＴＯ犚

４．　　计算变量狓犻与子组犛犌犼的均值狓
－
犼之间的相关

系数狉犻犼；

５．　　利用狉犻犼进行显著性检验，计算狆值；

６．　　　ＩＦ（狆＜０．０５＆＆｜狉犻犼｜＞０．３）

７．　　　　利用文献［１３］中变量交互分析方法检查当

前变量狓犻与犛犌犼中各变量之间的交互性，

更新狉犲狊狌犾狋狊；

８．　　　ＥＬＳＥｃｏｎｔｉｎｕｅ；

９．　　　ＥＮＤＩＦ

１０．　ＥＮＤＦＯＲ

１１．ＥＮＤＦＯＲ

１２．输出狉犲狊狌犾狋狊．

３３　利用变量交互对收敛性变量分组

利用算法２获得的变量交互结果将犆犞中的变

量划分成不同子组，如此便可将困难的ＬＳＭＯＰｓ转

化成若干具有低维子组的优化问题．另外，由于

ＬＳＭＯＰｓ需要同时优化各目标函数，因此变量分组

时需要考虑变量对应不同目标函数的关系．这里利

用文献［１３］的方法，将变量交互综合成变量关联图，

在关联图中找出所有的极大连通子图，实现将交互

变量分至相同子组．

图３　以３目标的 ＭＯＰ为例，利用变量交互结果构建

极大连通子图实现子组划分的示意图

图３以３目标的 ＭＯＰ为例，示意了利用极大

连通子图划分子组．其中符号“

!”表示变量之间具

有交互性．不难发现，图３存在三个子组，即｛狓３，狓５，

狓８，狓９｝，｛狓４，狓６，狓７｝和｛狓１０｝．由于狓１和狓２是多样性

变量，因此它们不属于任何子组．当对各收敛性子组
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进行优化时，狓１和狓２的值保持不变．由于狓４和狓５属

于不同的极大连通子图，因此它们分属不同子组．狓５

和狓９属于相同子组是因为它们在同一极大连通子

图上，即狓９
犳１
狓３
犳１
狓８
犳２
狓５．

算法３给出了利用变量交互结果对收敛性变量

实施分组的过程．第１步从算法２的运行结果中获

得变量交互结果；第２步根据变量交互构建极大连

通子图，并利用子图对收敛性变量进行划分．

算法３．　利用变量交互结果对收敛性变量分

组犇犻狏犻犱犲犛狌犫犌狉狅狌狆＿犫犪狊犲犱＿犻狀狋犲狉犪犮狋犻狅狀．

输入：ＬＳＭＯＰ目标数犿，收敛性变量集犆犞，当前种群犘

输出：收敛性变量子组狊狌犫犵狉狅狌狆狊

１．从算法２获得收敛性变量集犆犞 中各变量的交互

结果；

２．利用变量交互结果构建收敛性变量关联图；

３．在关联图中搜索极大连通子图，将犆犞中的变量分

成不同子组狊狌犫犵狉狅狌狆狊；

４．输出狊狌犫犵狉狅狌狆狊．

不难发现，极大连通子图保证了子组内变量具

有最大程度的交互，子组间保持最小程度的交互．另

外，与ＳＯＰ相比，ＭＯＰ决策变量对应各目标函数的

关系通常是不相同的，最大连通子图总体上可刻画

大规模决策变量间的交互关系．

３４　优化收敛性子组

算法４以收敛性子组为单元，利用ＤＥ方法依

次优化各子组．第１步初始化下一代种群犙 为空；

第２步对当前种群犘 实施 ＴＥＮＳ排序分层；第３

步在目标空间中计算犘中各点到原点的欧氏距离；

第４至第１０步的循环体执行对各收敛性子组的优

化．其中第５步利用ＤＥ／ｒａｎｄ／１方法优化当前子组

狊狌犫犵狉狅狌狆犻，以获得规模为｜犘｜的子代种群犗犻；第６

步将种群犘和犗犻合并，然后采用ＴＥＮＳ排序
［１４］对

合并种群分层；第７步计算合并种群的个体离原点

的欧氏距离；第８步以非支配等级和距离为主要和

辅助准则实施环境选择，用犗犻中胜出个体代替犘 中

个体，并维持种群规模不变；第１０步更新下一代种

群犙，并输出之．

算法４的第５步利用ＤＥ生成后代，其原因在

于：首先，ＤＥ早期能在较大范围内搜索，具有较强

的全局优化能力；后期在个体的附近搜索，具有较强

的局部开采能力．这些特点契合了ＬＳＭＯＥＡｓ搜索

问题最优解的要求．其次，ＤＥ结构简单、控制参数

少且易于实现．最后，ＤＥ利用了种群的局部信息和

全局信息，将群体搜索与协同搜索结合以指导算法

搜索，具有较高的性能．

算法４． 优化收敛性变量子组狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀＿

犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲＿狊狌犫犵狉狅狌狆狊．

输入：当前种群犘，收敛性子组狊狌犫犵狉狅狌狆狊

输出：下一代种群犙

１．初始化下一代种群犙为空；

２．对当前种群犘进行ＴＥＮＳ排序分层；

３．在目标空间计算种群犘中各点到原点的欧氏距离；

４．ＦＯＲ犻＝１ＴＯ｜狊狌犫犵狉狅狌狆狊｜

５．　利用ＤＥ／ｒａｎｄ／１方法产生关联收敛性子组

狊狌犫犵狉狅狌狆狊［犻］中变量且规模为｜犘｜子代种群犗犻；

６．　将种群犘和犗犻合并，进行ＴＥＮＳ排序分层；

７．　计算合并后种群中各个体离原点的欧氏距离；

８．　以非支配等级和距离为准则，用犗犻中的解替代犘

中的解；

９．ＥＮＤＦＯＲ

１０．犙＝犘，输出犙．

３５　优化多样性变量组

算法５将多样性变量组视为整体进行优化．其流

程如下：第１步初始化下一代种群犙为空；第２步利

用ＤＥ／ｒａｎｄ／１算法产生关联犇犞 中变量的子种群

犗；第３步将种群犘和犗 合并，然后利用ＴＥＮＳ排

序方法将合并后的种群分层；第４步当前（犽－１）个

非支配层中所有个体的数目小于｜犘｜且前犽个非支

配层全部个体的数目大于｜犘｜时，选择将前（犽－１）

个非支配层上的个体悉数加入种群犙；第５步当种

群犙为空，首先选择将犉犽层上的极端解加入犙，然

后更新犉犽；第６步在目标空间计算合并种群犙∪犉犽

中任意两个解之间的角度；第７至第１０步依次从

犉犽中选择与犙 中个体具有最大的最小夹角的个体

加入犙，直至犙的规模达到｜犘｜为止．最后，输出下

一代种群犙．

算法５． 优化多样性变量集狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀＿犱犻狏犲狉

狊犻狋狔＿狊犲狋．

输入：当前种群犘，多样性变量集犇犞

输出：下一代种群犙

１．初始化下一代种群犙为空；

２．利用ＤＥ／ｒａｎｄ／１方法产生关联犇犞中变量且规模

为｜犘｜子代种群犗；

３．将种群犘和犗 合并，利用ＴＥＮＳ排序对合并后的

种群分层，获得非支配层｛犉１，犉２，…，犉犽｝；

４．将前（犽－１）个非支配层上的个体加入犙．这里犽是

满足｜犉１∪犉２∪…∪犉犽｜＞｜犘｜的最小值；

５．如果犙为空，选择将犉犽中极端解加入犙，且犉犽＝

犉犽／犙；

６．在目标空间计算合并种群犙∪犉犽中任意两个解之
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间的角度；

７．ＷＨＩＬＥ｜犙｜＜｜犘｜

８．　狆←ａｒｇｍａｘ
狓∈犉犽

ｍｉｎ
狔∈犙

［狓］［狔］；

９．　犙←犙∪｛狆｝；

１０．ＥＮＤＷＨＩＬＥ

１１．输出下一代种群犙．

算法５的第５步选择将犉犽的极端解加入下一代

种群，其目的在于增强种群的多样性．另外，在算法４

和５中都用到了非支配排序方法对种群进行分层，

因此非支配排序方法的计算效率会直接影响到算

法的效率．虽然已有多种不同的非支配方法，但它们

的时间复杂度大多高达犗（犕犖２）（犕 为目标数目，犖

为种群规模），而ＴＥＮＳ排序方法的时间复杂度仅为

犗（犕犖ｌｏｇ犖／ｌｏｇ犕）
［１４］，计算效率较高．因此，本文

利用ＴＥＮＳ排序方法实施分层以提高算法的效率．

３６　犔犛犕犗犈犃／犎犛主要框架

在前述３．１至３．５小节基础上，算法６给出了

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ主要框架．第１步初始化规模为犖的

种群犘；第２步利用黄金分层分组方法将大规模决策

变量划分成收敛性变量集犆犞和多样性变量集犇犞；

第３步对犆犞执行基于组的变量交互性检测，获得

收敛性变量交互结果狉犲狊狌犾狋狊；第４步根据狉犲狊狌犾狋狊，利

用算法３将犆犞中的变量划分成不同子组；第５步利

用算法４优化各收敛性子组；第６步利用算法５优化

多样性变量集．最后输出算法获得的最终种群犘．

算法６．　ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ主要框架．

输入：种群规模犖，大规模决策变量数目犱，目标函数的

数目犿，对变量随机抽样次数犖犇，黄金分割点犌

输出：最终解群犘

１．初始化规模为犖 的种群犘；

２．利用算法１的黄金分层分组方法划分大规模变量：

［犆犞，犇犞］←犵狅犾犱犲狀＿犵狉狅狌狆（犘，犱，犖犇，犌）；

３．利用算法２对犆犞执行基于组的变量交互检测：

狉犲狊狌犾狋狊←犻狀狋犲狉犪犮狋犻狅狀＿狋犲狊狋＿犫犪狊犲犱＿犵狉狅狌狆（犘，犆犞）；

４．根据狉犲狊狌犾狋狊，利用算法３划分子组：［狊狌犫犵狉狅狌狆狊］←

犇犻狏犻犱犲犛狌犫犌狉狅狌狆＿犫犪狊犲犱＿犻狀狋犲狉犪犮狋犻狅狀（犘，犿，犆犞）；

５．利用算法４优化各收敛性子组：

犘←狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀＿犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲＿狊狌犫犵狉狅狌狆狊（犘，狊狌犫犵狉狅狌狆狊）；

６．利用算法５优化多样性变量集：

犘←狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀＿犱犻狏犲狉狊犻狋狔＿狊犲狋（犘，犇犞）；

７．输出最终解群犘．

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ时间复杂度分析如下：设犖 表

示种群规模，犿表示ＬＳＭＯＰ的目标数，犖犇 表示对

某变量扰动的次数，决策空间维度为犱．第１步初始

化种群的时间复杂度为犗（犖犱）；第２步利用黄金

分层分组方法划分大规模决策变量所需时间为

犗（犱犿犖犇ｌｏｇ犖犇／ｌｏｇ犿）；第３步基于组的变量交互

检测的时间复杂度为犗（｜犆犞｜ｌｏｇ２｜犆犞｜）；第４步利

用第３步获得的变量交互信息对收敛性变量分组的

时间复杂度为犗（｜犆犞｜）；第５步优化各收敛子组的

时间复杂度取决于利用ＤＥ／ｒａｎｄ／１方法获得子代

种群，时间复杂度为犗（犖｜狊狌犫犵狉狅狌狆狊｜｜犆犞｜）；第６

步优化多样性变量集合的时间复杂度同样取决于

利用ＤＥ／ｒａｎｄ／１方法获得子代种群，其时间复杂度

为犗（犖｜犇犞｜）；第７步输出最终解群需要的时间复

杂度为犗（犖犿）．综上，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ时间复杂度为

犗（犖犱）＋犗（犱犿犖犇ｌｏｇ犖犇／ｌｏｇ犿）＋犗（｜犆犞｜ｌｏｇ２

｜犆犞｜）＋犗（｜犆犞｜）＋犗（犖｜狊狌犫犵狉狅狌狆狊｜｜犆犞｜）＋

犗（犖｜犇犞｜）＋犗（犖犿）＝犗（｜犆犞｜ｌｏｇ２｜犆犞｜）．

不难看出，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ时间复杂度取决于其

所采用的变量分组方法．这也说明了设计高效的变

量分组方法对基于变量分组的ＬＳＭＯＥＡｓ效率提

升至关重要．

４　实验与分析

４１　对比算法

为验证ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ的性能，这里选取近年

发展的５种大规模多目标进化算法 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ
［１３］、

ＬＭＥＡ
［１４］、ＬＭＯＣＳＯ

［１１］、ＬＭＯＥＡＤＳ
［１５］和ＩＭＭＯＥＡ／

Ｄ
［１６］为对比算法以测验本文算法性能．选取的原因

在于：（１）ＭＯＥＡ／ＤＶＡ 通过对变量实施扰动将变量

分为收敛性组、多样性组和混合组，然后利用不同的

方法优化收敛性子组和多样性变量（包括混合变

量），它是较早利用变量分析方法求解ＬＳＭＯＰｓ的

算法．而ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在变量划分策略和不同类

型变量的优化策略上与 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ有某些相似

之处；（２）ＬＭＥＡ利用聚类方法将变量分成收敛性

组和多样性组，然后分别采用不同的策略进行优化．

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ与ＬＭＥＡ具有相似的算法框架，二

者具有可比性；（３）ＬＭＯＣＳＯ是新近发展的一种利

用竞争粒子群算法求解ＬＳＭＯＰｓ的代表性算法，其

采用两阶段策略更新粒子位置能显著改善搜索效

率，算法高效；（４）ＬＭＯＥＡＤＳ亦为新近发展的一

种高效的ＬＳＭＯＥＡ，其利用多种不同算子或策略协

同优化和求解，这与ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ使用混合策略

求解ＬＳＭＯＰｓ具有相似之处；（５）ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ作

为一类基于学习的ＬＳＭＯＥＡｓ的代表参与算法性

能的比较．

４２　测试函数

为检验ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ的性能，选取２目标和

３目标的ＬＳＭＯＰ１～ＬＳＭＯＰ９基准问题测试算法
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的性能．究其原因：ＬＳＭＯＰ测试集是专门为研究大

规模多目标优化问题设计的一系列测试函数，它们

能刻画现实ＬＳＭＯＰｓ可能存在的一些难度特征，如

变量分组不均、变量与不同目标函数具有不同的相

关性，特别是位置变量与距离变量之间存在链接关

系等．上述特征使得ＬＳＭＯＰ测试集相比其它的测

试集具有更大的挑战性．表１列出了ＬＳＭＯＰ测试

集中各函数的Ｐａｒｅｔｏ前沿、适应度地势和目标函数

可分性等特征．

表１　基准犔犛犕犗犘测试集中各函数的特征

测试函数
Ｐａｒｅｔｏ

前沿特征

适应度

地势特征

目标函数的

可分性

ＬＳＭＯＰ１ 线性 单模态 可分

ＬＳＭＯＰ２ 线性 混合 部分可分

ＬＳＭＯＰ３ 线性 多模态 混合

ＬＳＭＯＰ４ 线性 混合 混合

ＬＳＭＯＰ５ 凹型 单模态 可分

ＬＳＭＯＰ６ 凹型 混合 部分可分

ＬＳＭＯＰ７ 凹型 多模态 混合

ＬＳＭＯＰ８ 凹型 混合 混合

ＬＳＭＯＰ９ 不连贯 混合 可分

４３　性能指标

为评估算法性能，这里采用超体积指标犎犞（Ｈｙｐ

ｅｒｖｏｌｕｍｅ）和反转世代距离犐犌犇（ＩｎｖｅｒｔｅｄＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌ

Ｄｉｓｔａｎｃｅ）两个常用的指标．其原因在于，犎犞和犐犌犇

均能同时度量近似解集的收敛性和多样性．

犎犞指标通过计算目标空间中被非劣解集覆

盖区域的大小来评估算法的性能．犎犞指标也称为

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，它在理论上具有良好的数学性质，即

在所有的一元指标中，犎犞是一种能够判定非支配解

集犡不比另一个非支配解集犢要差的方法，而且它

能与Ｐａｒｅｔｏ支配保持一致．对于一个近似Ｐａｒｅｔｏ解

集犃而言，其犎犞值计算如下：

犎犞＝Λ（∪
狆∈犃

｛狓｜狆狓狓狉犲犳｝） （２）

式（２）中，Λ为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，狓狉犲犳为参照点．对于２

目标问题，犎犞 是坐标区域的面积；对于３目标问

题，犎犞是三维空间构成的体积．通常，犎犞值越大，

表示解集的质量越高，亦即解集的收敛性与多样性

就越好．

犐犌犇指标度量了真实Ｐａｒｅｔｏ前沿到所获近似

Ｐａｒｅｔｏ解集之间的距离．由于实验中测试问题的真

实ＰＦ是已知的，通过在真实ＰＦ上均匀采集多样性

的解点，计算这些采样点到算法获得的近似Ｐａｒｅｔｏ

解集之间的距离则既能反映解集的收敛性又能反映

多样性．一般而言，犐犌犇 指标值越小，表示近似解集

的收敛性和多样性越好．假设犘 是测试问题真实

ＰＦ的代表性解集，犃 是算法获得的近似Ｐａｒｅｔｏ解

集，犐犌犇指标可利用式（３）进行计算：

犐犌犇（犃，犘）＝
１

｜犘｜∑
狘犘狘

犻＝１

犇犻狊狋犻 （３）

式（３）中，犇犻狊狋犻＝ｍｉｎ
｜犃｜

犼＝１ ∑
犿

犽＝１

犳犽（狆犻）－犳犽（犪犼）

犳
ｍａｘ

犽 －犳
ｍｉｎ（ ）
犽槡

２

为归

一化后的最小欧氏距离；犳
ｍａｘ

犽 和犳
ｍｉｎ

犽 分别表示集合犘

在第犽个目标上获得的最大值和最小值；狆犻∈犘，犻＝

１，２，…，｜犘｜；犪犼∈犃，犼＝１，２，…，｜犃｜．实验中对各测

试实例采样１００００个均匀分布的Ｐａｒｅｔｏ解点作为

真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的代表计算犐犌犇值．

４４　算法参数

实验部分所涉及的参数包括各算法共有参数和

特有参数，具体如下：

（１）共有参数．为公平比较起见，不同算法在相同

测试实例上执行相同的函数评估次数犉犈（Ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ）．各算法在不同测试实例上执行的代数

（犜）取决于评估次数和种群规模（犖），且满足犜＝

犉犈／犖．对于决策变量维度为２００、５００、１０００、２０００、

５０００的测试实例，实验设定的犉犈分别为５０００００、

１００００００、２００００００、４００００００和１０００００００．另外，由

于ＬＭＯＣＳＯ、ＬＭＯＥＡＤＳ和ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ算法均

利用两层生成方法产生一定数目的权重向量，因此

它们的种群规模需与权重向量保持一致．鉴于此，这

里对各算法在求解２目标和３目标的ＬＳＭＯＰｓ时

的种群规模统一设置为９２．各算法子代生成过程中

所用到的交叉算子ＳＢＸ变异算子ＰＭ 和差分进化

算子ＤＥ的参数设置如表２所示．

表２　子代生成算子参数设置

参数名 参数值

ＳＢＸ交叉的概率（狆犮） １．０

ＳＢＸ交叉的分布指数（η犮） ２０

ＰＭ的变异概率（狆犿） １／犱（犱为决策变量数目）

ＰＭ的分布指数（η犿） ２０

ＤＥ交叉概率（犆犚） １

缩放因子（犉） ０．５

（２）特有参数．各对比算法特有的参数按其原

始文献的建议值设置．比如，在 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ中，算

法的扰动次数犖犆犃＝２０，变量分析采样数犖犐犃＝６；

ＬＭＥＡ算法采样的个体数狀犛犲犾＝２，扰动次数狀犘犲狉＝

４，变量分析采样数狀犆狅狉＝６；ＬＭＯＣＳＯ算法中ＡＰＤ

的惩罚参数α取值为２；ＬＭＯＥＡＤＳ算法中每个搜

索方向随机生成解的个数取值为３０，聚类个数为

犕＋１０．ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ算法中参考向量的个数犓＝

１０，模型数量犔＝３．ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ对变量随机抽样

的次数犖犇设为２０．
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４５　统计方法

为减少随机因素对性能评估的影响，实验中

各算法在每个测试实例中均独立执行３０次（每次

使用不同的随机数种子）以获得犐犌犇 和犎犞 指标

的均值和方差．另外，实验利用显著水平为０．０５的

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验来分析各算法获得近似解集的

性能在统计意义上的差异．符号“＋”、“－”和“＝”分

别表示对比算法的犐犌犇值或犎犞 值明显优于、劣于

和无差别于ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ．

４６　实验环境

本文所有实验均在ＡＳＵＳＦＬ５６００ＬＰＣ上执行，

ＰＣ配置如下：（１）ＣＰＵ：ＡＭＤＡ１０８７００Ｐ；（２）１．８ＧＨｚ

主频；（３）８．０ＧＢ内存；（４）Ｗｉｎｄｏｗｓ７Ｘ６４位操作系

统．另外，所有算法均在ＰｌａｔＥＭＯ平台
［３３］上实现．

４７　实验结果与分析

实验１． 为验证黄金分层分组采用黄金分割点

（比例）之有效性，设计如下实验方案：根据文献［１３］

的研究，从目前广泛使用的 ＭＯＰ基准测试集中选

取一些含混合变量较多的函数，如 ＤＴＬＺ７、ＵＦ３、

ＵＦ４、ＵＦ６和 ＷＦＧ７等．对这些函数的变量随机抽

样２００次（即犖犇＝２００）．根据对应目标空间非支配

排序结果，设获得最大非支配层为犉ｍａｘ．实验１分别

检验黄金分层分组中当犉ｍａｘ大于０．２倍犖犇 的下

界、０．４倍犖犇的下界、犌倍犖犇 的下界（犌≈０．６１８）、

０．８倍犖犇 的下界以及犉ｍａｘ等于 犖犇 时这５种情

形，然后将它们所对应的分层分组方法分别嵌入到

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ以代替算法６中第２步黄金分层分

组方法，且保持算法其他步骤和执行参数不变．为表

示方便，这里将上述方案所构造出的ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

变种分别简记为 ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２）、ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ（０．４）、ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（犌）（即 ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ）、

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．８）和 ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（１）．表３给

出了五种算法在共计２５个测试实例上获得的犐犌犇

指标的均值和方差．

表３　五种算法在２５个测试实例上获得的犐犌犇均值与方差

测试

问题

变量

数目
ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２） ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．４） ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．８） ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（１） ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（犌）

３目标

ＤＴＬＺ７

２００ ２．１５０８ｅ－１（１．５０ｅ－２）－ １．０２４５ｅ－１（１．８１ｅ－２）－ １．０２０８ｅ－１（１．２１ｅ－２）－ １．０７５４ｅ－１（１．８２ｅ－２）－ ３．１６０９犲－２（１．００犲－３）

５００ ２．７１４８ｅ－１（２．７８ｅ－２）－ ７．４５７３ｅ－１（３．４８ｅ－２）－ ７．６９０５ｅ－１（３．８０ｅ－２）－ ８．２３８２ｅ－１（３．１３ｅ－２）－ １．０１９９犲－１（４．６７犲－３）

１０００ ８．２３９０ｅ－１（１．３７ｅ－２）－ ８．９０２１ｅ－１（２．７４ｅ－２）－ ８．９０７１ｅ－１（１．６９ｅ－２）－ ８．９６５３ｅ－１（２．０５ｅ－２）－ １．５４４６犲－１（６．１４犲－３）

２０００ ４．３０２６ｅ－１（３．５８ｅ－４）－ ４．７４４１ｅ－１（１．６２ｅ－３）－ ４．７１３５ｅ－１（４．０７ｅ－３）－ ４．６８９３ｅ－１（２．６３ｅ－３）－ ２．８６０３犲－２（２．１２犲－４）

５０００ ３．２０４８ｅ－１（６．９０ｅ－２）－ ３．８８００ｅ－１（２．８５ｅ－２）－ ２．８３３１ｅ－１（３．１１ｅ－１）＝ ７．６６７１ｅ－１（２．７１ｅ－２）－ １．３２３８犲－１（１．９７犲－２）

２目标

ＵＦ３

２００ １．３９８６ｅ－１（１．８９ｅ－２）－ １．３８７５ｅ－１（１．１２ｅ－２）－ ４．５５９２ｅ－２（２．１８ｅ－３）－ ４．４２６０ｅ－２（２．０６ｅ－３）－ ２．３３９２犲－２（１．５１犲－３）

５００ ７．３２１０ｅ－２（５．３１ｅ－３）－ ７．３０４１ｅ－２（４．０３ｅ－３）－ ３．４９４９ｅ－１（４．３０ｅ－２）－ ３．３９０５ｅ－１（４．４７ｅ－２）－ ３．８９５９犲－２（１．１１犲－３）

１０００ １．０２０３ｅ－１（１．９２ｅ－２）－ １．１４６９ｅ－１（２．３４ｅ－２）－ ４．８７９３ｅ－２（５．００ｅ－４）－ ４．９０４９ｅ－２（６．９９ｅ－４）－ １．２７５０犲－２（２．０６犲－４）

２０００ １．８１５０ｅ－１（２．３５ｅ－２）－ １．６８０７ｅ－１（５．５８ｅ－３）－ １．５９３５ｅ－２（５．５５ｅ－５）－ ２．５８９９ｅ－１（３．００ｅ－２）－ １．５８２０犲－２（３．４７犲－５）

５０００ １．０７４６ｅ－１（２．１０ｅ－２）－ １．３１０６ｅ－１（２．０４ｅ－２）－ １．８０８３ｅ－１（１．１４ｅ－２）－ ２．００３７ｅ－１（１．４４ｅ－２）－ ２．８６２４犲－２（２．１１犲－４）

２目标

ＵＦ４

２００ ４．１３１９ｅ－２（１．５２ｅ－４）－ ４．１４６２ｅ－２（２．０２ｅ－４）－ ４．１７１１ｅ－２（２．４５ｅ－４）－ ４．１６５８ｅ－２（３．７６ｅ－４）－ ３．７９５５犲－２（２．５４犲－４）

５００ １．２３４８ｅ－１（１．００ｅ－３）－ ２．７６５６ｅ－１（３．５２ｅ－１）－ １．２３０１ｅ－１（１．６４ｅ－３）－ １．２２３８ｅ－１（１．８１ｅ－３）－ ３．６７４９犲－２（１．２１犲－４）

１０００ １．３９５７ｅ－１（１．７０ｅ－２）－ １．６８３２ｅ－１（１．７６ｅ－２）－ ５．１７２６ｅ－２（９．９０ｅ－５）－ １．９３５９ｅ－１（１．１２ｅ－２）－ ５．１４９７犲－２（１．５２犲－４）

２０００ ７．８１２２ｅ－１（２．６７ｅ－２）－ ３．７８００ｅ－２（２．５２ｅ－５）－ ３．７８０３ｅ－２（３．３０ｅ－６）－ ３．７７６８ｅ－２（４．２７ｅ－７）＝ ３．７７６７犲－２（４．８７犲－６）

５０００ ８．３５４６ｅ－１（１．８５ｅ－１）－ ９．０４４８ｅ－１（３．８２ｅ－１）－ ７．７９９０ｅ－１（４．７１ｅ－２）－ ７．８５９３ｅ－１（５．６１ｅ－２）－ ２．８７６１犲－２（６．９７犲－４）

２目标

ＵＦ６

２００ ４．２８５４ｅ－１（４．３５ｅ－２）－ ７．０９４３ｅ－２（１．８５ｅ－３）－ ７．０４６０ｅ－２（１．０１ｅ－３）－ ７．０５２７ｅ－２（１．４５ｅ－３）－ ５．０１５３犲－２（８．３３犲－４）

５００ １．９８１５ｅ－１（３．１６ｅ－２）－ ７．７３６５ｅ－１（１．５６ｅ－２）－ ８．１９３６ｅ－１（２．２１ｅ－２）－ ８．３２７３ｅ－１（２．７９ｅ－２）－ ６．６２０１犲－２（１．５８犲－３）

１０００ １．６２６１ｅ－１（２．９１ｅ－３）－ １．６７６０ｅ－１（３．９０ｅ－３）－ １．６７０９ｅ－１（３．６１ｅ－３）－ １．６５５７ｅ－１（３．０５ｅ－３）－ ９．４１５４犲－２（１．０２犲－２）

２０００ ８．３４５９ｅ－１（３．０３ｅ－２）－ １．２３１２ｅ－１（１．１５ｅ－３）－ ４．５３０３ｅ－２（１．４３ｅ－４）－ ４．５４０７ｅ－２（２．４４ｅ－４）－ ４．４８５３犲－２（１．３２犲－４）

５０００ １．２２２２ｅ－１（１．４５ｅ－３）－ １．２１４８ｅ－１（１．７９ｅ－３）－ ８．０２１１ｅ－１（５．７８ｅ－２）－ ８．１９３７ｅ－１（１．０４ｅ－２）－ １．５０９９犲－２（６．１９犲－４）

３目标

ＷＦＧ７

２００ ２．４４８０犲－２（３．２５犲－４）＋ ２．７３８０ｅ－１（４．８９ｅ－２）－ ３．９８２６ｅ－１（７．９６ｅ－２）－ ３．１５２３ｅ－１（６．７４ｅ－２）－ ９．４９５４ｅ－２（２．７２ｅ－２）

５００ ２．９４７４犲－２（４．０６犲－５）＋ ２．４０７２ｅ－１（２．２６ｅ－２）－ ５．０４９４ｅ－１（９．６８ｅ－２）－ ４．３６３８ｅ－１（２．０１ｅ－１）－ １．２１７２ｅ－１（２．８３ｅ－３）

１０００ ２．９５５７ｅ－２（７．８６ｅ－５）－ ２．５０１８ｅ－１（５．２７ｅ－２）－ ５．４４２１ｅ－１（８．４１ｅ－２）－ ３．５６３６ｅ－１（６．５１ｅ－２）－ ２．９３８９犲－２（５．１０犲－５）

２０００ ２．３３１４ｅ－１（４．４７ｅ－３）－ ２．３３６４ｅ－１（９．１２ｅ－４）－ ３．６４０４ｅ－１（１．３９ｅ－１）－ ２．８７２９ｅ－１（１．５４ｅ－２）－ ２．８９２２犲－２（１．０６犲－４）

５０００ ８．６４１３ｅ－１（３．２７ｅ－２）－ ８．５９８６ｅ－１（４．３９ｅ－２）－ ８．２２０３ｅ－１（１．４１ｅ－２）－ ８．４４８４ｅ－１（３．２６ｅ－２）－ ４．３８８２犲－２（３．２１犲－３）

＋／－／＝ ２／２３／０ ０／２５／０ ０／２４／１ ０／２４／１ —

表３给出了 ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２）、ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ（０．４）、ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（犌）、ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．８）

和ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（１）这五种算法在３目标ＤＴＬＺ７、

２目标ＵＦ３、２目标ＵＦ４、２目标ＵＦ６和３目标ＷＦＧ７

测试问题共计２５个测试实例上所获得的犐犌犇均值

与方差．从各算法获得的最佳犐犌犇均值的数目来看，

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（犌）、ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２）分别获得

２３个和２个，其余３种算法变种均未获得任何最佳的
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犐犌犇均值．另外，从表３的 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验结果

看ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（犌）相对于ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２）、

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．４）、ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．８）和ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ（１）而言，其获得的净胜分（得“＋”与得“－”的

测试实例个数之差，下同）分别为２１、２５、２４和２４．

总体上，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（犌）的性能在含混合变量较

多的函数上要极显著地优于其它四种对比算法，而

仅在２００和５００维的３目标 ＷＦＧ７测试实例上要

劣于ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２）．究其原因，对于２００和５００

维的３目标ＷＦＧ７测试实例，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２）

在进化早期即可获得分布均匀的解集，算法将多数

混合变量判定为收敛性变量有利于改善算法的收敛

性．在上述因素共同作用下ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（０．２）在这

两个实例上的获得的性能要优于ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ（犌）．

但随着决策变量数目增至１０００和５０００时，ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ（犌）算法表现出比其他算法更好的性能，表明在

更大规模决策空间中黄金分割点（比例）能准确地对

变量实施分组并能平衡算法的收敛性和多样性，使

得算法能获得显著较优的性能．综上，实验１表明采

用基于黄金分割点的分层分组方法是有效的．

实验２．　ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ主要部件包括黄金分

层分组和基于组的变量相关性检测两个核心部件．为

独立验证这两个策略的有效性，这里构造３个对比算

法，分别命名为ＬＳＭＯＥＡ、ＬＳＭＯＥＡＧ、ＬＳＭＯＥＡ

ＩＴ，构造方法如下：（１）ＬＳＭＯＥＡ是在ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ中移除其中的黄金分层分组和基于组的相关性

检测两个核心部件，取而代之将全部决策变量视为

整体优化，不考虑变量交互，且保持算法其他部分不

变；（２）ＬＳＭＯＥＡＧ是在ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ中移除基

于组的变量相关性检测部件，其他的部分保持不变；

（３）ＬＳＭＯＥＡＩＴ是在ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ中移除黄金

分层分组方法而其他的部分不变．实验在２目标和

３目标的ＬＳＭＯＰ测试集共计１８个实例上进行实

验，各实例的决策变量数目设为１０００．这里考察各算

法在每个实例上独立运行３０次获得的犐犌犇均值和

方差．表４给出了ＬＳＭＯＥＡ、ＬＳＭＯＥＡＧ、ＬＳＭＯＥＡ

ＩＴ和ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在１８个１０００维的ＬＳＭＯＰ测试

实例上获得的犐犌犇均值和方差．

表４　四种算法在１０００维的犔犛犕犗犘系列测试问题上获得的犐犌犇均值和方差

测试问题 目标数目 ＬＳＭＯＥＡ ＬＳＭＯＥＡＧ ＬＳＭＯＥＡＩＴ ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

ＬＳＭＯＰ１
２ ５．５０６９ｅ－１（３．１１ｅ－１）－ ３．８１１１ｅ－１（６．４８ｅ－３）－ ６．６６４６ｅ－１（２．９７ｅ－２）－ ４．４７３５犲－２（２．３１犲－３）

３ ７．５４４７ｅ－１（１．２１ｅ－２）－ ８．９９９８ｅ－１（１．０５ｅ－１）－ ８．８０４３ｅ－１（８．４４ｅ－１）－ ７．２２６９犲－２（３．８１犲－３）

ＬＳＭＯＰ２
２ ７．１５１４ｅ－１（４．３０ｅ－４）－ ３．６３６９ｅ－２（４．１６ｅ－４）－ ６．４０３０ｅ－２（１．７２ｅ－２）－ ３．３７４２犲－２（６．５５犲－４）

３ ５．１９０２ｅ－１（２．２１ｅ－２）－ ５．１６９８犲－２（７．８８犲－４）＋ ２．３５２９ｅ－１（５．１８ｅ－２）－ ５．８７９４ｅ－２（２．１８ｅ－３）

ＬＳＭＯＰ３
２ ２．２１９８ｅ＋１（６．６９ｅ－１）－ ２．４１６３ｅ＋０（１．４５ｅ＋０）＝ ７．１５８２ｅ＋０（３．９２ｅ－１）－ ２．２８６８犲＋０（１．０２犲＋０）

３ ８．７００２ｅ＋０（１．８５ｅ＋０）－ １．０１１２ｅ＋１（１．６８ｅ＋０）－ ３．６５４２ｅ＋０（１．３４ｅ－１）－ １．３６１６犲＋０（８．４１犲－２）

ＬＳＭＯＰ４
２ ７．１６２９ｅ－１（９．４０ｅ－４）－ ４．９１６７ｅ－２（６．１４ｅ－４）－ ５．６８５７ｅ－２（１．１９ｅ－２）－ １．５４３９犲－２（５．９８犲－４）

３ ８．６４４４ｅ－１（９．３３ｅ－３）－ ９．２１９９ｅ－２（１．１６ｅ－３）－ １．３８９７ｅ－１（１．１８ｅ－２）－ ６．１２０２犲－２（３．７５犲－３）

ＬＳＭＯＰ５
２ １．２６６４ｅ＋０（１．０６ｅ＋０）－ ５．７７７３ｅ－１（１．７７ｅ－２）－ １．４１５０ｅ＋０（９．４６ｅ－２）－ １．２６９１犲－１（１．１０犲－２）

３ ９．７６７１ｅ－１（１．８０ｅ－２）－ １．８２０８ｅ＋０（４．９１ｅ－１）－ １．２５９５ｅ＋０（７．５５ｅ－２）－ ２．０３０３犲－１（１．６８犲－２）

ＬＳＭＯＰ６
２ ７．５２０８ｅ－１（２．６５ｅ－４）－ ４．５２５２ｅ－１（３．４７ｅ－２）＝ ７．７１５１ｅ－１（２．８５ｅ－４）－ ４．５１０３犲－１（１．０１犲－２）

３ ３．３７０３ｅ＋２（９．３０ｅ＋１）－ ３．３２２９ｅ＋１（２．４１ｅ＋１）－ ３．８７２８犲＋０（４．５７犲－１）＋ ５．３３２６ｅ＋０（３．４２ｅ－１）

ＬＳＭＯＰ７
２ ５．０７９６ｅ＋１（４．３５ｅ＋０）－ １．７８１５犲＋０（１．７２犲－１）＋ １．４２７９ｅ＋３（２．２３ｅ＋２）－ １．２３９９ｅ＋１（２．０４ｅ＋０）

３ １．０４９１ｅ＋０（５．７２ｅ－３）－ １．１０２２ｅ＋０（４．６９ｅ－３）－ １．００４０ｅ＋０（２．６７ｅ－３）－ ７．６８５５犲－１（１．５２犲－１）

ＬＳＭＯＰ８
２ ６．６４２２ｅ－１（１．５６ｅ－２）－ ３．３０２１ｅ－１（４．３０ｅ－２）－ １．２０５０ｅ＋０（８．９３ｅ－２）－ ６．６０７５犲－２（３．９６犲－３）

３ ９．５１１９ｅ－１（５．５１ｅ－４）－ ９．５６８４ｅ－１（１．６３ｅ－４）－ ５．９３８２ｅ－１（１．７８ｅ－２）－ １．３８８９犲－１（１．０２犲－２）

ＬＳＭＯＰ９
２ ９．３４１５ｅ－１（９．９２ｅ－３）－ ３．３６０３ｅ－１（６．４３ｅ－２）－ １．６１１５ｅ＋０（３．２３ｅ－１）－ １．１４６４犲－１（２．０８犲－２）

３ １．２８９３ｅ＋０（６．６３ｅ－１）－ ６．９６８６ｅ＋０（５．２３ｅ＋０）－ ５．７２７９ｅ＋０（８．７０ｅ－１）－ ２．８４０６犲－１（２．７５犲－２）

＋／－／＝ ０／１８／０ ２／１４／２ １／１７／０ —

从表４可知，在全部１８个测试实例上ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ、ＬＳＭＯＥＡＧ、ＬＳＭＯＥＡＩＴ和ＬＳＭＯＥＡ 获得

最佳的犐犌犇均值分别为１５、２、１、０．另外，从表４的

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验结果来看，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ相对

于ＬＳＭＯＥＡＧ、ＬＳＭＯＥＡＩＴ、ＬＳＭＯＥＡ的净胜分

分别为１２、１６和１８．不难看出，采用黄金分层分组和

基于组的相关性检测策略的ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ其性能

要显著地优于仅采用黄金分层分组或基于组的相关

性检测策略的算法，抑或不使用这两种方法中任何

一种策略的算法．由此表明采用黄金分层分组方法

和基于组的相关性检测相混合的策略是有效的且两

策略间具有较强的协合作用．另外，ＬＳＭＯＥＡＧ和

ＬＳＭＯＥＡＩＴ的性能在一定程度上要好于ＬＳＭＯＥＡ，

也表明了黄金分层分组方法和基于组的相关性检

９７１期 谢承旺等：一种采用混合策略的大规模多目标进化算法



测方法是有效的．但需指出，ＬＳＭＯＥＡＩＴ相对于

ＬＳＭＯＥＡ的优势不甚明显，其原因在于：ＬＳＭＯＥＡ

ＩＴ在进化前期需要对所有决策变量执行基于组的

变量相关性检测，需要耗费较大数目的函数评估，使

得优化解群的资源相对变少，而ＬＳＭＯＥＡ无需执

行变量相关性检测，所有资源均用于解群优化．

实验３． 为检验各算法在２目标ＬＳＭＯＰ系列

测试问题上的性能，将它们在４５个２目标ＬＳＭＯＰ

测试实例上进行犐犌犇和犎犞 性能实验．表５和表６

分别给出了各算法在全部测试实例上获得的犐犌犇

和犎犞 值统计结果（均值和标准差），表中每个实例

算法中的最好结果加粗突出显示．

表５和表６分别列出了各算法在ＬＳＭＯＰ系列

４５个２目标测试实例上的犐犌犇值和犎犞 值统计结

果．可以看出，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在绝大部分测试实例

上取得了最佳的犐犌犇值和犎犞 值，说明其所采用的

黄金分层分组和基于组的变量相关性检测方法在

２目标的ＬＳＭＯＰ上具有总体上的性能优势．ＭＯＥＡ／

ＤＶＡ、ＬＭＥＡ和ＬＭＯＣＳＯ在各测试实例上的性能

表现明显不如其他算法，说明仅采用变量分组、聚类

表５　六种算法在犔犛犕犗犘１～犔犛犕犗犘９的２目标问题上获得的犐犌犇值统计结果（均值和标准差）

测试

问题

变量

数目
ＭＯＥＡ／ＤＶＡ ＬＭＥＡ ＬＭＯＣＳＯ ＬＭＯＥＡＤＳ ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

ＬＳＭＯＰ１

２００１．７６０９ｅ－１（１．３０ｅ－２）－ ２．０７８７ｅ－１（７．６５ｅ－３）－ ２．７２３１ｅ－１（９．９０ｅ－３）－ １．６８４３ｅ－１（３．７５ｅ－３）－ １．３２２７ｅ－１（４．４８ｅ－２）－ ３．３２５３犲－２（１．８７犲－３）

５００６．７９０１ｅ－２（７．４６ｅ－４）－ １．６４０１ｅ－１（７．８６ｅ－２）－ ３．０５３２ｅ－１（４．２５ｅ－２）－ １．８４１９ｅ－１（３．２４ｅ－３）－ １．９１５１ｅ－１（５．７６ｅ－２）－ ２．４４４２犲－２（２．６３犲－３）

１０００４．８８９９ｅ－２（４．６７ｅ－３）－ １．５２７１ｅ－１（６．８１ｅ－２）－ ２．３０７８ｅ－１（６．１４ｅ－２）－ １．５６０９ｅ－１（９．４０ｅ－４）－ １．８１９１ｅ－１（４．３０ｅ－２）－ １．１３５８犲－２（４．９５犲－４）

２０００１．０２５９ｅ－１（２．９４ｅ－３）－ ６．０９９０ｅ＋０（３．６６ｅ＋０）－ ３．７７６８ｅ－１（９．２９ｅ－２）－ ２．０７２４ｅ－１（４．６６ｅ－３）－ ３．３０２０ｅ－１（７．７７ｅ－２）－ ２．５１１２犲－２（１．０６犲－３）

５０００８．６２５３ｅ－１（３．５２ｅ－２）－ １．４７４３ｅ＋１（１．９３ｅ＋１）－ ７．６５９２ｅ－１（２．５１ｅ－３）－ １．７４８７ｅ－１（１．９７ｅ－３）－ １．１０５８ｅ－１（３．７２ｅ－２）－ ３．１１２５犲－２（１．９７犲－３）

ＬＳＭＯＰ２

２００１．３６６８ｅ－１（６．９１ｅ－４）－ １．１８８１ｅ－１（１．８３ｅ－２）－ ８．８２４２ｅ－２（９．８５ｅ－４）－ ２．５２５３ｅ－２（１．０７ｅ－３）－ １．２５９５ｅ－１（５．６６ｅ－３）－ １．６７５５犲－２（５．５５犲－４）

５００６．１６８２ｅ－２（４．３３ｅ－４）－ ６．４９６２ｅ－２（７．２０ｅ－３）－ ４．１３６３ｅ－２（５．９８ｅ－４）－ １．２８４９ｅ－２（２．３８ｅ－４）－ ５．９０３６ｅ－２（４．１２ｅ－４）－ １．１６４０犲－２（３．０４犲－４）

１０００９．６８５９ｅ－２（８．８３ｅ－４）－ ７．８１９３ｅ－２（３．２７ｅ－２）－ ４．３４７９ｅ－２（５．０４ｅ－３）－ １．７３１０ｅ－２（２．６２ｅ－４）－ ８．７３２９ｅ－２（１．０５ｅ－３）－ ８．１１６２犲－３（４．４５犲－４）

２０００１．８９７２ｅ－２（４．８６ｅ－４）－ ２．２８１６ｅ－２（２．５８ｅ－４）－ １．８９７１ｅ－２（２．５５ｅ－４）－ ３．５５３５ｅ－２（１．２５ｅ－３）－ ２．２６７５ｅ－２（３．３０ｅ－３）－ １．２９１９犲－２（１．４３犲－４）

５０００７．５２８２ｅ－２（２．７６ｅ－４）－ ７．９０４４ｅ－２（１．０８ｅ－２）－ ４．９０４７ｅ－２（６．５７ｅ－４）－ １．５１６８ｅ－２（３．４８ｅ－４）－ ７．０１４６ｅ－２（５．４４ｅ－４）－ １．０８６０犲－２（２．６１犲－４）

ＬＳＭＯＰ３

２００５．０２５４ｅ＋０（２．５３ｅ＋０）－ １．４３９４ｅ＋１（８．１９ｅ＋０）－ ８．３３９５ｅ－１（１．０８ｅ－１）－ １．５０３７ｅ＋０（１．４４ｅ－２）－ １．６４５３犲－１（３．７３犲－３）＋ ５．０５７３ｅ－１（５．３９ｅ－３）

５００２．１３９０ｅ＋０（２．１３ｅ－１）－ ９．２１９９ｅ＋２（６．４０ｅ＋２）－ １．５５１８ｅ＋０（７．８６ｅ－１）－ １．５５９３ｅ＋０（８．２４ｅ－４）－ １．７５９６犲－１（３．８１犲－３）＋ ５．４３９７ｅ－１（７．０９ｅ－２）

１０００２．８６３２ｅ＋０（５．０４ｅ－１）－ ８．５１６１ｅ＋２（１．４０ｅ＋３）－ １．０３４３ｅ＋０（１．５５ｅ－１）－ １．５２３０ｅ＋０（８．４８ｅ－３）－ ５．０２１３犲－１（９．７２犲－４）＋ ６．８９３５ｅ－１（１．７５ｅ－２）

２０００２．８３２３ｅ＋０（３．３２ｅ－１）－ １．７７９０ｅ＋３（１．１５ｅ＋３）－ １．９４５９ｅ＋０（６．３７ｅ－１）＝ ２．７５７２ｅ＋０（１．５０ｅ－１）－ ７．６２３７犲－１（２．７８犲－３）＋ １．５６９０ｅ＋０（３．９７ｅ－４）

５０００２．９３８３ｅ＋０（２．４８ｅ－１）－ １．２２８８ｅ＋３（８．０３ｅ＋２）－ ２．９５０７ｅ＋０（２．８３ｅ－１）－ １．５４８９ｅ＋０（３．６８ｅ－３）＝ ５．０１８０犲－１（１．０２犲－３）＋ １．２５１３ｅ＋０（５．８５ｅ－１）

ＬＳＭＯＰ４

２００８．８４９８ｅ－２（２．９５ｅ－３）－ １．１６７１ｅ－１（４．４４ｅ－３）－ ７．７３４１ｅ－２（１．５７ｅ－２）－ ５．９３０３ｅ－２（６．８６ｅ－３）－ ５．８８３４ｅ－２（４．５９ｅ－３）－ ２．３９３９犲－２（１．２６犲－３）

５００３．３４４８ｅ－２（１．０５ｅ－３）－ １．２４６７ｅ－１（２．３５ｅ－２）－ ５．８５９６ｅ－２（４．４３ｅ－３）－ ３．６２６２ｅ－２（７．２７ｅ－４）－ ２．５３８１ｅ－２（１．２０ｅ－３）－ １．８２２５犲－２（１．１１犲－３）

１０００３．７４３６ｅ－２（５．９４ｅ－３）－ ４．９８２８ｅ－２（１．２０ｅ－３）－ ３．３８９９ｅ－２（１．０７ｅ－３）－ ２．９２９２ｅ－２（２．２８ｅ－３）－ ６．９３０８ｅ－２（５．６０ｅ－３）－ １．４１２１犲－２（１．９８犲－３）

２０００４．２２１０ｅ－２（１．００ｅ－３）－ ４．４６６０ｅ－２（８．３６ｅ－５）－ ２．１７７８ｅ－２（３．７０ｅ－４）－ ２．７９１０ｅ－２（３．８３ｅ－３）－ ２．１７８８ｅ－２（１．６５ｅ－３）－ １．２６４８犲－２（２．０２犲－４）

５０００４．６０４０ｅ－２（３．５５ｅ－４）－ １．４８９１ｅ－１（２．９８ｅ－２）－ ４．７９９４ｅ－２（３．２１ｅ－３）－ ３．９０６６ｅ－２（２．６６ｅ－３）－ ３．７３０１ｅ－２（４．４８ｅ－３）－ １．７９３２犲－２（６．４３犲－４）

ＬＳＭＯＰ５

２００４．５７５４ｅ－１（２．３１ｅ－２）－ ５．５５５７ｅ－１（１．０７ｅ－１）－ ３．７５４７ｅ－１（７．２０ｅ－３）－ ２．６１３４ｅ－１（２．５９ｅ－２）－ ２．５７４４ｅ－１（６．７０ｅ－２）－ ７．３５８６犲－２（１．２２犲－２）

５００１．９３４８ｅ－１（３．７４ｅ－３）－ ３．０１８４ｅ－１（１．２５ｅ－１）－ ４．９４５２ｅ－１（１．６５ｅ－１）－ ３．６６７８ｅ－１（１．６３ｅ－２）－ ２．７４２８ｅ－１（１．２１ｅ－１）－ ５．５１６７犲－２（９．２１犲－３）

１０００６．０９９０ｅ－２（４．３２ｅ－３）－ ４．８６６９ｅ－１（１．０４ｅ－１）－ ４．６４９２ｅ－１（１．８５ｅ－１）－ １．４３１８ｅ－１（５．７９ｅ－２）－ ２．６７０７ｅ－１（１．３３ｅ－１）－ ２．７０５３犲－２（３．８８犲－３）

２０００３．７１１６ｅ－１（６．６６ｅ－３）－ １．０２６０ｅ＋１（３．２９ｅ－１）－ ３．８４３２ｅ－１（２．７８ｅ－２）－ ４．７５６４ｅ－１（３．０７ｅ－１）－ ２．０６８２ｅ－１（１．１０ｅ－１）－ ６．１４１６犲－２（２．００犲－３）

５０００７．７６２３ｅ－１（２．９８ｅ－１）－ ４．９３９８ｅ＋１（３．８４ｅ＋０）－ ７．８４８４ｅ－１（３．３６ｅ－２）－ １．９３９８ｅ－１（７．７４ｅ－２）－ ５．５３５５ｅ－１（１．２８ｅ－１）－ ３．４８８３犲－２（１．４２犲－２）

ＬＳＭＯＰ６

２００２．３５３５ｅ＋０（１．１５ｅ＋０）－ １．４５０２ｅ＋０（１．０３ｅ＋０）－ ７．７３４８ｅ－１（６．７３ｅ－３）－ ８．０９５１犲－２（６．２５犲－３）＋ ３．４３６５ｅ－１（６．５３ｅ－３）－ ２．９６０３ｅ－１（１．９４ｅ－２）

５００７．３６６８ｅ＋０（６．４３ｅ＋０）－ ６．３６２５ｅ＋１（１．２４ｅ＋２）－ ７．６２６２ｅ－１（２．８５ｅ－３）－ ５．７３２１犲－２（８．９２犲－３）＋ ５．５３１７ｅ－１（４．１７ｅ－２）－ ３．２５１１ｅ－１（１．４５ｅ－２）

１０００２．５１３１ｅ＋０（２．２７ｅ＋０）－ ４．３５７４ｅ＋１（２．８０ｅ＋１）－ ７．６８９２ｅ－１（１．０７ｅ－２）－ ８．０８７５犲－２（２．０４犲－２）＋ ５．９８０１ｅ－１（９．８１ｅ－２）－ ２．５９２３ｅ－１（５．５４ｅ－２）

２０００７．９７９７ｅ＋０（３．０８ｅ＋０）－ ４．６１４８ｅ＋１（１．４７ｅ＋１）－ ７．７３５７ｅ－１（２．７１ｅ－２）－ ３．１８４８ｅ－１（６．５２ｅ－３）－ ５．１５６９ｅ－１（１．３２ｅ－１）－ １．９５０８犲－１（２．１５犲－３）

５０００８．１４９３ｅ＋０（２．４７ｅ＋０）－ ２．２６１８ｅ＋１（１．１５ｅ＋１）－ ７．４５６５ｅ－１（４．３９ｅ－２）－ ２．８５０１ｅ－１（５．２５ｅ－２）－ ４．３６４２ｅ－１（４．５５ｅ－２）－ １．０７６６犲－１（４．８５犲－３）

ＬＳＭＯＰ７

２００２．２４２７ｅ＋１（８．７９ｅ＋０）－ ５．７１２０ｅ＋０（２．６１ｅ＋０）－ ３．７２２７ｅ＋１（１．５７ｅ＋１）－ １．４５３０ｅ＋０（５．１５ｅ－３）－ １．８５２０ｅ＋０（３．０１ｅ－１）－ ７．３２５２犲－１（６．１５犲－２）

５００３．６８１８ｅ＋１（１．６２ｅ＋０）－ ８．６５３２ｅ＋４（１．７７ｅ＋３）－ ２．６３０３ｅ＋０（２．０６ｅ－１）－ ５．０９１６ｅ＋１（４．０５ｅ＋０）－ １．５６３５ｅ＋０（１．４２ｅ－１）＝ １．４９０６犲＋０（２．９３犲－３）

１０００３．６５７７ｅ＋０（１．１４ｅ＋０）－ ８．６７１３ｅ＋４（４．２５ｅ＋３）－ １．９１７６ｅ＋０（４．２１ｅ－１）－ ２．８０３３ｅ＋０（６．４８ｅ－１）－ １．７３１２ｅ＋０（２．１２ｅ－１）－ １．３９３４犲＋０（８．８４犲－２）

２０００７．０２０８ｅ＋０（９．５６ｅ－２）－ ８．８５５５ｅ＋４（３．６２ｅ＋３）－ ２．６７６６ｅ＋０（２．２６ｅ＋０）＝ １．５１２５ｅ＋０（６．１１ｅ－４）＝ ２．４５７５ｅ＋０（１．５１ｅ＋０）＝ １．４９０６犲＋０（５．８４犲－１）

５０００２．９３８３ｅ＋０（２．４８ｅ－１）－ ８．２０６７ｅ＋４（１．７７ｅ＋３）－ ４．７３３３ｅ＋０（４．１９ｅ＋０）－ １．４８３６ｅ＋０（３．００ｅ－３）－ ３．２７１６ｅ＋０（１．１７ｅ＋０）－ １．１９９２犲＋０（１．８７犲－１）

ＬＳＭＯＰ８

２００２．５６２３ｅ－１（９．２２ｅ－３）－ １．７６７９ｅ－１（９．３７ｅ－３）－ ６．６４５８ｅ－２（２．４０ｅ－３）－ １．２９４４ｅ－１（１．３９ｅ－２）－ ３．０４５６犲－２（３．１９犲－３）＋ ６．０７３５ｅ－２（３．３９ｅ－３）

５００１．２１３５ｅ－１（３．５７ｅ－３）－ １．９５９７ｅ＋１（５．２７ｅ－１）－ ３．８９９４ｅ－２（４．９４ｅ－３）－ ２．２６７１ｅ－１（３．５５ｅ－２）－ ２．１８１７犲－２（９．０４犲－４）＋ ３．３９０４ｅ－２（８．７１ｅ－４）

１０００２．２５３５ｅ－１（３．３２ｅ－３）－ １．９９２６ｅ＋１（６．０４ｅ－１）－ ３．９７０９ｅ－２（３．５７ｅ－３）－ ６．１１９８ｅ－２（１．０１ｅ－２）－ １．６８３７犲－２（１．１２犲－３）＝ ２．０３１０ｅ－２（４．０４ｅ－３）

２０００１．７３２４ｅ－１（３．４５ｅ－３）－ ２．０３４５ｅ＋１（４．２３ｅ－１）－ ２．５９８９ｅ－２（１．５８ｅ－４）－ ３．４７５６ｅ－１（８．０８ｅ－３）－ ５．１０３９ｅ－２（３．３６ｅ－３）－ １．２５４６犲－２（４．７０犲－４）

５０００６．８８４３ｅ－１（６．６１ｅ－３）－ １．９４２９ｅ＋１（２．９２ｅ－１）－ ５．０７４２ｅ－２（８．２１ｅ－３）－ １．６３５１ｅ－１（６．６４ｅ－３）－ ５．４１０６ｅ－２（７．０５ｅ－３）－ １．７０５０犲－２（９．５０犲－４）

ＬＳＭＯＰ９

２００４．２９５５ｅ－１（２．５９ｅ－２）－ ８．５８１６ｅ－１（７．０３ｅ－２）－ ４．０５１５ｅ－１（２．５５ｅ－２）－ ８．１００４ｅ－１（０．００ｅ＋０）－ ４．４１９８ｅ－１（３．９０ｅ－２）－ １．４０４９犲－１（１．１４犲－２）

５００２．１８８３ｅ－１（７．５９ｅ－３）－ ３．００２３ｅ＋１（３．２９ｅ＋１）－ １．９４５４ｅ－１（４．０１ｅ－３）－ ５．３８７８ｅ－１（９．４２ｅ－２）－ １．１２６２ｅ－１（１．００ｅ－２）－ ６．３７５４犲－２（４．１７犲－３）

１０００４．３７２４ｅ－１（９．９３ｅ－３）－ １．０９０２ｅ＋１（２．８３ｅ－１）－ １．４０００ｅ－１（２．４８ｅ－２）－ ６．３４４９ｅ－１（１．５５ｅ－２）－ １．１５９２ｅ－１（１．７０ｅ－２）－ ２．４５１１犲－２（３．６６犲－３）

２０００３．１１６７ｅ－１（１．６８ｅ－２）－ ６．０３０２ｅ＋１（８．８８ｅ－１）－ ７．８４９６ｅ－１（８．０９ｅ－２）－ ５．７５３８ｅ－１（５．４４ｅ－２）－ ５．０５６５ｅ－１（１．７５ｅ－３）－ １．００８５犲－１（４．９１犲－２）

５０００３．１１６７ｅ－１（１．６８ｅ－２）－ ５．７４９５ｅ＋１（２．８１ｅ＋０）－ ５．３２３２ｅ－１（２．７４ｅ－２）－ １．９４９２ｅ－１（４．３７ｅ－２）－ ２．９４０１ｅ－１（３．９５ｅ－２）－ １．１５３９犲－１（９．２６犲－３）

＋／－／＝ ０／４５／０ ０／４５／０ ０／４３／２ ３／４０／２ ７／３５／３ —

０８ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年



表６　六种算法在犔犛犕犗犘１～犔犛犕犗犘９的２目标问题上获得的犎犞值统计结果（均值和标准差）

测试

问题

变量

数目
ＭＯＥＡ／ＤＶＡ ＬＭＥＡ ＬＭＯＣＳＯ ＬＭＯＥＡＤＳ ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

ＬＳＭＯＰ１

２００３．４８５８ｅ－１（１．３４ｅ－２）－ ３．２５２６ｅ－１（６．２７ｅ－３）－ ２．８５２３ｅ－１（７．８３ｅ－３）－ ３．３３６２ｅ－１（６．５０ｅ－３）－ ４．２２４５ｅ－１（３．９８ｅ－２）－ ５．３６５２犲－１（２．９６犲－３）

５００４．８９７３ｅ－１（１．７３ｅ－３）－ ３．８２８２ｅ－１（９．０８ｅ－２）－ ２．４８２７ｅ－１（４．３０ｅ－２）－ ３．０５４７ｅ－１（５．８３ｅ－３）－ ３．６１３０ｅ－１（４．３２ｅ－２）－ ５．４９１４犲－１（３．９４犲－３）

１０００２．９５０７ｅ－１（１．６８ｅ－３）－ ３．９７４１ｅ－１（６．６６ｅ－２）－ ３．２５４３ｅ－１（６．３６ｅ－２）－ ３．５３８５ｅ－１（１．６４ｅ－３）－ １．６６４４ｅ－１（１．４７ｅ－２）－ ５．６８５６犲－１（９．１５犲－４）

２０００４．４７０６ｅ－１（４．２９ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．０４１２ｅ－１（６．９３ｅ－２）－ ２．６６７４ｅ－１（７．７５ｅ－３）－ ２．３２０７ｅ－１（６．４６ｅ－２）－ ５．４８１８犲－１（１．１５犲－３）

５００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ４．３３７０ｅ－２（４．３４ｅ－３）－ ３．２１４５ｅ－１（３．６０ｅ－３）－ ４．４０４６ｅ－１（３．３０ｅ－２）－ ５．４１２３犲－１（２．０８犲－３）

ＬＳＭＯＰ２

２００４．１２７９ｅ－１（６．８９ｅ－４）－ ４．３１２３ｅ－１（２．０９ｅ－２）－ ４．７３２４ｅ－１（１．４１ｅ－３）－ ５．５１８２ｅ－１（１．６８ｅ－３）－ ４．２９５８ｅ－１（６．１２ｅ－３）－ ５．６３０４犲－１（５．９３犲－４）

５００５．０１３７ｅ－１（６．５５ｅ－４）－ ４．９８７６ｅ－１（９．５５ｅ－３）－ ５．３０７３ｅ－１（７．７４ｅ－４）－ ５．６７２２ｅ－１（８．５４ｅ－５）－ ５．０７７４ｅ－１（３．７４ｅ－４）－ ５．６９６１犲－１（３．９４犲－４）

１０００４．５９４３ｅ－１（２．０２ｅ－３）－ ４．８３４４ｅ－１（３．９４ｅ－２）－ ５．２７５７ｅ－１（６．１７ｅ－３）－ ５．６１６１ｅ－１（６．１８ｅ－４）－ ４．７４２９ｅ－１（８．５２ｅ－４）－ ５．７４４７犲－１（５．５４犲－４）

２０００５．５７４０ｅ－１（５．２２ｅ－４）－ ５．５２５９ｅ－１（７．５４ｅ－４）－ ５．５９９７ｅ－１（３．６１ｅ－４）－ ５．３９２３ｅ－１（１．５６ｅ－３）－ ３．２３０４ｅ－１（２．６８ｅ－３）－ ５．６７９５犲－１（１．８４犲－４）

５０００４．８３７９ｅ－１（１．３８ｅ－３）－ ４．８０９４ｅ－１（１．４８ｅ－２）－ ５．２０９５ｅ－１（７．８３ｅ－４）－ ５．６４３４ｅ－１（７．３１ｅ－４）－ ４．９４４０ｅ－１（６．４９ｅ－４）－ ５．７０６８犲－１（２．２６犲－４）

ＬＳＭＯＰ３

２０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．２３１１ｅ－２（４．４６ｅ－２）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．８７５４犲－１（３．４０犲－３）＋ ９．０４６９ｅ－２（３．６４ｅ－４）

５０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．２８５４犲－１（１．１２犲－３）＋ ９．０２４５ｅ－２（４．３４ｅ－４）

１００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．１００７犲－２（１．７２犲－４）＋ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）

２００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ４．９６２７犲－２（４．９２犲－３）＋ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）

５００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０５３８犲－２（３．６０犲－４）＋ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）

ＬＳＭＯＰ４

２００４．６５３８ｅ－１（４．０６ｅ－３）－ ４．３５６２ｅ－１（４．０９ｅ－３）－ ４．８６３６ｅ－１（１．９９ｅ－２）－ ５．０７４８ｅ－１（８．５５ｅ－３）－ ５．０２１４ｅ－１（５．９２ｅ－３）－ ５．５１８０犲－１（２．２８犲－３）

５００５．３７１６ｅ－１（２．１２ｅ－３）－ ４．２８７８ｅ－１（２．８６ｅ－２）－ ５．０９５０ｅ－１（５．６９ｅ－３）－ ５．３６５１ｅ－１（９．４３ｅ－４）－ ５．４８９８ｅ－１（２．００ｅ－３）－ ５．６１４３犲－１（１．３４犲－３）

１０００５．３１９４ｅ－１（８．２０ｅ－３）－ ５．１６２３ｅ－１（１．３９ｅ－３）－ ５．４２２３ｅ－１（１．４７ｅ－３）－ ５．４５６２ｅ－１（３．１８ｅ－３）－ ２．５５２９ｅ－１（４．１１ｅ－３）－ ５．６４６８犲－１（２．８５犲－３）

２０００２．８９９５ｅ－１（３．９１ｅ－３）－ ５．２３４１ｅ－１（５．５８ｅ－４）－ ５．５６５９ｅ－１（４．８９ｅ－４）－ ５．４６５６ｅ－１（４．８２ｅ－３）－ ５．５４４７ｅ－１（２．１７ｅ－３）－ ５．６５９０犲－１（５．５４犲－４）

５０００５．２０６０ｅ－１（４．１７ｅ－４）－ ４．０２３９ｅ－１（３．４４ｅ－２）－ ５．２４４２ｅ－１（４．０７ｅ－３）－ ５．３２９１ｅ－１（３．７１ｅ－３）－ ５．３１５５ｅ－１（６．００ｅ－３）－ ５．６１７３犲－１（７．２０犲－４）

ＬＳＭＯＰ５

２００１．９６５５ｅ－３（２．４０ｅ－３）－ ４．７９７２ｅ－３（４．７７ｅ－３）－ ９．４９７９ｅ－２（８．３０ｅ－３）－ ９．５６１９ｅ－２（６．４２ｅ－３）－ １．７６５８ｅ－１（１．２４ｅ－２）－ ２．５３１５犲－１（２．９６犲－３）

５００１．２１９０ｅ－１（３．４４ｅ－３）－ ９．９９５０ｅ－２（１．２９ｅ－２）－ ６．７６３７ｅ－２（１．５７ｅ－２）－ ９．０９０８ｅ－２（６．３１ｅ－７）－ １．１９５７ｅ－１（３．１５ｅ－２）－ ２．８２９８犲－１（３．４９犲－３）

１０００２．６５８７ｅ－１（５．６３ｅ－３）－ ８．８７６５ｅ－２（５．３０ｅ－４）－ ９．５２３３ｅ－２（３．００ｅ－３）－ １．８１０３ｅ－１（２．４７ｅ－２）－ １．２８５７ｅ－１（４．２６ｅ－２）－ ３．３４７７犲－１（１．０１犲－３）

２０００１．９１３３ｅ－１（１．１３ｅ－２）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．８３６３ｅ－２（４．２４ｅ－３）－ １．２９７０ｅ－１（４．５０ｅ－２）－ １．６７４４ｅ－１（３．３２ｅ－２）－ ２．７６５０犲－１（５．４４犲－３）

５００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．２６４３ｅ－１（４．１４ｅ－２）－ ８．６５３０ｅ－２（４．２９ｅ－４）－ ３．２６０８犲－１（８．７１犲－３）

ＬＳＭＯＰ６

２０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．０４７８ｅ－２（１．１５ｅ－２）＝ ２．７４４３犲－１（４．００犲－３）＋ ３．００７０ｅ－２（４．２４ｅ－３）－ １．１５４８ｅ－１（７．５１ｅ－３）

５０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ４．８６４３ｅ－２（５．１２ｅ－３）－ ２．１５３０ｅ－１（４．３３ｅ－３）－ ８．７２６７ｅ－２（４．７９ｅ－３）－ ３．４１３４犲－１（１．２３犲－３）

１００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．８６１３ｅ－２（１．８５ｅ－２）－ ２．３６１３犲－１（３．０８犲－２）＋ ８．０６８７ｅ－２（２．０２ｅ－２）＝ ８．４３４９ｅ－２（１．５８ｅ－２）

２００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．７９０１ｅ－２（３．８７ｅ－２）－ ４．３４７５ｅ－２（７．１５ｅ－３）－ ９．０７７０ｅ－２（２．１２ｅ－５）－ ３．５３８７犲－１（６．６２犲－４）

５００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ５．０９５６ｅ－２（６．８９ｅ－４）－ ８．５３４８ｅ－２（１．４９ｅ－３）－ ４．３９６２犲－１（４．５１犲－３）

ＬＳＭＯＰ７

２０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ５．２０２０犲－２（８．１５犲－３）

５０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）

１００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）

２００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）

５００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）

ＬＳＭＯＰ８

２００６．６４４６ｅ－２（２．５０ｅ－３）－ １．３４４５ｅ－１（２．４０ｅ－２）－ ２．６４３５ｅ－１（１．６２ｅ－３）－ ２．２１２７ｅ－１（１．０７ｅ－２）－ ３．１１１２犲－１（２．６０犲－３）＋ ２．７４０３ｅ－１（４．８７ｅ－３）

５００１．８１６９ｅ－１（１．６１ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．０２０８ｅ－１（４．３６ｅ－３）＝ １．６７５１ｅ－１（１．７２ｅ－２）－ ３．２３１２犲－１（６．１４犲－４）＋ ３．０４６７ｅ－１（１．２１ｅ－３）

１０００１．４５３５ｅ－１（１．３８ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．０１１５ｅ－１（８．０８ｅ－３）－ ２．７１５４ｅ－１（９．９８ｅ－３）－ ３．２８３４ｅ－１（１．０５ｅ－３）－ ３．３１９９犲－１（１．２２犲－３）

２０００１．３３０１ｅ－１（１．７２ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．１５５９ｅ－１（１．０３ｅ－４）－ １．１６５０ｅ－１（２．１８ｅ－３）－ ２．８０９１ｅ－１（８．３０ｅ－３）－ ３．３１８３犲－１（６．９５犲－４）

５００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．８１９５ｅ－１（９．９８ｅ－３）－ １．９８４５ｅ－１（６．１７ｅ－４）－ ２．８３９１ｅ－１（５．１４ｅ－３）－ ３．２７９０犲－１（２．０３犲－３）

ＬＳＭＯＰ９

２００７．８４２４ｅ－２（５．７６ｅ－３）－ ５．２６７５ｅ－２（１．４５ｅ－２）－ ８．６８０１ｅ－２（４．５８ｅ－３）－ ９．０９０９ｅ－２（０．００ｅ＋０）－ ８．８０２６ｅ－２（４．０７ｅ－４）－ １．７６９４犲－１（４．４６犲－３）

５００１．４５８７ｅ－１（１．７８ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．５７１５ｅ－１（１．２８ｅ－３）－ １．３４１３ｅ－１（８．６４ｅ－３）－ １．８１２４ｅ－１（３．９１ｅ－３）－ ２．１０４３犲－１（１．２２犲－３）

１０００３．９４５０ｅ－２（２．０７ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．７６３６ｅ－１（９．３１ｅ－３）－ １．２０４８ｅ－１（３．７６ｅ－３）－ １．８８８６ｅ－１（４．３０ｅ－３）－ ２．３４４１犲－１（１．６５犲－３）

２０００１．１４０３ｅ－１（２．５５ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．８７８４ｅ－３（７．７６ｅ－３）－ １．３０３９ｅ－１（４．５２ｅ－３）－ ９．０６６４ｅ－２（３．０６ｅ－４）－ ２．４０８１犲－１（４．３０犲－２）

５０００１．１４０３ｅ－１（２．５５ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．８６８８ｅ－１（４．０１ｅ－３）－ １．５３２５ｅ－１（１．７５ｅ－２）－ １．１６０３ｅ－１（８．９９ｅ－３）－ ６．０５７８犲－１（１．７０犲－１）

＋／－／＝ ０／４１／４ ０／４１／４ ０／３９／６ ２／３９／４ ７／３３／５ —

分组和竞争粒子群优化的进化方式尚难以较好地处

理ＬＳＭＯＰｓ．相对而言，ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ和ＬＭＯＥＡＤＳ

具有一定的性能优势，其原因在于：（１）ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ

基于学习模型的混合策略对变量进行整体优化，

其在处理目标函数具有混合可分性的ＬＳＭＯＰ３和

ＬＳＭＯＰ８测试实例上具有一定优势；（２）ＬＭＯＥＡ

ＤＳ在部分维度的ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ６测试实例

上取得了较好的值，其原因在于该算法通过对理

想点的采样引导子代生成，并互补地使用非支配排

序与参考向量进行环境选择的方式发挥了较好的

作用．需要注意的是，绝大多数算法在ＬＳＭＯＰ３和

ＬＳＭＯＰ７上的犎犞值为０．表明这些算法对于多模态

的ＬＳＭＯＰ３和ＬＳＭＯＰ７是很难收敛到参考点空间之

内的．

实验４． 为更直观展示ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ与各对

比算法在处理２目标１０００维ＬＳＭＯＰ时的性能表

现，图４根据表１各测试问题的特性，列出了代表性

问题ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９在

２目标１０００维测试实例上的犐犌犇值变化曲线．

从图４可以看出，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在代表性的
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图４　各算法在２目标１０００维的ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９测试实例上进行３０次独立运

行所获得的平均犐犌犇值变化曲线

ＬＳＭＯＰ测试实例上能较快地获得高质量的解集．需

要注意的是，进化早期需要进行分类操作的 ＭＯＥＡ／

ＤＶＡ、ＬＭＥＡ和ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ没有对应的犐犌犇值，

原因在于此时它们对个体的评估仅用于决策变量分

类，尚未启动种群的进化．相对其他算法，ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ耗费较少的计算资源即能获得较小的犐犌犇 值，

这反映了其黄金分层分组方法能节省大量计算资

源，使得算法能有更多的计算资源用于解群优化．此

后，由于ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ采用了不同的策略优化收敛

性组和变量性组，使得算法能较快地获得质量较好

的解集，对应的犐犌犇 曲线呈现较快下降的局面．在

进化后期，各算法的犐犌犇 曲线呈现缓慢下降趋势，

但在经历２×１０６次函数评估后，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ获得

了全部算法中最小的犐犌犇值．总体上，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

相对其他算法能较快地获得高质量的解集，表明了

本文算法在２目标ＬＳＭＯＰ上具有竞争优势．

实验５． 为进一步展示ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ与各对比

算法在处理２目标ＬＳＭＯＰ问题时在目标空间的表

现，图５给出各算法在２目标１０００维的ＬＳＭＯＰ１、

ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９测试实例上运行

结果与真实ＰＦ的对比图，并通过局部放大对细节

进行展示．

从图５可以看出，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在几个代表性

测试实例上获得的近似解集与真实ＰＦ的距离最近

且分布均匀．ＬＭＥＡ、ＬＭＯＣＳＯ在ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ５

和ＬＳＭＯＰ９测试实例上获得的近似解集与真实ＰＦ

有明显较大的间隙，表明这两种算法的性能较差，

明显不如ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ．ＬＭＯＥＡＤＳ在ＬＳＭＯＰ１

和ＬＳＭＯＰ９上取得了仅次于ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ的性能，

表明其所采用的子代生成和环境选择策略能在一

定程度上获得较高质量的解集．ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ 在

ＬＳＭＯＰ４和ＬＳＭＯＰ５上也取得了仅次于ＬＳＭＯＥＡ／

ＨＳ的性能，表明其所采用的基于分解的反转模型

策略可以有效地促进种群进化．总之，通过对各算法

解群的局部放大清楚地表明了ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ能获

得高质量的解集，反映出其具有良好的解题性能．

２８ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年



图５　各算法在２目标１０００维ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９测试实例上获得的近似ＰＦ对比图（蓝色部分为真实ＰＦ）
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实验６．　为检验各算法在３目标ＬＳＭＯＰ上

的性能，将它们在４５个３目标ＬＳＭＯＰ测试实例上

进行犐犌犇和犎犞 性能实验．表７和表８分别给出了

各算法在全部测试实例上获得的犐犌犇 和犎犞 值统

计结果（均值和标准差），表中每个实例算法中的最

好结果加粗突出显示．

表７和表８分别给出了各算法在４５个３目标

测试实例上获得的犐犌犇值和犎犞 值的统计结果．可

以看出，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在绝大多数的测试实例上能

获得最佳的犐犌犇值和犎犞 值，进一步验证采用了黄

金分层分组与基于组的变量相关性检测相混合策

略的ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在求解３目标的ＬＳＭＯＰ测试

问题时具有显著较优的性能．在全部４５个测试实例

中，ＬＭＯＥＡＤＳ在７个测试实例上获得最佳的犐犌犇

值，在６个测试实例上获得最佳的 犎犞 值，表现出

仅次于ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ的较好的性能．其原因在于：

ＬＭＯＥＡＤＳ在环境选择策略中互补地使用了非支

配排序和参考向量的机制有利于解决部分可分混合

模态的ＬＳＭＯＰ问题．ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ在２个测试实

例上获得最佳的犐犌犇值，在２个实例上获得最佳的

表７　六种算法在犔犛犕犗犘１～犔犛犕犗犘９的３目标问题上获得的犐犌犇值统计结果（均值和标准差）

测试

问题

变量

数目
ＭＯＥＡ／ＤＶＡ ＬＭＥＡ ＬＭＯＣＳＯ ＬＭＯＥＡＤＳ ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

ＬＳＭＯＰ１

２００８．６１５１ｅ－２（４．５２ｅ－３）－ １．８３９８ｅ－１（１．１１ｅ－２）－ １．８９３７ｅ－１（９．１７ｅ－３）－ ３．１６２７ｅ－１（４．８６ｅ－２）－ ３．４３２９ｅ－１（２．５５ｅ－２）－ ５．７４４８犲－２（２．７７犲－３）

５００９．１７２３ｅ－２（３．６８ｅ－３）－ ８．６２９９ｅ＋０（５．０３ｅ＋０）－ ２．８１０８ｅ－１（２．９９ｅ－２）－ ３．６３９６ｅ－１（１．３２ｅ－２）－ ３．８０３２ｅ－１（１．９５ｅ－３）－ ５．７３７２犲－２（２．９０犲－３）

１０００７．４７２４ｅ－２（４．１７ｅ－３）－ ３．３４４６ｅ－１（３．０７ｅ－１）－ ９．６７１４ｅ－２（６．７０ｅ－３）－ ３．１７３８ｅ－１（５．２９ｅ－３）－ ３．１７５１ｅ－１（２．４９ｅ－２）－ ４．８６４４犲－２（２．６８犲－３）

２０００６．６６２４ｅ－１（４．７１ｅ－２）－ １．１３９７ｅ＋１（３．１９ｅ－１）－ ５．３３８８ｅ－１（３．４６ｅ－２）－ ４．００８８ｅ－１（５．１０ｅ－３）－ ３．７５５３ｅ－１（３．０９ｅ－２）－ １．２１６８犲－１（４．２２犲－３）

５０００２．７４９１ｅ－１（１．３４ｅ－２）－ ８．２８８２ｅ＋０（３．９３ｅ＋０）－ ７．０３２８ｅ－１（８．６８ｅ－２）－ ４．１１８２ｅ－１（８．３７ｅ－４）－ ３．６７９１ｅ－１（２．２６ｅ－２）－ ５．９９３５犲－２（４．２４犲－３）

ＬＳＭＯＰ２

２００３．５６２０ｅ－１（１．１１ｅ－２）－ ６．８９１５ｅ－１（２．０３ｅ－１）－ ７．５２９５ｅ－１（３．３２ｅ－２）－ ２．１１３７ｅ－１（２．６１ｅ－２）－ ２．１５８９ｅ－１（１．０９ｅ－２）－ １．１６６７犲－１（１．４９犲－３）

５００７．０７１１ｅ－２（２．５３ｅ－３）－ ７．４０５２ｅ－２（５．９５ｅ－３）－ ２．１８４０ｅ－１（１．９５ｅ－２）－ ５．１８１２犲－２（２．３５犲－３）＋ ６．８８９７ｅ－２（２．１７ｅ－４）－ ６．４２６７ｅ－２（１．４９ｅ－３）

１０００８．７７３９ｅ－２（２．６７ｅ－３）－ １．６０２８ｅ－１（１．６８ｅ－１）－ ８．８０８４ｅ－２（６．０１ｅ－４）－ ５．００３６犲－２（１．４７犲－３）＋ ７．０５５７ｅ－２（１．０５ｅ－３）－ ５．９２９７ｅ－２（２．２０ｅ－３）

２０００７．４４５０ｅ－２（３．４７ｅ－３）－ ２．４２４８ｅ－１（１．９１ｅ－２）－ ７．９８２０ｅ－２（６．６２ｅ－３）－ ４．５５３６犲－２（１．２０犲－３）＋ ６．２６６９ｅ－２（１．９６ｅ－４）－ ５．５４００ｅ－２（２．０６ｅ－３）

５０００６．１１０３ｅ－２（２．４９ｅ－３）－ ５．９５４８ｅ－２（２．８９ｅ－３）－ ９．４９６７ｅ－１（１．１８ｅ－３）－ ４．１７８３犲－２（１．２５犲－３）＋ ６．１９０４ｅ－２（２．５８ｅ－５）－ ５．６０４０ｅ－２（１．７０ｅ－４）

ＬＳＭＯＰ３

２００１．６７４６ｅ＋０（１．５８ｅ－１）－ ７．０８６５ｅ－１（５．６８ｅ－２）－ ４．８８３９ｅ＋０（３．５４ｅ＋０）－ ８．３８６８ｅ－１（４．３８ｅ－２）－ ６．１９０７ｅ－１（４．５３ｅ－２）＝ ５．０１６７犲－１（５．９１犲－２）

５００１．７９４４ｅ＋０（２．８０ｅ－１）－ ５．６１８４ｅ－１（４．５９ｅ－２）－ ９．４５９４ｅ－１（９．７１ｅ－６）－ ８．３７６６ｅ－１（４．５６ｅ－２）－ ６．３４４１ｅ－１（１．４４ｅ－２）－ １．０５７５犲－１（３．２３犲－３）

１０００５．７３１３ｅ－１（３．１９ｅ－２）－ ６．０９７４ｅ－１（１．４４ｅ－１）－ ８．４４２８ｅ－１（２．６３ｅ－２）－ ８．１１０２ｅ－１（４．７５ｅ－２）－ ６．１３２１ｅ－１（１．１３ｅ－２）－ ４．１２４２犲－１（１．９９犲－２）

２０００５．９８５３ｅ－１（２．４３ｅ－２）－ １．９５９６ｅ－１（３．９０ｅ－３）－ ９．４６１２ｅ－１（１．０６ｅ－４）－ ８．６０１８ｅ－１（３．８０ｅ－４）－ ６．４２０３ｅ－１（２．５５ｅ－２）－ １．０８２７犲－１（５．５２犲－３）

５０００３．３５６３ｅ－１（１．５９ｅ－３）－ ２．４２４８ｅ－１（１．９１ｅ－２）－ ９．４６２４ｅ－１（８．５４ｅ－４）－ ８．６０５８ｅ－１（１．７９ｅ－４）－ ６．７６０２ｅ－１（３．０５ｅ－２）－ ５．１２８６犲－２（１．２３犲－３）

ＬＳＭＯＰ４

２００１．３６７０ｅ－１（４．９８ｅ－３）－ １．６４０８ｅ－１（８．７６ｅ－３）－ ２．２０５８ｅ－１（５．６３ｅ－３）－ ２．０１４０ｅ－１（３．３７ｅ－３）－ ２．１３２１ｅ－１（９．１０ｅ－２）－ ８．５６６７犲－２（５．５３犲－３）

５００７．９４９６ｅ－２（３．９６ｅ－３）－ ２．１７５９ｅ－１（３．６７ｅ－３）－ １．３５７１ｅ－１（７．８０ｅ－４）－ １．０７０６ｅ－１（１．４２ｅ－３）－ ９．６４７６ｅ－２（３．２６ｅ－３）－ ６．７３６２犲－２（１．０３犲－３）

１０００８．３８７４ｅ－２（４．０２ｅ－３）－ １．２０００ｅ－１（７．４７ｅ－２）－ ８．６１１７ｅ－２（６．９３ｅ－３）－ １．４７４８ｅ－１（８．６２ｅ－３）－ １．０１７１ｅ－１（４．８０ｅ－３）－ ５．２５６７犲－２（１．３４犲－３）

２０００９．２５７０ｅ－２（４．１７ｅ－３）－ ８．２６５９ｅ－２（８．１１ｅ－３）－ ８．９２９５ｅ－１（１．０６ｅ－１）－ ８．２０９７ｅ－１（４．１０ｅ－２）－ ６．６６１６ｅ－２（６．８５ｅ－４）－ ５．８４２０犲－２（２．５０犲－３）

５０００５．９９０１ｅ－２（７．９５ｅ－３）－ ６．２６１８ｅ－２（３．３２ｅ－３）－ ７．３３４８ｅ－１（２．８３ｅ－２）－ ５．８８４１ｅ－２（２．９３ｅ－３）－ ６．７５２８ｅ－２（６．９７ｅ－３）－ ４．５４００犲－２（３．２４犲－３）

ＬＳＭＯＰ５

２００１．８２５３ｅ－１（８．２３ｅ－３）－ ８．４５５３ｅ＋０（８．８３ｅ－１）－ ９．４５９３ｅ－１（７．３０ｅ－８）－ ３．１０９７ｅ－１（９．３１ｅ－３）－ ２．８４０４ｅ－１（１．９０ｅ－２）－ ９．２３１３犲－２（３．３４犲－３）

５００２．２８７７ｅ－１（３．２４ｅ－３）－ １．４３８５ｅ＋１（３．６０ｅ＋０）－ ６．７６５６ｅ－１（１．９９ｅ－１）－ ３．５６１３ｅ－１（１．１２ｅ－２）－ ３．１１１７ｅ－１（４．９２ｅ－２）－ １．００６９犲－１（４．５１犲－３）

１０００７．４８４６ｅ－２（６．３２ｅ－３）－ ６．５６２２ｅ＋０（５．６７ｅ－１）－ ９．４５９２ｅ－１（６．５４ｅ－９）－ ２．８８４０ｅ－１（７．４５ｅ－３）－ ２．７５１７ｅ－１（４．２３ｅ－２）－ ６．１２３２犲－２（９．０６犲－４）

２０００７．７２４９ｅ－２（３．６３ｅ－３）－ ２．０５６１ｅ＋１（６．４１ｅ－１）－ ５．２４１４ｅ－１（１．９０ｅ－２）－ ３．７２２４ｅ－１（１．２６ｅ－２）－ ３．１６７５ｅ－１（２．３６ｅ－２）－ ５．９０２２犲－２（１．４７犲－３）

５０００９．５８７３ｅ－２（５．２９ｅ－４）－ ２．０９１３ｅ＋１（５．１４ｅ－１）－ ５．２５１６ｅ－１（７．８３ｅ－３）－ ４．０４５７ｅ－１（１．９７ｅ－２）－ ３．１８４３ｅ－１（３．００ｅ－３）－ ６．９３３５犲－２（５．２８犲－３）

ＬＳＭＯＰ６

２００１．４５１８ｅ＋１（５．１８ｅ＋０）－ ２．８０６３ｅ＋３（５．６１ｅ＋３）－ １．６０２０ｅ＋０（３．４８ｅ－１）－ ２．５６１６犲－１（３．３１犲－２）＋ １．５６９９ｅ＋０（７．１７ｅ－１）－ ７．３１１０ｅ－１（８．１６ｅ－２）

５００１．８０９５ｅ＋１（９．５３ｅ－１）－ １．４３２３ｅ＋４（１．９１ｅ＋４）－ ２．０９２８ｅ＋０（３．３３ｅ－１）－ ４．２８５９犲－１（２．２３犲－１）＋ ２．１７０８ｅ＋０（５．５９ｅ－１）－ ８．５４２６ｅ－１（７．３３ｅ－２）

１０００６．１６９２ｅ＋０（１．０３ｅ＋０）－ ３．０４００ｅ＋４（２．０３ｅ＋４）－ ２．０９７０ｅ＋０（３．７８ｅ－１）－ ５．８７５７犲－１（２．９４犲－４）＋ １．１３２２ｅ＋０（３．０１ｅ－１）＝ ８．９２０２ｅ－１（２．１５ｅ－１）

２０００５．１２８８ｅ＋０（３．３７ｅ－１）－ ４．３１５７ｅ＋４（５．８８ｅ＋３）－ １．９０２２ｅ＋０（１．８８ｅ－１）－ ７．３６６２ｅ－１（１．８６ｅ－２）－ ２．８６４６ｅ＋０（１．１８ｅ－１）－ ２．９１１８犲－１（２．０６犲－２）

５０００３．７２７２ｅ＋０（６．４８ｅ－２）－ ４．０１４４ｅ＋４（６．０２ｅ＋３）－ １．７８９４ｅ＋０（２．１５ｅ－１）－ ７．４５６９ｅ－１（３．６４ｅ－２）－ ２．１５５３ｅ＋０（７．８７ｅ－１）－ ７．２７６０犲－２（８．２３犲－４）

ＬＳＭＯＰ７

２００２．５５２５ｅ＋０（２．２９ｅ＋０）－ ２．３８２１ｅ＋０（１．１０ｅ＋０）－ ９．４６０６ｅ－１（１．２４ｅ－４）－ ９．２４５８ｅ－１（２．３３ｅ－２）－ ２．０４５５犲－１（２．５３犲－２）＋ ８．１５５２ｅ－１（５．４４ｅ－２）

５００２．８７６８ｅ＋０（６．４６ｅ－１）－ ３．４３６７ｅ＋０（４．３２ｅ＋０）－ ９．４２０２ｅ－１（９．８８ｅ－２）－ ８．７１２６ｅ－１（２．０９ｅ－３）－ ２．３９５９犲－１（５．５９犲－２）＝ ３．２５７３ｅ－１（２．３２ｅ－１）

１０００９．３７５１ｅ－１（１．７４ｅ－１）－ １．２９８４ｅ＋０（３．７６ｅ－１）－ ９．４５９３ｅ－１（７．２１ｅ－５）－ ８．８０２６ｅ－１（１．３９ｅ－２）－ ６．７５２４ｅ－１（１．８７ｅ－１）－ １．５２００犲－１（１．０３犲－２）

２０００５．８９６５ｅ－１（１．７１ｅ－２）－ １．０６９１ｅ＋３（８．１５ｅ＋２）－ ９．５６２６ｅ－１（１．７６ｅ－３）－ ８．７２２６ｅ－１（７．９５ｅ－２）－ ９．３１０７ｅ－１（２．９７ｅ－２）－ １．４１３０犲－１（２．３３犲－３）

５０００５．５８５６ｅ－１（９．７２ｅ－３）－ ２．６７４０ｅ＋３（２．４６ｅ＋３）－ ９．４８３４ｅ－１（１．４６ｅ－３）－ ７．２４４１ｅ－１（２．６７ｅ－２）－ ９．４５９２ｅ－１（４．５５ｅ－７）－ １．０３３１犲－１（３．０８犲－３）

ＬＳＭＯＰ８

２００３．１５４５ｅ－１（５．９０ｅ－３）－ １．９５２２ｅ－１（４．０８ｅ－２）－ ９．５０１０ｅ－１（１．９１ｅ－３）－ ２．３６７２ｅ－１（７．４５ｅ－２）－ ２．３３６１ｅ－１（７．９４ｅ－２）－ １．２３６６犲－１（３．０５犲－３）

５００１．５２４０ｅ－１（５．９１ｅ－３）－ ２．０２１３ｅ－１（１．２１ｅ－２）－ ９．４１１６ｅ－１（１．０９ｅ－２）－ １．７０６０ｅ－１（１．４５ｅ－２）－ ２．２５１５ｅ－１（３．１９ｅ－２）－ ９．４２５３犲－２（５．１９犲－３）

１０００８．４１０２ｅ－２（３．５９ｅ－３）－ １．１０５５ｅ－１（７．９８ｅ－４）－ ９．０５１０ｅ－１（６．７０ｅ－２）－ １．７２１０ｅ－１（７．３７ｅ－３）－ ２．８７２５ｅ－１（７．５５ｅ－２）－ ７．０６０７犲－２（４．４０犲－４）

２０００７．０８４１ｅ－１（１．２１ｅ－１）－ ９．２９４６ｅ－１（４．９９ｅ－１）－ ９．４６１３ｅ－１（３．１６ｅ－４）－ １．５６２０ｅ－１（９．１４ｅ－３）－ ２．１６２８ｅ－１（４．７６ｅ－２）－ ８．５５２６犲－２（７．２７犲－３）

５０００７．８７６６ｅ－２（４．４３ｅ－３）－ ８．７５１３ｅ－１（２．１７ｅ－２）－ ９．４６０６ｅ－１（８．６４ｅ－５）－ １．４５４８ｅ－１（１．８１ｅ－２）－ １．７７２７ｅ－１（２．７３ｅ－２）－ ７．０６０７犲－２（４．４０犲－４）

ＬＳＭＯＰ９

２００４．１８５２ｅ－１（１．９２ｅ－２）－ ９．９４４８ｅ－１（１．０８ｅ－１）－ ６．０８５２ｅ－１（１．９４ｅ－１）－ ５．８３８５ｅ－１（８．３０ｅ－４）－ ３．２２１０ｅ－１（１．０６ｅ－１）－ １．９６０３犲－１（６．８９犲－３）

５００４．４０２０ｅ－１（１．５９ｅ－２）－ ７．３２５２ｅ－１（６．１５ｅ－２）－ ９．４８３５ｅ－１（２．３０ｅ－１）－ ５．７７５８ｅ－１（１．６８ｅ－３）－ ２．６４１０ｅ－１（５．９７ｅ－２）－ １．７０３１犲－１（１．５２犲－２）

１０００１．８１５５ｅ－１（６．５８ｅ－３）－ ５．８４６８ｅ－１（５．７５ｅ－２）－ ４．１３３５ｅ－１（２．９３ｅ－１）－ ５．８２３１ｅ－１（３．４２ｅ－３）－ ２．２０１６ｅ－１（３．７４ｅ－２）－ １．０９９２犲－１（２．９２犲－３）

２０００１．２９９７ｅ－１（６．６７ｅ－３）－ １．４７１４ｅ＋２（４．９７ｅ＋０）－ ４．６７７２ｅ＋１（４．０７ｅ＋１）－ ５．７５８２ｅ－１（２．９８ｅ－３）－ １．６６９８ｅ－１（１．４６ｅ－２）－ ７．０４０７犲－２（４．７１犲－３）

５０００１．３２３３ｅ－１（１．３７ｅ－２）－ ９．６７００ｅ＋１（６．５７ｅ＋１）－ ８．５６０４ｅ＋１（３．６１ｅ＋１）－ ５．７５０８ｅ－１（２．７０ｅ－３）－ １．９２０５ｅ－１（６．８３ｅ－３）－ ７．５０４９犲－２（１．７９犲－３）

＋／－／＝ ０／４５／０ ０／４５／０ ０／４５／０ ７／３８／０ １／４１／３ —

４８ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２４年



表８　六种算法在犔犛犕犗犘１～犔犛犕犗犘９的３目标问题上获得的犎犞值统计结果（均值和标准差）

测试

问题

变量

数目
ＭＯＥＡ／ＤＶＡ ＬＭＥＡ ＬＭＯＣＳＯ ＬＭＯＥＡＤＳ ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ

ＬＳＭＯＰ１

２００７．５５５４ｅ－１（６．４２ｅ－３）－ ５．９６０２ｅ－１（２．１８ｅ－２）－ ５．８６９２ｅ－１（１．７８ｅ－２）－ ４．７６５１ｅ－１（６．７１ｅ－２）－ ３．７６７６ｅ－１（５．２６ｅ－２）－ ８．０９１０犲－１（２．７９犲－３）

５００７．４０６０ｅ－１（７．９２ｅ－３）－ １．６５９８ｅ－４（３．３２ｅ－４）－ ４．６８５９ｅ－１（３．５７ｅ－２）－ ３．８２１９ｅ－１（１．２８ｅ－２）－ ３．０２３９ｅ－１（４．７３ｅ－３）－ ７．９７４４犲－１（５．６１犲－３）

１０００７．７１２８ｅ－１（４．８６ｅ－３）－ ４．７１５６ｅ－１（３．５５ｅ－１）－ ７．５３０４ｅ－１（１．２３ｅ－２）－ ４．６４３２ｅ－１（７．８８ｅ－３）－ ４．３０３９ｅ－１（４．４２ｅ－２）－ ８．２８７６犲－１（３．０５犲－３）

２０００５．５７２５ｅ－２（３．８５ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．０７５３ｅ－１（３．１１ｅ－２）－ ３．５５２７ｅ－１（８．６５ｅ－３）－ ３．１５８７ｅ－１（６．６５ｅ－２）－ ７．０９８８犲－１（５．９４犲－３）

５０００１．７８０９ｅ－１（５．３０ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．６９１７ｅ－２（４．１１ｅ－２）－ ３．４５６８ｅ－１（３．８６ｅ－３）－ ３．３３５０ｅ－１（４．３７ｅ－２）－ ７．９１３４犲－１（１．１８犲－２）

ＬＳＭＯＰ２

２００３．９９９１ｅ－１（１．３８ｅ－２）－ １．１６３６ｅ－１（８．０２ｅ－２）－ ９．１６６０ｅ－２（１．４９ｅ－３）－ ６．０６４２ｅ－１（４．１５ｅ－２）－ ５．７８１０ｅ－１（１．１５ｅ－２）－ ７．３９８８犲－１（１．４８犲－３）

５００７．７０９１ｅ－１（８．２７ｅ－３）－ ７．７８１６ｅ－１（１．８１ｅ－２）－ ５．３６８６ｅ－１（２．３８ｅ－２）－ ７．９７５８ｅ－１（５．０８ｅ－３）＝ ７．７８３５ｅ－１（１．０２ｅ－３）－ ７．９８５３犲－１（２．７１犲－３）

１０００７．５３０９ｅ－１（７．２２ｅ－３）－ ７．２５３６ｅ－１（１．１５ｅ－１）－ ７．７０４９ｅ－１（９．３０ｅ－４）－ ８．１４３２犲－１（３．８１犲－３）＋ ７．７８１１ｅ－１（１．６０ｅ－３）－ ７．８８８５ｅ－１（１．５２ｅ－３）

２０００４．９５８４ｅ－１（３．９３ｅ－３）－ ５．５３１９ｅ－１（３．９５ｅ－２）－ ７．７１１７ｅ－１（１．３１ｅ－２）－ ８．２６８４犲－１（１．２９犲－３）＋ ７．９４４４ｅ－１（２．４２ｅ－４）－ ７．９８３９ｅ－１（２．２１ｅ－３）

５０００８．００３６ｅ－１（８．１３ｅ－３）－ ８．０１０９ｅ－１（８．４１ｅ－４）－ ８．３７９３ｅ－２（２．２３ｅ－３）－ ８．０９８５犲－１（４．７０犲－３）＝ ７．９９２８ｅ－１（２．０２ｅ－４）－ ８．０９６８ｅ－１（１．５５ｅ－３）

ＬＳＭＯＰ３

２０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ６．５０６０ｅ－２（５．７４ｅ－３）－ ２．２７２７ｅ－２（４．５５ｅ－２）－ ９．０９４９ｅ－２（２．２７ｅ－５）－ １．５１４４ｅ－１（１．５０ｅ－２）－ ２．４７４６犲－１（４．３４犲－２）

５０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．３７４５ｅ－１（２．６１ｅ－２）－ ９．０８７９ｅ－２（１．８５ｅ－５）－ ９．０９８８ｅ－２（７．８４ｅ－５）－ ９．７６５８ｅ－２（７．８１ｅ－３）－ ４．６１４７犲－１（８．５３犲－３）

１０００１．５７７５ｅ－１（４．１２ｅ－２）－ １．７０４１ｅ－１（１．１８ｅ－１）－ ９．０９１３ｅ－２（７．６３ｅ－６）－ ９．１２７１ｅ－２（１．４８ｅ－４）－ １．９０９０ｅ－１（１．３４ｅ－２）－ ３．４９２１犲－１（２．７０犲－２）

２０００１．３５４１ｅ－１（３．３７ｅ－２）－ ３．０１９５ｅ－１（１．９６ｅ－３）－ ９．０４７２ｅ－２（２．５５ｅ－４）－ ９．１１３２ｅ－２（１．３１ｅ－４）－ １．１７８５ｅ－１（３．１１ｅ－２）－ ４．４３６６犲－１（１．１３犲－２）

５０００４．１３３１ｅ－１（３．４７ｅ－４）－ ５．５３１９ｅ－１（３．９５ｅ－２）－ ８．９４３１ｅ－２（１．１２ｅ－３）－ ９．０９８２ｅ－２（９．６９ｅ－５）－ ７．５４２９ｅ－２（３．０７ｅ－２）－ ８．２５７２犲－１（２．８１犲－３）

ＬＳＭＯＰ４

２００６．８６４０ｅ－１（８．００ｅ－３）－ ６．４９２４ｅ－１（７．１１ｅ－３）－ ６．１０７２ｅ－１（８．１５ｅ－３）－ ６．２２６０ｅ－１（６．０３ｅ－３）－ ６．０１７７ｅ－１（１．２８ｅ－１）－ ７．６５８５犲－１（４．２６犲－３）

５００７．６１６８ｅ－１（１．１３ｅ－２）－ ５．６９５１ｅ－１（１．４４ｅ－２）－ ７．１０７３ｅ－１（５．３６ｅ－４）－ ７．４０３４ｅ－１（７．６６ｅ－３）－ ７．４９４９ｅ－１（３．５９ｅ－３）－ ７．８８９４犲－１（４．４７犲－３）

１０００７．５８５３ｅ－１（９．６９ｅ－３）－ ７．２４２５ｅ－１（８．９２ｅ－２）－ ７．８０５０ｅ－１（７．２９ｅ－３）－ ６．９２６２ｅ－１（８．７４ｅ－３）－ ７．４６００ｅ－１（８．９２ｅ－３）－ ８．１７８４犲－１（３．２１犲－３）

２０００７．４２６２ｅ－１（４．４０ｅ－３）－ ７．６２４２ｅ－１（２．０３ｅ－２）－ ８．９５７８ｅ－２（１．６５ｅ－３）－ ９．１００７ｅ－２（６．８７ｅ－５）－ ７．８６０７ｅ－１（５．０２ｅ－４）－ ８．０１８６犲－１（５．２７犲－３）

５０００８．０４４４ｅ－１（１．３５ｅ－２）＝ ７．８７５７ｅ－１（４．０３ｅ－３）－ ７．０５７５ｅ－２（１．６１ｅ－３）－ ８．０４００ｅ－１（４．００ｅ－３）＝ ７．７５３１ｅ－１（１．７７ｅ－２）－ ８．０４７７犲－１（４．４６犲－３）

ＬＳＭＯＰ５

２００３．１１３３ｅ－１（１．３６ｅ－２）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０９０９ｅ－２（２．９１ｅ－７）－ ３．４６６６ｅ－１（７．６２ｅ－３）－ ２．５７９２ｅ－１（８．０１ｅ－３）－ ４．９５１０犲－１（６．１５犲－３）

５００２．５１２３ｅ－１（２．７４ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．７４２３ｅ－２（２．２１ｅ－２）－ ３．４２１１ｅ－１（７．６２ｅ－４）－ ２．３７２７ｅ－１（４．４１ｅ－２）－ ４．５５８１犲－１（８．８０犲－３）

１０００５．０４９４ｅ－１（８．６４ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０９０９ｅ－２（１．１５ｅ－８）－ ３．８２６６ｅ－１（１．００ｅ－２）－ ２．６２８３ｅ－１（１．２６ｅ－２）－ ７．９５０４犲－１（４．０４犲－３）

２０００４．９６９１ｅ－１（１．８６ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．１５６４ｅ－１（４．９９ｅ－３）－ ３．４１８０ｅ－１（２．６５ｅ－４）－ ２．４８９５ｅ－１（８．８７ｅ－５）－ ７．９６４１犲－１（３．７７犲－３）

５０００４．４０６２ｅ－１（６．８５ｅ－４）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．０３５０ｅ－１（４．８８ｅ－３）－ ３．３９９６ｅ－１（２．０３ｅ－３）－ ２．４８８３ｅ－１（３．３８ｅ－５）－ ５．１５７６犲－１（３．２８犲－３）

ＬＳＭＯＰ６

２０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ５．４４３７犲－１（４．４４犲－２）＋ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．２７２３ｅ－２（９．４５ｅ－３）

５０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．９７４５犲－１（１．９５犲－１）＝ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．０５０２ｅ－２（３．０２ｅ－２）

１００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．９１６７犲－１（９．８２犲－５）＋ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．７９０９ｅ－３（７．５０ｅ－３）

２００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．３８４５ｅ－２（５．７３ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．８３６７犲－１（１．７７犲－２）

５００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．３１１３ｅ－２（８．０６ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ７．９０４９犲－１（１．２４犲－３）

ＬＳＭＯＰ７

２０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０５５１ｅ－２（１．０６ｅ－４）＋ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．２１０６犲－１（８．３３犲－３）＋ １．７０２５ｅ－４（３．２９ｅ－４）

５０００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ２．９１２８ｅ－２（３．４５ｅ－２）＝ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ３．５７５９犲－１（３．１９犲－２）＋ １．５０８７ｅ－１（９．３９ｅ－２）

１００００．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０８４６ｅ－２（６．５０ｅ－５）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０９２２ｅ－２（３．４７ｅ－５）－ ２．３１３２犲－１（５．３６犲－３）

２０００７．６２８５ｅ－２（５．８１ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ６．６３９１ｅ－２（２．３８ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０９０２ｅ－２（１．６９ｅ－６）－ ７．０５３２犲－１（１．６８犲－３）

５０００９．１５３８ｅ－２（３．９７ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ８．３９３７ｅ－２（４．３１ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ９．０９０６ｅ－２（１．０７ｅ－６）－ ７．４４０４犲－１（４．９０犲－３）

ＬＳＭＯＰ８

２００１．６３９０ｅ－１（４．５０ｅ－３）－ ３．１１６９ｅ－１（２．８４ｅ－２）－ ８．２７８８ｅ－２（３．８９ｅ－３）－ ３．７５３５ｅ－１（１．３８ｅ－２）－ ３．４９９１ｅ－１（１．３９ｅ－２）－ ４．１６３８犲－１（５．２４犲－３）

５００３．６３９３ｅ－１（３．７３ｅ－３）－ ３．２３８４ｅ－１（７．７６ｅ－３）－ ８．９８０２ｅ－２（１．７６ｅ－３）－ ３．８０２８ｅ－１（１．１１ｅ－２）－ ３．６２２９ｅ－１（１．５５ｅ－２）－ ４．６８５６犲－１（７．９４犲－３）

１０００４．７８３５ｅ－１（６．０６ｅ－３）－ ４．２６４２ｅ－１（４．５２ｅ－３）－ ８．４８３３ｅ－２（６．６６ｅ－３）－ ３．８２４７ｅ－１（８．６６ｅ－３）－ ３．４９５７ｅ－１（７．７０ｅ－３）－ ７．７６９７犲－１（７．２０犲－４）

２０００７．２５９９ｅ－２（５．３４ｅ－２）－ ５．０３０５ｅ－２（３．４０ｅ－２）－ ９．０４１１ｅ－２（４．４５ｅ－４）－ ４．１１６１ｅ－１（８．０３ｅ－３）－ ３．６７０３ｅ－１（２．０１ｅ－２）－ ５．２３２６犲－１（７．２３犲－３）

５０００５．１６８９ｅ－１（１．６４ｅ－３）－ ３．７５４４ｅ－２（４．１５ｅ－２）－ ９．０６４４ｅ－２（１．８８ｅ－４）－ ４．１６８６ｅ－１（７．５１ｅ－３）－ ３．８９３５ｅ－１（１．１５ｅ－２）－ ７．７６９７犲－１（７．２０犲－４）

ＬＳＭＯＰ９

２００１．３０１０ｅ－１（８．１５ｅ－３）－ ３．６４９１ｅ－２（１．０７ｅ－２）－ ８．１９６１ｅ－２（２．３２ｅ－２）－ １．９０２５ｅ－１（２．５０ｅ－４）－ ２．０６８７ｅ－１（１．０８ｅ－２）＝ ２．０８０２犲－１（６．４８犲－３）

５００１．０８４８ｅ－１（４．７７ｅ－３）－ ５．２０２０ｅ－２（８．１５ｅ－３）－ ５．７１８６ｅ－２（１．０４ｅ－２）－ １．９０３５ｅ－１（３．７８ｅ－４）－ ２．０３９３ｅ－１（１．１１ｅ－２）＝ ２．１０５８犲－１（２．９１犲－３）

１０００２．０５３８ｅ－１（５．０８ｅ－３）－ １．１４０７ｅ－１（２．８１ｅ－２）－ １．５２９９ｅ－１（１．０１ｅ－１）－ １．９０３０ｅ－１（３．０８ｅ－４）－ ２．１９１３ｅ－１（１．９８ｅ－３）－ ４．２２０９犲－１（５．１０犲－３）

２０００２．４０７０ｅ－１（２．７７ｅ－３）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．９０６４ｅ－１（３．３１ｅ－４）－ ２．１２５１ｅ－１（６．４６ｅ－３）－ ７．９４３５犲－１（６．２３犲－３）

５０００２．５２６０ｅ－１（３．９６ｅ－４）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ ０．００００ｅ＋０（０．００ｅ＋０）－ １．９０３１ｅ－１（５．３８ｅ－４）－ ２．２０２０ｅ－１（１．５９ｅ－３）－ ７．７５８２犲－１（６．７６犲－３）

＋／－／＝ ０／４４／１ ０／４５／０ １／４３／１ ４／３７／４ ２／４１／２ —

犎犞值，表明其总体上获得仅次于ＬＭＯＥＡＤＳ的

性能．究其原因，ＩＭＭＯＥＡ／Ｄ采用犽ｍｅａｎｓ和基

于分解的选择策略改善了解群的收敛性能，在一定

程度上利于重叠相关的多模问题的优化．而 ＭＯＥＡ／

ＤＶＡ、ＬＭＥＡ和ＬＭＯＣＳＯ在全部测试例中无一能

获得最佳的犐犌犇值或犎犞 值．总体上，实验６表明

ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在３目标ＬＳＭＯＰ测试问题上获得

了显著较优的性能．究其原因，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ采用

黄金分层分组方法对变量进行分组简单而且有效，

利用基于组的变量相关性检测方法不仅节省了部分

计算资源而且还能有效地划分收敛性子组．两种策

略在算法的不同阶段实施并相互协同，有效地平衡

了算法的收敛性和多样性．

实验７． 为更直观地展示ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ与各

对比算法在处理３目标ＬＳＭＯＰ问题的性能表现，

图６列出了各算法在３目标１０００维的ＬＳＭＯＰ１、

ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９测试实例上犐犌犇

值变化曲线．

从图６可知，各算法在３目标测试实例上获得

的犐犌犇变化曲线与其在２目标测试实例上大体相
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图６　各算法在３目标１０００维ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９测试示例上进行３０次独立运行所获

得的平均犐犌犇值曲线

似．差异较大的是，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在３目标ＬＳＭＯＰ９

上获得的犐犌犇曲线下降的速度以及最终的犐犌犇 值

均不及２目标ＬＳＭＯＰ９（见图４）．究其原因，３目标

ＬＳＭＯＰ９的ＰＦ不规则，中间存在很多断裂带，且断

裂带的数目要明显多于２目标的实例，因而使得采

用混合策略的ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在收敛速度和寻优的

精度上有所下降．

实验８． 为进一步展示ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ与各对比

算法在处理３目标ＬＳＭＯＰ问题时在目标空间的表

现，图７给出各算法在３目标１０００维的ＬＳＭＯＰ１、

ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９测试实例上运行

结果与真实ＰＦ的对比图，并通过局部放大对细节

进行展示．

从图７可以看出，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ在４个３目标

测试实例上获得的近似ＰＦ要明显优于其他算法所

获得的结果．另外，各算法在３目标测试实例上的表

现与它们在对应的２目标测试实例上较相似．但需

指出的是，ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ虽然在３目标ＬＳＭＯＰ９

上取得了较好的收敛性，但解群并未覆盖到全部的

ＰＦ上，而且算法在该测试实例上的表现不如它在

２目标ＬＳＭＯＰ９上获得的结果，原因也是由于断裂

带增多所致．

５　结　论

针对现有大规模多目标进化算法的分组方法以

及算法性能尚存较大改进空间等不足，提出一种黄

金分层分组方法和基于组的变量相关性检测相混合

的大规模多目标进化算法ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ．该算法利

用黄金分层分组方法将大规模决策变量简单且准确

地分成收敛性组和多样性组，运用基于组的变量相

关性检测方法高效地检测收敛性变量间的相关性．

本文实验不仅验证了黄金分层分组和基于组的变量

相关性检测两种方法的有效性，而且通过与五种代

表性算法一同在ＬＳＭＯＰ系列测试问题上进行比较

实验，结果表明本文算法具有显著较优的收敛性和多

样性．因此表明ＬＳＭＯＥＡ／ＨＳ是一种颇具前景的大

规模多目标进化算法．未来将利用更多更困难更复
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图７　各算法在３目标１０００维ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ４、ＬＳＭＯＰ５和ＬＳＭＯＰ９测试实例上获得的近似ＰＦ对比图（蓝色部分为真实ＰＦ）
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杂的ＬＳＭＯＰ问题以及现实应用中的一些ＬＳＭＯＰ

问题测试并改进本文算法的性能．
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