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摘　要　现实中不断涌现的高维多目标优化问题对传统的基于Ｐａｒｅｔｏ支配的多目标进化算法构成巨大挑战．一些
研究者提出了若干改进的支配关系，但仍难以有效地平衡高维多目标进化算法的收敛性和多样性．提出一种动态
角度向量支配关系动态地刻画进化种群在高维目标空间的分布状况，以较好地在收敛性与多样性之间取得平衡；
另外，提出一种改进的基于犔狆范式（狆＜１）的拥挤距离度量方法以有效地度量高维目标空间中解群的多样性．设计
了一种采用动态角度向量支配关系的高维多目标进化算法ＤＡＶＭＯＥＡ，该算法利用动态角度向量支配关系增强
选择压力，运用改进的基于犔狆范式（狆＜１）的拥挤距离维持解群的多样性．实验研究了动态角度向量支配关系、改
进的拥挤距离方法以及ＤＡＶＭＯＥＡ算法在５、８和１０目标的ＤＴＬＺ和ＷＦＧ基准测试实例上的犐犌犇与犎犞指
标性能．实验结果表明，动态角度向量支配关系、改进的拥挤距离方法和ＤＡＶＭＯＥＡ算法在高维目标空间中能够
获得显著较优或颇具竞争力的收敛性和多样性．由此表明所提出的支配关系、拥挤距离度量方法和ＤＡＶＭＯＥＡ
算法在高维目标空间中颇具前景．

关键词　动态角度向量支配关系；高维多目标优化；进化算法；多样性；收敛性
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１　引　言
现实中存在大量需要同时优化多个目标的问题，

即多目标优化问题（ＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
Ｐｒｏｂｌｅｍ，ＭＯＰ）．ＭＯＰ问题求解的结果通常是一组
折中解，即Ｐａｒｅｔｏ解集或非劣解集［１］．进化算法
（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＡ）具有隐并行性及其
对待解问题的数学性质不作假设，因而适于求解各
种ＭＯＰ问题［２］．在众多的多目标进化算法（Ｍｕｌｔｉ
ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＯＥＡ）中，基
于Ｐａｒｅｔｏ占优的ＭＯＥＡ算法是其中一类重要的
算法，其在求解目标数较少的ＭＯＰ问题（如具有２
至３个目标）时具有较好的性能［３］．典型范例包括
ＮＳＧＡＩＩ［４］、ＳＰＥＡ２［５］和ＰＥＳＡＩＩ［６］等．

近年来，现实应用中涌现出要求同时优化更多
目标的问题，如无人机群路径规划［７］和混合动力汽
车控制问题［８］等．这些问题的目标数目超过３个，
通常被称为高维多目标优化问题（ＭａｎｙＯｂｊｅｃｔｉｖｅ
ＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍ，ＭａＯＰ）．ＭａＯＰ问题的出现
给基于Ｐａｒｅｔｏ最优性的ＭＯＥＡ算法带来了挑战，
其中的困难包括：（１）进化算法的选择压力降低；
（２）产生大量支配抵触解（ＤｏｍｉｎａｎｃｅＲｅｓｉｓｔａｎｃｅ
Ｓｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＲＳ）［９］；（３）形成主动多样性促进（Ａｃｔｉｖｅ
ＤｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｏｍｏｔｉｏｎ，ＡＤＰ）机制［１０］．在ＤＲＳ和ＡＤＰ共
同作用下，基于Ｐａｒｅｔｏ占优的ＭＯＥＡ算法在求解
ＭａＯＰ问题时将难以收敛到待解问题真实的Ｐａｒｅｔｏ
前沿上．

鉴于Ｐａｒｅｔｏ占优关系在高维目标空间可扩展性
差，研究者从不同的视角提出了多种改进的支配关系，
粗略地可将其分为：（１）修改目标值的方法．如ε支
配关系［１１］、锥体ε支配关系［１２］、ＣＤＡＳ（Ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ
ＤｏｍｉｎａｎｃｅＡｒｅａｏｆＳｏｌｕｔｉｏｎ）关系［１３］、ＳＣＤＡＳ（Ｓｅｌｆ
ＣｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇＤｏｍｉｎａｎｃｅＡｒｅａｏｆＳｏｌｕｔｉｏｎ）［１４］和ｇｒｉｄ
支配［１５］等；（２）目标计数的方法．典型范例包括：
（１－犽）支配［１６］、犳犪狏狅狉关系［１７］、ε狆狉犳犲狉狉犲犱关系［１８］

和犔支配［１９］等；（３）改进Ｐａｒｅｔｏ最优性．包括α支
配［２０］和ＧＰＯ（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＰａｒｅｔｏＯｐｔｉｍａｌｉｔｙ）最优
性［２１］等；（４）利用小生境的方法．如ＳＤＲ（Ｓｔｒｅｎｇｔｈｅｎ
ＤｏｍｉｎａｎｃｅＲｅｌａｔｉｏｎ）关系［３］、θ支配［２２］和ＲＰ支
配［２３］等；（５）利用角度的方法．如利用张角的方
法［２４］、利用余弦相似度的方法［２５］、利用角度和权重
的方法［２６］以及新近提出的基于角度的支配方法ＡＤ
（ＡｎｇｌｅＤｏｍｉｎａｎｃｅ）［２７］．总体上，在已有改进的支配
方法中有的强调收敛性而多样性不足，有的侧重多
样性而收敛性较差，极少能较好地平衡高维目标解
群的收敛性与多样性．其次，大多数改进的支配方法
需要预设参数，不便于使用．最后，尽管已有利用角
度定义的支配方法较适于求解ＭａＯＰ问题，但它们
大都只利用当代种群而非全部历史种群的信息来定
义支配关系，因而不利于ＭＯＥＡ算法全局寻优．

基于此，提出一种基于动态角度向量的支配关系
（ＤｙｎａｍｉｃＡｎｇｌｅＶｅｃｔｏｒｂａｓｅｄｄｏｍｉｎａｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎ，
ＤＡＶ）．ＤＡＶ较之已有利用角度的支配方法，其具
有如下特点：（１）利用进化种群的历史信息指导群
体搜索，使算法可以在更广阔的区域内寻优；（２）解
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个体的角度向量根据种群的分布状况自适应地计算，
能较好地刻画种群在高维目标空间分布情况，有利
于平衡高维目标解群的收敛性与多样性；（３）ＤＡＶ
支配无需预设参数，易于使用．不仅如此，本文还利
用犔狆范式（狆＜１）改进了我们此前提出的简化
Ｈａｒｍｏｎｉｃ归一化拥挤距离方法［２８］，以更好地保持
高维目标解群的多样性．在上述工作的基础上，我们
将ＤＡＶ支配和基于犔狆范式（狆＜１）的拥挤距离方
法嵌入到经典的ＮＳＧＡＩＩ算法框架以分别替代
其原有的Ｐａｒｅｔｏ支配和拥挤距离度量，设计了一种
基于动态角度向量支配的高维多目标进化算法
（ＤｙｎａｍｉｃＡｎｇｌｅＶｅｃｔｏｒｄｏｍｉｎａｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎｂａｓｅｄ
ＭａｎｙＯｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＤＡＶ
ＭＯＥＡ）．为检验ＤＡＶＭＯＥＡ算法及其重要组件
的有效性，本文设计了四组实验：第一组实验用于分
析犔狆范式（狆＜１）中参数狆的合适设置；第二组实
验用于比较ＤＡＶ支配和几种代表性的改进支配关
系，如ＳＣＤＡＳ［１４］、ｇｒｉｄ支配［１５］、θ支配［２２］、ＳＤＲ支
配［３］和ＡＤ支配［２７］在相同进化环境下求解ＭａＯＰ
问题的性能；第三组实验用于比较本文改进的拥
挤距离度量方法和简化Ｈａｒｍｏｎｉｃ归一化拥挤距离
度量方法［２８］以及Ｈａｒｍｏｎｉｃ平均距离方法［２９］在高
维目标空间维持解群多样性的能力；第四组实验
用于比较ＤＡＶＭＯＥＡ算法与几种高效的高维多目
标进化算法，如ＲＶＥＡ［３０］、ＮＳＧＡＩＩＩ［３１］、ＭＯＥＡ／
ＤＤ［３２］、ＭＯＭＢＩＩＩ［３３］和ＴｗｏＡｒｃｈ２［３４］在高维目标
的ＤＴＬＺ［３５］和ＷＦＧ［３６］系列测试问题上的性能．

本文第２节是ＭＯＰ问题的基本概念；第３节
描述动态角度向量支配关系．第４节给出一种改进
的拥挤距离度量方法；第５节是ＤＡＶＭＯＥＡ算法
的流程及其时间复杂性分析；第６节是本文的实验
与分析；最后是本文的结论部分．

２　犕犗犘问题的基本概念
不失一般性，一个具有狀个决策变量，犕个目

标函数的最小化ＭＯＰ问题可形式化表示如下：
ｍｉｎ狔＝犉（狓）＝（犳１（狓），…，犳犕（狓））Ｔ
ｓ．ｔ．狓∈烅烄烆 Ω

（１）

这里的犕表示目标数，狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）是决策
（变量）空间Ω中的点，!犕是目标空间，且犉：Ω→!

犕

包含了犕个实值目标函数．通常，当犕４时，式（１）
中的ＭＯＰ问题又被称为ＭａＯＰ问题．以下是ＭＯＰ
问题几个重要的概念．

定义１．　Ｐａｒｅｔｏ支配．设狓１，狓２∈Ω是式（１）中
ＭＯＰ问题的任意两个解，称狓１Ｐａｒｅｔｏ支配狓２（记
为狓１狓２）当且仅当犻∈（１，…，犕）：犳犻（狓１）
犳犻（狓２）∧犼∈（１，…犕）：犳犻（狓１）＜犳犻（狓２）成立．

定义２．　Ｐａｒｅｔｏ最优解．设狓∈Ω是Ｐａｒｅｔｏ
最优解当且仅当不存在其他的解狓∈Ω使得狓狓
成立．Ｐａｒｅｔｏ最优解通常也称为Ｐａｒｅｔｏ非支配解或
Ｐａｒｅｔｏ非劣解．

定义３．　Ｐａｒｅｔｏ最优解集．Ｐａｒｅｔｏ最优解集
（ＰａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌＳｅｔ，犘犛）是所有Ｐａｒｅｔｏ最优解的集
合，即犘犛＝｛狓｝＝｛狓∈Ω｜!狓′∈Ω：狓′狓｝．

定义４．　Ｐａｒｅｔｏ最优前沿．Ｐａｒｅｔｏ最优前沿
（ＰａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌＦｒｏｎｔ，ＰＦ）是犘犛在目标空间中的
投影，即犘犉＝｛犉（狓）∈!

犕｜狓∈犘犛｝．
定义５．理想点．理想点（ｉｄｅａｌｐｏｉｎｔ）狕＝

（狕１，…，狕犕）Ｔ最小化式（１）中ＭＯＰ问题所有的目标
函数，它的第犻个分量狕犻定义为狕犻＝ｍｉｎ狓∈Ω犳犻（狓）．

定义６．　最差点．最差点（ｎａｄｉｒｐｏｉｎｔ）狕ｎａｄ＝
（狕ｎａｄ１，…，狕ｎａｄ犕）Ｔ由式（１）中ＭＯＰ问题的Ｐａｒｅｔｏ最优
前沿上的最差值组成，它的第犻个分量狕ｎａｄ犻定义为
狕ｎａｄ犻＝ｍａｘ狓∈犘犛犳犻（狓）．

通常，理想点狕和最差点狕ｎａｄ界定了ＭＯＰ问
题的解集在目标空间中的分布范围．

３　动态角度向量支配关系
３１　犇犃犞支配关系的定义及其性质

ＤＡＶ支配关系根据每一代种群在目标空间的分
布而自动地调整解群在目标空间中的坐标系，并逐代
地计算解个体的角度向量．由于进化种群在每一代的
分布不尽相同，即便是相同的个体，其在不同世代所
获得的角度向量一般也不相同．该支配方法能动态地
刻画种群的分布情况，可较好地平衡收敛性与多样
性．此外，ＤＡＶ支配中个体的角度向量仅与个体在
目标空间中的位置有关，亦即仅仅与其所处世代种
群的分布有关，而且在计算相同世代种群个体的角
度向量时，进化代数狋可视为常数，因此ＤＡＶ支配
无需用户预设参数．不仅如此，ＤＡＶ支配还满足反
自反、反对称和传递性之性质，其能够在种群上建立
严格的偏序关系（性质证明详见附录），因此可将
ＤＡＶ支配嵌入到一些经典的非支配排序方法［３７３８］

中以实现对种群个体有效分层．下面以最小化ＭＯＰ
问题为例，给出几个与ＤＡＶ支配密切相关的概念：
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定义７．　历史极优点．设点狕狋＝（狕１，狋，…，狕犕，狋）
是种群自初始代（第０代）到当前代（第狋代）以来所
获得的历史极优点，且狕狋的第犻个分量可表示为
狕犻，狋＝ｍｉｎ（∪

狋

τ＝０犳
ｍｉｎ
犻，τ（犘τ））．这里的犘τ表示第τ代种群，

犳ｍｉｎ
犻，τ（犘τ）（犻＝１，…，犕）表示种群犘τ在第犻个目标上
的最小值，犕为目标数．

定义８．　历史极差点．设点狕狀犪犱狋＝（狕狀犪犱１，狋，…，
狕狀犪犱犕，狋）Ｔ是种群自初始代到当前代以来所获得的历
史极差点，且狕狀犪犱狋的第犻个分量可表示为狕狀犪犱犻，狋＝
ｍａｘ∪

狋

τ＝０
犳ｍａｘ
犻，τ（犘τ（ ））．这里的犳ｍａｘ

犻，τ（犘τ）（犻＝１，…，犕）
表示种群犘τ在第犻个目标上的最大值．

定义９．　动态规范目标空间．设犘狋是当前代种
群，设犗狋＝（犗１，狋，…，犗犕，狋）为犘狋所在目标空间坐标
系之原点，且犗犻，狋＝狕犻，狋（犻＝１，…，犕），则犗狋确定了种
群犘狋的动态规范目标空间．

不难看出，这里的动态规范目标空间将根据每
一代种群的分布自适应地进行调整．换言之，每一代
种群的规范目标空间坐标系将随着历史极优点的变
化而改变．

定义１０．　最大投影点集．设犘狋是当前代种群，
则犘狋在动态规范目标空间各目标轴上的最大投影点
构成了种群犘狋的最大投影点集Λ，且Λ＝｛狆１，狆２，…，
狆犕｝，而犘狋在第犻维目标轴上的最大投影点狆犻可表
示为狆犻＝（犗１，狋，…，犗犻－１，狋，狕狀犪犱犻，狋，犗犻＋１，狋，…，犗犕，狋）（犻＝
１，…，犕），这里的狕狀犪犱犻，狋为狕狀犪犱狋第犻维的分量．

定义１１．　动态角度向量．设狓是当前代种群
犘狋中任意个体，则狓的动态角度向量θ狓狋可表示为
θ狓狋＝（θ狓１，狋，…，θ狓犕，狋）．这里的θ狓犻，狋（犻＝１，…，犕）表示在
动态规范目标空间中个体狓与第犻维目标轴上的最
大投影点狆犻的连线与第犻维的目标轴方向所形成的
较小的夹角．

定义１２．　动态角度向量支配关系，ＤＡＶ．设狓
和狔是当前代种群犘狋中任意两个个体，θ狓狋和θ狔狋分别
表示狓和狔的动态角度向量，即θ狓狋＝（θ狓１，狋，…，θ狓犕，狋），
θ狔狋＝（θ狔１，狋，…，θ狔犕，狋）．若个体狓ＤＡＶ支配个体狔（记为
狓ＤＡＶ狔）当且仅当犻∈（１，…，犕）：θ狓犻，狋θ狔犻，狋∧犼∈
（１，…，犕）：θ狓犼，狋＜θ狔犼，狋．

为直观解释动态角度向量支配关系，图１以二
维目标空间为例示意了当前种群犘中任意个体狓
和狔之间可能存在的ＤＡＶ支配和ＤＡＶ非支配关
系．在不影响表达ＤＡＶ支配含义的前提下这里省
略了进化代数狋的记号（下同）．

图１　二维目标空间中ＤＡＶ支配与ＤＡＶ非支配关系示意图

图１（ａ）表示个体狓ＤＡＶ支配的区域，其中犾１、
犾２分别表示个体狓与犳１、犳２目标轴上的最大投影点
狆１、狆２的连线，θ狓１和θ狓２分别表示犾１、犾２与犳１、犳２目标轴
方向上的较小夹角．显然，个体狓动态角度向量的
任意分量θ狓犻的取值范围为［０，π／２］．图１（ｂ）表示个
体狓ＤＡＶ支配个体狔的一种情形，其满足了θ狓１＜
θ狔１且θ狓２＜θ狔２之条件．图１（ｃ）表示了个体狓ＤＡＶ支
配狔的另一种情形，与图１（ｂ）所不同是，这里满
足的条件为θ狓１＝θ狔１和θ狓２＜θ狔２．图１（ｄ）示意了个体
狓ＤＡＶ非支配个体狔的情形，其满足的条件为θ狔１＜
θ狓１和θ狔２＞θ狓２．

进一步地，为直观表示ＤＡＶ支配的有效性，
图２以二维目标空间中具有连续平滑Ｐａｒｅｔｏ前沿
的简单情形为例，示意ＤＡＶ在保持种群收敛性和
多样性方面的能力．图中的实心圆点表示保留个体，
空心圆点表示被淘汰个体．在图２（ａ）的种群中包含
了７个解个体，即狓１，狓２，…，狓７，它们在Ｐａｒｅｔｏ意义
下均为非劣解，但在ＤＡＶ意义下，只有狓２和狓５是
非支配解，其余的均为ＤＡＶ被支配个体．图２（ａ）较
好地表明了ＤＡＶ支配比Ｐａｒｅｔｏ支配能更好地区分
那些Ｐａｒｅｔｏ非劣解；不仅如此，图２（ａ）中两个ＤＡＶ
非支配个体（即狓２和狓５）较之那些ＤＡＶ被支配个
体（即狓１，狓３，狓４，狓６和狓７），它们的收敛性要明显地
优于那些ＤＡＶ被支配个体，这表明ＤＡＶ支配能促
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进种群的收敛性．图２（ｂ）的种群中包含６个解个
体，即狓１，狓２，…，狓６，它们在Ｐａｒｅｔｏ意义下均为非支
配解，其中狓３和狓４较为拥挤，而个体狓１，狓２，狓５和狓６
的分布性则较好．在ＤＡＶ意义下，狓１，狓２，狓４，狓５和
狓６被视为ＤＡＶ非支配解将予保留，而狓３因被确认
为ＤＡＶ被支配个体而遭淘汰．图２（ｂ）直观地表明
了ＤＡＶ支配关系亦能促进种群的多样性．

图２　ＤＡＶ支配关系促进收敛性和多样性的示意图

３２　犇犃犞支配与犛犆犇犃犛及犃犇支配的异同点
ＤＡＶ支配与ＳＣＤＡＳ支配［１４］较类似，二者都

需要在目标空间构建最大投影点集或标界点集，并且
都保留边界解，但它们存在如下不同点：（１）ＳＣＤＡＳ
在重构解群的目标空间坐标系时需要利用一个极小
的常数δ对目标空间进行平移，并建议δ的取值为
１０－６或１０－４，而ＤＡＶ支配在构建种群目标空间坐
标系时无需额外的参数，其仅仅根据解群自身的分布
状况自动地构造；（２）二者作用对象不同．ＳＣＤＡＳ
是对由ＮＳＧＡＩＩ算法产生的非劣支配层逐层执行
ＳＣＤＡＳ非支配排序，而ＤＡＶ支配则是对当前代
的解群执行ＤＡＶ非支配排序；（３）ＳＣＤＡＳ需要修
改个体的目标函数值，然后再确认支配关系，而
ＤＡＶ支配无需修改个体的目标函数值即可确认
支配关系．必须指出，修改个体的目标函数值意味
着改变个体在目标空间中的位置，其对获得结果的
可靠性可能造成影响．最后，根据文献［３］的研究，
ＳＣＤＡＳ支配所获得解集的收敛性和多样性均较
差，而ＤＡＶ支配致力于平衡所获解集的收敛性和
多样性，而且本文的实验亦表明了ＤＡＶ支配在保
持收敛性和多样性方面要显著地优于ＳＣＤＡＳ．

ＡＤ支配［２７］是新近提出的一种角度支配关系，
ＡＤ支配与ＤＡＶ支配的相同点在于，二者都利用解
个体在目标空间中的角度向量定义支配关系，所不
同的是：（１）ＡＤ支配中需要利用参数犽来控制解个
体的支配区域，且犽值越小，个体的支配区域越大．
为了获得较好质量的解集，文献［２７］建议犽取值为

５０．相比之下，ＤＡＶ支配无需用户预设参数，更易于
使用；（２）ＤＡＶ支配记录了自初始种群以来所获得
的历史极优值和历史极差值，且利用历史极优值和
历史极差值分别调整种群所在目标空间坐标系和计
算个体的动态角度向量．由于ＤＡＶ支配能动态刻
画种群在整个进化过程中的分布情况，以期能较好
地平衡算法的收敛性和多样性．相比之下，ＡＤ支配
仅计算当前种群的极优点与极差点，并利用它们来
计算解个体的角度向量．二者相比，ＤＡＶ支配显然
能利用更多的信息指导解群逼近Ｐａｒｅｔｏ前沿，从而
有利于算法全局寻优．

４　改进的拥挤距离度量方法
高维多目标优化除了要求获得的解群具有较好

的收敛性之外，还要求解集中的个体分布尽量均匀
且广泛，亦即具有较好的多样性．种群的多样性体现
了个体在目标空间中的位置分布，而个体之间的结
合和联系主要表现为它们在目标空间的疏密远近．
为克服Ｈａｒｍｏｎｉｃ平均距离方法（ＨａｒｍｏｎｉｃＡｖｅｒａｇｅ
Ｄｉｓｔａｎｃｅ，ＨＡＤ）度量高维空间个体拥挤度的不足［２９］，
我们此前提出了利用简化Ｈａｒｍｏｎｉｃ归一化距离
方法（ＳｉｍｐｌｉｆｉｅｄＨａｒｍｏｎｉｃＮｏｒｍａｌｉｚｅｄｃｒｏｗｄｉｎｇ
Ｄｉｓｔａｎｃｅ，ＳＨＮＤ）保持解群的多样性［２８］．但需指出，
该简化拥挤距离度量方法使用的是犔２范式距离
（即欧氏距离），而欧氏距离实际上并不能精确地度
量高维空间中个体之间的远近，其原因在于高维空
间中各目标是独立地进行处理的，不同的目标其最
邻近的个体亦不相同．另外，文献［３４］的研究也表
明，在基于犔狆范式的距离度量中，参数狆越小，种
群中最邻近个体距离与最远个体距离之间的差异将
更加显著．为有效度量高维空间中解个体的拥挤程
度，这里将犔狆范式（狆＜１）距离度量引入到这种简
化的Ｈａｒｍｏｎｉｃ归一化距离度量中以替换其原有的
犔２范式，即提出一种基于犔狆范式（狆＜１）简化的
Ｈａｒｍｏｎｉｃ归一化距离度量方法（ＳｉｍｐｌｉｆｉｅｄＨａｒｍｏｎｉｃ
ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄｃｒｏｗｄｉｎｇＤｉｓｔａｎｃｅｂａｓｅｄｏｎ犔狆ｎｏｒｍ，
ＳＨＮＤ犔狆），以期较好地维持高维目标解群的多
样性．

对于种群中个体犻（种群规模为犖），假设在目
标空间中个体犻与其他个体之间的距离由近及远依
次为犱犻，１，犱犻，２，…，犱犻，犖－１，则个体犻的Ｈａｒｍｏｎｉｃ平
均距离如式（２）所示：
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犱犻＝ 犖－１
１
犱犻，１＋

１
犱犻，２＋…＋

１
犱犻，犖－１

（２）

不难看出，式（２）中的Ｈａｒｍｏｎｉｃ平均距离考虑
了犻与群体中所有个体的距离，计算代价大．值得注
意的是，种群中相对较远的个体由于其对当前个体
拥挤度的影响可以忽略，以免引入不必要的偏差和
计算资源的耗费，并且这种情形在高维目标空间表
现得尤为明显．因此，在不影响度量准确性的情况
下，可考虑将参与距离计算的个体数目从犖减少至
犽，并取犽＝ｌｏｇ２犖，这样简化后的Ｈａｒｍｏｎｉｃ距离
如式（３）所示：

犱犻＝ 犽－１
１
犱犻，１＋

１
犱犻，２＋…＋

１
犱犻，犽－１

（３）

由于种群个体之间的距离犱可为任意正数，为方
便计算，对犱犻，犼（犻＝１，２，…，犖；犼＝１，２，…，犽）用归一
化方法进行规范，可得归一化距离为（（犱犻，犼－犱ｍｉｎ）／
（犱ｍａｘ－犱ｍｉｎ）），这里的犱ｍｉｎ和犱ｍａｘ分别为种群个体的
最邻近距离和最远距离．为了使犱犻和犱犻，犼保持一致，
经适当变换后可得距离［１－（犱犻，犼－犱ｍｉｎ）／（犱ｍａｘ－
犱ｍｉｎ）］．一般地，距离越近的个体对当前个体拥挤度
的影响越大，为进一步扩大这种差异，对相对距离进
行平方，即（（犱犻，犼－犱ｍｉｎ）／（犱ｍａｘ－犱ｍｉｎ））２．籍此可得
改进的拥挤距离计算方法，如式（４）所示：

犱犻＝ 犽
∑
犽

犼＝１
１－犱犻，犼－犱ｍｉｎ

犱ｍａｘ－犱（ ）ｍｉｎ［ ］２ （４）

由式（４）可知，改进的拥挤距离度量方法仅考虑
当前个体局部邻域内犽个个体，而并非种群中所有
个体，相比Ｈａｒｍｏｎｉｃ平均距离度量，这里的度量方
法明显减少了计算量．假设种群规模为犖，决策空
间的维度为狀，目标数为犕，由于简化的拥挤距离度
量仅考虑种群中ｌｏｇ２犖个最邻近个体，其时间复
杂度要明显少于Ｈａｒｍｏｎｉｃ平均距离的复杂度
犗（犕狀ｌｏｇ２狀），减少量为犗（犖（犖－１－ｌｏｇ２犖））．
因此，改进后的拥挤距离度量方法的时间复杂度为
犗（犕狀ｌｏｇ２狀）－犗（犖（犖－１－ｌｏｇ２犖））．另外，
式（４）中个体之间距离的计算采用的是犔狆范式
（狆＜１），而参数狆的取值将在实验部分讨论．

种群中的个体由于具有共同相邻的个体而联系
在一起，因此拥挤距离度量能在一定程度上反映出
当前个体在种群中的整体分布；同时，基于局部邻域
内远近不同的个体对当前个体拥挤程度影响不同而
采取的放大策略和归一化方法，能更好地度量个体

的邻域分布．因此，这里改进的拥挤距离度量方法可
从局部和整体上维持解群的多样性．

５　犇犃犞犕犗犈犃算法
为较好地平衡高维多目标进化算法的收敛性与

多样性，这里将ＤＡＶ支配和ＳＨＮＤ犔狆距离度量
嵌入到ＮＳＧＡＩＩ算法框架中以分别替换其原有的
Ｐａｒｅｔｏ支配和拥挤距离度量［４］，设计了一种基于动
态角度向量支配的高维多目标进化算法ＤＡＶ
ＭＯＥＡ．该算法具有两个显著特点：（１）利用基于动
态角度向量支配的非支配排序方法将种群划分为若
干ＤＡＶ非支配层；以及（２）利用ＳＨＮＤ犔狆度量方
法评估ＤＡＶ非支配层上个体的拥挤程度．算法１
给出了ＤＡＶＭＯＥＡ算法的流程．

算法１．　ＤＡＶＭＯＥＡ算法．
输入：种群规模犖，决策变量数目狀，ＭａＯＰ问题目标

数目犕，最大迭代次数犜ｍａｘｇｅｎ
输出：最末代种群犘ｍａｘｇｅｎ
１．初始化
１．１初始化迭代计数器狋＝０；
１．２在ＭａＯＰ问题决策空间内随机产生犖个初始

点，形成初始种群犘０；
１．３计算犘０中所有解点的目标值向量犉犞１（０），…，

犉犞犖（０）；
２．计算犘０的历史极优点狕～（０）和历史极差点狕～ｎａｄ（０）；
３．以狕～（０）为坐标原点构建犘０的动态规范目标空间犗０；
４．确定种群犘０的动态规范目标空间犗０的最大投影点
集Λ（０）＝｛狆１（０），…，狆犕（０）｝；

５．计算犘０中各个体的动态角度向量；
６．［犉１，犉２，…］←犱狔狀犪犿犻犮＿犪狀犵犾犲＿狏犲犮狋狅狉＿犫犪狊犲犱＿狀狅狀
犱狅犿犻狀犪狋犻狅狀＿狊狅狉狋犻狀犵（犘０）；／／基于ＤＡＶ非支配排序

７．犮狉狅狑犱犇犻狊狋←ＳＨＮＤ犔狆（犉１，犉２，…）；／／利用ＳＨＮＤ
犔狆方法度量非支配层上个体的拥挤距离

８．ＷＨＩＬＥ（狋＜犜ｍａｘｇｅｎ）
９．构建交配池：犘ｍａｔｉｎｇ狋 ＝犕犪狋犻狀犵＿狊犲犾犲犮狋犻狅狀（犘狋）；
１０．重组运算：犘ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ狋 ＝犚犲犮狅犿犫犻狀犪狋犻狅狀（犘ｍａｔｉｎｇ狋 ）；
１１．变异运算：犘ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ狋 ＝犕狌狋犪狋犻狅狀（犘ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ狋 ）；
１２．合并子种群和父种群：犘ｕｎｉｏｎ狋 ＝犘狋∪犘ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ狋 ；
１３．［狕～（狋），狕～ｎａｄ（狋）］←犝狆犱犪狋犻狅狀＿犺犻狊狋狅狉犻犮犪犾＿狆狅犻狀狋（犘ｕｎｉｏｎ狋 ）；

／／更新历史极优点和历史极差点
１４．计算犘ｕｎｉｏｎ狋 的最大投影点集：Λ（狋）＝｛狆１（狋），…，

狆犕（狋）｝；
１５．计算犘ｕｎｉｏｎ狋 中各个体的动态角度向量；
１６．［犉１，犉２，…］←犱狔狀犪犿犻犮＿犪狀犵犾犲＿狏犲犮狋狅狉＿犫犪狊犲犱＿狀狅狀

犱狅犿犻狀犪狋犻狅狀＿狊狅狉狋犻狀犵（犘ｕｎｉｏｎ狋 ）；
１７．犮狉狅狑犱犇犻狊狋←ＳＨＮＤ犔狆（犉１，犉２，…）；
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１８．确定最小的犽值，使其满足｜犉１∪犉２∪…∪犉犽｜犖；
１９．ＩＦ｜犉１∪犉２∪…∪犉犽｜＞犖ＴＨＥＮ
２０．根据拥挤度从ＤＡＶ非支配层犉犽中删除（｜犉１∪

犉２∪…∪犉犽｜－犖）个具有最差拥挤距离的个体；
２１．ＥＮＤＩＦ
２２．犘狋＋１＝犉１∪犉２∪…∪犉犽；
２３．更新迭代计数器：狋＝狋＋１；
２４．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
２５．输出最末代种群犘ｍａｘｇｅｎ．
算法１的第６步利用ＤＡＶ支配将进化群体分

为若干层，其中第一层为群体的ＤＡＶ非支配层，第
二层为群体中去掉第一层个体后所获得的ＤＡＶ非
支配层，第三层为在群体中去掉第一层和第二层个
体后所获得的ＤＡＶ非支配层，如此反复，直至群体
中所有个体均被划分至相应的非支配层；第９步
犕犪狋犻狀犵＿狊犲犾犲犮狋犻狅狀利用二元锦标赛策略从种群犘狋
中选取较优的犖／２个个体置于交配池，个体胜出的
判据为：首先考虑它们的非支配层排序，其次是根
据改进的拥挤距离度量；第１０步Ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ对
交配池中的群体犘ｍａｔｉｎｇ狋 执行仿二进制交叉获得规模
为犖的种群犘ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ狋 ；第１１步犕狌狋犪狋犻狅狀对种群
犘ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ狋 执行多项式变异，获得子种群犘ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ狋 ；第
１３步犝狆犱犪狋犻狅狀＿犺犻狊狋狅狉犻犮犪犾＿狆狅犻狀狋计算种群犘ｕｎｉｏｎ

狋 的
历史极优点和历史极差点，并用于第１４步构建种群
犘ｕｎｉｏｎ狋 的最大投影点集．特别地，ＤＡＶＭＯＥＡ算法的
第７步和第１７步均需要对各ＤＡＶ非支配层上个
体利用犔狆范式（狆＜１）计算它们的拥挤距离．

由于欧氏距离在高维空间中并不能精确地度量
解个体之间的拥挤程度，ＤＡＶＭＯＥＡ算法利用基
于犔狆范式（狆＜１）的距离度量方法度量个体的拥挤
度．算法２为ＳＨＮＤ犔狆度量方法的流程．

算法２．　ＳＨＮＤ犔狆度量方法．
输入：非支配层犉犻
输出：度量后的非支配层犉犻
１．初始化：将犉犻层上各个体的拥挤距离初始化为无穷
大值；

２．将犉犻层上个体按其犳１值进行排序，保留在犳１上取
得最大值和最小值的个体，并对其余个体执行如下
操作：

３．计算个体犻与其他个体犼之间的犔狆范式的距离：
犇犻狊（犻，犼）＝狀狅狉犿（狅犫犼犉狌狀（犻）－狅犫犼犉狌狀（犼），狆＜１）；

４．设置犇犻狊（犻，犼）＝犇犻狊（犼，犻）；
５．确定最大的拥挤距离犕犪狓犇犻狊和最小的拥挤距离
犕犻狀犇犻狊；

６．计算各个体的归一化距离：犇犻狊（犻）＝∑（犇犻狊（犻，犼）／
（犕犪狓犇犻狊－犕犻狀犇犻狊））；

７．输出度量后的非支配层犉犻．

算法２的第３步狀狅狉犿（·）为Ｍａｔｌａｂ工具中计
算范式距离的函数，狅犫犼犉狌狀（狓）是个体狓的目标函
数值向量．值得一提的是，Ｗａｎｇ等人［３９］也研究了
犔狆方法，但它与这里的犔狆范式距离显著不同：首
先，文献［３９］中的犔狆方法指的是一族加权的标量化
方法，这些标量化方法将一个ＭＯＰ问题转化为若
干单目标优化问题以协同求解．而本文的犔狆范式
是用于度量高维目标空间解点的距离；其次，狆值的
含义不同．犔狆标量化方法中的狆值对于平衡算法的
选择压力及其在不同ＰＦ几何上的鲁棒性至关重
要，且狆１．而犔狆范式中的狆指的是距离计算的范
型（例如：狆＝２表示欧氏距离，狆＝１表示曼哈顿
距离），且对于高维目标空间两点的距离，本文采用
狆＜１进行度量．

设犖表示种群规模，犕表示ＭａＯＰ问题的目
标数，决策空间维度为狀，算法最大的迭代次数为
犜犿犪狓犵犲狀，则ＤＡＶＭＯＥＡ算法的时间复杂性可分析
如下：

（１）步骤１的初始化阶段包括３个子步，其中初始
化迭代器的时间为犗（１），生成初始群体的时间复杂
性为犗（犖狀），计算初始群体目标函数值的时间复杂
度为犗（犖犕），因此步骤１的时间复杂度为犗（１）＋
犗（犖狀）＋犗（犖犕）＝ｍａｘ（犗（犖狀），犗（犖犕））；

（２）步骤２、３、４和５分别计算历史极点、构建规
范目标空间、确定最大投影点集以及计算动态角度
向量的时间复杂度均为犗（犖犕）；

（３）步骤６对群体执行ＤＡＶ非支配排序，其过
程类似于ＮＳＧＡＩＩ中的非支配排序方法，其时间复
杂度为犗（犕犖２）［４］；

（４）步骤７利用ＳＨＮＤ犔狆方法度量各ＤＡＶ非支
配层个体的拥挤距离的时间复杂度为犗（犕狀ｌｏｇ２狀）－
犗（犖（犖－１－ｌｏｇ２犖））；

（５）算法从步骤８进入循环，循环体内步骤９、
１０、１１和１２分别构建交配池、重组、变异和合并种群
的时间复杂度均为犗（犖狀）；步骤１３、１４和１５分别更
新历史极点、确定最大投影点集以及计算合并种群动
态角度向量的时间复杂度均为犗（犖犕）；步骤１６执
行ＤＡＶ非支配排序的时间复杂度为犗（犕（２犖）２）；
步骤１７利用ＳＨＮＤ犔狆方法度量拥挤距离的时间
复杂度为犗（犕狀ｌｏｇ２狀）－犗（犖（犖－１－ｌｏｇ２犖））；
步骤１８～２３的时间复杂度为犗（犖犕）；因此循环体内
总的时间复杂度为犗（犕犖２）．算法一共迭代犜ｍａｘｇｅｎ
次，因此循环体内的时间复杂度为犗（犜ｍａｘｇｅｎ犕犖２）；

（６）步骤２５输出最末代种群的时间复杂度为
犗（犖犕）．
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综上，ＤＡＶＭＯＥＡ算法的时间复杂度为
ｍａｘ（犗（犖狀），犗（犖犕））＋犗（犖犕）＋犗（犕犖２）＋
（犗（犕狀ｌｏｇ２狀）－犗（犖（犖－１－ｌｏｇ２犖）））＋
犗（犜ｍａｘｇｅｎ犕犖２）＝犗（犜ｍａｘｇｅｎ犕犖２）．由此可见，ＤＡＶ
ＭＯＥＡ算法的时间复杂度取决于其所采用的ＤＡＶ
非支配排序方法的时间复杂度．

６　实验与分析
这里设计四组实验分别用于分析高维目标空间

中犔狆范式（狆＜１）参数狆的合适设置、比较ＤＡＶ支
配和其他七种改进的支配关系的性能、比较
ＳＨＮＤ犔狆度量方法和其他两种拥挤距离度量方法
的性能以及比较ＤＡＶＭＯＥＡ算法与其他五种高
维多目标进化算法的性能，以验证ＤＡＶＭＯＥＡ算
法及其组件的有效性．
６１　测试问题

实验利用ＤＴＬＺ［３５］和ＷＦＧ［３６］两个系列的测试
问题考察算法求解高维多目标优化问题的性能．采
用这两个测试集的原因在于：（１）ＤＴＬＺ和ＷＦＧ系
列函数在目标数和决策变量数上具有可扩展性；
（２）这两个系列的测试问题具有多种Ｐａｒｅｔｏ前沿特
征，它们能从多个方面来检验算法求解ＭａＯＰ问题
的能力．ＤＴＬＺ测试集包括ＤＴＬＺ１～ＤＴＬＺ７测试
问题，但由于ＤＴＬＺ５和ＤＴＬＺ６的Ｐａｒｅｔｏ前沿在３
维以上目标空间中的性质尚不清晰，这里仅考虑
ＤＴＬＺ１～ＤＴＬＺ４和ＤＴＬＺ７等５个ＤＴＬＺ测试问
题．ＷＦＧ系列测试问题包含ＷＦＧ１～ＷＦＧ９等九
个测试问题，它们的Ｐａｒｅｔｏ前沿具有更加丰富且复
杂的特征，因而对高维多目标优化算法提出了更大
的挑战．表１简单描述了这两个系列的测试问题的
难度特征．

表１　犇犜犔犣和犠犉犌系列的测试问题的难度特征
测试问题 特征描述
ＤＴＬＺ１ 线性、多模态
ＤＴＬＺ２ 凹型
ＤＴＬＺ３ 凹型、多模态
ＤＴＬＺ４ 凹型、有偏
ＤＴＬＺ７ 混合、不连续、多模态、比例缩放
ＷＦＧ１ 混合、有偏、比例缩放
ＷＦＧ２ 凸型、不连续、多模态、不可分、比例缩放
ＷＦＧ３ 线性、退化、不可分、比例缩放
ＷＦＧ４ 凹型、多模态、比例缩放
ＷＦＧ５ 凹型、欺骗、比例缩放
ＷＦＧ６ 凹型、不可分、比例缩放
ＷＦＧ７ 凹型、有偏、比例缩放
ＷＦＧ８ 凹型、有偏、不可分、比例缩放
ＷＦＧ９ 凹型、有偏、多模态、欺骗、不可分

６２　性能指标
为综合评估算法的收敛性和多样性，这里采用两

个常用的性能指标，即超体积指标（Ｈｙｐｅｒｖｏｌｕｍｅ，
ＨＶ）［４０］和反转世代距离（ＩｎｖｅｒｔｅｄＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌ
Ｄｉｓｔａｎｃｅ，ＩＧＤ）［４１］．犎犞和犐犌犇是两个综合的性能
指标，它们都能同时度量近似解集的收敛性和多
样性．

犎犞指标通过计算目标空间中被非劣解集覆盖
的区域大小来评估算法的性能．犎犞指标也称为
Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，它在理论上具有良好的数学性质，
即在所有的一元指标中，犎犞是一种能够判定非支
配解集犡不比另一个非支配解集犢要差的方法，而
且它可与Ｐａｒｅｔｏ关系保持一致．对于一个近似
Ｐａｒｅｔｏ前沿犃而言，其犎犞值的计算公式为

犎犞（犃）＝Λ∪
狆∈犃
｛狓｜狆狓狓狉犲犳（ ）｝ （５）

式（５）中，Λ为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，狓狉犲犳为参照点．对于
２目标优化问题，犎犞是坐标区域的面积；对于３
目标优化问题，犎犞是三维空间构成的体积；对于３
维以上目标的优化问题，犎犞表示超体值．通常，犎犞
的值越大，解集的质量越高，亦即算法的收敛性与多
样性等综合性能越好．
犐犌犇指标度量了真实的Ｐａｒｅｔｏ前沿到所获近

似Ｐａｒｅｔｏ前沿之间的距离．由于实验中采用的
ＤＴＬＺ和ＷＦＧ系列测试问题的真实Ｐａｒｅｔｏ前沿是
已知的，通过在真实Ｐａｒｅｔｏ前沿上均匀采样多样性
的点，计算这些采样点到近似Ｐａｒｅｔｏ解点之间的
距离则既能反映解集的收敛性又能反映多样性．一
般而言，犐犌犇指标值越小，表明近似Ｐａｒｅｔｏ前沿的
收敛性和多样性越好．假设犘是ＭＯＰ问题真实
Ｐａｒｅｔｏ解集，犐犌犇性能指标可利用式（６）进行计算：

犐犌犇（犃，犘）＝１
｜犘｜∑

狘犘狘

犻＝１
犇犻狊狋犻 （６）

其中，犇犻狊狋犻＝ｍｉｎ
｜犃｜

犼＝１ ∑
犕

犿＝１

犳犿（狆犻）－犳犿（犪犼）
犳ｍａｘ犿－犳ｍｉｎ（ ）犿槡

２
为归一

化后的最小欧氏距离；和犳ｍｉｎ犿分别表示集合犘在第
犿个目标上获得的最大值和最小值；狆犻∈犘，犻＝１，
２，…，｜犘｜，犪犼∈犃，犼＝１，２，…，｜犃｜．实验对各测试函
数采样１００００个均匀分布的Ｐａｒｅｔｏ最优解点作为
真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的近似来计算犐犌犇值．
６３　统计方法

为减少随机因素对性能评估的影响，实验中各
算法在每一个测试实例中均独立执行３０次（每次使
用不同的随机数种子）以获得性能指标（犐犌犇或
犎犞）的均值和方差．另外，实验利用显著水平为
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０．０５的Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验来分析各算法获得近似
解集的性能在统计意义上的差异．
６４　实验环境

本文所有的实验均在ＴｈｉｎｋＰａｄＥ５６５电脑上运
行，电脑的配置如下：（１）ＣＰＵ：ＡＭＤＡ１０８７００Ｐ；
（２）１．８ＧＨｚ主频；（３）８．０ＧＢ内存；（４）Ｗｉｎｄｏｗｓ７
Ｘ６４位操作系统，所有算法均在ＰｌａｔＥＭＯ平台［４２］

上实现．
６５　实验参数设置

为公平比较起见，不同算法在相同测试实例上
执行相同的评估次数（ＥｖａｌｕａｔｉｏｎＮｕｍｂｅｒ，ＥＮ），各
算法在不同测试实例上的执行代数（犜）则取决于设
置的评估次数和种群规模（犖），且满足犜＝犈犖／犖．
实验中的各算法利用仿二进制交叉（ＳＢＸ）和多项式
变异（ＰＭ）产生新个体．实验对于不同算法共同的参
数取相同的值，而各算法特定的参数则根据其原始
文献中建议值设置．表２为实验中的算法所使用
ＳＢＸ交叉和ＰＭ变异算子的参数设置，而其他一些
参数的取值将在相应的实验方案中说明．

表２　实验中交叉和变异算子的参数设置
参数 取值

种群规模（犖） １００
ＳＢＸ交叉的概率（狆犮） １．０
ＳＢＸ交叉的分布指数（η犮） ２０
ＰＭ的变异概率（狆犿） １／狀（狀为决策变量数目）
ＰＭ的分布指数（η犿） ２０

６６　实验结果与分析
实验１．　为获得高维多目标优化中基于犔狆范

式（狆＜１）的拥挤距离度量方法中参数狆的合适取
值，这里测试ＤＡＶＭＯＥＡ算法采用不同狆值的
犔狆范式（如狆＝１／犕，狆＝２／犕，狆＝２，狆＝１，狆＝

０．７５，狆＝０．５，狆＝０．２５和狆＝０．１，犕为目标数）的
距离度量方法在５、８和１０目标的ＤＴＬＺ１～
ＤＴＬＺ４和ＤＴＬＺ７等１５个测试实例上获得的犐犌犇
均值．实验中对采用不同狆值的ＤＡＶＭＯＥＡ算法
的种群规模均设为１００，而算法在５、８和１０目标
ＤＴＬＺ问题上的评估次数分别均设为１００００、３００００
和５００００，其所采用的交叉和变异算子的参数值如
表２所示．

表３给出了采用不同狆值（狆＜１）的犔狆范式拥
挤距离度量方法的ＤＡＶＭＯＥＡ算法在１５个
ＤＴＬＺ测试实例上获得的犐犌犇均值，其中单元格括
号内的数字表示算法在相应的测试实例和狆值的
组合下所获得的犐犌犇均值的排名（数字越小，排名
越靠前），表内每一行的最好值用粗体突显（下同）．

从表３可以看出，当狆＝１／犕，ＤＡＶＭＯＥＡ算
法在１５个ＤＴＬＺ测试例中获得１０个最佳的犐犌犇
均值；当狆取值０．２５和０．１时，ＤＡＶＭＯＥＡ算法
在１５个测试例中分别获得３个和２个最佳的犐犌犇
均值；而当狆取２／犕、２、１、０．７５和０．５时，ＤＡＶ
ＭＯＥＡ算法在１５个测试例中无一能取得最佳的
犐犌犇均值．另外，从犛狌犿／犚犪狀犽的结果来看，当狆＝
１／犕时，ＤＡＶＭＯＥＡ算法在所有１５个测试例中获
得的总序值之和为２０，它在８种不同的狆值情形下
的获得的成绩总体排名第１；总体排名第２至第８
的算法对应的狆值依次为０．２５，０．１，２／犕，０．５，
０．７５，１和２．实验１表明采用狆＝１／犕的犔狆范式拥
挤距离度量可使算法获得显著较优的犐犌犇均值，而
且使算法在不同目标数目的ＭａＯＰ问题中表现鲁
棒．鉴于此，后面实验将狆统一取值为１／犕．另外，
由于犕表示待解问题的目标数，因此该方法未引入
额外参数，便于使用．

表３　采用不同狆值（狆＜１）的犔狆范式拥挤距离的犇犃犞犕犗犈犃算法在１５个犇犜犔犣测试例上获得的犐犌犇均值与排名
测试问题（犕） 狆＝１／犕 狆＝２／犕 狆＝２ 狆＝１ 狆＝０．７５ 狆＝０．５ 狆＝０．２５ 狆＝０．１
ＤＴＬＺ１（５） ０１３１６（１） ０．１４１１（３） ０．１５４２（７） ０．１４８８（６） ０．１３７５（２） ０．１５７８（８） ０．１４５７（５） ０．１４１６（４）
ＤＴＬＺ１（８） ０２０９５（１） ０．２２０３（３） ０．２７５８（７） ０．２９１２（８） ０．２５８４（６） ０．２４８９（５） ０．２１７１（２） ０．２２３６（４）
ＤＴＬＺ１（１０） ０２５０９（１） ０．２７２８（４） ０．３８９３（８）０．３５２８７（７）０．３３５６（６） ０．２８６４（５） ０．２７２１（３） ０．２５６５（２）
ＤＴＬＺ２（５） ０２１０６（１） ０．２１９２（３） ０．２３０３（５） ０．２４５１（８） ０．２３５１（７） ０．２２９６（４） ０．２１２４（２） ０．２３４４（６）
ＤＴＬＺ２（８） ０３７９３（１） ０．４０６４（２） ０．４３１４（６） ０．４４６２（８） ０．４３６６（７） ０．４２９７（５） ０．４１５２（４） ０．４０４８（３）
ＤＴＬＺ２（１０） ０４７８４（１） ０．５０４７（３） ０．５５６１（８） ０．５３３５（７） ０．５２６９（６） ０．５２４９（５） ０．５１４７（４） ０．４９１３（２）
ＤＴＬＺ３（５） ０．２４９６（２） ０．２５２６（３） ０．２９１４（８） ０．２４２２（７） ０．２７７８（６） ０．２７２３（５） ０２４７９（１） ０．２６７４（４）
ＤＴＬＺ３（８） ０．４４９１（２） ０．４７９７（４） ０．４９６５（７） ０．５０１６（８） ０．４９０４（６） ０．４８４２（５） ０．４７２９（３） ０４５１５（１）
ＤＬＺ３（１０） ０５４８７（１） ０．５８４８（５） ０．５９６６（７） ０．５９０３（６） ０．６１０２（８） ０．５７３２（４） ０．５６７８（３） ０．５６１１（２）
ＤＴＬＺ４（５） ０．２６８８（２） ０．２８１５（４） ０．３０１２（８） ０．２９４７（７） ０．２９０３（６） ０．２８４４（５） ０２６４５（１） ０．２７５６（３）
ＤＴＬＺ４（８） ０３７１２（１） ０．３９４３（４） ０．４７１９（８） ０．４５２５（７） ０．４０６３（６） ０．３９８７（５） ０．３８３２（２） ０．３８４１（３）
ＤＴＬＺ４（１０） ０４６０９（１） ０．４８８９（３） ０．５３８７（８） ０．５２５６（７） ０．５１３５（６） ０．５０１３（５） ０．４９５５（４） ０．４７８２（２）
ＤＴＬＺ７（５） ０２９７３（１） ０．３９８１（３） ０．４３６９（７） ０．４４２７（８） ０．４２１２（５） ０．４２９６（６） ０．３１８４（２） ０．４０６８（４）
ＤＴＬＺ７（８） ０．７２８２（２） ０．７３４３（３） ０．７９５５（８） ０．７８１５（７） ０．７６６７（６） ０．７５８６（５） ０７０１８１（１）０．７４５４（４）
ＤＴＬＺ７（１０） １．０１２８（２） １．１４１５（３） １．７６１３（８） １．６０８１（７） １．３５１４（５） １．４３７７（６） １．２５１９（４） ０９８１４（１）
犛狌犿／犚犪狀犽 ２０／１ ５３／４ １１０／８ １０８／７ ８８／６ ７８／５ ４１／２ ４５／３
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实验２．　为验证ＤＡＶ支配在高维多目标优化
中的有效性，这里将ＤＡＶ支配和几种代表性的改进
的支配关系，如ＳＣＤＡＳ［１４］、ｇｒｉｄ支配［１５］、θ支配［２２］、
ＳＤＲ支配［３］和ＡＤ支配［２７］，分别嵌入到简单的进化
算法框架中，并由此构造出６种简单的高维多目标
进化算法．此外，为消除进化算法中其他的选择机制
对支配选择的影响，６种算法均仅利用支配关系进
行环境选择．具体地，各算法在每一代随机选择父代
个体，并利用相同的遗传算子产生规模为犖的子
代，随后将子代和父代合并，获得规模为２犖的合并
种群．随后，各算法仅使用它们所采用的支配关系对
合并种群执行非支配排序，而后进行环境选择以产
生下一代种群．如果出现所获得的非支配个体数目
大于种群规模的情形，则采用随机截断的方法剔除
部分个体，以保持种群规模不变．

由于θ支配采用两层方法生成一定数量的权重
向量［３１３３］，因此采用θ支配的算法的种群规模不能
任意设置．为公平和一致起见，其余５种算法的种群
规模均与利用θ支配的算法保持一致．具体地，６种
算法在５目标、８目标和１０目标的ＤＴＬＺ问题上
种群规模分别设为２１２、１５６和２７６，而评估次数分
别设为２００００、３００００和５００００．各算法的ＳＢＸ交叉
和ＰＭ变异算子的参数取值如表２所示．另外，对于

其他改进的支配关系，其特定的参数则按照相应文
献中的建议值进行设置，如ＣＤＡＳ中犛参数设为
０．３９；ｇｒｉｄ支配中犱犻狏参数设为５；θ支配的θ值在
目标轴方向上设置为１０６，其余情况设为５；ＡＤ中的
参数犽设为５０．

表４给出了６种嵌入不同支配关系的进化算法
在５、８和１０目标的ＤＴＬＺ系列测试问题上所获
得的犐犌犇均值与方差．从表４可知，在全部１５个
ＤＴＬＺ测试例中，使用ＤＡＶ支配的进化算法获得
８个最佳的犐犌犇均值，采用θ支配的算法获得４个
最佳的犐犌犇均值，利用ＳＤＲ支配的算法获得３个
最佳的犐犌犇均值．另外，从表４的Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检
验的结果来看，采用ＤＡＶ支配的进化算法的性能
要显著地优于使用其他支配关系的进化算法．比如，
从净胜得分（即用劣于的数目减去优于的数目）来
看，ＤＡＶ支配相对于ＳＣＤＡＳ、ｇｒｉｄ支配、θ支配、
ＳＤＲ支配和ＡＤ支配所获得的净胜得分分别为４、
３、５、７和１０．由此可见，ＤＡＶ支配相比其他几种改
进的支配关系，其具有显著较优的收敛性和多样性
之能力．究其原因，ＤＡＶ支配在进化过程中能动态
地计算各个体的角度向量，而动态角度向量可自适
应地刻画个体在目标空间中的分布情况，从而使算
法能够更好地平衡收敛性与分布性．

表４　六种使用不同支配关系的进化算法在三种不同目标维度的犇犜犔犣问题集上获得的犐犌犇均值与方差
测试问题（犕） ＳＣＤＡＳ ｇｒｉｄ支配 θ支配 ＳＤＲ支配 ＡＤ支配 ＤＡＶ支配
ＤＴＬＺ１（５） ０．０７４１±０．０１９６＝７．０１７４±０．８４１０－００５５９±０００９４＝０．０５６９±０．００１６＝０．０９８８±０．０２５４＝０．０６３８±０．０１４８
ＤＴＬＺ１（８） ０．２０１６±０．０９１３－６．４１７１±０．７０１４－０．０９６８±０．０１４３＝０．８１７５±０．０３５９－０．１７８７±０．０１５７－００８４２±０００１５
ＤＴＬＺ１（１０）０．１５６２±０．０３０１＝５．８２９３±０．４４１０－０．１２５１±０．０１８４－１．１３０３±０．２６５５－０．２５４５±０．１１７３－０１１５８±００２３３
ＤＴＬＺ２（５） １．１４１８±０．１４６８－０．９７１２±０．０１６８－０１２８１±００２１２＋０．２２３１±０．０２０３＝０．３０５８±０．０３０２＝０．２４２１±０．０１８９
ＤＴＬＺ２（８） １．３０１４±０．２７４９－１．１４４６±０．０２５１－０２３１６±００４５１＋０．３９８２±０．０３４４＝０．４３７５±０．０４１８＝０．３６９２±０．０２７１
ＤＴＬＺ２（１０）１．４５０７±０．１４２６－１．３８４３±０．０２６６－０３４６９±００４０４＝０．４８８７±０．０３９７＝０．５６５１±０．０５６９＝０．４９１７±０．０４５４
ＤＴＬＺ３（５） ５．４６６２±０．７５９８－４６．５４２±５．４０１６－２．３００５±０．３２４８－０．２６３６±０．０１９９＝０．６４８４±０．０５９８＝０２５７４±００１６６
ＤＴＬＺ３（８） ２０．３５１±２．３０１７－４８．９４３±６．０６２１－２．１５６７±０．２９８７－０．４２０１±０．０３３４＝２．２７５０±０．２０４５＝０３８２１±００２８７
ＤＴＬＺ３（１０）３１．７５３±３．４８７２－５１．５４８±５．８１４８－１．９３７６±０．１５４３－０．４９１５±０．０３８４＝４．５１１９±０．４４１４＝０４８９５±００３９２
ＤＴＬＺ４（５） ０．８１１６±０．０５５１＝０．８０６７±０．０４７５＝０．４８５５±０．０４２４＝０１９２８±００１８８＋０．３６１３±０．３９８２＝０．４９５８±０．０４６８
ＤＴＬＺ４（８） １．２９７３±０．１４４６－０．８３３９±０．０３３９＝０．５０９３±０．０５３６＝０３６４１±００２７４＋０．４９５７±０．０３３１＝０．５１１６±０．０４７２
ＤＴＬＺ４（１０）１．５２１２±０．２１７５－０．８６４７±０．０４０４＝０．５２０１±０．０７８４＝０４５１９±００３５５＝０．６３３９±０．０５２６＝０．５３７３±０．０５５６
ＤＴＬＺ７（５） ０．４２４６±０．０１５７＝２．２７７４±０．５８８２－０．３６８７±０．０４５２＝０．５６７２±０．０４３６＝３．０１０４±０．３３０７－０３６４９±００７４１
ＤＴＬＺ７（８） １．８９１５±０．４０７２－２．７４９９±０．４５８４－１．６４１８±０．１５０７－０．８７５５±０．０９２１－４．４８４６±０．５８８７－０３６４７±００１３３
ＤＴＬＺ７（１０）３．４１４８±０．７８３３－３．０３５１±０．６６１３－２．８１４４±０．２６４６－２．３６０４±０．２４１７－５．７１１０±０．６６８３－０２９１５±００１４９
＋／－／≈ ０／４／１１ ０／３／１２ ２／７／６ ２／９／４ ０／１０／５ ／
注：“＋”、“－”和“≈”分别表示该结果显著地优于、劣于和统计上无差别于嵌入ＤＡＶ支配的算法所获得的结果．

为直观表示算法的求解结果，图３给出了６种
算法在５目标的ＤＴＬＺ７问题（简记为ＤＴＬＺ７（５））
上所获非支配解集的平行坐标．其中，这里的非支配
解集是各算法在３０次运行中所获得的最接近于
犐犌犇均值的近似解集．

从图３可以看出，ＳＣＤＡＳ、θ支配、ＳＤＲ支配、

ＤＡＶ支配和ＡＤ支配在５目标的ＤＴＬＺ７测试实
例上获得的解群的收敛性和分布性均较好，而ｇｒｉｄ
支配在该测试实例上表现出较差的收敛性和多样
性．究其原因，ＳＣＤＡＳ、θ支配、ＳＤＲ支配、ＤＡＶ支
配和ＡＤ支配在设计过程中已考虑到解群的收敛性
与多样性方面的性能，而ｇｒｉｄ支配以个体为中心的

６２３ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２２年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



网格计算方式却难以保证种群收敛．
进一步地，图４给出了上述６种算法在１０目标

的ＤＴＬＺ３问题（简记为ＤＴＬＺ３（１０））上所获的非支

配解集的平行坐标．同样，这里的非支配解集亦是各
算法在３０次运行中获得的最接近于犐犌犇均值的近
似解集．

图３　六种基于不同支配关系的简单进化算法在ＤＴＬＺ７（５）上所获最接近于犐犌犇均值的近似解集的平行坐标

图４　六种利用不同支配关系的算法在ＤＴＬＺ３（１０）上所获最接近于犐犌犇均值的近似解集的平行坐标

７２３２期 谢承旺等：ＤＡＶＭＯＥＡ：一种采用动态角度向量支配关系的高维多目标进化算法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



从图４可以看出，ＤＡＶ支配、θ支配、ＳＤＲ支配
和ＡＤ支配在１０目标ＤＴＬＺ３问题上获得了具有较
好收敛性与多样性的解集，而ｇｒｉｄ支配和ＳＣＤＡＳ
支配则表现较差，特别是ＳＣＤＡＳ在该测试实例的
前９个目标上多样性差，ｇｒｉｄ支配则在该测试实例
的前６个目标上多样性差．图４所示的各近似解集
的直观结果与表４的结果是相吻合的，它们都表明
ＤＡＶ支配在求解ＭａＯＰ问题时能较好地平衡收敛
性和多样性，相比其他改进的支配关系，ＤＡＶ支配
较适于求解ＭａＯＰ问题．

实验３．　为检验ＳＨＮＤ犔狆度量方法在保持
高维目标解群多样性方面的性能，这里设计将
ＳＨＮＤ犔狆（狆＝１／犕）方法与ＳＨＮＤ方法［２８］以及
ＨＡＤ方法［２９］一同在ＤＴＬＺ系列问题上进行犐犌犇

性能比较．实验方案如下：将ＳＨＮＤ犔１／犕、ＳＨＮＤ和
ＨＡＤ三种拥挤距离度量方法分别嵌入ＮＳＧＡＩＩ算
法框架内以替代其原有的拥挤距离度量方法，而保
持算法的其他部分不变，并由此构造出ＮＳＧＡＩＩ／
ＳＨＮＤ犔１／犕、ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ和ＮＳＧＡＩＩ／ＨＡＤ
三个ＮＳＧＡＩＩ算法的变种．新构造的三个算法在
５、８和１０目标的ＤＴＬＺ１４和ＤＴＬＺ７这１５个
ＭａＯＰ问题测试实例上进行实验．实验中各算法的
种群规模均设为１００；对于５、８和１０目标的
ＤＴＬＺ系列问题，其所需的评估次数分别设为
１００００、２００００和５００００．各算法ＳＢＸ交叉与ＰＭ
变异算子的参数设置同表２．表５给出了三个算法
在１５个ＤＴＬＺ问题实例上所获得的犐犌犇均值与
方差．

表５　三种采用不同拥挤距离度量方法的犖犛犌犃犐犐算法变种在犇犜犔犣测试实例上获得的犐犌犇均值与方差
测试问题（犕） ＮＳＧＡＩＩ／ＨＡＤ ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ犔１／犕
ＤＴＬＺ１（５） ０．１２０９±０．００７１７＝ ００６０１±０００３６５＋ ０．０９６３±０．０１０８
ＤＴＬＺ１（８） ０．５８０４±０．０３９７－ ０．４２０１±０．０３３７－ ０１７５１±００１６８
ＤＴＬＺ１（１０） ５．６８３６±０．５６６１－ ４．３４１１±０．５３５２－ １９５６２±０８７１４
ＤＴＬＺ２（５） ０．２６６１±０．０１０１＝ ０２１２５±０００２１＝ ０．２２９０±０．００７５
ＤＴＬＺ２（８） ０．２９４０±０．０２５９－ ０１９５８±０００７４＝ ０．１９９８±０．０３３３
ＤＴＬＺ２（１０） ０．５９２８±０．０２２０－ ０．４４７４±０．０６３３＝ ０３４２３±００５９６
ＤＴＬＺ３（５） ０．４９４７±０．４１３１－ ０２１４２±０００１９＝ ０．２３０３±０．００５２
ＤＴＬＺ３（８） １．２５５８±０．７５１２－ １．３１３９±０．９２９１－ ０５８４０１±０４５３１
ＤＴＬＺ３（１０） １８．６６０±１．０１８－ ８．１３８３±０．２３４１－ ４０３４１±０２３９６
ＤＴＬＺ４（５） ０２１３４±０００４８＋ ０．２６３０±０．０３４８＋ ０．７９２６±０．００１５
ＤＴＬＺ４（８） ０３２６６±０００５７＋ ０．３７４３±０．１３５９＋ ０．９２２８±０．１５１８
ＤＴＬＺ４（１０） ０．６１１８±０．０７４７＝ ０．６７７±０．００１５５＝ ０６０６８±００５５１
ＤＴＬＺ７（５） ０．３７８１±０．０１２９＝ ０３６６７±００１６２＝ ０．３８６６±０．０２０５
ＤＴＬＺ７（８） ０．５４５９±０．０７６４＝ ０．５３７３±０．０１２９＝ ０４９８４±００２６
ＤＴＬＺ７（１０） ０．７４５９±０．０５４２－ ０．６８３２±０．０８３１＝ ０５８１８±００１６２
＋／－／≈ ２／８／５ ３／４／８ ／

注：“＋”、“－”和“≈”分别表示该结果显著地优于、劣于和统计上无差别于ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ犔１／犕算法所获得的结果．

从表５可知，ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ犔１／犕算法在全
部１５个ＤＴＬＺ问题实例上获得了８个最佳的犐犌犇
均值，随后是ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ算法获得了５个最
优的犐犌犇均值，ＮＳＧＡＩＩ／ＨＡＤ算法仅获得２个最
佳的犐犌犇均值．另外，从Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验的结果
来看，ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ犔１／犕相对于ＮＳＧＡＩＩ／ＨＡＤ
和ＮＳＧＡＩＩ／ＳＨＮＤ算法，其获得的净胜得分分别
为６和１．由此可知，ＳＨＮＤ犔１／犕拥挤距离度量方法
能够获得颇具竞争力的多样性保持能力．究其原因：
一方面，ＳＨＮＤ犔１／犕方法仅考虑较少数目的邻域个
体参与拥挤距离的计算，一定程度上减少了计算资
源的耗费；另一方面，ＳＨＮＤ犔１／犕方法采用了归一
化和差异放大化策略使得其能更细粒度地度量解个
体的拥挤程度．上述因素使得ＳＨＮＤ犔１／犕方法有利
于获得较好的多样性保持能力．

实验４．　为验证ＤＡＶＭＯＥＡ算法的有效性，

这里将ＤＡＶＭＯＥＡ与５种高效的高维多目标进
化算法ＲＶＥＡ、ＮＳＧＡＩＩＩ、ＭＯＥＡ／ＤＤ、ＭＯＭＢＩＩＩ
和ＴｗｏＡｒｃｈ２等一同在ＤＴＬＺ和ＷＦＧ系列测试问
题上进行犐犌犇和犎犞性能的比较．由于ＲＶＥＡ［３０］、
ＮＳＧＡＩＩＩ［３１］、ＭＯＥＡ／ＤＤ［３２］和ＭＯＭＢＩＩＩ［３３］算法
利用两层生成方法产生一定数量的权重向量，故
种群规模要与权重向量的数目保持一致．这里对各
算法种群规模和评估次数设置如下：对于５目标、８
目标和１０目标的ＤＴＬＺ测试问题，各算法的种群
规模分别依次设为２１２、１５６和２７６，评估次数分别
依次设为３００００、５００００和８００００．ＤＡＶＭＯＥＡ、
ＭＯＭＢＩＩＩ［３３］和ＴｗｏＡｒｃｈ２［３４］算法的ＳＢＸ交叉和
ＰＭ变异算子的参数全部按表２进行设置，而ＲＶＥＡ、
ＮＳＧＡＩＩＩ和ＭＯＥＡ／ＤＤ算法的交叉和变异算子中
的参数中除交叉分布指数η犮取值３０之外，其余参数
的取值按表２设置．各对比算法所特有的参数按相
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应文献的建议值设置，如（１）在ＭＯＥＡ／ＤＤ中，邻域
的规模犜设为［０．１犖］，邻域选择概率δ设为０．９，
被子代替换的最大数目狀狉设为０．０１犖，其中犖为
种群的规模；（２）在ＲＶＥＡ中，ＡＰＤ中的惩罚参数α
设为２，控制参考向量调整频度的参数犳狉设为０．１；
（３）ＭＯＭＢＩＩＩ中，变化阈值α设为０．５，容差阈值ε

设为０．００１，极差点的记录大小设为５；以及（４）在
ＴｗｏＡｒｃｈ２中，多样性档案设为与种群同等规模，
收敛性档案的容量设为１００．表６给出了六种算法
在５目标、８目标和１０目标的ＤＴＬＺ系列测试问
题上获得的犐犌犇均值和方差．

表６　六种算法在三种目标维度的犇犜犔犣系列测试实例上获得的犐犌犇均值与方差
测试问题（犕） ＲＶＥＡ ＮＳＧＡＩＩＩ ＭＯＥＡ／ＤＤ ＭＯＭＢＩＩＩ ＴｗｏＡｒｃｈ２ ＤＡＶＭＯＥＡ
ＤＴＬＺ１（５）８．２０６３±１．４４１２－１３．８９９±５．０４１７－１１．４１８±１．６０２５－８５３９９±９８３５１＝１７７．２３±３６．０５１－８７．５３１±１．３７５７
ＤＴＬＺ１（８）６．９３６６±１．４３２３＝１４．８７７±２．４４２７－６８．９１６１±７．１０７１＝５．３３５２±１１．７４５＝１６９．７８±１６．５８７－４９６５２±１４１５４
ＤＴＬＺ１（１０）５．６７９９±７．４０１４＝１９．１４０１±４．３２５５－７１．８４９２±６．６１５４＝８１．４１６±１．４６５３－２８１．９５±６５．８２１－６０３２２±６６１７３
ＤＴＬＺ２（５）０．２７８８±４．０５５７－０．３１３３±０．０１９２－０．２４５２±０．０１５４－０．２４８１±０．０７６１２－０．３６８５±０．０１４－０１０６８±００６９７
ＤＴＬＺ２（８）０３２２７±１４７５５＋０．４４２３±０．０９７４＋０．３７９１±０．０２０８＋０．４３４１±０．０１２７＋０．６７７７±０．０３９５＝０．５５３２±０．０４３３
ＤＴＬＺ２（１０）０．５３３１±８．７２７８＋０．７７７６±０．０８２８＋０５１０６±００３２４＋０．５３６４±０．０３３９＋０．７８３３±０．０９７６＋０．９３１１±０．０４３７
ＤＴＬＺ３（５）４８３．４５２±７４．１４７－５４３．６７５±６９．１５１－４２７．５３±１３．１４５－２４２．６１±７．１６８８＝５５１．４８±４５．７５７－２３８１６±０２９２１
ＤＴＬＺ３（８）３２５．２８２±９１．１５７＝４３６．６９４±２７．７７１－２５０．４５±３９．７２３＝１７５６３±２５７８７＋５８７．８３±８２．８５１－３１２．６１±０．４１４２
ＤＴＬＺ３（１０）３５３．６９５±２０．４８１＝８１９．２２３±５１．３４１－２９９．３９±４０．５７８＝２４８６５±２２４７４＋６６０．６２±１４．４７８－３３４．６５±０．６７１６
ＤＴＬＺ４（５）０．２９５６±２．８９２４－０．３５２１±０．０２１７－０．２７３３±０．０３１３１－０．３１３３６±０．０１７５－０．３８９８±０．０５２３－００９２３±００５２１
ＤＴＬＺ４（８）０．４０１０±０．１３７５＝０．６０９３±０．１６４５－０．４０８１±０．０２０４＝０．３９１９±０．０１５７＝０．６１０１±０．４９４２－０３１０８±００４１８
ＤＴＬＺ４（１０）０．５８４３±０．１９３４＝０．８８３４±０．２９５２－０．５９６２±０．０２０７＝０．４９５３±０．０７９３＝０．８６９６±０．０２７９－０４１９３±００４５３
ＤＴＬＺ７（５）０．９１４４±０．１４８６＝０．８９４０±０．３１０２＝２．１４３７±０．０２９６－０４６０９±０１１３９＋２．１９９３±０．１２４２－０．７１４４±０．０６７９
ＤＴＬＺ７（８）１．９６９８±０．４６１９＝５．２４０４±１．２７８１－１．３９６９±０．０３８５＝５．５５７３±１．６７５１－６．８６８７±０．１７３８－１２３３１±０４１１２
ＤＴＬＺ７（１０）５．７５５６±３．７６４７－１４．０７３１±１．４５４７－１．４２３１±０．０２７５＝９．８９７１±２．４３２４－１７．０９２±０．５０８２－１３７６１±０．４３２５
＋／－／≈ ２／５／８ ２／１２／３ ２／５／８ ５／５／５ １／１３／１ ／
注：“＋”、“－”和“≈”分别表示该结果显著地优于、显著地劣于以及统计上无差别于ＤＡＶＭＯＥＡ算法所获得的结果．

从表６可以看出，在１５个ＤＴＬＺ测试实例上，
ＤＡＶＭＯＥＡ算法在９个测试实例上获得了最好的
犐犌犇均值，ＭＯＭＢＩＩＩ在４个测试实例上获得了最
佳的犐犌犇均值，ＭＯＥＡ／ＤＤ和ＲＶＥＡ仅在１个测
试实例上获得最佳的犐犌犇均值，而ＮＳＧＡＩＩ和
ＴｗｏＡｒｃｈ２无一能获得最佳的犐犌犇均值．从表６的
Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验的结果来看，ＤＡＶＭＯＥＡ算法
相比ＲＶＥＡ、ＮＳＧＡＩＩＩ、ＭＯＥＡ／ＤＤ、ＭＯＭＢＩＩＩ和
ＴｗｏＡｒｃｈ２，分别获得的净胜得分为３、１０、３、０和
１２，由此表明ＤＡＶＭＯＥＡ算法在求解ＤＴＬＺ系列
测试问题时具有显著较优的性能．究其原因，ＤＡＶ
ＭＯＥＡ算法利用ＤＡＶ支配关系进行配对选择和
环境选择，而且在环境选择中采用基于狆１／犕范式拥
挤距离度量各非支配层上个体的拥挤程度，摒弃了
目前广泛使用的基于欧氏距离的度量方法，从而使
ＤＡＶＭＯＥＡ算法能够在高维目标空间中更有效地
度量解个体之间的分布，从而获得较为合理的拥挤
度评估．上述几种策略在算法寻优过程中相互协同、
共同作用，显著提高了ＤＡＶＭＯＥＡ算法求解复杂
ＭａＯＰ问题的性能．

表７为六种算法在５目标、８目标和１０目标的
ＷＦＧ１ＷＦＧ９测试问题上获得的犎犞均值和方差．
需要说明的是，这里计算犎犞值所使用的参考点狉
设置为（１．１×犣狀犪犱），这里犣狀犪犱表示ＭａＯＰ问题的

最低点．
从表７可以看出，在２７个ＷＦＧ测试例中，

ＤＡＶＭＯＥＡ算法在１２个测试例上获得了最佳的
犎犞均值，ＭＯＭＢＩＩＩ算法在８个测试例上获得了
最佳的犎犞均值，而ＮＳＧＡＩＩＩ、ＲＶＥＡ、ＭＯＥＡ／ＤＤ
和ＴｗｏＡｒｃｈ２分别在３个、２个、１个和１个测试例
上获得最佳的犎犞均值．从表７的Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检
验的结果来看，ＤＡＶＭＯＥＡ算法相较于ＲＶＥＡ、
ＮＳＧＡＩＩＩ、ＭＯＥＡ／ＤＤ、ＭＯＭＢＩＩＩ、ＴｗｏＡｒｃｈ２算
法，它获得的净胜得分则分别为４、－１、１０、７和１５．
由此表明，ＤＡＶＭＯＥＡ算法相比其他几种经典的
高维多目标进化算法而具有显著较优的犎犞性能．

综合表６和表７来看，ＤＡＶＭＯＥＡ算法相比
一些代表性的高维多目标进化算法，它能够在具有
多种不同难度特征的基准ＭａＯＰ测试例上获得显
著较优的性能．究其原因，ＤＡＶＭＯＥＡ算法利用
ＤＡＶ支配关系进行配对选择和环境选择，而且在环
境选择的过程中采用基于狆１／犕范式度量各非支配
层上个体的拥挤距离，摒弃了目前广泛使用的基于
欧氏距离的度量方法，从而使得ＤＡＶＭＯＥＡ算法
能够在高维目标空间中更有效地度量解个体之间的
距离，从而获得较合理的拥挤度度量．以上几种策略
在算法进化过程中相互协同、共同作用，显著地提高
了ＤＡＶＭＯＥＡ算法求解复杂ＭａＯＰ问题的性能．

９２３２期 谢承旺等：ＤＡＶＭＯＥＡ：一种采用动态角度向量支配关系的高维多目标进化算法
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表７　六种算法在三种目标维度的犠犉犌系列测试问题上获得的犎犞均值与方差
测试问题（犕） ＲＶＥＡ ＮＳＧＡＩＩＩ ＭＯＥＡ／ＤＤ ＭＯＭＢＩＩＩ ＴｗｏＡｒｃｈ２ ＤＡＶＭＯＥＡ
ＷＦＧ１（５） ０．３０１６±０．０２２１－０．３０３９±０．０４４３－０．２７７５±０．０１７４－０．３０８５±０．０１３５－０．３００３±０．０１８２－０４１２４±００６３５
ＷＦＧ１（８） ０．２５０７±０．０７０４－０．２５２４±０．０２９０－０．２３８３±０．０１１５－０．３４２６±０．０４８５＝０．２５１５±０．０１９５－０３８９５±００７４５
ＷＦＧ１（１０）０．２２５６±０．０１０２＝０．２２５９±０．０５６２＝０．２１７０±０．０４６７＝０２４８７±００１６２＝０．２２４４±０．０５６８＝０．２４２３±０．０４１３
ＷＦＧ２（５） ０．８２１０±０．０１６５＝０．８３３１±０．０８３３＝０．８０５４±０．０１８２＝０９００５±００３４２犲＝０．８０８２±０．０７８８＝０．８３２６±０．０７７６
ＷＦＧ２（８） ０．８００７±０．０２０４＝０．８５０６±０．０２１２＝０．８０２２±０．０１６３＝０９２０５±００２４８＝０．８１４５１±０．０１８９＝０．０８３２±０．０８３９
ＷＦＧ２（１０）０．７８６０±０．０４９５＝０８１８７±００２２５＋０．７５４３±０．０２０９＝０．７８４８±０．１０７３＝０．７３３４２±０．０７６５＝０．７４３５±０．０２０１
ＷＦＧ３（５） ０．６２８５±０．０３４４＝０．６３２３±０．０４３２＝０．５８９１±０．０３１６－０．５５１４±０．０６２７－０．５４２８±０．０２３１－０６６７８±００１７２
ＷＦＧ３（８） ０．４０１２±０．０５６４－０．６２６８±０．０３５１＝０．５２６８±０．０４０８－０．２３７６±０．０４３３－０．５１７５±０．０３０８－０６３７３±００６０１
ＷＦＧ３（１０）０．２７３６±０．０７３７－０６４８６±０３１４９＋０．４９８５±０．０１３１－０．１９８０±０．０４４７－０．３９８１±０．０４４７－０．５９５１±０．０３４４
ＷＦＧ４（５） ０．６３８７±０．０１１５＋０．６２６７±０．２１６４＋０．６０８４±０．０７０５＝０．５７２７±０．０３６２＝０６４１５±００４１３＋０．５５１０±０．０５５６
ＷＦＧ４（８） ０．６５１３±０．２１３４＋０．６４５８±０．０１３６＋０６５６４±００１１７＋０．６５０８±０．０９４０＋０．６１０３±０．０４２５＋０．５６４６±０．０３２８
ＷＦＧ４（１０）０．７０５４±０．０２６２＝０．６９４２±０．０５３７＝０．６５３４±０．０６７４＝０７３５５±００８３１＝０．５４９３±０．０１２９＝０．５９１０±０．０６２３
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注：“＋”、“－”和“≈”分别表示该结果显著地优于、显著地劣于以及统计上无差别于ＤＡＶＭＯＥＡ算法所获得的结果．

进一步地，为直观比较ＲＶＥＡ、ＮＳＧＡＩＩＩ、
ＭＯＥＡ／ＤＤ、ＭＯＭＢＩＩＩ、ＴｗｏＡｒｃｈ２和ＤＡＶＭＯＥＡ
算法的收敛速度，这里以１０目标的ＤＴＬＺ３问题
（简记为ＤＴＬＺ３（１０））为测试实例，各算法在
ＤＴＬＺ３（１０）实例上均独立执行３０次，每次运行所
需的最大评估次数为１００，０００，以获得较为稳定和
可靠的犐犌犇均值．图５为各算法在ＤＴＬＺ３（１０）测
试实例上获得的犐犌犇均值随评估次数（犈犖）增长而
变化的轨迹．

图５　六种算法在ＤＴＬＺ３（１０）测试实例上获得的
犐犌犇均值的变化曲线

从图５可以看出，六种算法随评估次数犈犖的
增大，它们所获得的犐犌犇均值总体上表现出变小的
趋势．但相对而言，ＤＡＶＭＯＥＡ算法获得的犐犌犇
均值下降最快，其次是ＲＶＥＡ和ＮＳＧＡＩＩＩ算法，
而且ＲＶＥＡ和ＮＳＧＡＩＩＩ经历起始阶段１０４次评估
后，它们的犐犌犇均值曲线的变化情况较为接近．随后
是ＭＯＭＢＩＩＩ和ＭＯＥＡ／ＤＤ算法，而ＴｗｏＡｒｃｈ２
算法表现最差．一个有趣的现象是，六种算法在经历
初始的１０４次评估后，它们的犐犌犇均值能较快下降
至一个相对较小的值，而在后续进化过程中，它们的
犐犌犇均值呈现出缓慢变小的趋势．由于犐犌犇能够
表征近似解集的收敛性和多样性，而且犐犌犇值越小
则表明算法获得的近似解集的质量越高．因此，图５
中各算法所获得犐犌犇曲线的轨迹直观地表明了
ＤＡＶＭＯＥＡ算法较之其他几种算法而能较快地获
得高质量的解集．

７　结　论
鉴于已有高维多目标进化算法在有效平衡收敛

性和多样性方面尚存较大改善空间，论文提出一种
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动态角度向量支配关系ＤＡＶ和一种基于犔狆范式
（狆＜１）简化的Ｈａｒｍｏｎｉｃ归一化距离度量方法
ＳＨＮＤ犔狆，并分别将这两种策略嵌入到ＮＳＧＡＩＩ
算法框架以设计出一种基于ＤＡＶ支配关系的高维
多目标进化算法ＤＡＶＭＯＥＡ．文章通过实验检验
了ＤＡＶ支配、ＳＨＮＤ犔狆度量和ＤＡＶＭＯＥＡ算法
的有效性，实验结果表明，ＤＡＶ支配关系、ＳＨＮＤ
犔狆度量方法和ＤＡＶＭＯＥＡ算法较之其他对比的方
法而具有显著较好的性能，由此表明本文的算法是一
种颇具前景的高维多目标进化算法．未来将利用一
些更加复杂的ＭａＯＰ问题检验ＤＡＶＭＯＥＡ算法
的性能，以及利用ＤＡＶＭＯＥＡ算法求解一些现实
应用中的ＭａＯＰ问题，并不断改进算法的性能．

致　谢　感谢匿名评审专家的中肯意见，使得本文
的质量得以提升！
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附　录．
根据ＤＡＶ支配关系的定义，不难证明其满足反自反、

反对称、传递性和严格偏序关系之性质．同样地，对于相同世
代的种群个体，省略进化代数狋的记号不会影响证明过程．

性质１．　反自反．对于当前种群犘中的任意个体狓，其
满足反自反性，即狓／ＤＡＶ狓．

证明．　根据定义１２，如果狓ＤＡＶ狓，则狓的动态角度向

量中至少存在一个分量满足θ狓犻＜θ狓犻（犻＝１，…，犕）．然而，在狓
角度向量的各分量中并不存在θ狓犻＜θ狓犻，因此个体狓并不能
ＤＡＶ支配它本身，换言之，个体狓满足反自反性，即狓／ＤＡＶ狓
成立，性质１得证． 证毕．

性质２．　反对称．假设狓，狔是当前种群犘中任两个个
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体，如果它们满足狓ＤＡＶ狔，则狔／ＤＡＶ狓成立．
证明．　由于狓ＤＡＶ狔，根据定义１２，对于任意的θ狓犻和

θ狔犻（犻＝１，…，犕）而言，存在θ狓犻θ狔犻，亦即不存在θ狓犻＞θ狔犻的情
形，因此根据定义１２，个体狔不能ＤＡＶ支配狓，亦即狔／ＤＡＶ狓
成立，性质２得证． 证毕．

性质３．　传递性．假设狓，狔和狕是当前种群犘中三个
个体，如果狓ＤＡＶ狔且狔ＤＡＶ狕则狓ＤＡＶ狕．

证明．由于狓ＤＡＶ狔，因此可得犻∈｛１，…，犕｝：θ狓犻
θ狔犻∧犼∈｛１，…，犕｝：θ狓犼＜θ狔犼，同样地，由于狔ＤＡＶ狕，因而

犻∈｛１，…，犕｝：θ狓犻θ狔犻∧犼∈｛１，…，犕｝成立．由此可知，对
于狓和狕的动态角度向量中的任意分量θ狓犻和θ狕犻而言，它们
满足θ狓犻θ狕犻（犻＝１，…，犕）；同时，至少存在一个分量θ狓犻，其满
足θ狓犻＜θ狕犻，亦即狓ＤＡＶ狕成立，性质３得证． 证毕．

性质４．　严格偏序关系．ＤＡＶ支配关系定义了一种严
格偏序关系．

证明．　根据前面的证明，表明ＤＡＶ支配关系满足反
自反、反对称和传递性之性质，因此，ＤＡＶ支配关系是一种
建立在种群犘上的严格偏序关系，性质４得证． 证毕．
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