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收稿日期：２０２００５２０；在线发布日期：２０２１０１２２．本课题得到浙江省自然科学基金项目（ＬＱ２０Ｆ０２００１４）、浙江省重点研发计划项目
（２０１８Ｃ０１０８０）、国家自然科学基金项目（６１４７２３６６，６１３７９０７７）资助．王丽萍，博士，教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为计
算智能、决策优化．Ｅｍａｉｌ：ｗｌｐ＠ｚｊｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．任　宇，硕士研究生，主要研究方向为计算智能、决策优化．邱启仓，硕士，主要研究方向为
智能控制．邱飞岳（通信作者），博士，教授，主要研究领域为智能控制、深度学习．Ｅｍａｉｌ：ｑｆｙ＠ｚｊｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．

多目标进化算法性能评价指标研究综述
王丽萍１）　任　宇１）　邱启仓２）　邱飞岳３）

１）（浙江工业大学计算机科学与技术学院　杭州　３１００２３）
２）（之江实验室　杭州　３１１１２１）

３）（浙江工业大学教育科学与技术学院　杭州　３１００２３）

摘　要　多目标进化算法根据性能评价指标衡量其优劣，主要从算法所求解集的质量、算法求解效率以及算法鲁
棒性三方面来评价，并侧重于解集的质量，现有的相关工作缺乏对评价指标数学性质的分析．本文将评价指标按性
能标准分为四类：计数指标、收敛性指标、多样性指标、综合性指标，其中计数指标统计符合指标要求的解个数或比
例，收敛性指标衡量解集与参考集的贴近程度，多样性指标衡量解集分布的均匀程度与求解极端值的能力，并按性
质类型分为分布性指标、延展性指标和同时衡量前两者的指标，综合性指标同时衡量收敛性和多样性，并按适用范
围分为通用指标和专用指标．本文对比分析了７７种指标的参考集、比较函数以及时间复杂度，并从高维目标适应
性、离群点敏感性、参考集合理性、指标值最优性四个方面对部分指标进行了分析，为研究者们选择合适的指标提
供方法，以应对不同环境下的复杂问题．最后展望了多目标进化算法性能评价有待进一步研究的方向．

关键词　多目标优化；进化算法；评价指标；收敛性；多样性
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ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｔｈｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｎｏｖｅｌｉｎｄｉｃａｔｏｒｓｕｓｅｄｆｏｒｕｓｅｒｂａｓｅｄ，
ｄｙｎａｍｉｃａｎｄｍｕｌｔｉｍｏｄａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｔｏｏｖｅｒｃｏｍｅｔｈｅｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ，
ａｎｄｌａｓｔｂｕｔｎｏｔｌｅａｓｔ，ｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ；ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｉｃａｔｏｒｓ；
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ；ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ

１　引　言
多目标优化问题（ＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，ＭＯＰｓ）是指同时优化多个目标的问题，这
些目标相互矛盾，一个目标性能的提升意味着另一个
或多个目标性能的下降．近几十年来，研究者们提出
了许多求解ＭＯＰｓ的方法，其中主要方法是多目标进
化算法［１３］（ＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，
ＭＯＥＡｓ），这是一类基于种群的启发式搜索方法，模
拟了生物的选择与进化过程，采用随机搜索的策略，
无需知道ＭＯＰｓ的先验性知识即可进行求解，代表
性的ＭＯＥＡｓ有：（１）基于支配关系的ＮＳＧＡＩＩ［４］
（ＮｏｎｄｏｍｉｎａｔｅｄＳｏｒｔｉｎｇＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍＩＩ）、
ＳＰＥＡ２［５］（ＳｔｒｅｎｇｔｈＰａｒｅｔｏＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ２）
以及ＰＥＳＡＩＩ［６］（ＰａｒｅｔｏＥｎｖｅｌｏｐｂａｓｅｄＳｅｌｅｃｔｉｏｎ
ＡｌｇｏｒｉｔｈｍＩＩ）；（２）基于分解的ＭＯＥＡ／Ｄ［７］（Ｍｕｌｔｉ

ｏｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＢａｓｅｄｏｎＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）、
ＭＯＥＡ／ＤＭ２Ｍ［８］（ＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆａＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ
ＮｕｍｂｅｒｏｆＳｉｍｐｌｅＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＳｕｂｐｒｏｂｌｅｍｓ）以及
ＲＶＥＡ［９］（ＲｅｆｅｒｅｎｃｅＶｅｃｔｏｒｇｕｉｄｅｄＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ）；（３）基于性能评价指标的ＩＢＥＡ［１０］
（ＩｎｄｉｃａｔｏｒＢａｓｅｄＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）、ＳＭＳ
ＥＭＯＡ［１１］（ＳＭｅｔｒｉｃＳｅｌｅｃｔｉｏｎｂａｓｅｄＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
ＭｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）以及ＨｙｐＥ［１２］（Ｈｙｐｅｒ
ｖｏｌｕｍｅｂａｓｅｄＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ）．这些算法在
众多实际领域中均有应用，如物流工程［１３］、能源与
动力工程［１４］、自动化控制［１５］等．

为了更好地选择算法求解不同类型的ＭＯＰｓ，
如何衡量这些不同ＭＯＥＡｓ的性能成为了一大热门
课题，但是求解ＭＯＰｓ不同于求解单目标优化问题
（ＳｉｎｇｌｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍ，ＳＯＰ），后
者只需寻找出所求得解集中的最小值或是最大值即
可来比较算法性能优劣，而前者由于多个目标之间的
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矛盾性，所得最优解并非单个解，而是由一组非支配
解构成的集合，以最小化ＭＯＰｓ为例，如算法求得一
组解犛１＝｛（０．１，０．９），（０．４，０．６），（０．９，０．１）｝，另
一算法求得犛２＝｛（０．２，０．８），（０．６，０．４），（０．８，
０．２）｝，此时无法通过直接比较两组解集来判断算法
性能优劣，所以设计一种适用于ＭＯＰｓ的性能评价
指标变得十分重要．

比较不同ＭＯＥＡｓ的性能优劣可以考虑以下三
个方面［１６］：算法所求解集的质量、算法的求解效率
以及算法的鲁棒性．

（１）ＭＯＥＡｓ所求解集的质量，主要衡量解集
的非支配解数量、收敛性（Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ）和多样性
（Ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ）．收敛性衡量的是算法所求得的Ｐａｒｅｔｏ
近似最优解集犛到真实Ｐａｒｅｔｏ前沿［１７］的贴近程
度；多样性衡量的是解集犛的分布性与延展性［１８］

（ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄＳｐｒｅａｄ）．
（２）ＭＯＥＡｓ的求解效率，包括分析算法的时间

复杂度，统计算法运行的实际时间开销，以及评估
评价指标的数值与迭代次数的关系．当多种不同算
法所求解集质量相近时，比较算法的求解效率会更
有意义．此外，算法的求解效率在动态相关的实际问
题［１９２１］中较为关注．

（３）ＭＯＥＡｓ的鲁棒性，算法的强鲁棒性是指对
更多具有不同特征的问题具有良好的求解能力，对于
算法参数以及随机的初始种群具有较低的敏感性，并
且算法所求得解集比较稳定．针对某一ＭＯＥＡｓ进
行多次独立的实验，其鲁棒性可以从评价指标的方
差得到体现．

ＭＯＥＡｓ的评价指标主要通过衡量解集的质量
来比较其性能优劣．不少学者针对ＭＯＥＡｓ所求得
解集质量的某一或某些性能进行了相关研究，提出
了一系列的评价指标．

ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ等人［２２］提出了一系列用于统计
非支配解的数量或是比例的计数指标，这些指标并
未考虑真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的信息，故ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ
等人［２３］提出了错误率（ＥｒｒｏｒＲａｔｉｏ，ＥＲ），与Ｐａｒｅｔｏ
近似前沿犘（ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔ）的
信息进行了交互．Ｚｉｔｚｌｅｒ等人［２４］提出了覆盖率
（Ｃｏｖｅｒａｇｅ，Ｃ），用于比较两个解集之间的相互关系
而非衡量解集与真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的关系，适用于真
实Ｐａｒｅｔｏ前沿信息未知的情况下算法性能的比较．

ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ等人［２５］提出了经典的收敛性
指标世代距离（ＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌＤｉｓｔａｎｃｅ，ＧＤ），ＧＤ计

算的是解到相距最近参考点的平均距离，其中参考
集由真实Ｐａｒｅｔｏ前沿均匀采样而得．类似地有收敛
性指标γ［２６］（ｔｈｅＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅＭｅｔｒｉｃ）和犕１

［２７］，它
们与ＧＤ的区别在于计算的距离类型不同．Ｓｃｈｏｔｔ
提出了收敛性指标七点平均距离［２８］（ＳｅｖｅｎＰｏｉｎｔｓ
ＡｖｅｒａｇｅＤｉｓｔａｎｃｅ，ＳＰＡＤ），Ｓｃｈｏｔｔ认为在实际问题
中难以获取真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的准确信息，故用参考
集犚取代了Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘来对解集的收敛性
进行评价．

Ｄｅｂ等人［２６］提出了多样性指标Δ′，计算的是连
续解之间的距离与其平均值之差，Ｓｃｈｏｔｔ［２８］提出了
类似的多样性指标空间指标（Ｓｐａｃｉｎｇ，ＳＰ），计算的
是相距最近的两个解与其平均值之差的平方，但Δ′
与ＳＰ均只针对解集的分布性而未考虑延展性，故
Ｄｅｂ等人［４］提出了多样性指标Δ，Δ在Δ′的基础上
将Ｐａｒｅｔｏ前沿边界点对算法性能的影响纳入考虑，
因此能够同时衡量解集的分布性与延展性，但Δ只
在２维的ＭＯＰｓ中适用，为了应对更高维度的目标
空间，Ｚｈｏｕ等人［２９］提出了多样性指标Δ，计算的是
在某一目标上相距最近的解与边界点的距离．
ＣｏｅｌｌｏＣｏｅｌｌｏ等人［３０］提出了综合性指标反世

代距离（ＩｎｖｅｒｔｅｄＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌＤｉｓｔａｎｃｅ，ＩＧＤ），ＩＧＤ
计算的是参考点到相距最近的解的平均距离，距
离所有解都较远的参考点具有较大的ＩＧＤ值，因
此在反映解集收敛性的同时也能反映解集的多样
性．Ｓｃｈｕｔｚｅ等人［３１］则结合了ＧＤ与ＩＧＤ提出了综
合性指标Δ狆，修改ＧＤ与ＩＧＤ为ＧＤ狆与ＩＧＤ狆以减
弱解集犛中解的数量对指标值的影响，Δ狆计算的是
ＧＤ狆与ＩＧＤ狆之间的豪斯多夫距离［３２］（Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ
Ｄｉｓｔａｎｃｅ）．Ｚｉｔｚｌｅｒ等人［３３］提出了著名的综合性指标
超体积指标（Ｈｙｐｅｒｖｏｌｕｍｅ，ＨＶ），计算的是由所有
非支配解与最低点（ＮａｄｉｒＰｏｉｎｔ）构成的超立方体的
超体积之和．

上述综合性指标能够很好地反映ＭＯＥＡｓ求解
静态非多模态的全局ＭＯＰｓ时所得解集的质量，但
是对于偏好多目标优化问题［３４］（ＰｒｅｆｅｒｅｎｃｅＢａｓｅｄ
ＭＯＰｓ，ＰＭＯＰｓ），动态多目标优化问题［３５］（Ｄｙｎａｍｉｃ
ＭＯＰｓ，ＤＭＯＰｓ）以及多模态多目标优化问题［３６］

（ＭｕｌｔｉｍｏｄａｌＭＯＰｓ，ＭＭＯＰｓ），这些综合性指标均
不再适用．这是因为在ＰＭＯＰｓ中只需求解决策者
感兴趣的局部解，解集的质量与全局解的多样性存
在矛盾［３７］；ＤＭＯＰｓ不再是静态的多目标优化问题，
上述综合性指标均难以应对Ｐａｒｅｔｏ前沿的动态变
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化［３８］；求解ＭＭＯＥＡｓ时不仅需要在目标空间中求
得优质解集，更要在决策空间中求得最佳分布［３９］．

针对ＰＭＯＰｓ，Ｗｉｃｋｒａｍａｓｉｎｇｈｅ等人［４０］提出了综
合性指标ＨＶＵＭ（ＨＶｆｏｒＵｓｅｒｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅＥＭＯ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ），通过人为划定偏好区域（Ｒｅｇｉｏｎｏｆ
Ｉｎｔｅｒｅｓｔ，ＲＯＩ）以计算区域内的ＨＶ值．Ｍｏｈａｍｍａｄｉ
等人［４１］针对ＨＶＵＭ受参考点影响较大的问题提
出了基于复合Ｐａｒｅｔｏ前沿（ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＦｒｏｎｔ，ＣＦ）
的综合性指标ＩＧＤＣＦ，通过合成Ｐａｒｅｔｏ前沿来代
替真实Ｐａｒｅｔｏ前沿以评估落在局部Ｐａｒｅｔｏ前沿上
的解集质量．喻果［４２］则提出了无需人为划定偏好区
域的综合性指标ＰＭＤＡ．

针对ＤＭＯＥＡｓ，Ｚｈｏｕ等人［４３］提出了综合性指
标平均反世代距离（ＭｅａｎＩＧＤ，ＭＩＧＤ），将基于代
数的时间变量狋纳入了评价指标的计算．类似地有
综合性指标平均超体积［４４］（ＭｅａｎＨＶ，ＭＨＶ）．Ｚｏｕ
等人［４５］则提出了综合性指标平均超体积差异
（ＭｅａｎＨＶＤ，ＭＨＶＤ）．

针对ＭＭＯＥＡｓ，Ｚｈｏｕ等人［４６］提出了新的反世
代距离ＩＧＤＸ，计算的是决策空间中的ＩＧＤ值．Ｙｕｅ
等人［４７］提出了综合性指标Ｐａｒｅｔｏ集合逼近（Ｐａｒｅｔｏ
ＳｅｔＰｒｏｘｉｍｉｔｙ，ＰＳＰ），计算的是决策空间中的覆盖
率比率（ＣｏｖｅｒＲａｔｅ，ＣＲ）与ＩＧＤＸ的比值，ＣＲ［４７］由
多样性指标最大延展度［４８］（ＭａｘｉｍｕｍＳｐｒｅａｄ，ＭＳ）
改进而得．

随着评价指标的不断提出，一些关于评价指标
的综述也相继发表．如Ｋｎｏｗｌｅｓ等人［４９］根据解集的
优胜关系对评价指标进行分析与比较．Ｚｉｔｚｌｅｒ等
人［５０］分析了不用类型评价指标的限制，并使用数学
框架对评价指标进行了分类．Ｙｅｎ等人［５１］通过双重
淘汰锦标赛选择组合评价指标，以集成的方式评价
ＭＯＥＡｓ．Ｏｋａｂｅ等人［５２］将评价指标分类为计数、距
离、体积、分布性和延展性指标．Ｌａｓｚｃｚｙｋ等人［５３］在
Ｏｋａｂｅ等人［５２］的分类基础上又新增了支配、目标
值、密度、统计、分区这５个类别，并试图统一评价指
标的命名方式．Ｊｉａｎｇ等人［１８］将评价指标分为了计
数、收敛性、多样性和综合性指标，并研究了部分具
有代表性的评价指标在不同凹凸性的Ｐａｒｅｔｏ前沿
上的一致性与矛盾性．Ｌｉ等人［５４］和本文延用了
Ｊｉａｎｇ等人［１８］的分类标准，文献［５４］中将多样性中
的分布性命名为均匀性，本文则增加了针对特定问
题的综合性指标．文献［５０，５５］分别在文中提出了新
的评价指标．上述这些文献在某些方面缺乏对指标

的数学性质探讨．
本文的贡献主要如下：（１）对具有代表性的

ＭＯＥＡｓ评价指标进行了整理与归纳，给出了它们
的参考集、比较函数与时间复杂度；（２）从高维目标
适应性、离群点敏感性、参考集合理性、指标值最优
性四个方面对部分指标进行了分析与比较；（３）提
出了一些关于评价指标的性质与定理，并对文中涉
及的所有定理进行了数学证明．

本文第１节引言部分简要介绍ＭＯＥＡｓ评价指
标的研究现状；第２节背景详细介绍多目标优化的
相关概念；第３节着重介绍各个指标的相关概念与
计算方式，根据计数、收敛性、多样性、综合性这四种
类型划分评价指标，并探讨它们的优势与不足；第４
节选取一些具有代表性的指标，分析目标维度、离群
点、参考集、指标值四个方面对这些评价指标的影
响，给出并证明一些关于评价指标的定理；第５节结
语，提出ＭＯＥＡｓ评价指标有待进一步研究的方向．

２　多目标优化相关概念
不失一般性地以最小化ＭＯＰｓ为例，定义ＭＯＰｓ

的相关概念如下：
定义１．　多目标优化问题．对于一个具有狀维

决策变量，犿（犿２）维目标的ＭＯＰｓ，其数学模
型［１６］的定义为

ｍｉｎ犉（狓）＝（犳１（狓），犳２（狓），…，犳犿（狓））Ｔ
　犌犻（狓）０，犻∈｛１，２，…，狆｝
　犎犼（狓）＝０，犻∈｛１，２，…，狇
烅
烄

烆 ｝
（１）

其中，狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈Ω，狓为决策变量，Ω为
决策空间，Ω＝∏

狀

犻＝１
［犔犻，犝犻］，犔犻和犝犻分别为狓犻的上下

边界．!犿为犿维的目标空间，犉（狓）为目标向量，代
表Ω→!

犿的映射关系，犌犻（狓）和犎犼（狓）分别为问题
的约束条件．

定义２．　Ｐａｒｅｔｏ支配．设狓１＝（狓１１，狓１２，…，狓１狀）
和狓２＝（狓２１，狓２２，…，狓２狀）是目标空间中满足约束条件
的两个决策向量，狓１Ｐａｒｅｔｏ弱支配狓２，记作狓１狓２，
满足：

（犻）犳犻（狓１）犳犻（狓２），犻∈｛１，…，犿｝ （２）
狓１Ｐａｒｅｔｏ支配狓２，记作狓１狓２，满足：
（犻）犳犻（狓１）犳犻（狓２）∧（犼）犳犼（狓１）＜犳犼（狓２）（３）

其中犻∈｛１，…，犿｝，犼∈｛１，…，犿｝．
狓１Ｐａｒｅｔｏ强支配狓２，记作狓１狓２，满足：
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（犻）犳犻（狓１）＜犳犻（狓２），犻∈｛１，…，犿｝ （４）
定义３．　Ｐａｒｅｔｏ最优解．若在可行域Ω中的解

狓满足约束条件且不被任何其他解支配，则称狓
为Ｐａｒｅｔｏ最优解：

狓∈Ω∧／狓∈Ω：狓狓 （５）
定义４．　Ｐａｒｅｔｏ最优解集．所有Ｐａｒｅｔｏ最优解

构成的集合称为Ｐａｒｅｔｏ最优解集（ＰａｒｅｔｏＯｐｔｉｍａｌ
ＳｏｌｕｔｉｏｎＳｅｔ，ＰＳ）．

犘犛＝｛狓｜狓∈Ω∧／狓∈Ω：狓狓｝ （６）
定义５．　Ｐａｒｅｔｏ近似最优解集．由ＭＯＥＡｓ在

某次求解过程中所求得的最优解集称为Ｐａｒｅｔｏ
近似最优解集（ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆＰａｒｅｔｏＯｐｔｉｍａｌ
ＳｏｌｕｔｉｏｎＳｅｔ，Ｓ），简称解集．

犛＝｛狓犻｝，犻∈｛１，…，犖｝ （７）
其中犖为人为设定的参数．

定义６．　非支配解．若解集犛中的解狓，不被
解集犛中的其他解Ｐａｒｅｔｏ支配，则称狓为解集犛中
的非支配解．

狓∈犛∧／狔∈犛：狔狓 （８）
定义７．　Ｐａｒｅｔｏ近似最优非支配解集．Ｐａｒｅｔｏ

近似最优解集犛中所有非支配解所构成的集合称
为Ｐａｒｅｔｏ近似最优非支配解集（Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆ
ＰａｒｅｔｏＯｐｔｉｍａｌＮｏｎｄｏｍｉｎａｔｅｄＳｏｌｕｔｉｏｎＳｅｔ，ＮＳ），
简称非支配解集，记为犖犛．

犖犛＝｛狓｜狓∈犛∧／狔∈犛：狔狓｝ （９）
定义８．　Ｐａｒｅｔｏ前沿．Ｐａｒｅｔｏ最优解集犘犛中

的所有Ｐａｒｅｔｏ最优解狓在目标空间!

犿上的映射，
称为Ｐａｒｅｔｏ前沿（ＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔ，ＰＦ），或称真实
Ｐａｒｅｔｏ前沿．

犘犉＝｛犳（狓）∈!

犿｜狓∈犘犛｝ （１０）
定义９．　参考集．人为设定的参考点的集合称

为参考集（ＲｅｆｅｒｅｎｃｅＳｅｔ，Ｒ），其中外部参考集不包
括其它解集．

定义１０．　Ｐａｒｅｔｏ近似前沿．在真实Ｐａｒｅｔｏ前
沿上均匀采样得到一组参考点的集合称为Ｐａｒｅｔｏ
近似前沿（ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔ，Ｐ）．

定义１１．　Ｐａｒｅｔｏ极端点．在Ｐａｒｅｔｏ最优解集
犘犛中的某个目标上不存在比解狓更优的解，则称
解狓为Ｐａｒｅｔｏ极端点（ＰａｒｅｔｏＥｘｔｒｅｍｅＰｏｉｎｔ），记
为狓犲狓狋．所有Ｐａｒｅｔｏ极端点构成的集合称为Ｐａｒｅｔｏ
极端点集，记为犘犅犛．

犘犅犛＝｛狓犲狓狋｜狓犲狓狋∈Ω｜犽∈｛１，…，犿｝∧

／狓∈Ω：犳犽（狓）＜犳犽（狓犲狓狋）｝（１１）
定义１２．　Ｐａｒｅｔｏ前沿边界．Ｐａｒｅｔｏ极端点集

ＰＢＳ在目标空间!

犿上的映射称为Ｐａｒｅｔｏ前沿边界
（ＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔＢｏｕｎｄａｒｙ，ＰＦＢ），简称边界．

犘犉犅＝｛犳（狓犲狓狋）∈!

犿｜狓犲狓狋∈犘犅犛｝（１２）
定义１３．　边界点．在解集犛中的某个目标上不

存在比解狓更优的解，则称解狓为边界点（Ｂｏｕｎｄａｒｙ
Ｐｏｉｎｔ），或称为极端点（ＥｘｔｒｅｍｅＰｏｉｎｔ），记为狓犲狓狋，
所有边界（极端）点构成的集合称为边界（极端）点
集，记为犅犛．

犅犛＝｛狓犲狓狋｜狓犲狓狋∈犛｜犽∈｛１，…，犿｝∧
／狓∈犛：犳犽（狓）＜犳犽（狓犲狓狋）｝ （１３）

定义１４．　理想点．取解集犛中各个目标上的
最小值组成一个新的点，称为理想点（ＩｄｅａｌＰｏｉｎｔ），
记为狕．

狕犻＝ｍｉｎ犳犻（狓），狓∈犛，犻∈｛１，…，犿｝（１４）
定义１５．　最低点．取Ｐａｒｅｔｏ最优解集犘犛中

各个目标上的最大值组成一个新的点，称为最低点
（ＮａｄｉｒＰｏｉｎｔ），记为狕狀犪犱．
狕狀犪犱犻＝ｍａｘ犳犻（狓），狓∈犘犛，犻∈｛１，…，犿｝（１５）
假定表达式犃犅代表定义犅以定义犃为基

础，则上述１５个定义存在如下的关系：１｛２，９｝、
２｛３，５｝、３４、｛２，５｝６、６７、４８、｛８，９｝１０、
４１１、１１１２、５｛１３，１４，１５｝．

根据上述定义，给出本文涉及的一些相关性质、
定理及其数学证明：

性质１．　Ｐａｒｅｔｏ近似最优解集是算法运行到
最大进化代数时所求得解的有穷集合．

性质２．　当Ｐａｒｅｔｏ前沿非离散时，Ｐａｒｅｔｏ最优
解集是实际问题所能求得的全部解的无穷集合．

性质３．　Ｐａｒｅｔｏ前沿唯一性．一个ＭＯＰｓ问题
有且只有唯一的Ｐａｒｅｔｏ前沿（分段或不分段）．

证明．　即证一个ＭＯＰ只存在唯一的Ｐａｒｅｔｏ
最优解集，假设存在两个在目标空间上的映射不尽
相同的Ｐａｒｅｔｏ最优解集，分别为犘犛１，犘犛２，则必然
狓１∈犘犛１，狓２∈犘犛２使得狓１，狓２互不支配，而犘犛
中包含了所有非支配解，故有犘犛＝犘犛１∪犘犛２，即
犘犛１与犘犛２都不是Ｐａｒｅｔｏ最优解集，与假设矛盾，假
设不成立，原命题得证．当涉及多模态多目标优化问
题时，该证明依然成立． 证毕．

性质３的存在为定义１０的Ｐａｒｅｔｏ近似前沿提
供了人为采样的可行性．

性质４．　一个ＭＯＰｓ问题可以存在多个Ｐａｒｅｔｏ
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近似前沿（分段或不分段），Ｐａｒｅｔｏ近似前沿的表现
形式为有穷的离散点．

性质５．　Ｐａｒｅｔｏ边界点是Ｐａｒｅｔｏ最优解，属于
Ｐａｒｅｔｏ最优解集；边界点是非支配解，属于非支配
解集．

狓犲狓狋∈犘犅犛犘犛，狓犲狓狋∈犅犛犖犛 （１６）
性质６．　人为定义的外部参考集犚包括Ｐａｒｅｔｏ

最优解集犘犛、Ｐａｒｅｔｏ最优解狓、Ｐａｒｅｔｏ边界点以及
通过犘犛计算出来的最低点狕狀犪犱．

犘犛犚，狓∈犚，狓犲狓狋∈犚，狕狀犪犱∈犚（１７）
性质７．　人为定义的外部参考集犚不包括坐

标轴原点、解集犛中的解狓和边界点狓犲狓狋以及通过
解集犛计算出来的理想点狕．
（０，…，０）犿×１犚，狓犚，狓犲狓狋犚，狕犚（１８）
定理１．　Ｐａｒｅｔｏ支配定理．若解狓１强支配解

狓２，则解狓１支配狓２；若解狓１支配解狓２，则解狓１弱支
配狓２．

狓１狓２→狓１狓２→狓１狓２ （１９）
证明．　对于犻∈｛１，…，犿｝，犼∈｛１，…，犿｝，有：

（犻）犳犻（狓１）＜犳犻（狓２）
→（犻）犳犻（狓１）犳犻（狓２）∧（犼）犳犼（狓１）＜犳犼（狓２）（２０）
根据定义２有狓１狓２→狓１狓２，同理可证

狓１狓２→狓１狓２． 证毕．
关于定理１，有如下推论：若解狓１不弱支配狓２，

则解狓１不支配狓２；若解狓１不支配狓２，则解狓１不强支
配狓２．即

狓１／狓２→狓１／狓２→狓１／／狓２ （２１）
定理２．　Ｐａｒｅｔｏ最优解定理．Ｐａｒｅｔｏ最优解集

犘犛中的解始终不劣于Ｐａｒｅｔｏ近似最优解集犛中
的解．

狓∈犘犛，狓∈犛：狓狓 （２２）
证明．　假设狓：狓狓，则有狓∈犛∈Ω：狓

狓，与定义４矛盾，假设不成立． 证毕．
定理３．　非支配解存在定理．一个解集犛中至

少包含一个非支配解：
｜犖犛｜１ （２３）

其中符号｜·｜表示该集合所包含的元素数量，下同．
证明．　假设｜犖犛｜＝０，则对于狓∈犛，犻，犼∈

｛１，…，犖｝，犽∈｛１，…，犿｝，必有／犽使得犳犽（狓犻）＞
犳犽（狓犼）或犳犽（狓犻）＜犳犽（狓犼），故犉（狓犻）≡犉（狓犼），此时
犛中的解都为非支配解，｜犖犛｜＝｜犛｜＝犖，与假设矛
盾，假设不成立． 证毕．

定理３的另一种证明方式可以参见文献［５６］．

综上，本节对本文所涉及的部分相关定义、性
质、定理进行了梳理．

３　评价指标
Ｄｅｂ等人［５７］指出设计ＭＯＥＡｓ的评价指标时，

应当考虑以下五个方面：
（１）评价指标的取值范围应当限定．
（２）评价指标的期望数值应当可知．
（３）指标数值与算法性能应当存在单调关系．
（４）评价指标应适用于不同目标维度的ＭＯＰｓ．
（５）评价指标的计算复杂度不能太高．
为了衡量ＭＯＥＡｓ的性能，评价指标针对解集

质量的一方面或多方面进行评估：（１）解集犛中非
支配解的数量；（２）解集犛到真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的收
敛性；（３）解集犛到真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的多样性．

根据评价指标评估所侧重的方面不同，本文将
指标划分为计数指标、收敛性指标、多样性指标和综
合性指标．

（１）计数指标．这类指标统计解集犛中满足给
定要求的非支配解的数量或比例．

（２）收敛性指标．这类指标衡量Ｐａｒｅｔｏ近似最
优解集犛到真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的贴近程度．

（３）多样性指标．多样性可以进一步划分为解
集的分布性与延展性［１８］，分布性衡量解集犛在目标
空间中分散的均匀程度，延展性衡量解集犛到真实
犘犉极端值的贴近程度．

（４）综合性（Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ）指标．同时衡量收
敛性和多样性的指标称为综合性指标．

除此之外，对于求解其他类型ＭＯＰｓ的ＭＯＥＡｓ，
如针对ＰＭＯＰｓ的偏好多目标进化算法［５８６０］

（ＰｒｅｆｅｒｅｎｃｅＢａｓｅｄＭＯＥＡｓ，ＰＭＯＥＡｓ），针对ＤＭＯＰｓ
的动态多目标进化算法［６１６３］（ＤｙｎａｍｉｃＭＯＥＡｓ，
ＤＭＯＥＡｓ），针对ＭＭＯＰｓ的多模态多目标进化算
法［６４６６］（ＭｕｌｔｉｍｏｄａｌＭＯＥＡｓ，ＭＭＯＥＡｓ），分别有专
用的综合性指标．

（１）偏好综合性指标．应用于ＰＭＯＥＡｓ，在此类
指标中更关注偏好区域内解集的质量，而不考虑解
集在全局Ｐａｒｅｔｏ前沿上的延展性．

（２）动态综合性指标．应用于ＤＭＯＥＡｓ，更关
注在动态变化的Ｐａｒｅｔｏ前沿上衡量解集的收敛性
与多样性，并关注算法的求解效率．

（３）多模态综合性指标．应用于ＭＭＯＥＡｓ，比
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起衡量目标空间中解集的综合性能，此类指标更关
注决策空间中解集的最佳分布．
３１　计数指标

计数指标统计解集犛中满足给定要求的非支
配解的数量或比例，一个解是非支配解代表这个解
是比较好的精英解［４］，所以解集犛拥有的非支配解
数量或比例能在一定程度上反映ＭＯＥＡｓ的优劣．
计数指标与非计数指标的重要区别是：计数指标的
取值范围是有穷的，且解狓的各目标值犳犽（狓）只用
于比较大小，不直接参与数值的运算．

计数指标并不一定能反映解集的收敛性或多
样性，而是从支配的角度反映ＭＯＥＡｓ的优劣．假
设存在两个解集犛１＝｛（４，０），（２，２），（０，４）｝，犛２＝
｛（２，１），（１，１），（１，２）｝，犛１有３个非支配解但收敛性
较差，犛２只有一个非支配解但收敛性较好，可见非支
配解数量与算法的收敛性并不存在严格的一致性，
多样性同理．从评价指标的发展来看，这种不一致性
也是计数指标的潜在缺陷．

ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ等人［２２］提出了总非支配向量
数目（ＯｖｅｒａｌｌＮｏｎｄｏｍｉｎａｔｅｄＶｅｃｔｏｒＧｅｎｅｒａｔｉｏｎ，
ＯＮＶＧ）等５个类似指标，ＯＮＶＧ计算的是解集犛
中非支配解的数量，定义如下：

ＯＮＶＧ（犖犛）＝｜犖犛｜ （２４）
其中犖犛代表的是ＭＯＥＡｓ求解完成后解集犛中所
包含的全部非支配解，下同．

总非支配向量数目比率［２２］（ＯｖｅｒａｌｌＮｏｎ
ｄｏｍｉｎａｔｅｄＶｅｃｔｏｒＧｅｎｅｒａｔｉｏｎＲａｔｉｏ，ＯＮＶＧＲ）计算
的是非支配解的比率，定义如下：

ＯＮＶＧＲ（犖犛，犘）＝｜犖犛｜｜犘｜ （２５）
其中犘代表Ｐａｒｅｔｏ近似前沿，是人为设定的参考
集，包含一组均匀分布的参考点，下同．

类似地，世代非支配向量数目［２２］（Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌ
ＮｏｎｄｏｍｉｎａｔｅｄＶｅｃｔｏｒＧｅｎｅｒａｔｉｏｎ）的定义如下：

ＧＮＶＧ（犖犛，狋）＝｜犖犛（狋）｜ （２６）
其中犛（狋）代表的是代数为狋时解集犛的状态．

ＧＮＶＧ更多关注算法所求得的非支配解的数
量变化，与ＯＮＶＧ存在如下关系：

ＧＮＶＧ（犖犛，犕犪狓犵犲狀）＝ＯＮＶＧ（犖犛）（２７）
其中犕犪狓犵犲狀代表的是人为设定的最大代数．

世代非支配向量数目比率［２２］（Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌ
ＮｏｎｄｏｍｉｎａｔｅｄＶｅｃｔｏｒＧｅｎｅｒａｔｉｏｎＲａｔｉｏ，ＧＮＶＧＲ）
的定义如下：

ＧＮＶＧＲ（犖犛，犘，狋）＝｜犖犛（狋）｜｜犘｜ （２８）

ＧＮＶＧＲ与ＯＮＶＧＲ存在如下关系：
ＧＮＶＧＲ（犖犛，犘，犕犪狓犵犲狀）＝ＯＮＶＧＲ（犖犛，犘）（２９）
非支配向量增量［２２］（ＮｏｎｄｏｍｉｎａｔｅｄＶｅｃｔｏｒ

Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌ，ＮＶＡ）的定义如下：
ＮＶＡ（犖犛，狋）＝ＧＮＶＧ（犖犛，狋）－ＧＮＶＧ（犖犛，狋－１）

（３０）
错误率ＥＲ［２３］计算的是解集犛中不在Ｐａｒｅｔｏ

近似前沿犘上的解的数量，定义如下：
ＥＲ（犛，犘）＝１－｜犛∩犘｜｜犘｜ （３１）

其中犛∩犘代表同时存在于解集犛和Ｐａｒｅｔｏ近似
前沿犘所包含参考集中的解．

ＯＮＶＧ系列指标越大代表解集质量越好，ＥＲ越
小代表解集质量越好．由于一些ＭＯＥＡｓ在运行过程
中会计算非支配解，如ＮＳＧＡＩＩ［４］，故ＯＮＶＧ系列
指标以及ＥＲ的计算复杂度都较低，它们所能达到
的最小计算复杂度为犗（１），最大为犗（犿｜犛｜２）．

类似地有指标Ｃ１Ｒ［６７］，定义如下：

Ｃ１Ｒ（犛，犚）＝｜犛∩犚｜｜犚｜ （３２）
其中犚为人为定义的参考集，下同．
ＥＲ在一定程度上与Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘的信息

进行了交互，但问题是Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘只是一组
有穷的点，而非离散的Ｐａｒｅｔｏ前沿中包含了无穷的
点（性质１），所以即便解集犛中包含Ｐａｒｅｔｏ最优解
狓，Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘中也不一定包含狓，容易导
致ＥＲ的错误计算．Ｃ１Ｒ也有类似的问题．

Ｃ２Ｒ［６７］通过修改计数方式解决了ＥＲ与Ｃ１Ｒ存
在的问题，Ｃ２Ｒ计算的是解集犛中不受参考集犚支
配的个体数量，定义如下：

Ｃ２Ｒ（犛，犚）＝｜
｛狓∈犛｜／狉∈犚：狉狓｝｜

｜犛｜ （３３）

Ｃ２Ｒ计算的是解集犛中被参考集犚中的参考点
所支配的解的数量．Ｃ２Ｒ的不足之处在于解集犛的
质量受参考集犚的影响较大，选取的参考集犚越
好，越容易得出算法性能较差的结论，反之则反．
Ｃ１Ｒ和Ｃ２Ｒ越大代表解集质量越好，它们的计算复杂
度均为犗（犿｜犛｜·｜犚｜）．

与上述指标不同的是，覆盖率Ｃ［２４］是一个二元
指标，需要至少两个Ｐａｒｅｔｏ近似最优解集犛１和犛２，
Ｚｉｔｚｌｅｒ等人［５０］指出，没有一种一元指标或是一元指
标的组合可以清晰地表明一个解集是否在Ｐａｒｅｔｏ
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支配的意义上优于另一个解集．
指标Ｃ［２４］计算的是解集犛２中的解至少被犛１中

的一个解弱支配的比例，衡量的是两个解集之间的
重合程度，定义如下：

Ｃ（犛１，犛２）＝｜｛狓２∈犛２｜狓１∈犛１：狓１狓２｝｜｜犛２｜ （３４）

Ｃ∈［０，１］，指标Ｃ的优势在于无需知道真实
Ｐａｒｅｔｏ前沿信息且无需人为设定参考集．指标Ｃ的
缺陷如图１所示，解集犛１的质量优于解集犛２，但
Ｃ（犛１，犛２）＝Ｃ（犛２，犛１）＝０．５．指标Ｃ越大，代表解集
犛１的质量较解集犛２的质量越好，指标Ｃ的计算复杂
度为犗（犿｜犛１｜·｜犛２｜）．

图１　指标Ｃ的不足之处示意图［５２］

进一步的，Ｇｏｈ等人［６８］提出了狀元计数指标非
支配比率（ＮｏｎｄｏｍｉｎａｎｃｅＲａｔｉｏ，ＮＲ），将狀个不同
的解集合并为一个解集，该解集的所有非支配解构
成集合犅，ＮＲ计算的是某个解集的非支配解在集
合犅中所占比例，解集犛犻的ＮＲ值计算方式如下：

ＮＲ（犛１，犛２，…，犛狀）＝｜犅∩犛犻｜｜犅｜ （３５）

犅＝｛犫｜（犫）／狓∈（犛１∪犛２∪…∪犛狀）犫｝（３６）
其中犛１，犛２，…，犛狀是分别由狀个不同的ＭＯＥＡｓ
求解同一ＭＯＰｓ所得的解集．值得注意的是
ＮＲ（犛１，犛２）≠Ｃ（犛１，犛２），因为指标Ｃ计算的是犛１较
犛２的非支配解数量与｜犛２｜的比，而ＮＲ则计算了
犛１∪犛２的非支配解中来自解集犛１的比例．ＮＲ越大
代表解集犛犻较其他解集的质量越好，其计算复杂度
为犗犿∏

狀

犻＝１
｜犛犻（ ）｜．

ＭＯＥＡｓ所求得的解集均具有一定的随机性，
二元及多元指标放大了这种随机性，故使用这类指
标作为算法性对比实验的评价指标时，更适合计算
其均值而不是方差．以指标Ｃ为例，假设算法１运
行四次求得四个解集按优劣程度排序依次为犛１１、

犛１２、犛１３与犛１４，算法２也求得四个解集按优劣程度
排序依次为犛２１、犛２２、犛２３与犛２４，如果调换算法２的
解集顺序为犛２４、犛２３、犛２２与犛２１，可能会出现２个较
小的指标Ｃ值与２个较大的指标Ｃ值，导致其方差
较大．

Ｗｕ等人［６９］提出了计数指标不同数量选择
（ＮｕｍｂｅｒｏｆＤｉｓｔｉｎｃｔＣｈｏｉｃｅｓ，ＮＤＣμ），将目标空间
划分为边长为１μ的网格，衡量落在不同网格区域中
解的数量，ＮＤＣμ的定义如下：

ＮＤＣμ（犛，狇）＝∑
狏－１

犾犿＝０
…∑
狏－１

犾２＝０
∑
狏－１

犾１＝０
犖犜μ（犛，狇）（３７）

其中狇＝（狇１，狇２，…，狇犿），狇犻＝犾犻狏，狏＝
１
μ，犖犜μ判断是

否有个体落在网格犜内，定义如下：

犖犜μ（犛，狇）＝
１，狓∈犜μ（狇）
０，狓∈犜μ（狇烅烄烆 ） （３８）

类似地有指标簇［６９］（Ｃｌｕｓｔｅｒ，ＣＬμ），定义如下：

ＣＬμ（犛，狇）＝ ｜犛｜
ＮＤＣμ（犛，狇）

（３９）

ＮＤＣμ越大代表解集犛的质量越好，ＣＬμ越小
代表解集犛的质量越好，它们的计算复杂度均为
犗（μ犿｜犛｜）．

随着ＭＯＥＡｓ的发展，计数指标越来越少作为
ＭＯＥＡｓ性能对比仿真实验时的评价指标，这是因
为在一些低维的ＭＯＰｓ上，如ＺＤＴ系列测试问
题［７０］或ＤＴＬＺ系列测试问题［７１］的２、３维度上，一
些ＭＯＥＡｓ能够求得大部分甚至全部的非支配解；
随着目标维度的增加，ＭＯＰｓ由于Ｐａｒｅｔｏ前沿自身
形态的扩张［４４］，也会导致非支配解的大量增加．所
以仅靠计算解集犛中非支配解的数量或比例已经
无法满足区分算法优劣程度的需求，因此迫切需要
一种全新类型的评价指标来衡量不同的ＭＯＥＡｓ的
性能．
３２　收敛性指标

Ｆｏｇｅｌ［７２］证明了当满足种群个体的进化序列单
调的条件时，进化算法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＡｓ）
在ＳＯＰ上会以概率１收敛，Ｒｕｄｏｌｐｈ［７３］则通过马尔
可夫链［７４］（ＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎ）证明了当ＭＯＥＡｓ基于
Ｐａｒｅｔｏ等级排名且单调筛选解集时，该ＭＯＥＡｓ在
ＭＯＰｓ上以概率１收敛．故有如下定义：

定义１６．　收敛［７５］．当进化代数狋→∞时，若某
个ＭＯＥＡ满足解集犛中的解狓到Ｐａｒｅｔｏ真实前沿
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的距离以概率１趋向于０，则称该ＭＯＥＡ收敛．
收敛性指标大多通过计算解集犛到Ｐａｒｅｔｏ近

似前沿犘或参考集犚的距离，来反映解集犛到真实
Ｐａｒｅｔｏ前沿的贴近程度，不同指标所选取的距离类
型不同．收敛性指标也大多需要参考集进行对照，即
外部参考集或另一个解集．解集犛的收敛性越好则
表明ＭＯＥＡｓ的收敛性越好．

最为经典的收敛性指标是世代距离ＧＤ［２５］，原
始的ＧＤ定义如下：

ＧＤ（犛，犘）＝∑
狘犛狘

犻＝１
犱２槡犻

｜犛｜ （４０）
其中犱犻＝ｍｉｎ狆∈犘犉（狓

犻）－犉（狆），狓犻∈犛，犱犻计算的是
狓犻与Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘上相距最近的参考点狆之
间的欧式距离．符号犃－犅表示两元素之间的欧
氏距离，下同．

值得注意的是，ＧＤ计算的并非解集犛到真实
Ｐａｒｅｔｏ前沿上相距最近参考点狆的欧式距离，而是
欧式距离平方和的开方．

为了说明一些收敛性指标的计算过程，假设存
在一组ＭＯＰｓ的表达式如下：

犳狆１＋犳狆２＋…＋犳狆犿＝１ （４１）
其中犳犽∈［０，１］，犽∈｛１，…，犿｝，参数狆∈（０，∞）用
于控制真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的形状，如当犿＝３，且狆分
别取０．５、１、２时，Ｐａｒｅｔｏ前沿的形状分别为凸曲面、
平面、凸曲面．

取犿＝２，狆＝１，即前沿表现形式为直线的多优
化问题犳１＋犳２＝１．假设存在一个包含三个解的解
集犛＝｛（０，１），（１，１），（１，０．５）｝，且在真实Ｐａｒｅｔｏ
前沿上均匀采样而得Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘＝｛（０，１），
（０．２５，０．７５），（０．５，０．５），（０．７５，０．２５），（０，１）｝，则
ＧＤ的计算过程如下所示：

犱１＝（０－０）２＋（１－１）槡 ２＝０，　　　　
犱２＝（１－０．５）２＋（１－０．５）槡 ２＝槡２２，

犱３＝（１－０．７５）２＋（０．５－０．２５）槡 ２＝槡２４，

ＧＤ（犛，犘）＝（犱
２
１＋犱２２＋犱槡 ２

３）
３ ＝槡３６ （４２）

而解集犛到Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘的平均距离为
珚犱（犛，犘）＝（犱１＋犱２＋犱３）３ ＝槡２４≠ＧＤ（犛，犘）（４３）
ＧＤ的扩展形式［１６］定义为

ＧＤ（犛，犘，狇）＝
∑
狘犛狘

犻＝１
犱狇（ ）犻１

狇

｜犛｜ （４４）
一般情况下规定狇＝２，即

ＧＤ（犛，犘）＝ＧＤ（犛，犘，２） （４５）
当设置的参考点较少时，ＧＤ存在不足之处，如

图２所示：解犪为非支配解，但与参考点的距离较
远；解犫受解犪支配，但与参考点的距离较近．在离
散的优化问题中，该不足之处更为突出．

图２　ＧＤ的不足之处示意图［７６］

Ｉｓｈｉｂｕｃｈｉ等人［７６］针对ＧＤ的不足提出了ＧＤ＋，
在计算解狓到参考点狆的距离时考虑了两者的支
配关系，ＧＤ＋与ＧＤ的区别在于对距离的定义：

ＧＤ＋（犛，犘）＝犱
＋

｜犛｜ （４６）

其中犱＋＝∑
狘犛狘

犻＝１
（犱＋犻）槡 ２，若是最小化问题则犱＋犻＝

ｍａｘ
狆∈犘
｛狓犻犼－狆犼｝，狓犻∈犛，犼∈｛１，…，犇｝，犇为决策变量

的维数，若是最大化问题则犱＋犻＝ｍａｘ狆∈犘
｛狆犼－狓犻犼｝，

狓犻∈犛，犼∈｛１，…，犇｝．在图２的例１中解犪和犫的
ＧＤ＋值分别为２和３，例２中为２和３．１６２，ＧＤ＋值
的大小与支配关系保持一致．犱＋的计算方式如图３
所示．
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图３　犱＋的计算方式示意图［７６］

与ＧＤ相似的还有指标γ［２６］与犕
１
［２７］：

γ（犛，犘）＝犕
１（犛，犘）＝

∑
狘犛狘

犻＝１
犱犻

｜犛｜ （４７）
故有如下关系：

ＧＤ（犛，犘，１）＝γ（犛，犘）＝犕
１（犛，犘）＝珚犱（犛，犘）（４８）

ＧＤ、ＧＤ＋、指标γ与犕１越小代表解集犛的收
敛性越好，它们的计算复杂度均为犗（犿｜犛｜·｜犘｜）．

ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ等人［２５］提出了收敛性指标相
对概率（ＲｅｌａｔｉｖｅＰｏｓｓｉｂｌｅ，ＲＰ），用于衡量进化过程
中的相对ＧＤ值，定义如下：

ＲＰ（犛，犘，狋）＝ｌｎＧＤ１（犛，犘）
ＧＤ狋（犛，犘槡 ） （４９）

其中ＧＤ１（犛，犘）为代数为１时的ＧＤ值，ＧＤ狋为代数
为狋时的ＧＤ值．ＲＰ越大代表解集犛的收敛性越
好，其计算复杂度为犗（犿｜犛｜·｜犘｜）．

七点平均距离ＳＰＡＤ［２８］计算的是参考集犚到
解集犛与之间的欧式距离，定义如下：

ＳＰＡＤ（犚，犛）＝∑
狘犚狘

犻＝１
犱犻

｜犚｜ （５０）

其中犱犻＝ｍｉｎ狓∈犛犉（狉
犻）－犉（狓），狉犻∈犚，参考集犚中的

七个点分别为：０，１３犳
ｍａｘ（ ）２ ，０，２３犳

ｍａｘ（ ）２ ，０，犳ｍａｘ（ ）２ ，

（０，０），１３犳
ｍａｘ
１，（ ）０，２３犳ｍａｘ１，（ ）０，（０，犳ｍａｘ１），其中犳ｍａｘ１

和犳ｍａｘ２分别代表真实Ｐａｒｅｔｏ前沿中的最大值与
最小值，（０，犳ｍａｘ１）和（０，犳ｍａｘ２）分别为Ｐａｒｅｔｏ边界点（定
义１３）．ＳＰＡＤ越小代表解集犛的收敛性越好，其计算
复杂度为犗（犿｜犛｜）．
ＳＰＡＤ较上述指标优势在于它不依赖Ｐａｒｅｔｏ近

似前沿犘的信息，但ＳＰＡＤ只适用于２维的目标优化
问题．ＳＰＡＤ与ＧＤ所选取的参考集和计算方式均不
同，ＧＤ计算的是解狓到Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘上的参考
点狆之间的距离，ＳＰＡＤ计算的是从参考集犚中的参
考点狉到解狓的距离．
Ｚｉｔｚｌｅｒ等人［５０］提出了二元收敛性指标犐ε，计算的

是使得犛１犛２所需的最小ε值，定义如下：
　犐ε（犛１，犛２）＝ｉｎｆε∈犚｛狓

２∈犛２｜狓１∈犛１：狓１ε狓２｝（５１）
其中狓１ε狓２当且仅当满足：

（犻）犳（狓１犻）ε·狓２犻犳（狓２犻），犻∈｛１，…，犿｝（５２）
当解狓１狓２意味着ε＜１．
类似地有二元收敛性指标犐ε＋［５０］，定义如下：

犐ε＋（犛１，犛２）＝ｉｎｆε∈犚｛狓
２∈犛２｜狓１∈犛１：狓１ε＋狓２｝（５３）

其中狓１ε＋狓２当且仅当满足：
（犻）犳（狓１犻）ε＋犳（狓２犻），犻∈｛１，…，犿｝（５４）

指标犐ε、犐ε＋越小代表解集犛１较解集犛２的收敛性
越好，它们的计算复杂度均为犗（犿｜犛１｜·｜犛２｜）．
Ｚｉｔｚｌｅｒ等人［２４］提出了收敛性指标，ＶａｎＶｅｌｄ

ｈｕｉｚｅｎ［７７］将其命名为高维空间（Ｈｙｐｅｒａｒｅａ，Ｈ），计
算的是解狓所覆盖的空间，该指标与超体积指标
ＨＶ不同，ＨＶ计算的是非支配解狓所支配的空间．
指标Ｈ的定义如下：

Ｈ（犛）＝狏狅犾狌犿犲∪
｜犛｜

犻＝１
犪（ ）犻 （５５）

其中犪犻是由解狓与坐标轴原点作为对角线构成
的超立方体，犪犻所覆盖的空间大小为狏狅犾狌犿犲（犪犻）．
对于犘犉为非凸的ＭＯＰｓ，指标Ｈ存在一定的
误差［２４］．

指标Ｈ越小越好．图４表明了指标Ｈ是收敛
性指标而非综合性指标，其中阴影部分面积为指标
Ｈ在２维ＭＯＰｓ上的值．图４（ａ）中的解集多样性较
好，但是指标Ｈ较大，图４（ｂ）中的解集多样性较
差，指标Ｈ反而较小，故指标Ｈ无法衡量多样性．
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图４　指标Ｈ为收敛性指标而非综合性指标说明

Ｚｉｔｚｌｅｒ［２７］提出了二元收敛性指标覆盖差异
（ＣｏｖｅｒａｇｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，Ｄ），定义如下：

Ｄ（犛１，犛２）＝Ｈ（犛１∪犛２）－Ｈ（犛２） （５６）
Ｄ的计算方式如图５所示，以２维的ＭＯＰｓ为

例，Ｄ（犛１，犛２）＝α，Ｄ（犛２，犛１）＝β．此外也可计算得
Ｈ（犛１）＝α＋γ，Ｈ（犛２）＝β＋γ．α，β，γ分别为三部分
的阴影面积．

图５　指标Ｄ的计算方式示意图［２７］

为了消除目标空间上每一维度取值范围不同的
问题，ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ［７７］进一步提出了高维空间比
率（ＨｙｐｅｒａｒｅａＲａｔｉｏ，ＨＲ），其定义如下：

ＨＲ（犛，犘）＝Ｈ（犛）Ｈ（犘） （５７）
指标Ｈ、ＨＲ越小代表解集犛的收敛性越好，指

标Ｄ越小代表解集犛１较解集犛２的收敛性越好，指
标Ｈ、Ｄ的计算复杂度均为犗（｜犛｜犿－１），由于｜犘｜

｜犛｜，故ＨＲ的计算复杂度为犗（（｜犛｜＋｜犘｜）犿－１）＝
犗（｜犘｜犿－１），其他评价指标的计算复杂度出现｜犛｜和
｜犘｜相加的情况也可以如此计算．

收敛性指标的出现能够在很大程度上反映
ＭＯＥＡｓ的性能优劣，但是由于ＭＯＰｓ存在边界（定
义１２）等难优化区域［７８］，即便算法所求得的解集犛
中的解大部分甚至全部落在了真实Ｐａｒｅｔｏ前沿上，
算法也仍然有较大的提升空间，因此需要多样性指
标进一步衡量解集的优劣性．
３３　多样性指标

多样性指标衡量解集犛的分布性与延展性，如
图６说明了多样性中分布性与延展性的差异，黑点
为ＭＯＥＡｓ求得的解，曲线为Ｐａｒｅｔｏ前沿．图６（ａ）
中的解集分布均匀，具有良好的分布性，但该解集在
Ｐａｒｅｔｏ前沿的边界区域的分布过于稀疏，其延展性
较差；图６（ｂ）中的解集则具有良好的延展性但其分
布性较差．因此图６中的这两个解集都不具备良好
的多样性．

图６　多样性评价指标的分布性与延展性［１８］

Ｗａｎｇ等人［７９］受生物多样性的启发，认为多样
性与均匀性（Ｕｎｉｆｏｒｍｉｔｙ）存在一定的差异，如图７
说明了两者之间的不同，柱形图代表的是某一目标
函数在各取值上出现的频率．当解集分布如图７（ａ）
所示时，现有的大多数多样性指标会达到最优的指
标值，而Ｗａｎｇ等人［７９］认为图７（ｃ）的多样性比图７
（ａ）的多样性更佳．
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图７　多样性与均匀性的差异［７９］

３．３．１　只衡量分布性的多样性指标
Ｄｅｂ等人［２６］提出了指标Δ′，通过比较每个连续

解之间的距离来衡量算法的分布性，定义如下：

Δ′（犛）＝∑
狘犛狘－１

犻＝１

（犱犻－珚犱）
｜犛｜－１ （５８）

其中犱犻＝犉（狓犻）－犉（狓犻＋１），犻∈｛１，…，犿－１｝计算
的是两个连续的解之间的欧氏距离．珚犱＝犱犻

｜犛｜－１计
算的是犱犻的均值，当所有解相距其他解的距离相同
时，即犱犻≡珚犱，此时Δ′（犛）＝０，分布性达到最佳．Δ′只
适用于２维的目标优化问题，因为当目标数量大于
等于３时难以定义两个解之间的连续关系．

类似地，有空间指标ＳＰ［２８］，定义如下：

ＳＰ（犛）＝∑
狘犛狘

犻＝１

（犱犻－珚犱）２
｜犛｜槡 －１ （５９）

Δ′和ＳＰ除了数学表达式上的不同外，最大的
不同在于犱犻的选择与距离计算方式，Δ′中犱犻计算的
是连续解之间的距离，ＳＰ中犱犻计算的是相距最近的
两个解之间的距离．
ＳＰ中犱犻的计算方式如下：

犱犻＝ｍｉｎ
狓犼∈犛，狓犻≠狓犼∑

犿

犽＝１
｜犉犽（狓犻）－犉犽（狓犼）（ ）｜（６０）

由式（６０）可见ＳＰ中犱犻的计算方式不是欧式距
离，而是狓犻和狓犼之间的曼哈顿距离．图８表明了这
两个评价指标对犱犻的选择与计算的差异，Δ′选择了
３段犱犻，计算的是欧式距离；ＳＰ选择了４段犱犻，计算
的是曼哈顿距离．

故对于Ｐａｒｅｔｏ前沿为分段函数的ＭＯＰｓ，如
ＺＤＴ３［７０］，当解集均匀分布在整个Ｐａｒｅｔｏ前沿上时，
其Δ′依然会较大，而ＳＰ会变得很小．Δ′与ＳＰ越小
代表解集犛的分布性越好，它们的计算复杂度均为
犗（犿｜犛｜２）．

图８　Δ′和ＳＰ中犱犻选择与计算

Ｓｒｉｎｉｖａｓ等人［８０］提出了分布性指标χ２（或记为
ι），计算的是解集犛的卡方分布，定义如下：

χ２（犛，狇）＝∑
狇＋１

犻＝１

狀犻－狀－犻
σ（ ）犻槡 ２ （６１）

其中狇是期望的最优解数目．将目标空间划分为
狇＋１个区域，狀犻是落在第犻个子区域内解狓的数量，
σ２犻则是该子区域内解狓数量的方差．χ２越小代表解
集犛的分布性越好，其计算复杂度为犗（犿｜犛｜２）．
Ｚｉｚｔｌｅｒ［２７］提出了指标犕２，指标犕２计算的是

解集犛中处于同一个小生境（Ｎｉｃｈｅ）范围内解的
比例：
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犕２（犛，σ）＝
∑
狓１∈犛
｜｛狓２∈犛｜‖狓１－狓２‖＜σ｝｜

｜犛｜－１ （６２）
其中σ是人为指定的参数，代表小生境的范围，小生
境是指目标空间中相距较近的一群解，以模拟自然
界生物中“物以类聚”的现象．指标犕２越大代表解
集犛的分布性越好，其计算复杂度为犗（犿｜犛｜２）．

Ｔａｎ等人［５５］提出了均匀分布指标（Ｕｎｉｆｏｒｍ
Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ＵＤ），定义如下：

ＵＤ（犛）＝１
１＋犛狀犮 （６３）

其中参数犛狀犮代表的是在小生境中非支配解的数量
的标准差，犛狀犮的定义如下：

犛狀犮＝
∑
狘犛狘

犻＝１
（狀犮（狓犻）－狀犮（狓））２

｜犛｜槡 －１ ，
狀犮（狓犻）＝｜｛狓犼∈犛｜‖狓犻－狓犼‖＜σ∧犻≠犼｝｜（６４）

其中狀犮（狓）＝∑
狘犛狘

犻＝１
狀犮（狓犻（ ））
｜犛｜ ，σ代表小生境的范围．

ＵＤ越小代表解集犛的分布性越好，其计算复杂度
为犗（犿｜犛｜２）．
３．３．２　只衡量延展性的多样性指标

指标犕３
［２７］与犕２不同，不衡量分布性而只衡

量延展性，计算的是解集犛中在每个目标上相距最
远的个体之间的距离之和，定义如下：

犕３（犛）＝∑
犿

犽＝１
ｍａｘ‖犳犽（狓犻）－犳犽（狓犼）槡 ‖（６５）

类似地有最大延展度ＭＳ［４８］：

ＭＳ（犛）＝１
犿∑

犿

犽＝１
δ槡犽 （６６）

其中δ犽的定义如下：

δ犽＝ｍｉｎ（犳ｍａｘ
犽，犉ｍａｘ

犽）－ｍａｘ（犳ｍｉｎ
犽，犉ｍｉｎ

犽）
犉ｍａｘ
犽－犉ｍｉｎ（ ）

犽

２
（６７）

其中犳ｍａｘ
犽，犳ｍｉｎ

犽是解集犛在第犽个目标上的最大值
与最小值，犉ｍａｘ

犽，犉ｍｉｎ
犽是Ｐａｒｅｔｏ最优解集犘犛在第犽

个目标上的最大值与最小值．
总Ｐａｒｅｔｏ延展度［６９］（ＯｖｅｒａｌｌＰａｒｅｔｏＳｐｒｅａｄ，

ＯＳ）计算的是解集犛中在每个目标上相距最远的个
体之间的距离乘积，定义如下：

ＯＳ（犛）＝∏
犿

犽＝１
｜ｍａｘ狓∈犛犳犽（狓）－ｍｉｎ狓∈犛犳犽（狓）｜

∏
犿

犽＝１
｜犳犽（狕狀犪犱）－犳犽（狕犵）｜

（６８）

其中狕犵＝ｍｉｎ犳犻（狓），狓∈犘犛，犻∈｛１，…，犿｝，狕狀犪犱见
定义１５，狕犵与理想点狕（定义１４）不同．

Ｌｉ等人［８１］则提出了一种基于超体积指标的分
布广度指标（ＳｐｒｅａｄＩｎｄｉｃａｔｏｒ，ＳＩ）．通过投影并计算
在低一维的解集犛中边界集犅犛（定义１３）与参考点
的超体积，来评估边界解集犛的分布广度．

上述４个指标越大代表解集犛的延展性越好，
ＭＳ和ＯＳ的计算复杂度为犗（犿｜犛｜），犕３的计算复
杂度为犗（犿｜犛｜２），ＳＩ的计算复杂度为犗（｜犛｜犿－１）．
３．３．３　同时衡量分布性和延展性的多样性指标

Ｄｅｂ等人［２６］在Δ′的基础上提出了指标Δ：

Δ（犛，犘）＝
犱犳＋犱犾＋∑

狘犛狘－１

犻＝１
｜犱犻－珚犱｜

犱犳＋犱犾＋（｜犛｜－１）珚犱 （６９）
其中犱犻是两个连续解之间的欧式距离，珚犱是犱犻的均
值，具体定义等同于Δ′中的犱犻与珚犱．引入犱犳和犱犾是
为了衡量解集的延展性，它们计算的是距离解集犛
与Ｐａｒｅｔｏ边界点之间的最小距离．Δ和Δ′一样只适
用于２维的目标优化问题．
Ｚｈｏｕ等人［２９］提出指标Δ，不再使用连续的解

计算犱犻，而是用相距最近的两个解计算犱犻，并改进
了关于犱犳和犱犾的计算方式，定义如下：

　　Δ（犛，犘）＝
∑
犿

犽＝１
犱（狓犲狓狋，犛）＋∑

狘犛狘

犻＝１
｜犱犻－珚犱｜

∑
犿

犽＝１
犱（狓犲狓狋，犛）＋｜犛｜珚犱

（７０）

其中犱（狓犲狓狋，犛）＝ｍｉｎ
狓∈犛
‖犳犽（狓犲狓狋）－犳犽（狓）‖，狓犲狓狋∈

犘犛，计算的是在第犽个目标上Ｐａｒｅｔｏ边界点到解集
犛的最小距离．Δ中的犱犻计算方式如下：

犱犻＝ｍｉｎ
狓犼∈犛，狓犻≠狓犼

（‖犉（狓犻）－犉（狓犼）‖） （７１）
Ｉｂｒａｈｉｍ等人［８２］提出了线性分布（ＬｉｎｅＤｉｓｔｒｉ

ｂｕｔｉｏｎ，ΔＬｉｎｅ），用参数β将［０，１］的空间均匀地划分
成了犖等份，定义如下：

Δ犻Ｌｉｎｅ（犛，β）＝
∑
狘β狘

犼＝１
ｍｉｎ
狓∈犛
｜β犼－犉犻（狓）｜
｜β｜ （７２）

ΔＬｉｎｅ（犛，β）＝
∑
犿

犻＝１
Δ犻Ｌｉｎｅ（犛，β）
犿 （７３）

ΔＬｉｎｅ的优势在于无需知道真实Ｐａｒｅｔｏ前沿信
息．Δ、Δ与ΔＬｉｎｅ越小代表解集犛的多样性越好，Δ与
Δ的计算复杂度均为犗（犿｜犛｜２＋犿｜犛｜·｜犘｜）＝
犗（犿｜犛｜·｜犘｜），ΔＬｉｎｅ的计算复杂度为犗（犿｜犛｜２）．

Ｃａｉ等人［８３］提出了ＤＩＲ，用犕个权重向量将目
标空间均匀地划分成了犕－１份，定义如下：

ＤＩＲ（犛）＝ＤＩＲ


ＤＩＲｍａｘ＝
１
｜犛｜∑

狘犛狘

犻＝１
（犮犻－犿犲犪狀（犮））槡 ２

｜犕｜
｜犛｜｜犛｜槡－１

（７４）
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其中犮是覆盖向量，犮犻计算的是距离解狓犻最近的权
重向量个数，犿犲犪狀（犮）＝１

｜犛｜∑
狘犛狘

犻＝１
犮犻．ＤＩＲ越小代表解

集犛的多样性越好，计算复杂度为犗（犿｜犛｜·｜犕｜）．
Ｗａｎｇ等人［７９］提出纯粹距离（ＰｕｒｅＤｉｓｔａｎｃｅ，

ＰＤ）应对高维目标优化问题［８４］（ＭａｎｙＯｂｊｅｃｔｉｖｅ
Ｐｒｏｂｌｅｍｓ，ＭａＯＰｓ），通过计算解狓与解集犛的不相
似度来衡量解集的多样性，定义如下：

ＰＤ（犛）＝ｍａｘ
狓犻∈犛
（ＰＤ（犛－狓犻）＋犱（狓犻，犛－狓犻））（７５）

其中犱的计算方式如下：
犱（狓，犛）＝ｍｉｎ

狓犻∈犛
（犱犻狊狊犻犿犻犾犪狉犻狋狔（狓，狓犻））（７６）

其中犱犻狊狊犻犿犻犾犪狉犻狋狔的计算过程可以参见文献［７９］，
ＰＤ越大代表解集犛多样性越好，ＰＤ的计算复杂度
为犗（犿｜犛｜２）．
Ｊｉａｎｇ等人［８５］提出了ＨＶ犱，用超体积评估解集

犛的多样性，将解集犛投影到线性的Ｐａｒｅｔｏ近似前
沿后，再进行ＨＶ值的计算．

图９　指标ＨＶ犱的计算方式示意图［８５］

ＨＶ犱的计算方式如图９所示，阴影部分面积为

ＨＶ犱在２维ＭＯＰｓ上的值．图９（ａ）的阴影面积较大
解集多样性较好，图９（ｂ）的阴影面积较小解集多样
性较差．需要说明的是，ＨＶ犱无法衡量收敛性，如解
狓在连接该解和投影点之间的虚线上移动时并不会
改变ＨＶ犱的值，故ＨＶ犱仅可衡量多样性，并非综合
性指标．ＨＶ犱越大代表解集犛多样性越好，ＨＶ犱的
计算复杂度为犗（犿｜犛｜犿－１）．

Ｔｉａｎ等人［８６］提出了Ｐａｒｅｔｏ前沿覆盖范围
（ＣｏｖｅｒａｇｅｏｖｅｒｔｈｅＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔ，ＣＰＦ），ＣＰＦ将解
集犛中的解狓替换为Ｐａｒｅｔｏ近似前沿上距离该解
最近的点，并将新解集犛′投影到低一维的空间，
计算的是投影后超立方体的覆盖空间．ＣＰＦ需要
知道真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的信息，其值越大代表解集犛
的多样性越好，由于｜犘｜｜犛｜，故其计算复杂度为
犗（犿｜犘｜２）．

此外，还有一些计算过程较为复杂的多样性指
标，比如基于网格的珚Ｄ［５７］、ＤＣＩ［８７］和ＭＤＩ［８８］，将目
标空间均匀地划分成若干网格，并根据网格内解的
数量来衡量解集的多样性；基于信息熵的指标Ｅ［８９］
和ＣＥ［９０］，通过影响函数来估计解集密度，并通过
Ｓｈａｎｎｏｎ函数计算个体信息熵；基于角度的指标
Ｄσ［９１］和Ｄ′σ［９２］减弱了因收敛性不同而对多样性评价
产生的影响，设立一组经过原点的参考向量并以此
计算非支配解覆盖空间的比例．它们的缺陷均在于
参数难以设定且计算复杂度高，它们的指标值越大
代表解集犛多样性越好．
３４　综合性指标

综合性指标能够同时衡量解集的收敛性与多样
性．解集犛１在某综合性指标的数值上优于解集犛２，
意味着解集犛１在收敛性或多样性上优于解集犛２，并
有可能在两种性能上同时优于解集犛２．
３．４．１　通用的综合性指标

ＣｏｅｌｌｏＣｏｅｌｌｏ等人［３０］于２００５年提出了综合性
指标反世代距离ＩＧＤ，计算的是Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘
上每个参考点到解集犛中相距最近的解的平均距
离，ＩＧＤ的定义如下：

ＩＧＤ（犘，犛）＝∑
狘犘狘

犻＝１
犱２槡犻

｜犘｜ （７７）
其中犱犻＝ｍｉｎ狓∈犛犉（狆

犻）－犉（狓），狆犻∈犘，犱犻计算的是
Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘上的参考点狆与最近的解狓犻之
间的欧式距离．

在书籍［１６］以及在基于Ｍａｔｌａｂ的ＭＯＥＡｓ平台
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ＰｌａｔＥＭＯ［９３］的现有版本中，在计算ＩＧＤ时均使用
欧式距离而非欧式距离的平方，故不妨类比ＧＤ定
义ＩＧＤ的扩展形式［１８］：

ＩＧＤ（犘，犛，狇）＝
∑
狘犘狘

犻＝１
犱狇（ ）犻１

狇

｜犘｜ （７８）
图１０说明了ＧＤ与ＩＧＤ的计算方式的差别．

ＧＤ是收敛性指标而ＩＧＤ是综合性指标，这是因为
当解集多样性不佳时，ＧＤ依然可以得到较好的指
标值，而ＩＧＤ的部分参考点具有较大的值，导致
ＩＧＤ所得数值较差．

图１０　ＧＤ与ＩＧＤ计算方式示意图

Ｃｚｙｚｚａｋ等人［９４］早在ＩＧＤ提出的７年前就提
出了Ｄｉｓｔ１，计算方式类似于ＩＧＤ，不同之处在于
Ｄｉｓｔ１计算的距离是某目标上的最大值：

Ｄｉｓｔ１（犘，犛）＝∑
狘犘狘

犻＝１
犮犻（犘，犛）
｜犘｜ （７９）

犮犻（犘，犛）＝ｍａｘ
犽∈｛１，…，犿｝

｛０，狑犽（犳犽（狆）－犳犽（狓））｝（８０）
其中狑犽为Ｐａｒｅｔｏ前沿在该目标上最大值的倒数，
用于归一化操作．

即有如下关系：
ＩＧＤ（犘，犛，１）＝珚犱（犘，犛）≠Ｄｉｓｔ１（犘，犛）（８１）

当设置的参考点较少时，ＩＧＤ的不足之处类似
于ＧＤ，如图１１所示，解集犛２中的解均受解集犛１中
的解支配，故解集犛１的质量优于解集犛２，但通过比
较ＩＧＤ值会得出相反的结论．

图１１　ＩＧＤ的不足之处示意图［７６］

ＩＧＤ＋［７６］弥补了上述不足，在计算参考点狆到
解狓的距离时考虑了两者的支配关系，定义如下：

ＩＧＤ＋（犘，犛）＝犱
＋

｜犘｜ （８２）

其中犱＋＝∑
狘犘狘

犻＝１
（犱＋犻）槡 ２，若是最小化问题则犱＋犻＝

ｍａｘ
狓∈犛
｛狓犼－狆犻犼｝，狆犻∈犘，犼∈｛１，…，犇｝，犇为决策变量

的维数，若是最大化问题则犱＋犻＝ｍａｘ狓∈犛
｛狆犻犼－狓犼｝，

狆犻∈犘，犼∈｛１，…，犇｝，犱＋的计算方式可参考３．２节
的图３．

类似地，Ｄｉｌｅｔｔｏｓｏ等人［９５］提出了近似度（Ｄｅｇｒｅｅ
ｏｆＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＤＯＡ），计算方式与ＩＧＤ＋相同．

Ｉｂｒａｈｉｍ等人［８２］提出了目标ＩＧＤ（Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｗｉｓｅ
ＩＧＤ，ＯｂｊＩＧＤ），计算的距离是各目标上的差值：

ＯｂｊＩＧＤ犻（犘，犛）＝
∑狆∈犘ｍｉｎ狓∈犛｜犉犻（狆）－犉犻（狓）｜

｜犘｜ （８３）

ＯｂｊＩＧＤ（犘，犛）＝
∑
犿

犻＝１
ＯｂｊＩＧＤ犻（犘，犛）

犿 （８４）

Ｔｉａｎ等人［９６］提出了检测非贡献解的ＩＧＤ指标
（ＩＧＤｗｉｔｈＮｏｎｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｎｇＳｏｌｕｔｉｏｎｄｅｔｅｃｔｉｏｎ，
ＩＧＤＮＳ），定义如下：
ＩＧＤＮＳ（犘，犛）＝∑狆∈犘ｍｉｎ狓∈犛犱（狆，狓）＋∑狓∈犛′ｍｉｎ狆∈犘

犱（狓，狆）
（８５）

其中犱计算的是欧式距离，集合犛′中包含了不参与
ＩＧＤ值计算的解，即在使用ＩＧＤＮＳ时解集犛中的
所有解均参与指标值的运算．
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Ｓｃｈｕｔｚｅ等人［３１］提出了平均豪斯多夫距离Δ狆，
该指标结合了ＧＤ与ＩＧＤ，定义如下：
Δ狆（犛，犘，狇）＝ｍａｘ（ＧＤ狆（犛，犘，狇），ＩＧＤ狆（犘，犛，狇））

（８６）
假设解狓与Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘的距离为１，则

ＧＤ（犛，犘，狇）＝
狇１狇＋…＋１槡 狇

｜犛｜ ＝
狇槡犖
犖 （８７）

故当解数量增多时解集犛的ＧＤ值会减小，且有：
ｌｉｍ
犖→∞
ＧＤ（犛，犘，狆）＝０ （８８）

但对于每个解狓而言，其ＧＤ值并不会随着解
数量的增加而改变，ＩＧＤ同理，因此修改ＧＤ与ＩＧＤ
为ＧＤ狆与ＩＧＤ狆．它们的定义分别为

ＧＤ狆（犛，犘，狇）＝１
｜犛｜∑狓∈犛ｍｉｎ狆∈犘

犱狇（狓，狆（ ））１
狇（８９）

ＩＧＤ狆（犘，犛，狇）＝１
｜犘｜∑狆∈犘ｍｉｎ狓∈犛犱狇（狆，狓（ ））１

狇（９０）
其中参数狇用于控制指标Δ狆，狇越大则Δ狆对离群点
的惩罚越大，犱计算的是欧式距离．

ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ［７７］提出了综合性指标最大错
误率（ＭａｘｉｍｕｍＰａｒｅｔｏＦｒｏｎｔＥｒｒｏｒ，ＭＥ），可以同
时比较解集的趋近程度和覆盖程度，计算的是解狓
到Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘中相距最近参考点狆的距离，
并取其中的最大值作为指标值，ＭＥ的定义如下：

ＭＥ（犘，犛）＝ｍａｘ
狆∈犘

ｍｉｎ
狓∈犛∑

犿

犽＝１
｜犳犽（狓）－犳犽（狆）｜槡 ２（９１）

Ｃｚｙｚｚａｋ等人［９４］提出的Ｄｉｓｔ２与ＭＥ类似：

Ｄｉｓｔ２（犘，犛）＝ｍａｘ
狆∈犘

ｍｉｎ
狓∈犛∑

犿

犽＝１
｜犳犽（狓）－犳犽（狆）（ ）｜（９２）

故不妨定义ＭＥ的扩展形式：

ＭＥ（犘，犛，狇）＝ｍａｘ狆∈犘
ｍｉｎ
狓∈犛∑

犿

犽＝１
｜犳犽（狓）－犳犽（狆）｜（ ）狇１

狇（９３）
即有如下关系：

　ＭＥ（犘，犛，１）＝Ｄｉｓｔ２（犘，犛）＝ｍａｘ
狆∈犘
（犱（犘，犛））（９４）

ＩＧＤ、ＩＧＤ＋、ＯｂｊＩＧＤ、ＩＧＤＮＳ、Δ狆、ＭＥ、ＤＯＡ、
Ｄｉｓｔ１、Ｄｉｓｔ２这９个评价指标的值越小代表解集犛
的综合性越好，且它们均需要知道真实Ｐａｒｅｔｏ前沿
信息，它们的计算复杂度均为犗（犿｜犛｜·｜犘｜）．
Ｌｉ等人［９７］提出了性能对比指标（Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎＩｎｄｉｃａｔｏｒ，ＰＣＩ），ＰＣＩ是一个无需知道
真实Ｐａｒｅｔｏ前沿信息的狀元指标，合并各ＭＯＥＡｓ
求得的解集并进行聚类，在每个簇中分别生成理想
点作为参考点计算指标值．ＰＣＩ越小代表解集犛的
综合性越好，计算复杂度高．

超体积指标ＨＶ［３３］衡量的是个体所支配的空

间［２７］，也可称为指标Ｓ［３３］（ＳｉｚｅｏｆｔｈｅＤｏｍｉｎａｔｅｄ
Ｓｐａｃｅ，Ｓ）．通常情况下，参考点狕狉犲犳的设定与最低点
狕狀犪犱（定义１５）有关，ＨＶ的定义如下：

ＨＶ（犛，狕狉犲犳）＝狏狅犾狌犿犲（∪
｜犛｜

犻＝１
犮犻） （９５）

其中犮犻是由某一非支配解狓与参考点狕狉犲犳作为对角
线构成的超立方体，其超体积狏狅犾狌犿犲（犮犻）为
狏狅犾狌犿犲（犮犻）＝

∏
犿

犽＝１
（狕狉犲犳犽－犳犽（狓犻）），犽（狕狉犲犳犽－犳犽（狓犻）＞０）

０， 犽（狕狉犲犳犽－犳犽（狓犻）０
烅
烄

烆 ）
（９６）

式（９６）表明了劣于参考点狕狉犲犳的非支配解狓均
不参与ＨＶ运算．ＨＶ的另一种表达为

ＨＶ（犛，狕狉犲犳）＝∧（∪
狓∈犘犛

｛狓｜狓狓狕狉犲犳｝）（９７）
其中∧指的是勒贝格（Ｌｅｂｅｓｇｕｅ）测度［９８］．ＨＶ的计
算方式如图１２所示，以２维的ＭＯＰｓ为例，阴影部
分面积为超体积ＨＶ的值．

图１２　ＨＶ的计算方式示意图

Ｆｌｅｉｓｃｈｅｒ［９９］证明了对于给定的目标空间和参
考点，所有解均落在Ｐａｒｅｔｏ前沿上是ＨＶ取得最大
值的充分条件，即求取最大的ＨＶ值与寻找最优的
Ｐａｒｅｔｏ解集是等价的．文献［１００１０１］通过实验表
明，当解集犛均匀分布时ＨＶ的值较大，即ＨＶ能
够衡量解集犛的多样性．

ＨＶ的不足之处在于受参考点影响较大［１０２］，以
及随着目标空间维度的增加，计算复杂度急剧增大．
如图１３所示，解集犛１和犛２在不同参考点狕狉犲犳下的
ＨＶ值呈现了截然相反的情况．

常见地用于加快ＨＶ计算速度的方法为蒙特
卡罗法［１２，１０３］，其具体操作过程是在目标空间中均匀
地采样大量的点，统计落在ＨＶ区域内的点数量，
根据点数比例计算ＨＶ的数值．但蒙特卡罗法通过
采样的方式牺牲了一定的精确度，快速计算精确的
ＨＶ值的方法可以参考文献［１０４１０５］．
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图１３　ＨＶ的不足之处示意图［１０２］

Ｗｕ等人［６９］提出了高维空间差异（Ｈｙｐｅｒｂｏｒｅａ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ＨＤ），实际上计算的为超体积差异
（ＨｙｐｅｒｖｏｌｕｍｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，ＨＶＤ），定义如下：
ＨＤ（犛，犘，狕狉犲犳）＝ＨＶ（狕０，狕狉犲犳）－ＨＶ（犛，狕狉犲犳）（９８）
其中狕０＝（０，０，…，０）为坐标轴原点．当计算ＨＤ时
需对ＭＯＰｓ进行归一化操作，使得最低点狕狀犪犱＝
（１，１，…，１），参考点狕狉犲犳＝狕狀犪犱．即有：
ＨＤ（犛，犘，狕狉犲犳）＝ＨＶ（犘，狕狉犲犳）－ＨＶ（犛，狕狉犲犳）（９９）
由于在实际问题中存在真实Ｐａｒｅｔｏ前沿未知

的情况，因此在归一化后可令ＨＶ（犘，狕狉犲犳）＝１，即
ＨＤ（犛，犘，狕狉犲犳）＝１－ＨＶ（犛，狕狉犲犳）（１００）

以式（１００）的计算方式为例，图１４表明了指标
ＨＤ是综合性指标而非收敛性指标的原因，阴影部
分面积为指标ＨＤ在２维ＭＯＰｓ上的值．ＨＤ越小
越好，图１４（ａ）中的解集多样性较好且ＨＤ较小，
图１４（ｂ）中的解集多样性较差且ＨＤ较大，故指标
ＨＤ在衡量收敛性的同时可以衡量多样性．

准确率［６９］（Ａｃｃｕｒａｃｙ，ＡＣ）衡量的是解集犛落
在Ｐａｒｅｔｏ前沿上的程度，定义如下：

ＡＣ（犛，狕狉犲犳）＝ １
１－Ｈ（犛）－ＨＶ（犛，狕狉犲犳）（１０１）

当计算ＡＣ时需对ＭＯＰｓ进行归一化操作，使得最
低点狕狀犪犱＝（１，１，…，１），参考点狕狉犲犳＝狕狀犪犱．

ＨＶ、ＡＣ越大代表解集犛的综合性越好，ＨＤ越
小代表解集犛的综合性越好，ＨＶ、ＡＣ的计算复杂度
均为犗（｜犛｜犿－１），ＨＤ的计算复杂度为犗（｜犘｜犿－１）．

Ｈａｎｓｅｎ等人［６７］提出了一系列的二元综合性指

图１４　指标ＨＤ为综合性指标而非收敛性指标说明

标，基于概率的Ｒ１衡量的是解集犛１优于解集犛２的
预期比例，定义如下：
Ｒ１（犛１，犛２，犝，狆）＝∫狌∈犝犆（犛１，犛２，狌）狆（狌）ｄ狌（１０２）

　　犆（犛１，犛２，狌）＝
１，狌（犛１）＞狌（犛２）
０．５，狌（犛１）＝狌（犛２）
０，狌（犛１）＜狌（犛２
烅
烄

烆 ）
（１０３）

其中犝是聚合函数的集合，狌（犛１）代表解集犛１的聚
合函数最大值，即狌（犛１）＝ｍａｘ狓∈犛

｛狌（狓）｝，狆（狌）表示
的是聚合函数狌出现的概率．对于Ｐａｒｅｔｏ前沿为凸
函数的ＭＯＰｓ，采用加权的切比雪夫（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ
Ｔｃｈｅｂｙｃｈｅｆｆ）聚合方式，如在２维的ＭＯＰｓ中有：

狌犽＝犽犳１＋（１－犽）犳２ （１０４）
指标Ｒ２［６７］衡量的是解集犛１优于解集犛２的预

期程度，定义如下：
Ｒ２（犛１，犛２，犝，狆）＝∫狌∈犝（狌（犛１）－狌（犛２））狆（狌）ｄ狌（１０５）
指标Ｒ３［６７］衡量的是解集犛１较解集犛２的优势

比例，定义如下：
Ｒ３（犛１，犛２，犝，狆）＝∫狌∈犝狌

（犛１）－狌（犛２）
狌（犛１）狆（狌）ｄ狌（１０６）
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类似地有指标Ｒ１Ｒ、Ｒ２Ｒ和Ｒ３Ｒ［６７］，用参考集犚
取代了另一个解集犛２，为的是在比较多个解集时避
免解集之间的非关联性［６７］．这６个Ｒ系列的指标越
大代表解集犛的综合性越好，Ｒ１、Ｒ２和Ｒ３的计算
复杂度为犗（犿｜犛１｜·｜犛２｜），Ｒ１Ｒ、Ｒ２Ｒ和Ｒ３Ｒ的计算
复杂度为犗（犿｜犛｜·｜犘｜）．

指标Ｐ［１０６］是应对ＭａＯＰｓ的综合性指标．在求
解高维目标优化问题时，若解犛收敛性较差，ＩＧＤ
与ＨＶ衡量解集犛的多样性时存在较大偏差，指标
Ｐ解决了这个问题，它通过方向向量将目标空间均
匀地划分成若干子空间，计算解狓到与之相关联的
方向向量的距离狉犻，并取其倒数，指标Ｐ的定义
如下：

Ｐ（犛）＝∑
犕

犻＝１

１
狉犻 （１０７）

其中犕为方向向量的数量，选取距离的倒数进行计
算是因为子空间内不存在解时，可令１狉犻＝０．关联方
向向量和解的计算过程如下：

犻＝ｍａｘ
犼＝１：犕

狑Ｔ犼犉（狓）
‖狑犼‖‖犉（狓）‖ （１０８）

其中狑犼为方向向量，犉（狓）为解狓的目标向量，解狓
关联第犻个方向向量．指标犘越大代表解集犛的综
合性越好，其计算复杂度为犗（犿｜犛｜·｜犕｜）．
３．４．２　ＰＭＯＥＡｓ专用的综合性指标

ＩＧＤ和ＨＶ作为常用的综合性指标在偏好多
目标优化中均不适用，因为在ＰＭＯＥＡｓ中不考虑
解集犛的延展性．只衡量分布性的多样性指标和收
敛性指标在ＰＭＯＥＡｓ中仍然适用．

ＨＶＵＭ［４０］通过计算偏好区域内的ＨＶ来衡
量解集的性能，具体计算步骤如下：（１）计算解集犛
中与坐标轴原点最近的解狓０，设为中心点；（２）决策
者设定偏好区域半径δ，构建偏好区域内的超立方体；
（３）计算所构建的超立方体的超体积值．ＨＶＵＭ的
定义如下：

ＨＶＵＭ（犛）＝ＨＶ（犛，狓δ＋） （１０９）
其中狓δ＋犻＝狓０犻＋δ，犻∈｛１，…，犿｝．

ＨＶＵＭ的优势在于它通过人为定义的参数δ
控制偏好区域的范围，避免了ＨＶ指标在偏好多目
标中的缺陷．它的不足之处在于它把中心点设置为
距离坐标轴原点最近的解，此时对于偏好参考点狉
来说所选取的偏好范围并不准确，如图１５所示，偏
好参考点犃所选取的偏好区域有误．ＨＶＵＭ越大
代表解集犛在偏好区域内的综合性越好，其计算复
杂度为犗（｜犛｜犿－１）．

图１５　ＨＶＵＭ的不足之处示意图［４１］

ＩＧＤＣＦ［４１］是一个无需知道真实Ｐａｒｅｔｏ前沿
信息的狀元指标，通过合成Ｐａｒｅｔｏ前沿衡量解集的
性能，具体计算步骤如下：（１）合并各ＭＯＥＡｓ求
得的解集，将所有的非支配解作为真实Ｐａｒｅｔｏ前
沿中最优解的替代解；（２）由决策者决定偏好区域
的半径δ并生成偏好区域；（３）通过合成的Ｐａｒｅｔｏ
前沿计算偏好区域内的ＩＧＤ指标．ＩＧＤＣＦ的定义
如下：
ＩＧＤＣＦ（犛１，犛２，…，犛狀，狉）＝ＩＧＤ犚犗犐（｛犛２，…，犛狀｝，犛１）（１１０）
其中狉为偏好参考点，偏好区域犚犗犐的范围为

犚犗犐＝｛狓｜狓δ－狓狓δ＋｝ （１１１）
其中狓δ－犻＝狓犮犻－δ，狓δ＋犻＝狓犮犻＋δ，犻∈｛１，…，犿｝．狓犮为
距离偏好参考点狉最近的解．
ＩＧＤＣＦ较ＨＶＵＭ的优势在于它可以通过合

成前沿指定距离偏好参考点最近的解狓犮作为中心
点，避免了如图１５所示的情况．但ＩＧＤＣＦ仍然需
要人为指定偏好区域，且其数值受合成前沿的影响
较大．ＩＧＤＣＦ越大代表解集犛在偏好区域内的综
合性越好，其计算复杂度为犗犿∏

狀

犻＝１
｜犛犻（ ）｜．

ＰＭＤＡ［４２］是基于偏好距离和偏好角度的综合
性评价指标，具体计算步骤如下：（１）将偏好参考点
狉的信息分解为一组连接坐标轴原点与参考点的
射线；（２）构建偏好超平面及其映射解集；（３）计算
偏好角度和偏好距离，并计算指标数值．ＰＭＤＡ越
小代表解集犛在偏好区域内的综合性越好，其计算
复杂度为犗（犿｜犛｜）．
ＰＭＤＡ的优势在于它不需要人为指定偏好区

域的大小，它的劣势在于依然考虑了解集犛的延展
性，但在ＰＭＯＥＡｓ中考虑了延展性，因此会对解集
犛在偏好区域内的多样性给出错误的评价．
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３．４．３　ＤＭＯＥＡｓ专用的综合性指标
ＤＭＯＥＡｓ专用的综合性指标在ＭＯＥＡｓ通用

的综合性指标中引入了基于代数的离散时间变量
狋，计算在Ｐａｒｅｔｏ前沿环境变化前的平均值．

平均反世代距离ＭＩＧＤ［４３］的定义如下：
ＭＩＧＤ（犘狋，犛狋）＝１

｜犜｜∑狋∈犜ＩＧＤ（犘狋，犛狋）（１１２）
其中犜包含上一次Ｐａｒｅｔｏ前沿变化前后到下一次
变化前的所有代数狋，即一个环境中的所有代数狋，
下同．ＭＩＧＤ越小代表解集犛的综合性越好，其计
算复杂度为犗（犿｜犛｜·｜犘｜）．

平均超体积ＭＨＶ［４４］的定义如下：
ＭＨＶ（犛狋，狕狉犲犳）＝１

｜犜｜∑狋∈犜ＨＶ（犛狋，狕狉犲犳）（１１３）
平均超体积差异ＭＨＶＤ［４５］的定义如下：

ＭＨＶＤ（犛狋，犘狋，狕狉犲犳）＝１
｜犜｜∑狋∈犜ＨＤ（犛狋，犘狋，狕狉犲犳）（１１４）

实际上，所有的静态评价指标通过引入时间变
量狋，均可转化为ＤＭＯＥＡｓ的专用指标，如ＧＤ、ＳＰ、
Δ狆等等；反之，ＤＭＯＥＡｓ的专用指标也可用于衡量
静态ＭＯＥＡｓ的求解速度，但并不能准确地衡量所
求解集犛的质量．如ＭＩＧＤ用于静态优化时只有一
个环境，即犜＝１，此时ＭＩＧＤ的值为ＩＧＤ在优化过
程中的平均值，因此越快地优化ＭＯＰｓ能够得到更
小的ＭＩＧＤ．所以本文认为动态指标也可用于大规
模优化［１０７］的衡量上，以更好地反映解集犛在优化
过程中和优化趋于稳定后的综合质量．

值得注意的是，在动态优化中存在指标超体积
比率［１０８］（ＨｙｐｅｒｖｏｌｕｍｅＲａｔｉｏ，ＨＶＲ），与高维空间比
率ＨＲ不同，ＨＶＲ在静态优化中不存在明显意义，因
为静态ＭＯＰｓ的Ｐａｒｅｔｏ前沿保持不变，且ＨＶＲ需
要计算ＨＶ（犘，狕狉犲犳），计算开销远大于ＨＶ（犛，狕狉犲犳）．
但在动态优化中，ＤＭＯＰｓ中的Ｐａｒｅｔｏ前沿在凹、凸
函数之间反复变化，而ＨＶ受Ｐａｒｅｔｏ前沿形状的影
响较大，Ｐａｒｅｔｏ前沿为凸函数时容易得到较大的
ＨＶ，为凹函数时容易得到较小的ＨＶ，此时使用
ＭＨＶ或ＭＨＶＤ容易引起错误计算，ＨＶＲ可以有
效地解决这个问题，其定义如下：
　ＨＶＲ（犛狋，犘狋，狕狉犲犳）＝１

｜犜｜∑狋∈犜
ＨＶ（犛狋，狕狉犲犳）
ＨＶ（犘狋，狕狉犲犳）（１１５）

ＭＨＶ、ＨＶＲ越大代表解集犛的综合性越好，
ＭＨＶＤ越小代表解集犛的综合性越好，ＭＨＶ、
ＭＨＶＤ的计算复杂度均为犗（犿｜犛｜犿－１）．ＨＶＲ的
计算复杂度为犗（犿（｜犛｜＋｜犘｜）犿－１）＝犗（犿｜犘｜犿－１）．

在动态优化中，除了关于解集的评价指标，还有
关于评价指标的评价指标．

定义１７．　评价指标的数值．评价指标在特定
ＭＯＥＡ完成求解一次ＭＯＰｓ后，计算出来的数值称
为评价指标的数值，简称指标值，记为犐．
Ｊｉａｎｇ等人［１０９］提出了关于指标值犐的鲁棒性指

标（Ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ，Ｒ），计算的是不同环境下指标值的
标准差，定义如下：

Ｒ（犐，狋）＝ １
犜－１∑狋∈犜（犐－珔犐）槡 ２ （１１６）

指标Ｒ越小代表评价指标值犐的鲁棒性越好，
计算复杂度取决于待评估的评价指标．
３．４．４　ＭＭＯＥＡｓ专用的综合性指标

决策空间中有专用的收敛性指标犕１、分布性指
标犕２和延展性指标犕３［２７］，分别与目标空间中的指
标犕１、犕２和犕３对应．

决策空间内的综合性指标ＩＧＤＸ［４６］定义如下：

ＩＧＤＸ（犚，犛）＝∑
狘犚狘

犻＝１
犱２槡犻

｜犚｜ （１１７）
其中犚为决策空间中的参考集，犱犻计算的是参考集
犚的参考点狆与最近的解狓犻之间的欧式距离．

Ｐａｒｅｔｏ集合逼近ＰＳＰ［４７］衡量决策空间内Ｐａｒｅｔｏ
最优解集犘犛和解集犛之间的相似性，定义如下：

ＰＳＰ（犚，犛）＝ＣＲ（犛）
ＩＧＤＸ（犚，犛） （１１８）

其中覆盖率ＣＲ的定义如下：

ＣＲ（犛）＝∏
犽

犻＝１
δ（ ）犽１

２狀 （１１９）
当狉ｍａｘ犽＝狉ｍｉｎ犽时，δ犽＝１．
当狓ｍｉｎ犽狉ｍａｘ犽‖狓ｍａｘ犽狉ｍｉｎ犽时，δ犽＝０．
其他情况下，δ犽的定义如下：

δ犽＝ｍｉｎ（狓ｍａｘ犽，狉ｍａｘ犽）－ｍａｘ（狓ｍｉｎ犽，狉ｍｉｎ犽）
狉ｍａｘ犽－狉ｍｉｎ（ ）犽

２（１２０）
其中狉ｍａｘ犽，狉ｍｉｎ犽是决策空间中的参考点狉在第犽个目
标上的最大值与最小值，狓ｍａｘ犽，狓ｍｉｎ犽是解集犛在第犽
个目标上的最大值与最小值．
犐ＧＤＸ越小代表解集犛在决策空间中的质量越

好，ＰＳＰ越大代表解集犛在决策空间的质量越好，
它们的计算复杂度均为犗（犿｜犛｜·｜犚｜）．在展开分
析之前，必须明确评价指标并不存在绝对的公平，因
为无法用一个数值来包括犖个解（或同时包括参考
集）的全部信息［３１］，在这个前提下对于评价指标的
分析才更有意义．
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定义１８．　比较函数．若评价指标的指标值犐
越小越好，则比较函数记为＜；若评价指标的指标值
犐越大越好，则比较函数记为＞．

由于ＭＯＥＡｓ具有一定的随机性，一次求解过
程中所得的指标值犐不具有可比性，一般是重复独
立的实验求解若干次后，通过计算数指标值的平均

值珔犐和方差犞犪狉（犐）进行ＭＯＥＡｓ的性能比较．
辅助指标值计算的参考向量、网格等不在参考

集的范围之内．代数变量狋、小生境半径σ等参数也
不在参考集的范围之内．表１对上述四类评价指标
进行了总结与归纳．计算复杂度中的｜犕｜为参考向
量的数目．

表１　评价指标分类表
指标类型 评价指标 参考集 比较函数 计算复杂度

计数指标

ＯＮＶＧ［２２］，ＧＮＶＧ［２２］，ＮＶＡ［２２］ 无 ＞ 低
ＯＮＶＧＲ［２２］，ＧＮＶＧＲ［２２］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＞ 低

ＥＲ［２３］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＜ 低
Ｃ１Ｒ［６７］，Ｃ２Ｒ［６７］ 参考集犚 ＞ 犗（犿｜犛１｜·｜犚｜）

Ｃ［２４］ 另一个解集犛 ＞ 犗（犿｜犛１｜·｜犛２｜）
ＮＲ［６８］ 其他解集犛犻 ＞ 犗犿∏

狀

犻＝１
｜犛犻（ ）｜

ＮＤＣμ［６９］ 无 ＞ 犗（μ犿｜犛｜）
ＣＬμ 无 ＜ 犗（μ犿｜犛｜）

收敛性指标

ＧＤ［２５］，ＧＤ＋［７６］，γ［２６］，犕１［２７］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＜ 犗（犿｜犛｜·｜犘｜）
ＲＰ［２５］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＞ 犗（犿｜犛｜·｜犘｜）
ＳＰＡＤ［２８］ 参考集犚 ＜ 犗（犿｜犛｜）

犐ε［５０］，犐ε＋［５０］ 另一个解集犛 ＜ 犗（犿｜犛１｜·｜犛２｜）
Ｈ［２４］ 无 ＜ 犗（｜犛｜犿－１）
Ｄ［２７］ 另一个解集犛 ＜ 犗（（｜犛１｜＋｜犛２｜）犿－１）
ＨＲ［７７］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＜ 犗（｜犘｜犿－１）

多样性
指标

分布性 Δ′［２６］，ＳＰ［２８］，χ２［８０］，ＵＤ［５５］ 无 ＜ 犗（犿｜犛｜２）
犕２［２７］ 无 ＞ 犗（犿｜犛｜２）

延展性
ＭＳ［４８］，ＯＳ［６９］ 无 ＞ 犗（犿｜犛｜）
犕３［２７］ 无 ＞ 犗（犿｜犛｜２）
ＳＩ［８１］ 参考集犚 ＞ 犗（｜犛｜犿－１）

分布＆
延展

Δ［４］，Δ［２９］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＜ 犗（犿｜犛｜·｜犘｜）
ΔＬｉｎｅ［８２］ 无 ＜ 犗（犿｜犛｜２）
ＤＩＲ［８３］ 无 ＜ 犗（犿｜犛｜·｜犕｜）
ＰＤ［７９］ 无 ＞ 犗（犿｜犛｜２）
ＨＶ犱［８５］ 参考集犚 ＞ 犗（｜犛｜犿－１）
ＣＰＦ［８６］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＞ 犗（犿｜犘｜２）

ＤＣＩ［８７］，ＭＤＩ［８８］ 其他解集犛犻，共犔个解集 ＞ 犗（犿犔２｜犛｜２）
珚Ｄ［５７］，Ｅ［８９］，ＣＥ［９０］，Ｄσ［９１］，Ｄ′σ［９２］ 无 ＞ 高

综合性
指标

通用

ＩＧＤ［３０］，ＩＧＤ＋［７６］，ＯｂｊＩＧＤ［８２］，ＩＧＤＮＳ［９６］
Ｄｉｓｔ１［９４］，Ｄｉｓｔ２［９４］，Δ狆［３１］，ＭＥ［７７］，ＤＯＡ［９５］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＜ 犗（犿｜犛｜·｜犘｜）

ＰＣＩ［９７］ 其他解集犛犻 ＜ 高
ＨＶ［３３］，Ｓ［３３］，ＡＣ［６９］ 参考点狕狉犲犳 ＞ 犗（｜犛｜犿－１）

ＨＤ［６９］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘，参考点狕狉犲犳 ＜ 犗（｜犘｜犿－１）
Ｒ１［６７］，Ｒ２［６７］，Ｒ３［６７］ 另一个解集犛 ＞ 犗（犿｜犛１｜·｜犛２｜）
Ｒ１Ｒ［６７］，Ｒ２Ｒ［６７］，Ｒ３Ｒ［６７］ 参考集犚 ＞ 犗（犿｜犛｜·｜犚｜）

Ｐ［１０６］ 无 ＞ 犗（犿｜犛｜·｜犕｜）

ＰＭＯＥＡｓ
专用

ＨＶＵＭ［４０］ 无 ＞ 犗（｜犛｜犿－１）
ＩＧＤＣＦ［４１］ 偏好参考点狉，其他解集Ｓｉ ＜ 犗犿∏

狀

犻＝１
｜犛犻（ ）｜

ＰＭＤＡ［４２］ 偏好参考点狉 ＜ 犗（犿｜犛｜）

ＤＭＯＥＡｓ
专用

ＭＩＧＤ［４３］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＜ 犗（犿｜犛｜·｜犘｜）
ＭＨＶ［４４］，ＭＨＶＤ［４５］ 参考点狕狉犲犳 ＞ 犗（｜犛｜犿－１）

ＨＶＲ［１０８］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘，参考点狕狉犲犳 ＞ 犗（｜犘｜犿－１）
Ｒ［１０９］ 无 ＜ 取决于待评估指标

ＭＭＯＥＡｓ
专用

ＩＧＤＸ［４６］ 决策空间参考集犚 ＜ 犗（犿｜犛｜·｜犚｜）
ＰＳＰ［４７］ Ｐａｒｅｔｏ近似前沿犘 ＞ 犗（犿｜犛｜·｜犚｜）
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４　指标分析
对评价指标进行数学分析能够帮助判断一个策

略的提出是否真的提升了ＭＯＥＡｓ的求解性能，如
当３维空间中的Ｐａｒｅｔｏ前沿为凹曲面时，通过修改
权重向量分布的方式以获得更大的ＨＶ值，并不意
味着解集的多样性得到了提升，而是更加迎合了
ＨＶ的计算方式［１８］．

此外，使用不同的评价指标得出了不一致的结
论时，更需要对评价指标进行深入分析．假设存在一
个ＭＯＰｓ，两种算法分别求得解集犛１和犛２，使得
ＩＧＤ（犛１）＜ＩＧＤ（犛２）的同时存在ＨＶ（犛１）＜ＨＶ（犛２），
此时仅使用一种评价指标对比算法优劣是不够严谨
的，但这并不意味着两种算法无法比较．

本节从高维目标适应性、离群点敏感性、参考集
合理性、指标值最优性四个方面对部分具有代表性
的评价指标进行分析与比较．
４１　高维目标适应性

高维的目标空间中解集会变得非常稀疏［１１０］，
有限的解集难以覆盖整个Ｐａｒｅｔｏ前沿［７９］．本文划分
高维适应性指标的标准是：若一个评价指标只适用
于某些维度的目标空间，则称为非适应性指标；若一
个评价指标适用于任何维度的目标空间，但在高维
目标空间上的表现偏差较大，则称为弱适应性指标；
若一个评价指标在高维目标空间上仍有较好的表
现，则称为强适应性指标．如表２所示．

表２　评价指标高维目标适应性表
强适应性指标弱适应性指标非适应性指标

计数指标 无 全部计数指标 无
收敛性指标 ＧＤ，ＭＥ 犐ε，犐ε＋ ＳＰＡＤ
分布性指标 ＰＤ ＳＰ，Δ Δ′，Δ
综合性指标 ＩＧＤ，Δ狆 ＨＶ 无

ＳＰＡＤ是非适应性指标是因为参考点数量太
少；Δ′、Δ则是因为计算了连续解之间的距离，而在
高维目标空间之中难以定义两个解之间的连续关
系．计数指标是弱适应性指标是因为随着目标维度
的增加，非支配解的比例将大幅增加，但这并不代表
解集的质量也因此提升；γ、犕１、ＳＰ、Δ是弱适应性
指标是因为欧式距离在高维的空间中存在维数灾
难［１１１］，即解之间的距离趋向于相等．ＧＤ、ＭＥ、ＩＧＤ、
Δ狆均存在参数可以控制距离的类型，故为强适应性
指标；ＨＶ是弱适应性指标是因为在高维空间中，仅
有极少部分非支配解参与指标值的运算，难以如实

地反映整个解集的优劣．
随着目标维度的增加，评价指标的计算代价会

随之提高，但除了ＨＶ系列指标等部分指标外，其
他指标无需过多考虑计算代价，因为这些评价指标
与算法的计算复杂度均随着目标维度线性增长，如
ＩＧＤ的计算复杂度为犗（犿｜犛｜·｜犘｜），ＮＳＧＡＩＩ的
计算复杂度为犗（犿｜犛｜２）．

此外，ＨＶ在ＭａＯＰｓ上计算方差时会出现一定
的误导性，ＨＶ的方差存在随着目标维度的增加先
增大后减小的可能，因为解集的收敛性随着目标维
度的增加而变差，导致ＨＶ的值急剧缩小，因此ＨＶ
的方差也随之变小，但这实际上并不代表所求得的
解集更加稳定．在ＷＦＧ系列测试问题［１１２］上不存在
这种情形，因为随着目标维度的增加其Ｐａｒｅｔｏ边界
点距离原点的距离也在增加，其他Ｐａｒｅｔｏ边界点与
原点的距离随着目标维度发生变动的可扩展系列测
试问题也不存在这种情形．

因此在应对ＭａＯＰｓ时，尤其是维数较高的
ＭａＯＰｓ，建议使用ＩＧＤ、ＧＤ等强适应性指标．在高
维的目标空间中综合性指标会更侧重解集的收敛
性，因为当一个解集收敛性较差时其多样性对指标
值的影响甚微［１０６］．又因为维数灾难的存在，传统的
多样性指标也难以在高维的目标空间中准确地衡量
多样性，所以如何在高维目标空间中更好地衡量解
集的多样性是评价指标的一个挑战．
４２　离群点敏感性

ＭＯＰｓ的离群点尚未有精确的定义，一般认为
距离真实Ｐａｒｅｔｏ前沿较远的点都可以算作离群
点［２８］．本文给出关于离群点的相关定义如下：

定义１９．　离群点．解集犛中的解狓在某个目标
上的值较大，则称该解为离群点（Ｏｕｔｌｉｅｒｓ），记为狓狅．

犳犻（狓狅）＞犕，犻∈｛１，…，犿｝ （１２１）
其中犕是一个人为给定的大正数．

定义２０．　离群点敏感性．向解集犛中加入一
个离群点狓狅′，若评价指标的数值犐与犕存在关系
ｌｉｍ
犕→＋∞

犐（犛）＝＋∞（该评价指标的数值犐越小则表明
ＭＯＥＡｓ性能越好，反之则极限为０），则称该评价指
标具有离群点敏感性，简称敏感性．

其中离群点狓狅′为人为定义的特殊离群点，并
非算法实际求解获得的离群点狓狅，即存在犕使得
狓狅′Ω，犳犻（狓狅′）!

犿的情况．引入特殊离群点狓狅′是
为了说明评价指标的离群点敏感性，因此去寻找狓狅′
对应的决策空间是没有意义的．

通俗地理解评价指标的敏感性即为指标值犐受
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离群点狓狅的影响程度．根据评价指标对离群点的敏
感性对部分评价指标进行划分，如表３所示．

表３　评价指标离群点敏感性表
非敏感性指标 敏感性指标

计数指标 全部计数指标 无
收敛性指标 ＳＰＡＤ ＧＤ，犐ε，犐ε＋，ＭＥ
分布性指标 无 ＳＰ，Δ′，Δ，Δ，ＰＤ
综合性指标 ＩＧＤ，ＨＶ Δ狆

计数指标均为非敏感性指标，因为计数指标
的计算方式与解狓在目标空间对应的犉（狓）无关．
ＨＶ为非敏感性指标，因为离群点狓狅在各个目标上
都大于最低点狕狀犪犱，故离群点狓狅不参与ＨＶ的计
算．ＩＧＤ为非敏感性指标，因为Ｐａｒｅｔｏ近似前沿中
存在参考点狆与解狓的距离小于参考点狆与离群
点狓狅的距离，故离群点狓狅也不参与ＩＧＤ的计算．收
敛性指标中除了ＳＰＡＤ均为敏感性指标，这是因为
ＳＰＡＤ的计算方式与ＩＧＤ相似，故ＳＰＡＤ也为非敏
感性指标．

性质８．　若一个非计数指标是敏感性指标，则
解集犛中的所有解都参与指标运算．

通常情况下，若一个评价指标不具有敏感性，则
该评价指标具有更好的稳定性（评价指标的稳定性并
非ＭＯＥＡｓ的鲁棒性），但这并不意味着一个评价指
标具有敏感性就是不好的，比如对于ＷＦＧ系列问
题［１１２］容易出现解集犛中大部分解收敛性较好，而
部分边界点狓犲狓狋收敛性极差的情况，此时使用敏感
性指标更容易区分出解集的优劣，以反映ＭＯＥＡｓ
的性能差异．

对于ＩＧＤ（犘，犛，狇），其离群点敏感性可以通过
改变距离类型控制，即设定不同的狇值，狇越大离群
点敏感性越高，反之越低．当狇→∞时，ＩＧＤ的值仅
取决于离群点．ＧＤ等其他可以通过参数控制距离
类型的评价指标也有类似结论．

对于一个给定的ＭＯＰｓ，是否选择敏感性指
标对比ＭＯＥＡｓ的性能优劣应从两个方面考虑：
（１）ＭＯＥＡｓ求解完成后是否需要关注离群点，对于
某些实际问题决策者并不关心离群点，此时建议使用
非敏感性指标避免离群点的影响；（２）求解ＭＯＰｓ时
是否容易出现离群点，针对本身难以优化或部分边
界点难以收敛的ＭＯＰｓ，建议使用敏感性指标加大
ＭＯＥＡｓ的区分度．
４３　参考集合理性

参考集合理性分析评价指标的参考集取值范
围，主要讨论ＨＶ、ＩＧＤ和ＧＤ．

对于Ｐａｒｅｔｏ前沿为犳１＋犳２＝１的测试函数，显
然我们希望所得解集犛中包含Ｐａｒｅｔｏ边界点集
犘犅犛＝｛（１，０），（０，１）｝，即有最优解集犛为
犛＝狓｜狓＝犻－１

犖－１，
犖－犻
犖（ ）－１，犻∈｛１，…，犖｛ ｝｝（１２２）

将ＨＶ的参考点狕狉犲犳设为狕狀犪犱的最大问题在
于无法衡量解集犛中边界点狓犲狓狋的ＨＶ值，即有
ＨＶ（狓犲狓狋，狕狀犪犱）＝０，故ＨＶ的最优解集犛ＨＶ为
　犛ＨＶ＝狓｜狓＝犻

犖，
犖－犻（ ）犖，犻∈｛１，…，犖｛ ｝｝（１２３）

显然犛ＨＶ中不包含犘犅犛．故需要设置ＨＶ的参
考点狕狉犲犳略劣于狕狀犪犱．则令：

狕狉犲犳犻＝δ狕狀犪犱犻，δ∈（１，＋∞） （１２４）
有ｌｉｍ
δ→＋∞

犞犪狉（ＨＶ（犛，狕狉犲犳））＝０，即当δ较大时
ＨＶ的方差为零，故建议δ１０．

解集犛中的解狓所支配且不被其他解支配的
空间大小为犛狓＝１

犖（ ）－１
２，显然我们希望被边界点

狓犲狓狋支配且仅被狓犲狓狋支配的空间大小至少也为犛狓，
故建议δ１＋１

犖－１．若难以求解一个ＭＯＰｓ的
Ｐａｒｅｔｏ最优解，建议增大δ，反之建议减小δ．

对于ＩＧＤ，为了保证计算的准确性，Ｐａｒｅｔｏ近似
前沿犘中参考点数量不能太少．由于在维度大于等
于２的空间中至少需要两个点才能够确定一个点，
使这个点到那两个点欧式距离的平方和最小，故在
计算每一个非边界点的ＩＧＤ值时至少需要两个参
考点，计算每个狓犲狓狋只需要一个参考点．因此得到
｜犘｜的下限２犖－犿．ＭＯＥＡｓ实际运行时，ＩＧＤ的参
考点数量越多越好，但不能影响ＭＯＥＡｓ的运行时
间，故认为｜犘｜的上限以犖犿为宜．

对于ＧＤ，与ＩＧＤ的不同之处在于当ＭＯＰｓ的
目标数量增大时，｜犘｜的下限不能太小，这是因为当
解狓落在两个参考点之间与正好落在参考点上时，
对ＩＧＤ数值的影响不大，对ＧＤ影响较大．故建议
｜犘｜的下限为２犿犖，因为参考点的数量与目标维度
的幂次方有关，上限同为犖犿．

给出参考集的建议表如表４所示．
表４　参考集的建议表

指标 建议选取的参考集范围

ＨＶ 狕狉犲犳犻＝δ狕狀犪犱犻，δ∈１＋１
犖－１，［ ］１０

ＩＧＤ ｜犘｜∈［２犖－犿，犖犿］
ＧＤ ｜犘｜∈［２犿犖，犖犿］

１１６１８期 王丽萍等：多目标进化算法性能评价指标研究综述

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



通过对参考集合理性的分析可以发现，在设置
ＨＶ的参考点时，为了确保边界点ｘ犲狓狋的ＨＶ值不
为０，建议δ１＋１

犖－１如在ＰｌａｔＥＭＯ
［９３］中设置了

δ＝１．１；设置ＧＤ、ＩＧＤ的参考集时，在不影响ＭＯＥＡｓ
运行时间的前提下，设置更多的参考点能得到更精
确的结果．
４４　指标值最优性

本节讨论的是关于部分评价指标数值的一些数
学定理，以及Ｐａｒｅｔｏ最优解集犘犛与有穷的解集犛
在计算指标值犐时所能达到最优值．通过对指标值
最优性的分析，能够对指标数值上的极限有更深入
的认识，增强对指标数值的分析能力．

定义２１．　指标值最优解集．当一个解集犛使
得某个评价指标在给定ＭＯＰｓ上取到最优值犐，称
该解集为指标值最优解集，简称最优解集，记为犛．

对于两个不同的指标，其指标值最优解集不一
定相同，比如在凹曲面上存在犛ＩＧＤ≠犛ＨＶ，但在直线
或平面上存在犛ＩＧＤ＝犛ＨＶ．

定理４．　Ｃ（犛１，犛２）和Ｃ（犛２，犛１）存在如下关系：
Ｃ（犛１，犛２）＋Ｃ（犛２，犛１）１ （１２５）

证明．　假设解之间存在一种关系定义为

犆狓（狓１，狓２）＝０
，狓２狓１
１，狓１狓烅烄烆 ２ （１２６）

其中狓１∈犛１，狓２∈犛２即证明：
犆狓（狓１，狓２）＋犆狓（狓２，狓１）１ （１２７）

当犆狓（狓１，狓２）＝０时，存在关系狓２狓１，则有
犆狓（狓２，狓１）＝１．当犆狓（狓１，狓２）＝１时，若狓１狓２，则
犆狓（狓２，狓１）＝０；若狓１狓２，则犉（狓１）＝犉（狓２），则
狓２狓１，此时犆狓（狓２，狓１）＝１，不等式（１２７）得证，故
定理４得证． 证毕．

定理５．　ＮＲ和非支配解集犖犛犻存在如下关系：
ＮＲ（犛１，犛２，…，犛狀）｜犖犛犻｜｜犅｜，

犅＝｛犫｜（犫）／狓∈（犛１∪犛２∪…∪犛狀）犫｝（１２８）
其中ＮＲ评估的是解集犛犻．

证明．　即证：
｜犅∩犛犻｜｜犖犛犻｜ （１２９）

显然解集犛犻中受支配解的解狓犖犛犻∧狓犅．
假设存在非支配解狓１∈犛犻，其他的解集中存在非支
配解狓２．若狓１狓２或狓１与狓２互不支配，则狓１∈犅，若
狓２狓１，则狓１犅．故有：

（狓∈犛犻）（狓∈（犅∩犛犻）→狓∈犖犛犻）（１３０）
因此｜犅∩犛犻｜｜犖犛犻｜，得证． 证毕．

定理６．　对于同一个解集犛，γ始终不小于ＧＤ．
关于定理６的证明过程请参考附录．
关于定理６一般形式的推广：
定理７．　对于同一个解集犛，ＧＤ（犛，犘，犼）

ＧＤ（犛，犘，犽），其中犼＜犽．
关于定理７的证明过程请参考附录．对于ＩＧＤ

也有类似的定理，证明过程同定理７．
定理８．　对于同一个解集犛，ＩＧＤ（犘，犛，犼）

ＩＧＤ（犘，犛，犽），其中犼＜犽．
性质９．　若在犽维的目标空间中Ｐａｒｅｔｏ前沿

与ＨＶ的参考点在某一目标上的值始终相等，则当解
集犛中的所有解均落在Ｐａｒｅｔｏ前沿上时，ＨＶ＝０．

定理９．　当Ｐａｒｅｔｏ前沿非离散时，指标值最优
解集犛ＨＶ求得的ＨＶ值始终小于Ｐａｒｅｔｏ最优解集
犘犛求得的ＨＶ值．

ＨＶ（犛ＨＶ，狕狉犲犳）＜ＨＶ（犘犛，狕狉犲犳） （１３１）
证明．　由文献［９９］中的结论可推得：解集犛ＨＶ

中所有解均落在Ｐａｒｅｔｏ前沿上，即狓∈犛ＨＶ犘犛，故
ＨＶ（犛ＨＶ，狕狉犲犳）ＨＶ（犘犛，狕狉犲犳），又因为Ｐａｒｅｔｏ最优
解狓与解集犛中的解狓存在关系：

（狓）（狓）（犳犻（狓）＜犳犻（狓）） （１３２）
其中犻∈｛１，…，犿｝，即存在Ｐａｒｅｔｏ最优解狓对于任
何解狓，狓在某个目标上的值小于狓，则Ｐａｒｅｔｏ最
优解狓与参考点狕狉犲犳构成的超立方体犮１与解狓与
参考点狕狉犲犳构成的超立方体犮２存在关系犮１∩犮２≠０，
故不等式无法取到等号． 证毕．

定理９的另一个含义为通过Ｐａｒｅｔｏ最优解集
犘犛计算出来的ＨＶ值为理论最大值，且严格小于
意味着该理论值无法通过实际求解ＭＯＥＡｓ而得．

而对于ＩＧＤ则不存在类似的定理，这与Ｐａｒｅｔｏ
近似前沿犘的参考点数量有关，当Ｐａｒｅｔｏ近似前沿
犘的参考点数量等于解集犛的大小犖时，显然存在
ＩＧＤ（犘，犛ＩＧＤ）＝０，即解集犛ＩＧＤ中的解狓均与Ｐａｒｅｔｏ
近似前沿犘上的参考点重合，而此时ＩＧＤ（犘，犘犛）＞０，
因为此时必然存在Ｐａｒｅｔｏ最优解狓犘使得
ＩＧＤ（犘，狓）＞０，所以Ｐａｒｅｔｏ最优解集犘犛求得的
ＩＧＤ值未必小于解集犛ＩＧＤ所求得的值．

在实验过程中难免出现一些较为特殊的指标
值，如出现ＨＶ＝０的主要原因是所求解集犛的收
敛性太差，导致非支配解均劣于参考点狕狉犲犳；出现
ＧＤ的值随着代数多次断崖式下跌，是因为算法陆
续优化了个别对ＧＤ值影响较大的离群点．分析这
些数值对ＭＯＥＡｓ的性能比较是很有意义的．
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５　结　语
本文首先介绍了ＭＯＥＡｓ评价指标的研究现

状，然后介绍了多目标优化的相关概念，综述了现有
的评价指标，并根据计数、收敛性、多样性、综合性这
四种类型划分评价指标，探讨了它们的优势与不足；
并选取了一些具有代表性的指标，分析了目标维度、
离群点、参考集、指标值四个方面对这些评价指标的
影响，给出了一些关于评价指标的定理．关于评价指
标还有很多方面有待进一步研究．

（１）无需先验信息的综合性指标．通用的综合
性指标大多需要设置参考集，即便是ＨＶ也需要知
道Ｐａｒｅｔｏ前沿在每个目标上的最大值以设置狕狉犲犳，
即需要知道真实Ｐａｒｅｔｏ前沿中边界点狓犲狓狋的先验
信息．但在部分实际问题中，真实Ｐａｒｅｔｏ前沿的信
息是未知的，因此有必要展开相关的研究．

（２）新型多元评价指标的研究．现有的指标大
多都是一元指标或二元指标［５０］，典型的一元指标如
ＩＧＤ、ＨＶ，典型的二元指标如Ｃ、Ｒ２．但随着多因子
优化［１１３］（ＭｕｌｔｉｆａｃｔｏｒｉａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＦＯ）也称多
任务优化［１１４］（ＭｕｌｔｉｔａｓｋＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＴＯ）的提
出，新型二元及多元评价指标，如衡量任务间相关
性［１１５］的评价指标，亟待进一步地研究．

（３）高维目标评价指标的研究．尽管现有的不
少评价指标能在ＭａＯＰｓ中使用，但是随着目标维
数的增加问题会变得复杂［７５］，当解集的收敛性较差
时，综合性指标难以准确地衡量多样性也是一个待
解决的问题［１０６］，现阶段针对ＭａＯＰｓ评价指标的研
究成果仍然较少，如ＰＤ、Ｐ，有待进一步研究．

（４）大规模优化评价指标的研究．在大规模优
化中可以通过使用传统指标并统计时间开销的方式
衡量算法性能的优劣［１１６］，也存在基于评价指标的
大规模多目标进化算法［１１７］．现阶段关于大规模优
化的评价指标仍然侧重解集质量，关于决策变量分
组精确度以及算法优化速率的评价指标均存在一定
的研究空间．

（５）鲁棒性评价指标的研究．现有的许多评价
指标主要针对ＭＯＥＡｓ所求得的解集质量，鲜有评
价方式能够衡量ＭＯＥＡｓ的鲁棒性，评价指标的方
差只能反映ＭＯＥＡｓ在求解某个ＭＯＰｓ时的鲁棒
性，并不能反映ＭＯＥＡｓ在不同ＭＯＰｓ之间的鲁棒
性，也不能反映ＭＯＥＡｓ对于参数设置的敏感性，因
此迫切需要对ＭＯＥＡｓ的鲁棒性进行数学建模．

（６）ＰＭＯＥＡｓ评价指标的研究．缺乏能将决策
者偏好信息纳入考虑且无需人为指定偏好区域的综
合性评价指标，ＨＶＵＭ与ＩＧＤＣＦ通过简单地划
分偏好区域，能够衡量偏好区域内解集的质量，但并
不能衡量解集与决策者偏好之间的关系［３７］，如何通
过评价指标衡量这两者之间的关系是亟待研究的
问题．

（７）ＤＭＯＥＡｓ评价指标的研究．ＤＭＯＥＡｓ的
评价指标都是基于代数的伪动态评价指标，在基准
测试集ＦＤＡ［３５］、ＤＭＯＰ［１１８］、Ｆ［１１９］等系列测试函数
上表现稳定，但是这些测试函数的动态模式大多都
是有规律的、可预测的，而实际的动态问题更为复
杂，因此动态评价指标仍然有些路要走．

（８）ＭＭＯＥＡｓ评价指标的研究．由于目前
ＭＭＯＥＡｓ多应用于低维目标的ＭＯＰｓ［１２０］，其在目
标空间中解集的表现较好，因此多衡量决策空间中
解集质量，缺乏能够同时衡量解集犛在决策空间和
目标空间中综合性的指标．如何结合现有的综合性
指标和ＭＭＯＥＡｓ的专用指标，是需要考虑的问题．

（９）关于评价指标的数学性质研究．针对评价
指标的数学性质以及相关定理推导的显著性研究成
果主要集中在ＨＶ及其系列指标上，其它的评价指
标相关研究成果目前仍然较少．现阶段研究评价指
标的性质主要通过运行ＭＯＥＡｓ并对指标数值进行
对比分析，但ＭＯＥＡｓ存在一定的随机性，并不能严
格证明评价指标存在某些特性，因此需要进一步展
开评价指标在数学方面的相关研究．
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附录犡．
定理６．　对于同一个解集犛，γ始终不小于ＧＤ．
证明．　即证：

∑
犖

犻＝１
犱犻∑

犖

犻＝１
犱２槡犻 （１３３）

其中犱犻０，即证∑
狀

犻＝１
犱犻∑

狀

犻＝１
犱２槡犻（狀犖）成立．狀＝１时显然

成立，下面证明狀＝２时成立．根据三角不等式：
犱犻＋犱犻＋１犱２犻＋犱２犻槡 ＋１ （１３４）

其中犱２犻＋犱２犻槡 ＋１可以看作直角三角形的斜边，当犱犻＝０或
犱犻＋１＝０时不等式（１３４）取到等号．将犱２犻＋犱２犻槡 ＋１看作新的
犱犻，犱犻＋２看作新的犱犻＋１，代入不等式（１３４）得：

犱犻＋犱犻＋１＋犱犻＋２犱２犻＋犱２犻槡 ＋１＋犱犻＋２　　　
（犱２犻＋犱２犻槡 ＋１）２＋犱２犻槡 ＋２

＝犱２犻＋犱２犻＋１＋犱２犻槡 ＋２ （１３５）
故当狀＝２时成立，假设狀＝犽（犽＜犖）成立，证明狀＝犽＋１

时成立：

∑
犽＋１

犻＝１
犱犻 ∑

犽

犻＝１
犱槡（ ）犻槡

２
＋犱犽＋１　　　　　

 ∑
犽

犻＝１
犱槡（ ）犻２

＋犱２槡 犽＝∑
犽＋１

犻＝１
犱槡犻 （１３６）

根据数学归纳法，得证．当只有一个犱犻≠０时不等式取
到等号． 证毕．

定理７和定理８．　对于同一个解集犛，ＧＤ（犛，犘，犼）
ＧＤ（犛，犘，犽），ＩＧＤ（犘，犛，犼）ＩＧＤ（犘，犛，犽），其中犼＜犽．

证明．　即证：

∑
犖

犻＝１
犱犼（ ）犻１

犼∑
犖

犻＝１
犱犽（ ）犻１

犽 （１３７）

其中犱犻０，即证∑
狀

犻＝１
犱犼（ ）犻１

犼∑
狀

犻＝１
犱犽（ ）犻１

犽（狀犖）成立．狀＝１
时显然成立，下面证明狀＝２时成立．不等式（１３７）的左边是

以犼为变量的函数犉（犼），即证犉（犼）犉（犽），即证函数犉（狓）
（狓１）单调递减，即证犉′（狓）０．

设犱１＝犪，犱２＝犫，则犉（狓）＝（犪狓＋犫狓）１狓，令犉（狓）＝犲犌（狓），
则犌（狓）＝ｌｎ（犪

狓＋犫狓）
狓 ，即证犌′（狓）０．当犫＝０时，犌′（狓）＝０

成立，当犫≠０时，有：

　　　犌′（狓）＝ｌｎ（犪狓＋犫狓）（ ）狓 ′　　　　　　　

＝ｌｎ（犫）＋
ｌｎ犪（）犫狓（ ）＋１烄

烆
烌
烎狓
′（犫≠０）（１３８）

令犪犫＝狆，狆∈（０，＋∞），即

犌′（狓）＝ｌｎ（狆狓＋１）（ ）狓 ′＝
狆狓ｌｎ（狆）
狆狓＋１－ｌｎ（狆

狓＋１）
狓２ 　

＝狆
狓ｌｎ（狆）－（狆狓＋１）ｌｎ（狆狓＋１）

狓２（狆狓＋１） （狓１）（１３９）

其中狓２（狆狓＋１）＞０，令犌′（狓）＝犎（狓）
狓２（狆狓＋１），则

当狆＝１时，显然犎（狓）＜０．
当狆∈（０，１）时，狆狓ｌｎ（狆）＜０，（狆狓＋１）＞０，ｌｎ（狆狓＋１）＞０，

故犎（狓）＜０．
当狆∈（１，＋∞）时，有狆狆狓（狓１），则

０＜ｌｎ（狆）ｌｎ（狆狓）＜ｌｎ（狆狓＋１） （１４０）
又有０＜狆狓＜狆狓＋１，故犎（狓）＜０．
故当狀＝２时成立，假设狀＝犽（犽＜犖）成立，证明狀＝犽＋１

时成立：

∑
犽＋１

犻＝１
（犱犼犻）１犼∑

犽

犻＝１
（犱犼犻）１犼＋犱犽＋１　　　　　　　　

∑
犽

犻＝１
（犱犼犻）

１
犼＋犱犼犽（ ）＋１

１
犽＝∑

犽＋１

犻＝１
（犱犽犻）

１
犽（１４１）

根据数学归纳法，得证．当只有一个犱犻≠０时不等式取
到等号． 证毕．
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