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收稿日期：２０１７１２０１；在线出版日期：２０１８０５１５．本课题得到国家“九七三”重点基础研究发展规划项目基金（２０１７ＹＦＢ０２０２１０４和
２０１６ＹＦＢ０２００４０１）、国家自然科学基金（９１５３０３２４，９１４３０２１８，１１４０１５８０，１１７０１５４７，１１６０２２８２和６１５３１１６６００３）、深圳市基础研究学科布局
项目基金（ＪＣＹＪ２０１７０３０７１６５３２８８３６，ＪＣＹＪ２０１６０３３１１９３２２９７２０和ＪＳＧＧ２０１７０８２４１５４４５８１８３）资助．吴立垒，硕士研究生，主要研究领域
为区域分解算法和高性能计算．Ｅｍａｉｌ：ｗｕｌｉｌｅｉ１５＠ｎｕｄｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．陈荣亮，博士，副研究员，主要研究领域为偏微分方程、形状优化问题和
并行计算．罗　力，博士，助理研究员，主要研究领域为计算流体力学、并行计算．闫争争，博士，助理研究员，主要研究领域为计算流体力
学、并行计算．廖子菊，博士，助理研究员，主要研究领域为计算流体力学、并行计算．迟利华，博士，副教授，主要研究领域为并行算法、高
性能计算．刘　杰，博士，研究员，主要研究领域为并行算法、高性能计算和机器学习．

面向异构众核架构的块
犌犪狌狊狊犛犲犻犱犲犾／犑犪犮狅犫犻预条件算法

吴立垒１）　陈荣亮２）　罗　力２）　闫争争２）　廖子菊２）　迟利华３）　刘　杰１）

１）（国防科技大学并行与分布处理国家重点实验室　长沙　４１００７３）
２）（中国科学院深圳先进技术研究院　广东深圳　５１８０５５）
３）（湖南交通工程学院高科技研究院　湖南湘阴　４１４６００）

摘　要　ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法作为线性方程组的求解器，在并行计算领域具有广泛应用，而面向异构众核架构开发其
细粒度并行性一直是具有挑战性的问题．针对非结构网格问题，基于代数分块并行思路提出了面向异构众核架构
的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法，将其作为区域分解算法的子区域求解器．面向神威太湖之光超级计算机的异构众核
架构，设计并实现了该算法．为充分利用神威太湖之光国产ＳＷ２６０１０芯片中每个ＣＰＥ拥有的高速ＬＤＭ（ＬｏｃａｌＤａｔａ
Ｍｅｍｏｒｙ），缓解通信瓶颈，设计了多行块通信打包、计算与通信重叠性能优化策略和丢弃非关键元素的低通信复杂
性数值优化方法．数值实验结果显示，相较于串行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法，优化后的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法预处理
过程加速比最高可达到４．１６倍．以１０４０核的测试数据为基准，在处理器核数达到３３２８０时，块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／
Ｊａｃｏｂｉ预条件算法的并行效率达到６１％．

关键词　非结构网格；异构众核架构；区域分解算法；块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法；神威太湖之光
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ｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｔｈｅｂｌｏｃｋＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｉｎｔｅｒａｎｄｉｎｔｒａｔｈｒｅａｄｐａｒａｌ
ｌｅｌｉｓｍ．Ｔｈｅａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆａｈｉｇｈｓｐｅｅｄｔｒａｉｎｍｏｄｅｌａｎｄａｃａｒｍｏｄｅｌｏｎｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ
ｍｅｓｈｗｅｒｅｔｅｓｔｅｄｏｎｔｈｅＳｕｎｗａｙＴａｉｈｕＬｉｇｈｔ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｂｌｏｃｋ
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉａｌｇｏｒｉｔｈｍｄｅｌｉｖｅｒｓａｔｍｏｓｔａ４．１６ｘｓｐｅｅｄｕｐｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｏｔｈｅｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ
ｖｅｒｓｉｏｎ．Ｆｏｒｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ，ｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍａｃｈｉｅｖｅｓａ６１％ｐａｒａｌｌｅｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙａｓｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒｏｆｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓｉｎｃｒｅａｓｅｓｆｒｏｍ１０４０ｔｏ３３２８０．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅｎｏｔ
ｌｉｍｉｔｅｄｔｏｂｅｕｓｅｄａｓｔｈｅｓｕｂｄｏｍａｉｎｓｏｌｖｅｒｉｎＤＤＭ，ｔｈｅｙｃａｎａｌｓｏｂｅａｄｏｐｔｅｄａｓｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｓｏｌｖｅｒｆｏｒｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓａｎｄｓｍｏｏｔｈｅｒｓｉｎｔｈｅｍｕｌｔｉｇｒｉｄｍｅｔｈｏｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｍｅｓｈ；ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍａｎｙｃｏｒｅａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ；ｄｏｍａｉｎｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ；ｂｌｏｃｋＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉｍｅｔｈｏｄ；ＳｕｎｗａｙＴａｉｈｕＬｉｇｈｔｓｕｐｅｒｃｏｍｐｕｔｅｒ

１　引　言
随着计算机计算能力的发展和流体模拟手段的

成熟，人们对流体模拟的适应性和精度提出了越来
越高的要求．非结构网格弥补了结构网格不能在任
意形状、任意连通区域内进行网格剖分的缺陷，具有
较强的几何适应性．与此同时，在复杂流体处理方
面，非结构网格能对流体某些特定区域进行充分细

的局部剖分得到精度较高的结果，因而在科学与工
程计算中得到了越来越广泛的应用．然而，基于非结
构网格的离散系统相对复杂，特别是离散系统对应
的刚度矩阵的稠密度和带宽一般比结构网格对应的
值大，往往导致较大的矩阵条件数，使得离散系统
的求解更加困难［１］，研究适用于非结构网格问题求
解的高性能算法成为一种机遇和挑战．

ＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖＳｃｈｗａｒｚ（ＮＫＳ）算法［２］是一套
求解非线性方程组的高性能算法，主要包含３个部
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分：求解非线性方程组的非精确Ｎｅｗｔｏｎ法、求解每
个Ｎｅｗｔｏｎ迭代步中线性Ｊａｃｏｂｉａｎ系统的Ｋｒｙｌｏｖ
子空间迭代法和加速Ｋｒｙｌｏｖ子空间迭代法收敛速
度的Ｓｃｈｗａｒｚ型预处理方法．ＮＫＳ算法中计算量最
大、耗时最长的步骤是线性Ｊａｃｏｂｉａｎ系统的求解．
其中，Ｓｃｈｗａｒｚ型预处理方法由于其采用的“分而治
之”思想，天然地适合构造面向大规模超级计算机的
并行算法．本文提出的预处理算法并行化方法是基
于传统Ｓｃｈｗａｒｚ算法改进后的限制型加性Ｓｃｈｗａｒｚ
方法［３］，其数学表达式如下：

犕－１犚犃犛＝∑
狀狆

犻＝１
（犚０犻）Ｔ犕－１犻犚δ犻 （１）

式（１）中，犕－１犻为子区域的预处理算子（即子区域求
解器），犚δ犻和（犚０犻）Ｔ分别为从全局区域到子区域的限
制算子和延拓算子．由于子区域求解的矩阵规模较
小，且求解结果在Ｋｒｙｌｏｖ迭代法中频繁使用，传统
上常使用直接法（如ＬＵ分解法）求出其精确解．但
是，直接法的计算量通常较大，且犕－１犻 作为预处理
算子本身可以是非精确的，在实际应用中也常使用
不完全ＬＵ分解法（ＩＬＵ）或者迭代法（如ＧａｕｓｓＳｅｉ
ｄｅｌ算法）作为子区域求解器．在使用预处理算子后，
求解Ｊａｃｏｂｉａｎ系统所需的Ｋｒｙｌｏｖ算法迭代步数大
大降低，相应地，子区域求解器就成为了求解整个非
线性系统最为耗时的部分．

计算科学中算法的发展也离不开硬件进步的推
动．近些年来，半导体工艺、“功耗墙”等问题使得处
理器主频的增长趋于极限，各种异构众核架构开始
纷纷兴起，常见的有ＣＰＵ＋ＧＰＵ，ＣＰＵ＋ＭＩＣ，ＣＰＵ＋
ＦＰＧＡ等．而目前Ｔｏｐ５００排名第１位的神威太湖之
光超级计算机系统［４］采用的就是异构众核架构，其
计算芯片ＳＷ２６０１０为每个结点内部提供了另一层
并行性．一方面，如何用好这一层的并行性，开发出
对应的线程级并行算法，是充分发挥神威太湖之光
超级计算机片上众核计算能力的关键．另一方面，如
前文所述，ＮＫＳ算法中的子区域预处理算子（也称
子区域求解器）的构造也正是求解非线性系统的性
能瓶颈．这两方面因素使得对子区域求解器的并行
化成为必然选择．本文考虑将ＮＫＳ算法中的子区
域问题交由计算性能较强的加速卡进行并行计算．
但是，由于子区域预处理算子（通常使用ＩＬＵ、
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法）的自身结构不易并行化，特别是
对于非结构网格问题，传统针对结构网格采取的基
于几何的并行方式较难实现［５］，使得这一工作面临
许多挑战．面向异构众核架构，提出并实现了基于代

数的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法．针对ＳＷ２６０１０众
核处理器，在并行方式和数值方法方面提出了多种
性能优化策略，取得了良好的并行加速效果和算法
可扩展性．

对于面向异构众核架构的预处理算法并行化工
作，并行效率和数值效率是两个均需考虑而又互相
矛盾的方面．一方面，ＩＬＵ和ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ预处理算
法本身结构不易并行，要从代数上获得较好的并行
性就必然涉及到数值方法上的解耦，有可能会丢失
一定的数值精度；另一方面，数值精度又直接影响预
处理的效果，精度太低会使得Ｋｒｙｌｏｖ算法迭代步数
下降不明显，预处理失去意义．目前，针对这一领域
的研究大多是面向ＣＰＵ＋ＧＰＵ架构．Ｃｈｏｗ和
Ｐａｔｅｌ［６］针对传统基于Ｇａｕｓｓｉａｎ消去法的ＩＬＵ预处
理算法进行改进，提出了一种新型的基于不动点迭
代法的ＩＬＵ算法，使得元素级并行成为可能．数值
实验证明，只需要２～３次迭代就可以构造出极为有
效的ＩＬＵ预处理算子．Ｙａｎｇ等人［７］基于Ｃｈｏｗ提
出的细粒度并行迭代ＩＬＵ算法，面向申威ＳＷ２６０１０
众核处理器提出并实现了一种基于几何的并行流水
线ＩＬＵ算法（ＧＰＩＬＵ）作为区域分解后子区域的求
解器．ＧＰＩＬＵ子区域求解器实现了线程内和线程
间两层流水线并行，对比传统的块ＰＩＬＵ［６］算法，只
需要一次迭代就能取得良好的预处理效果．数值实
验的结果表明，在每个核组（ＣＧ）均使用６４个从核
（ＣＰＥｓ）计算时，ＧＰＩＬＵ相较于串行ＩＬＵ加速比最
高达到４．８倍．Ｈｅｕｖｅｌｉｎｅ等人［８９］针对跨平台有限
元软件包ＨｉＦｌｏｗ３，利用多色排序和矩阵重排的思
想提出了对ＩＬＵ（ｐ）和块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ型预处理算
法的并行方法．数值实验显示，其并行版本在多核
ＣＰＵ和ＧＰＵ上都具有较好的并行效率和可扩展
性．Ｃｏｔｒｏｎｉｓ等人［１０］面向ＧＰＵ众核架构，利用红黑
排序的思想实现了细粒度并行的局部松弛修正
ＳＯＲ算法（ＬＭＳＯＲ），避免了传统ＳＯＲ算法在自适
应选取ω的最佳值时存在的全局通信问题．Ｄｉ等
人［１１］基于ＧＰＧＰＵ众核架构，提出了一种较传统的
红黑排序ＳＯＲ算法允许更多单指令多数据并行的
ＭＬＳＯＲ算法．数值实验表明，在通用ＧＰＵＳ１０７０
与Ｓ２０５０上，ＭＬＳＯＲ算法性能优于红黑排序ＳＯＲ
（ＲＢＳＯＲ）算法，且总体上，随着问题规模或ＧＰＵ核
数的增加，ＭＬＳＯＲ相较于ＲＢＳＯＲ的性能优势也
相应增加．

综上可知，一方面，针对ＩＬＵ型或ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ
型预处理算法的并行化工作大多面向同构架构，面

９４４２１１期 吴立垒等：面向异构众核架构的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ预条件算法
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向异构架构的并行与优化工作不多，且大多都集中
在ＣＰＵ＋ＧＰＵ异构众核架构．面向神威太湖之光
超级计算机系统，由于其在２０１６年６月才正式发
布，目前能查阅到的文献仅有Ｙａｎｇ等人［７］提出的
基于几何的并行流水线ＩＬＵ算法（ＧＰＩＬＵ）．另一
方面，目前针对预处理算法的并行化工作大都基于
结构化网格，基于非结构网格的研究工作较少．

针对这一研究现状，本文提出了面向异构众核
架构的并行预处理算法．该算法结合了基于分布式
系统的粗粒度并行区域分解算法和基于异构众核处
理器的细粒度并行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代算法．其中本
文着重讨论了作为区域分解算法中子区域求解器的
块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法．对于许多应用，通信是
国产申威异构众核芯片ＳＷ２６０１０的性能瓶颈．其设
计者专门为每个ＣＰＥ（ＣｏｍｐｕｔｉｎｇＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＥｌｅ
ｍｅｎｔ）加上了６４ＫＢ的用户编程可控ＳＰＭ作为高
速缓冲ＬＤＭ，以缓解通信瓶颈．为充分利用
ＳＷ２６０１０芯片中的高速ＬＤＭ，设计了基于并行实
现的多行块通信打包、计算与通信重叠性能优化策
略和低通信复杂性数值优化方法等策略．其中，多行
块通信打包和计算与通信重叠并不改变算法的数值
性能，而低通信复杂性块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法
会造成算法数值性能有较大的降低．最终，使用高速
列车气动模拟这一真实算例的测试结果显示，块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法与串行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法
预处理效果相同，其预处理过程的加速比最高达到
４．１６倍．以１０４０核的测试数据为基准，当处理器核
数达到３３２８０时，算法的并行效率为６１％．

本文将探讨面向异构众核架构的基本块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ预处理算法及其优化版本．文
中的第２节，介绍节点间的区域分解算法和节点内
的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法；第３节，阐述缓解通
信瓶颈的主要思路，并据此提出低通信复杂性块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法；第４节，给出使用高速列
车外流场模拟这一真实算例的数值结果，并对其加
以分析；最后，在第５节对前文加以总结，同时指出
本文工作的广泛适用性．

２　基本的块犌犪狌狊狊犛犲犻犱犲犾／犑犪犮狅犫犻算法
预处理算子通过将线性方程组犕狕＝狉转换为

另一个易于求解的同解方程，达到改善迭代法收敛
性的目的．本文采用的预处理算子包含了节点间进
程级并行的区域分解算法和节点内线程级并行的块

ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ子区域预处理算法，本文算法
未考虑指令级并行优化．

假设有狀狆个进程，使用基于图划分的策略将
有限元网格划分为狀狆个子区域（ＰａｒＭＥＴＩＳ①），其
中，图上的每个顶点表示一个网格单元．假设全局网
格为Ω犺，子区域网格为Ω犺，狀（其中狀为１至狀狆的任
意整数），则有Ω犺＝Ω犺，１∪…∪Ω犺，狀狆，其中，对于犻≠
犼，总有Ω犺，犻∩Ω犺，犼＝成立．

在节点间并行方面，本文采用的区域分解算法
是限制型加性Ｓｃｈｗａｒｚ算法，其数学表达式如式（１）
所示．假设异构架构中每个ＣＰＵ核对应１块加速
卡，共有狀狆个这样的组合，则算法将整体求解区域
Ω划分为狀狆个互不重叠的子区域，每个子区域向外
拓展δ层，最终得到狀狆个重叠的子区域．如图１所
示，Ω犻对应进程犻，类似地，每个子区域均对应１个
ＭＰＩ进程．其中，每个进程的ＣＰＵ核负责子区域求
解器的初始化和线程调度工作，加速卡则负责迭代
地并行计算．若异构架构中ＣＰＵ核有盈余，ＣＰＵ也
可参与并行计算．每个子区域问题同时求解且互不
影响，最终完成并行预处理过程．

图１　面向异构众核框架的区域分解算法示意图（其中Ω犻
为第犻个子区域，由一个众核处理器核组求解）

在节点内并行方面，常用的子区域求解器有
ＩＬＵ型和ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ型预处理算法，本文重点研
究求解非结构网格中子区域问题的ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算
法．在非结构网格问题中，矩阵行的相邻不代表几何
上网格点的相邻，并不能单独从矩阵中获得足够的
物理、几何信息，这使得传统基于几何的并行方式失
效．所以，针对ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法的并行思路要从基
于代数的角度入手．
２１　犛犗犚、犌犪狌狊狊犛犲犻犱犲犾及犑犪犮狅犫犻算法

ＳＯＲ算法的全称为逐次超松弛迭代法（Ｓｕｃｃｅｓ
ｓｉｖｅＯｖｅｒＲｅｌａｘａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）［１２］，其最初是用于求
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解线性方程组犕狕＝狉，而这里主要研究求解
Ｓｃｈｗａｒｚ算法划分后的子区域问题对应的ＳＯＲ算
法．基本的ＳＯＲ算法分量形式可以表示为：
狕（犽＋１）犻 ＝ω犿（犻犻－∑犻－１犼＝１

犿犻犼狕（犽＋１）犼 －∑
狀

犼＝犻＋１
犿犻犼狕（犽）犼＋狉）犻＋

（１－ω）狕（犽）犻，（犻＝１，２，…，狀；犽＝０，１，２，…）
其中，犻表示当前计算的第犻个分量（这里假设一共
有狀个分量），犽表示当前迭代的步数，狕（犽＋１）犻 表示第
犽＋１次迭代得到的更新向量狕第犻个分量，犿犻犼表示
矩阵犕的第犻行，第犼列元素，狉犻表示线性方程组中
向量狉的第犻个分量，ω表示权值，若ω的数值选取
得当，可使收敛速度有明显改善．ＳＯＲ算法实际上
是对ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法的一种修正，在其每个迭代
步中，使用ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法计算出的结果与上一
步迭代步的结果进行加权平均，从而得到最终结果．
当ω＝１时，ＳＯＲ迭代法退化成ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代
法．相较于ＳＯＲ算法，ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法的求解精
度可能会有所降低，但由于预处理算子可以是非精
确的，本文考虑将ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法作为预处理算
子．由于ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法在计算狕（犽＋１）的第犻个分
量时，需要利用已经计算出的最新分量狕（犽＋１）犼 （犼＝１，
２，…，犻－１），使得各个分量的计算任务之间具有依
赖性，算法难以并行化．Ｊａｃｏｂｉ算法与ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ
算法同属于基于矩阵分裂的迭代法，在Ｊａｃｏｂｉ算法
中，计算狕（犽＋１）犻 时不使用变量的最新信息，这使得算
法收敛速度有所降低，但却使得各个分量的计算任务
可以并行执行．因此考虑将ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ和Ｊａｃｏｂｉ
算法的优点结合起来，一方面易于并行，另一方面收
敛速度较快，提出基于代数的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ
算法．
２２　非结构网格的矩阵模式

非结构网格问题对应的系数矩阵犕的非零元
结构通常较为不规则．由于非结构网格问题的矩阵
非零元分布模式大都相似，这里以高速列车外流场
模拟这一真实算例为例，其非结构网格对应的全局
矩阵和使用区域分解算法划分得到的子区域矩阵非
零元分布模式如图２、３所示．其中，图３的４×４小
方块对应图２的每个小黑点，表示在每个网格节点
中包含３个速度分量和１个压力分量，可以看出，不
管是全局矩阵还是子区域矩阵，其非零元分布均较
为稀疏且不规则．

从这样的矩阵结构中难以得到足够的几何信
息，这使得传统基于几何的并行方式失效，因而本文

考虑采用基于代数的并行方式．如上文所述，对
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ预处理算法采取的并行策略是利用
Ｊａｃｏｂｉ算法易于并行的特点，结合ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法
收敛速度较快的优势，在线程间使用块状Ｊａｃｏｂｉ算
法，而线程内部则使用ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法，最终构成
块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法作为并行子区域求解
器．由于这里采用的是全耦合算法，其以节点节点
（ｎｏｄｅｂｙｎｏｄｅ）方式对未知量进行排序，即将一个
网格节点上的所有未知量排列在一起，形成一个紧
凑的小块，便于使用块状的ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法对其
进行求解．为了利用好物理信息来加速预处理效果，
本文在对子区域求解器并行时，都是以节点块作为
最小单位．

图２　全局矩阵非零元分布

图３　子区域矩阵非零元分布

１５４２１１期 吴立垒等：面向异构众核架构的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ预条件算法
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２３　基本的块犌犪狌狊狊犛犲犻犱犲犾／犑犪犮狅犫犻算法
由于传统串行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法的某一未知分

量计算需利用当前迭代步更新的所有分量，计算任
务间具有严格的依赖性，其与异构众核架构的高并行
度存在匹配性问题．而预处理算子在实际应用中可为
非精确的，考虑放宽一定数值精度以换取算法的并
行性，即将ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法与Ｊａｃｏｂｉ算法结合，以
充分利用异构众核架构的高并行性．通过降低每次
迭代的开销时间，达到最终整体提高计算效率的目
的．该并行化思路采用基于代数思想，不需要网格的
几何信息，能够有效用于复杂的非结构网格问题．

面向异构众核架构，提出的基本块Ｇａｕｓｓ
Ｓｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ预处理算法框架如算法１所示．

算法１．　基本的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法．
输入：非零元对角块犇犻犻、向量狉犻、上三角矩阵犔狅狌狋犻犼、犔犻狀犻犼、

下三角矩阵犝狅狌狋犻犼、犝犻狀犻犼
输出：第犽次迭代得到的解狕犽＋１犻

／／步骤１．使用狀个线程并行求解对角块矩阵的逆
１．Ｆｏｒ犻＝狊狋犪狉狋，…，犲狀犱
２．拷贝犇犻犻至异构芯片存储器
３．计算犇－１犻犻

４．拷贝犇－１犻犻至主存
５．Ｅｎｄｆｏｒ
／／步骤２．使用狀个线程并行计算初始值
６．Ｆｏｒ犻＝狊狋犪狉狋，…，犲狀犱
７．拷贝犇犻犻和狉犻至异构芯片存储器
８．狕０犻＝犇－１犻犻狉犻
９．拷贝狕０犻至主存
１０．Ｅｎｄｆｏｒ
／／步骤３．使用狀个线程并行迭代更新值
１１．Ｆｏｒ犽＝０，…，犓
１２．Ｆｏｒ犻＝狊狋犪狉狋，…，犲狀犱
１３．拷贝犇－１犻犻，狉犻，犔狅狌狋犻犼，犔犻狀犻犼，犇犻犻，犝犻狀犻犼，犝狅狌狋犻犼至异构芯片

存储器

１４．狕犽＋１犻 ＝狕犽犻＋犇－１犻犻（狉犻－∑
狊狋犪狉狋－１

犼＝１
犔狅狌狋犻犼狕犽犼－∑

犻－１

犼＝狊狋犪狉狋
犔犻狀犻犼狕犽＋１犼 －

犇犻犻狕犽犼－∑
ｅｎｄ

犼＝犻＋１
犝犻狀犻犼狕犽犼－∑

犿

犼＝犲狀犱＋１
犝狅狌狋犻犼狕犽犼）

１５．拷贝狕犽＋１犻 至主存
１６．Ｅｎｄｆｏｒ
１７．Ｅｎｄｆｏｒ

其中，基本的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法主要包含
两个部分：计算初值和迭代更新解．假设在构造子区
域的预处理算子时，待求解的线性方程组为犕狉＝狕，
其中矩阵犕共有犿个行块，线程数为狀，则分配到
每个线程上的行块数为犿／狀．算法１中使用狊狋犪狉狋和
犲狀犱分别表示分配到当前线程的起始行块号和结束

行块号，犔狅狌狋，犔犻狀表示犕的下三角块矩阵，犇表示犕
的对角块矩阵，犝狅狌狋，犝犻狀表示犕的上三角块矩阵，
狅狌狋表示当前矩阵行上非零元块对应的向量元素位
于其它线程，犻狀则表示当前非零元块对应的向量元
素位于当前线程．

在传统的串行算法中，一般取初值狕０犻＝犇－１犻犻（狉犻－
犔犻犼狕犼）．但因为式子中存在狕犼，这样的初值计算过程
对整个狕向量有依赖，无法并行计算．所以在算法设
计时直接将包含狕犼的项略去，取狕０犻＝犇－１犻犻狉犻．迭代更
新解的过程对应算法１的步骤３，其中，每个线程内
部都可看作一个小的ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ迭代过程，即迭
代求解狕犽＋１犻 ＝狕犽犻＋犇－１犻犻（狉犻－犕犻犼狕犼）；而各个线程之
间可看作是一次大的Ｊａｃｏｂｉ迭代过程．算法１运行
到第１４行时，每个线程的数据分配情况如图４所
示．首先将犕，狕和狉从行块号狊狋犪狉狋到犲狀犱（狆号线
程对应的）部分分配给狆号线程．除此之外，为了完
成迭代更新，还需把向量狕的其它部分分配给狆号
线程．由于在第犽步的迭代中，每个线程均对向量狕
的某一部分进行更新，为了避免同步开销，对于不在
狆号线程上的狕向量数据，都只使用第犽步迭代得
到的，而在狆号线程上的狕向量数据则使用已更新
的结果．

图４　每个线程的数据分配情况

２４　块犌犪狌狊狊犛犲犻犱犲犾／犑犪犮狅犫犻迭代算法收敛性证明
下面通过数学推导证明当线性方程组的系数矩

阵犕为严格对角占优或不可约的弱对角占优时，使用
块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法求解线性方程组犕狉＝狕
将会收敛．首先给出几个收敛性证明的相关定理．

定理１［１３］（一阶定常迭代法收敛性判别定理）．
对任意初始向量狓（０）和向量犵，由一阶定常迭代法：

狓（犽＋１）＝犅狓（犽）＋犵，犽＝０，１，２，… （２）
产生的向量序列｛狓（犽）｝收敛的充分必要条件为
ρ（犕）＜１，其中ρ表示矩阵的谱半径．

定理２［１３］．　当矩阵犕＝（犪犻犼）狀×狀∈!

狀×狀（
"

狀×狀）
为严格对角占优或为不可约的弱对角占优矩阵时，
则犪犻犻≠０（犻＝１，２，…，狀），且犕为非奇异矩阵．
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由定理２可知，子区域对应的线性方程组犕狉＝
狕的可使用块Ｊａｃｏｂｉ和块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法，相应
地，也可使用块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法．

当矩阵犕为不可约的弱对角占优矩阵时，由定
理１可知，只需证明ρ（犅ＧＳＪ）＜１（犅ＧＳＪ为块Ｇａｕｓｓ
Ｓｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法的迭代矩阵），其中犅ＧＳＪ＝（犇－
犔ＧＳＪ）－１犝，则可知块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法对于
线性方程组犕狉＝狕收敛．

采用反证法证明其收敛性．假设块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／
Ｊａｃｏｂｉ算法不收敛，由定理１可知ρ（犅ＧＳＪ）１，即存
在犅ＧＳＪ的特征值λ使得式子λ１成立，则ｄｅｔ（λ犐－
（犇－犔ＧＳＪ）－１犝ＧＳＪ）＝０，即ｄｅｔ（犇－犔ＧＳＪ－λ－１犝ＧＳＪ）＝
０．

另一方面，由于不可约的弱对角占优矩阵犕＝
犇－犔－犝与矩阵犇－犔ＧＳＪ－λ－１犝ＧＳＪ的零元和非零
元位置相同（块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法只缩放了
矩阵犕的非零元，不改变非零元的位置），且λ１，
即１／λ１，则犇－犔ＧＳＪ－λ－１犝ＧＳＪ也为不可约的弱
对角占优矩阵．因此，由定理２可知，矩阵犇－犔ＧＳＪ－
λ－１犝ＧＳＪ也为非奇异矩阵，即ｄｅｔ（犇－犔ＧＳＪ－λ－１犝ＧＳＪ）≠
０．这与上式ｄｅｔ（犇－犔ＧＳＪ－λ－１犝ＧＳＪ）＝０相矛盾，故
假设不成立，所以块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法收敛．

类似地，当矩阵犕为严格对角占优矩阵时，也
可采用同样方法证明块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法收
敛．下文的数值实验从实验角度同样证明了块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法的收敛性．

３　低通信复杂性块犌犪狌狊狊犛犲犻犱犲犾／
犑犪犮狅犫犻算法

　　针对异构众核架构存在的通信瓶颈问题，本节
设计了多种针对异构芯片存储器（例如编程可控便
笺式存储器ＳＰＭ）的优化策略，且在数值实验中取
得了较好的效果．
３１　多行块通信打包

基本的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法每个线程在
计算某一行块时，需要将这一行的数据传到每个加
速器核，其实质是传输１行数据就计算１行．这样的
方式使得计算每个行块都需要重新调用一次主存和
异构芯片存储器间的通信操作，而每次唤起和结束
设备通信操作均需耗费大量时间，所以设计在调用
通信操作时考虑将多行块通信打包，使多次通信合
并为一次，达到缩短通信时间的目的．由于块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法计算初值的过程中涉及的

数据传输较少，且计算相对简单，在这里只讨论迭代
更新解的过程．其数据传输过程如图５所示，其中，
带有颜色的方块表示每个非零元块．假设此时１号
线程即将计算第５个行块（深色条纹），调用通信操
作一次传输３个行块的非零元数据到异构芯片存储
器中，则图中深色（包括深色和深色条纹）的方块表
示需要传输的数据，对于矩阵犕和向量狉，传输第５
到７号行块的数据；对于向量狕，则传输矩阵第５到
７号行块非零元对应的数据．

图５　多行块通信打包版本示意图

３２　计算与通信重叠
进一步地，为了缓解通信瓶颈，本文采用双缓冲

结构进行计算与通信重叠．同样地，在这里只讨论迭
代更新解的过程．双缓冲结构的原理如图６所示，首
先，在异构芯片存储器中开辟两块相同大小的存储
空间作为双缓冲，然后将数据传输到其中某一个缓
冲，接下来使用这个缓冲上的数据进行计算，与此同
时，启动通信操作将下一部分数据传输到另一个缓
冲中，然后每次两个缓冲交替进行计算、通信操作，
最终达到将计算与通信重叠的目的．图６所示的情
况是在一次传１个行块的数据基础上进行计算和通
信的重叠，其中，通信和计算操作按照颜色由浅至深
的顺序执行，在竖直方向上的对齐则表示相互重叠．
计算与通信重叠也可以一次传多行结合起来，但由
于需要在异构芯片存储器中开辟双缓冲，每次传输
的行块数量也受到了一定的限制．

图６　计算与通信重叠示意图

３３　丢弃非关键元素的低通信复杂性数值优化
以上设计的两种优化方法都是基于并行实现
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的，除此之外，基于数值算法的优化方法也能有效地
缓解通信瓶颈．如前文中提到，预处理算子可以是非
精确的，可利用这一性质，在不过多牺牲预处理效果
的前提下，有效降低通信开销，达到提高算法并行效
率的目的．由于块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法本质上
是迭代法，所有行块的数据在每步迭代中都要传输
至异构芯片存储器，为了减少数据传输量，将迭代的
思想也融入到通信中，迭代地对不同行块数据传输．
除此之外，通过观察可以发现，非结构网格产生的矩
阵大多非零元素都位于对角线附近，为了减少传输
到异构芯片存储器上的数据，考虑将算法１的第１４
行中带有狅狌狋项忽略，只传输位于当前线程的向量狉
数据和其对应的矩阵非零元块．基于以上两点想法，
提出了低通信复杂性块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法，
其框架如算法２所示．

算法２．　丢弃非关键元素的低通信复杂性块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法．

输入：非零元对角块犇犻犻、向量狉犻、上三角矩阵犔犻狀犻犼、下三
角矩阵犝犻狀犻犼

输出：第犽次迭代得到的解狕犽＋１犻

／／步骤１．使用狀个线程并行求解对角块矩阵的逆
１．Ｆｏｒ犻＝狊狋犪狉狋，…，犲狀犱
２．拷贝犇犻犻至异构芯片存储器
３．计算犇－１犻犻

４．拷贝犇－１犻犻至主存
５．Ｅｎｄｆｏｒ
／／步骤２．使用狀个线程并行计算初始值
６．Ｆｏｒ犻＝狊狋犪狉狋，…，犲狀犱
７．拷贝犇犻犻和狉犻至异构芯片存储器
８．狕０犻＝犇－１犻犻狉犻
９．拷贝狕０犻至主存
１０．Ｅｎｄｆｏｒ
／／步骤３．使用狀个线程并行迭代更新值
１１．Ｆｏｒ犽＝０，…，犽
１２．Ｆｏｒ犻＝狊狋犪狉狋，…，犲狀犱
１３．迭代地拷贝犖个行块犇－１犻犻，狉犻，犔犻狀犻犼，犇犻犻，犝犻狀犻犼至异

构芯片存储器

１４． 狕犽＋１犻 ＝狕犽犻＋犇－１犻犻（狉犻－犇犻犻狕犽犼－∑
犻－１

犼＝狊狋犪狉狋
犔犻狀犻犼狕犽＋１犼 －

∑
犲狀犱

犼＝犻＋１
犝犻狀犻犼狕犽犼）

１５．拷贝狕犽＋１犻 至主存
１６．Ｅｎｄｆｏｒ
１７．Ｅｎｄｆｏｒ
上述算法相较与算法１的主要改进在步骤３，

算法１３行“对犖个行块迭代拷贝”表示在每次迭代
过程中，迭代地选取当前犖个行块中的其中１个进

行计算更新，其余行块则跳过不计算．在具体实现中
表现为，在每次调用通信操作前，进行（犻＋犽）％
犖狉犲狌狊犲是否为零的判断，其中犖狉犲狌狊犲表示待选取
的行块数目犖．此外，第１４行将基本算法中带有
狅狌狋的项忽略，有效地减少了通信传输量．

４　数值实验
神威太湖之光超级计算机是目前Ｔｏｐ５００排名

第１位的超级计算机，也是世界上首台峰值性能超
过１００ＰＦｌｏｐｓ的超级计算机．而为太湖之光提供强
大计算性能的是国产申威ＳＷ２６０１０异构众核芯片，
其基本结构如图７所示．其中，整个芯片由４个核心
组（ＣＧｓ）构成．核心组之间通过片上网络（ＮｏＣ）互
连，每个核心组由１个管理核心（ＭＰＥ）、６４个８×８
网格分布的计算核心（ＣＰＥｓ）和１个存储控制器
（ＭＣ）组成．管理核心主要负责管理、任务调度和数
据通信；计算核心主要负责计算．其中，值得一提的
是，为缓解ＳＷ２６０１０芯片存在的通信瓶颈，芯片设
计人员特别为芯片上的每个计算核心（ＣＰＥ）加上了
６４ＫＢ的编程可控便笺式存储器ＳＰＭ（ＳｃｒａｔｃｈＰａｄ
Ｍｅｍｏｒｙ）．ＳＰＭ可作为编程可控的高速缓冲ＬＤＭ
（ＬｏｃａｌＤａｔａＭｅｍｏｒｙ），用户通过使用ＤＭＡ（Ｄｉｒｅｃｔ
ＭｅｍｏｒｙＡｃｃｅｓｓ）操作命令，可以方便地实现ＬＤＭ
与主存之间的数据传输．本文面向神威太湖之光超
级计算机的异构众核架构，实现了块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／
Ｊａｃｏｂｉ预处理算法及其低通信复杂性优化版本．如
图１中描述，ＭＰＥ的任务类似于ＣＰＵ，主要负责初
始化和调度操作；ＣＰＥ的任务类似于加速器，主要
负责并行计算．每个ＭＰＥ与６４个ＣＰＥ对应，共同
负责计算１个子区域问题，实现节点内并行计算．

图７　ＳＷ２６０１０处理器的基本结构
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其中，块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ预处理算法的实
现基于高性能可移植可拓展工具箱ＰＥＴＳｃ（Ｐｏｒｔａｂｌｅ
ＥｘｔｅｎｓｉｂｌｅＴｏｏｌｋｉｔｆｏｒＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ）［１４］．
为了更加方便地对每个线程进行控制和调度，充发
掘ＳＷ２６０１０异构众核处理器线程并行性，在实现时
本次实验调用了申威２６０１０加速线程库（Ａｔｈｒｅａｄ
库）．Ａｔｈｒｅａｄ库是针对主从加速编程模型所设计的
轻量级线程库，能够充分发挥多从核的加速性能．在
算法收敛条件方面，设定Ｋｒｙｌｏｖ算法的迭代终止条
件为相对误差小于１０－４；对于块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａ
ｃｏｂｉ算法，设置其最大迭代步数为３．
４１　应用算例

为了测试上文提出的并行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ预条件
算法实际性能，实验选取高速列车外流场模拟［１５１６］

和汽车外流场模拟［１７］这两个真实算例．
其中，高速列车外流场模拟算例（以下称算例

１）基于和谐号ＣＲＨ３８０Ｂ的三维高速列车模型，模拟
当两节车厢的列车行驶速度为１０ｋｍ／ｈ，侧风速度为
７２ｋｍ／ｈ（沿狓轴负方向）时列车周围流场的具体情
况．汽车外流场模拟算例（以下称算例２）基于奥迪
ＲＳ５车型的全尺寸真实模型，其车长犔＝４．６３７ｍ，
车宽犠＝２．０２６ｍ，车高（最大高度）犎＝１．４１１ｍ，轴
距犅＝１．５９５ｍ．为了尽量避免计算区域壁面的影
响，将计算区域设定为７犔×７犠×４犎大小，汽车车
身前部与入流边界的距离设定为２犔．算例模拟汽车
行驶速度为１０ｋｍ／ｈ，侧风速度为７２ｋｍ／ｈ（沿狓轴
负方向）时汽车周围流场的情况．

以上两个算例均采用非结构化网格离散，以获得
局部复杂流场的精确结构．为了方便处理，假定列车
和汽车的周围流场均为２５°的标准空气（流体黏性系
数μ＝１．８３１×１０－５ｋｇ／ｍｓ，密度ρ＝１．１８５ｋｇ／ｍ３），
并将初始条件设定为零，时间步长为Δ狋＝０．０１．空
间离散方面，其使用加稳定化项的Ｐ１Ｐ１有限元方
法；而在时间离散方面，则采用全隐的后向Ｅｕｌｅｒ有
限差分时间离散格式．由于高速列车和汽车的运行
速度一般低于０．３Ｍａｃｈ，可将其外流场视作不可压
缩Ｎｅｗｔｏｎ流体，并采用不可压缩ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方
程对其进行描述．针对控制方程离散后产生的非线
性方程组，该算例使用全耦合的ＮｅｗｔｏｎＫｒｙｌｏｖ
Ｓｃｈｗａｒｚ算法进行求解．其中，基于区域分解思想的
Ｓｃｈｗａｒｚ预处理算法是ＮＫＳ算法中的重要部分，其
将线性方程组对应的全矩阵划分为子区域后求解，
这里选择限制型加性Ｓｃｈｗａｒｚ算法［３］划分子区域，
子区域求解器则选取本文构造的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／

Ｊａｃｏｂｉ算法．
４２　预处理子的数值收敛性比较

首先对串行和并行预条件算法的数值收敛性进
行比较分析．通常数值收敛性能用Ｋｒｙｌｏｖ算法的迭
代收敛步数衡量，迭代收敛步数越少，表示预处理效
果越好；反之，预处理效果则越差．图８、９分别为算
例１、２在神威太湖之光超级计算机上测试时，使用
不同预处理算法后Ｋｒｙｌｏｖ子空间算法的迭代收敛
步数．其中，ｓｅｒｉａｌＩＬＵ、ｓｅｒｉａｌＧＳ、ｃｏｐｙ犖ｌｉｎｅｓ、
ｃｏｍｐｕ．ｃｏｍｍｕ．分别表示使用串行ＩＬＵ、串行
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ、多行块通信打包版本块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／
Ｊａｃｏｂｉ、计算与通信重叠版本块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ
作为子区域求解器．同样地，ｒｅｄｕｃｅ（犖）表示使用低
通信复杂性块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法作为子区域
求解器，这里的犖表示迭代地选取当前犖个行块
中的其中１个进行计算更新．由于低通信复杂性块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ预条件的精度损失较多，使得
算例２在１０００步Ｋｒｙｌｏｖ迭代步中仍无法收敛，因
此下文中的算例２均不针对低通信复杂性块Ｇａｕｓｓ

图８　算例１的Ｋｒｙｌｏｖ迭代收敛步数对比

图９　算例２的Ｋｒｙｌｏｖ迭代收敛步数对比
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Ｓｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法测试．测试共使用了３２个核组
（ＣＧ），即３２个进程，其中每个主核（ＭＰＥ）均与６４
个从核（ＣＰＥ）协同计算，Ｋｒｙｌｏｖ迭代收敛步数均为
１０个时间步的平均值．从图８可以看出，针对算例
１，本文提出的多行块通信打包和计算与通信重叠的
并行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法与串行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法的
预处理效果基本相同，而低通信复杂性块Ｇａｕｓｓ
Ｓｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法的预处理效果则下降较多，仅达
到原本串行算法效果的约６０％．从图９可看出，针
对算例２，本文提出的多行块通信打包和计算与通
信重叠的并行ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ算法较串行Ｇａｕｓｓ
Ｓｅｉｄｅｌ算法的预处理效果下降约３０％．从这一结果
可知，基于并行实现的优化对预处理效果在Ｋｒｙｌｏｖ
迭代步数较少时并不产生太大影响，而在步数较多
时预处理效果则有一定下降．此外基于数值算法的
优化由于数据丢失过多，预处理效果下降较为严重，
甚至会出现难以收敛的情况．
４３　加速性能分析

在并行算法的加速性能方面，分别对上文的３
个优化版本进行了实际测试（测试参数设置与上文
相同）．图１０、１１、１２、１３为算例１和算例２使用基于
并行优化的预处理算子的预处理过程耗时和加速
比．其中，纵轴表示预处理过程总耗时，ＳＥＲＩＡＬ表
示只使用ＭＰＥ的串行版本ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ预处理算
法，横轴表示一次传输打包行块数目．由于ＬＤＭ的
容量限制，每次最多只能传输５个行块到ＬＤＭ，而
计算与通信重叠版本由于使用了双缓冲结构，一次
最多只能传输２个行块（实测中算例２的计算与通
信重叠版本最多只能传输１个行块）．从图中可以看
到，随着传输行块数目的增加，算法加速性能也不断
提高，最终，两个优化版本均取得了较好的加速效
果，且在一次传输相同数量的行块时，计算与通信重
叠版本加速效果优于多行块通信打包版本．然而在
最大加速性能方面，多行块通信打包版本还是略胜
一筹，算例１的加速比最高达到了４．１６倍，而算例
２则最高达到了２．８９倍．其中，算例２的最高加速
比低于算例１，这是由于算例２中基于并行优化的
预处理算法效果有一定损失，使得迭代收敛步数增
加，加速效果受限．考虑到ＳＷ２６０１０的每个核组有
６４个从核，这一加速比并不高．其原因主要包含两
个方面：一方面，从核的计算能力只约为主核的一
半，且并行化后主核并未参与计算；另一方面，每个
从核的访存操作未对齐，且大量初始化操作并未并
行化．图１４、１５为算例１使用低通信复杂性块

ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法时预处理过程的耗时和加
速比（算例２在１０００步Ｋｒｙｌｏｖ迭代步内不收敛）．
其中，横坐标表示迭代选取行块数目，当其从１５～
２０时，加速比略有下降，这是因为行号反映某自由
度在单元中的编号，行号相差大的两行矩阵元素可
能来自不同单元的离散．丢弃非关键元素优化中采
用的直接替代方式虽然可减少数据传输的开销，却

图１０　算例１基于并行优化的预处理算法耗时

图１１　算例１基于并行优化的预处理算法加速比

图１２　算例２基于并行优化的预处理算法耗时
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图１３　算例２基于并行优化的预处理算法加速比

图１４　算例１低通信复杂性版本预处理过程耗时

图１５　算例１低通信复杂性版本预处理过程加速比

降低了数值精度，导致总的迭代次数增加而计算时
间增多．迭代选取行块数目的取值需要考虑到两者
的平衡，以达到最优加速比．值得一提的是，图１４显
示低通信复杂性版本预处理过程耗时只有基于并行
优化的预处理算法耗时的约１０％，虽然其耗时较
短，然而会导致较多的Ｋｒｙｌｏｖ迭代步数，最终抵消
了性能提升部分，后文将具体讨论Ｊａｃｏｂｉａｎ系统的
求解时间．对于该算例，算法的加速性能基本上随着
迭代选取行块数目增加而提升，直到其大于３０，算

法性能开始趋于平稳，最终达到约２４倍的加速比．
由于预处理的最终目的是将Ｊａｃｏｂｉａｎ系统的

求解时间缩短，进一步测试本文提出的几种并行方
式求解整个线性系统的耗时以验证算法的有效性．
以算例１的结果为例，图１６为多行块通信打包和计
算与通信重叠两个版本预处理算法求解线性Ｊａｃｏ
ｂｉａｎ系统的耗时对比．其中，纵坐标表示求解整个线
性Ｊａｃｏｂｉａｎ系统时间，横坐标同图１０、１１．从图中可
以看到，两个版本的并行方式均对Ｊａｃｏｂｉａｎ系统求
解有较好的加速效果，相较于串行预处理算法，最高
将计算时间减少了５５％．图１７为低通信复杂性块
ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法求解线性Ｊａｃｏｂｉａｎ系统的
总耗时．不难发现，其对整个线性系统的加速效果稍
差于基于并行优化的两个并行版本．使用低通信复
杂性块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法的预处理过程耗时
虽然较短，但由于其丢弃的数据过多，预处理效果不
佳，Ｋｒｙｌｏｖ迭代收敛步数相对于基于并行优化的两
个版本明显增多，最终导致其对整个线性系统的效
果并不理想．

图１６　算法１求解Ｊａｃｏｂｉａｎ系统总耗时

图１７　算法２求解Ｊａｃｏｂｉａｎ系统总耗时
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４４　可扩展性分析
可扩展性也是衡量并行算法性能的重要指标之

一．基于强可扩展性和从核（ＣＰＥ）可扩展性两个方
面测试提出的并行算法．由于３个版本的优化算法
均基于基本ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法，且基于并行
和数值的优化均不影响其可扩展性，这里只测试最
基本的ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法的强可扩展性．图
１８为ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法的强可扩展性测试
图，其中，星号和方块标记的折线分别为算例１和算
例２的可扩展曲线．该测试中每个核组（ＣＧｓ）均使
用６４个从核（ＣＰＥｓ），以１０２４核的测试数据为基
准，当处理器总核数数达到３３２８０时，算例１、２的并
行效率分别为６１％和５６％，可知该算法具有良好的
强可扩展性．图１９为改变每个核组（ＣＧｓ）使用从核
（ＣＰＥｓ）数量的可扩展性测试图，其中，将ＭＰＩ进程
数（ＭＰＥ数）固定为３２，实线上的数值为每个点的
并行效率，星号和方块标记的折线分别为算例１和
算例２的从核可扩展曲线．图中折线的上升则表示
预处理时间缩短，可以看到，随着从核数目的增加，
算例１的从核可扩展曲线呈上升趋势．而算例２的
从核可扩展曲线在从核数为４０～５６之间时呈下降

图１８　基本块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法的强可扩展性

图１９　从核可扩展性

趋势，实测曲线与理想曲线有一定的差距，其主要由
于随着从核数的增加，算法精度下降，迭代收敛步数
的增加抵消了部分并行加速效果，而这一现象仅存
在于对预处理算子精度敏感的迭代过程中．最终，当
每个核组使用从核数目达到６４时，并行效率保持在
３５％和２９％．
４５　算法通用性讨论

本文提出的基本块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法作
为一种新型预条件算法，具有通用性，其可在例如
ＣＰＵ＋ＧＰＵ、ＣＰＵ＋ＭＩＣ和申威ＳＷ２６０１０等异构
众核架构上实现．本文对该算法采用的实现方式是
面向申威ＳＷ２６０１０异构众核芯片，并不一定适合其
它异构众核架构．具体地，针对不同的异构众核架
构，需要有针对性地选取不同的实现方式．此外，本
文设计的几种低通信复杂性优化方法同样是面向
ＳＷ２６０１０芯片，旨在降低通信复杂性，但面向其他
异构众核架构的优化也提供了参考．其中，多行块通
信打包和通信与计算重叠优化可适用于需调用
ＤＭＡ通信的异构众核架构，而丢弃非关键元素优
化作为一种数值方法则具有通用性．

５　结论
面向非结构网格问题，提出并实现了适用于异

构众核架构的块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ预处理算法．
针对异构众核架构存在的通信瓶颈，设计了多行块
通信打包、计算与通信重叠和丢弃非关键元素的低
通信复杂性数值优化三种性能优化策略．选取神威
太湖之光超级计算机作为算法的实现平台，并针对
其国产异构众核芯片ＳＷ２６０１０，实现了上述三种低
通信复杂性的优化策略．使用多个真实算例进行算
法测试的结果显示，块ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉ算法具
有良好的加速效果和可扩展性，对比串行Ｇａｕｓｓ
Ｓｅｉｄｅｌ算法，其加速比最高达到４．１６倍．使用１０４０核
的测试数据为基准，在核数达到３３２８０时，块Ｇａｕｓｓ
Ｓｅｉｄｅｌ预处理算法的并行效率可达６１％．

致　谢　感谢国家超级计算无锡中心给予作者实验
测试环境．
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　　Ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍａｎｙｃｏｒｅａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｐｒｏｖｉｄｅｓａｐｒｏｍｉｓｉｎｇ
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４．１６ｘｓｐｅｅｄｕｐｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｏｔｈｅｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｖｅｒｓｉｏｎ．Ｆｏｒｔｈｅ
ｐａｒａｌｌｅｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ，ｔｈｅｂｌｏｃｋＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ／Ｊａｃｏｂｉａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ａｃｈｉｅｖｅｓａ６１％ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙａｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓｉｎｃｒｅａｓｅｓ
ｆｒｏｍ１０４０ｔｏ３３２８０．

ＴｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｗａｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＳｐｅｃｉａｌＰｒｏｊｅｃｔ
ｏｎＨｉｇｈＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＣｏｍｐｕｔｉｎｇｕｎｄｅｒｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＫｅｙ
Ｒ＆ＤＰｒｏｇｒａｍ（Ｎｏ．２０１７ＹＦＢ０２０２１０４ａｎｄＮｏ．
２０１６ＹＦＢ０２００６０），ｔｈｅＮＳＦＣｕｎｄｅｒＮｏｓ．９１５３０３２４，
９１４３０２１８，１１６０２２８２，６１５３１１６６００３，１１７０１５４７，ａｎｄ
１１５７１１００，ａｎｄｔｈｅＳｈｅｎｚｈｅｎＢａｓｉｃＲｅｓｅａｒｃｈＮｏｓ．
ＪＣＹＪ２０１７０３０７１６５３２８８３６，ＪＣＹＪ２０１６０３３１１９３２２９７２０，ａｎｄ
ＪＳＧＧ２０１７０８２４１５４４５８１８３．
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