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摘　要　ＭＴＬ代数是通过在剩余格中添加预线性公理得到的一类重要的基础逻辑代数，该文通过在剩余格中添

加弱预线性公理建立了 ＷＭＴＬ代数，并对它的性质进行了细致讨论．首先，通过在剩余格中添加弱预线性公理的

方法引入了 ＷＭＴＬ代数的概念，讨论了剩余格，ＷＭＴＬ代数，ＭＴＬ代数的区别与联系；其次，在 ＷＭＴＬ代数中

引入了蕴涵滤子的概念，并通过引入增强集给出了蕴涵滤子的等价刻画及蕴涵滤子的生成方法；第三，在 ＷＭＴＬ

代数中引入了强同余关系的概念，给出了蕴涵滤子和强同余关系相互确定的方法：第四，证明了 ＷＭＴＬ代数的蕴

涵滤子型商代数是 ＷＭＴＬ代数，蕴涵滤子型商代数是线性的当且仅当蕴涵滤子是素的；第五，在 ＷＭＴＬ代数犔

中证明了弱预线性公理的有限可积性质：（狓→（狓→狔））
狀
∨（狔→（狔→狓））

狀＝１（狓，狔∈犔，狀∈犖＋）；最后，证明了

ＷＭＴＬ代数中不含一个特定元素（不属于给定蕴涵滤子）的素蕴涵滤子的存在性，并证明了满足条件［１）＝｛１｝的

ＷＭＴＬ代数可以嵌入到其上所有素蕴涵滤子型商代数的乘积代数之中．

关键词　模糊逻辑；ＷＭＴＬ代数；蕴涵滤子；强同余关系；素蕴涵滤子；嵌入定理
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ｐｒｉｍｅｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎｆｉｌｔｅｒ；ｅｍｂｅｄｄｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ

１　引　言

计算机本身是一个逻辑处理器，计算机所做的

所有工作最后都是通过转化成逻辑运算来完成的．

其中的逻辑运算由体现为仅有０，１参与的非、与、和

数理逻辑运算．依照模糊逻辑理论，判断命题不只是

真（用１表示）、非（用０表示）两种绝对情形，会出现

接近、几乎、差不多、差得远等等许多模糊概念，这样

就会有表示这些情形的多值参与非、与、和的逻辑运

算之中．模糊计算机就是依据这些模糊的，不确切的

判断进行工程处理的计算机［１３］．目前，模糊计算机

已经应用于地铁管理、疾病诊断、海空导航、地震灾

情判断等多个方面．逻辑代数是在多值逻辑的研究

过程中逐步发展起来的一个重要的代数分支，它是

研究模糊命题对应的多值参与的非、与、和逻辑运算

的理论，是模糊计算机软件的基础理论．

由于逻辑代数产生于对命题逻辑系统赋值域的

研究背景，因此逻辑代数一般是在剩余格的基础上

建立的，其中的基本算子是蕴涵算子及其伴随算子．

由于命题逻辑系统的多样性，逻辑代数具有多种结

构．１９５８年Ｃｈａｎｇ在研究Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系

统完备性问题时首次在一般集合上建立了经典代数

形式的逻辑代数ＭＶ代数，并借用ＭＶ代数的完备

性证明了Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统的完备性
［４］；

此后，相继建立了多种结构的逻辑代数［５１４］．其中著

名的逻辑代数包括：１９９１年吴望名教授以蕴涵算子

为唯一算子建立的模糊蕴涵代数［６］；１９９８年 Ｈａｊｅｋ

教授建立了基础逻辑代数ＢＬ
［７］；１９９３年徐扬教授

以蕴涵算子为基本算子于有界格上建立的格蕴涵代

数［８］；２００３年已故王国俊教授建立了以对合分配格

为基础，以蕴涵算子为基本算子的犚０代数
［１０］；２００１

年Ｅｓｔｅｖａ和 Ｇｄｏ教授于剩余格基础上建立了

ＭＴＬ代数
［１１］，等等．

由于逻辑代数中格序的存在，使得经典代数的

思想方法和格论的思想方法得以在逻辑代数中相结

合而产生逻辑代数中新的思想方法，从而丰富了代

数学的研究内容和研究方法．文献［１５２６］仅是体现

这些思想方法的部分成果．其中，徐扬教授等在文

献［１５１６］对剩余格中的滤子理论和特征进行了研

究，张小红教授等在文献［１８１９］中对 ＭＴＬ代数中

的Ｆｕｚｚｙ滤子理论和特征进行了研究，李开泰教授，

刘练珍教授等在文献［２０２２］中对ＢＬ代数中的滤

子理论进行了研究，文献［２４２５］提出了 ＭＴ理想的

概念并于正则ＦＩ代数，犅犚０中分别对 ＭＴ理想的性

质进行了研究．这些成果在命题逻辑系统的完备性

证明或逻辑代数的嵌入性研究中发挥了关键的作

用［７，９，１１，１３，１５，２３２４］．

ＭＴＬ代数是强于剩余格，同时弱于ＢＬ代数的

基础逻辑代数．我们在针对 ＭＴＬ代数的研究中发

现 ＭＴＬ代数的一些性质在较之 ＭＴＬ代数更广泛

的框架下仍是成立的，由此启发我们对较之 ＭＴＬ
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命题逻辑系统适应更加广泛的命题逻辑系统的存在

性的探讨．因此，我们于文献［２６］中建立了 ＷＭＴＬ

代数：满足弱预线性的剩余格．由于文献［２６］中所

采用的通常方法适应性的限制，文献［２６］仅对

ＷＭＴＬ代数中演绎系统和同余关系之间相互确定

关系进行了研究，但在 ＷＭＴＬ代数中，通常的素

ＭＰ滤子并不一定能决定线性 ＷＭＴＬ代数．本文在

对通常方法的改进并引入新的研究方法的基础上对

ＷＭＴＬ代数进行了较为细致的研究．

本文第１节介绍本文研究的背景及研究内容；

第２节介绍相关概念和剩余格的性质；第３节在

ＷＭＴＬ代数中引入蕴涵滤子概念，它是强于通常

ＭＰ滤子的一种滤子结构，并通过引入增强集对其进

行等价刻画，以及由 ＷＭＴＬ代数的子集生成蕴涵滤

子的结构形式；第４节在 ＷＭＴＬ代数中引入了强同

余关系的概念，证明其与蕴涵滤子的相互确定关系；

第５节通过改进预线性有限可积性的证明方法证明

ＷＭＴＬ代数中弱预线性的有限可积性；第６节证明

蕴涵滤子型商代数是 ＷＭＴＬ代数，并且素蕴涵滤子

型商代数是线性的；第７节利用素蕴涵滤子的存在性

和素蕴涵滤子型商代数证明 ＷＭＴＬ代数的条件嵌

入定理．

２　预备知识

首先，本节回顾与本文相关的剩余格的相关性

质；其次，本节通过弱预线性公理给出了 ＷＭＴＬ代

数的定义，并讨论了剩余格，ＷＭＴＬ代数，ＭＴＬ代数

三者之间的关系．特别的，通过实例说明了 ＷＭＴＬ

代数不必是ＭＴＬ代数．

定义１
［５］．　设（犘，）为偏序集，和→是

（犘，）上的二元运算，若满足下列条件：

（１）：犘×犘→犘是单调增加的；

（２）→：犘×犘→犘是关于第一变量不增，关于第

二变量不减；

（３）狓，狔，狕∈犘，狓狔狕当且仅当狓狔→狕．

则称（，→）是犘上的伴随对．

定义２
［５］．　剩余格犔是满足下述条件的代数：

（１）（犔，∧，∨）是有界格；０是格序意义下的最小

元，１是格序意义下的最大元．

（２）（犔，，１）是以１为单位元的交换半群；即

是交换的，结合的，１狓＝狓（狓∈犔）．

（３）犔上有伴随对（，→）．

引理１．　设犔为剩余格，则狓，狔，狕∈犔，有下列

结论成立：

（ｐ１）１→狓＝狓；

（ｐ２）狓（狓→狔）狔，狓狔→（狓狔）；

（ｐ３）若狓狔，则狓狕狔狕，狕→狓狕→狔，

狔→狕狓→狕；

（ｐ４）狓狔当且仅当狓→狔＝１，特别地狓→１＝１；

（ｐ５）狓狔狓∧狔狓，狔狓∨狔，狓狔→狓；

（ｐ６）狓（狔∨狕）＝（狓狔）∨（狓狕）；

（ｐ７）狓（狓→狔）狓∧狔狔；

（ｐ８）狓∨狔（（狓→狔）→狔）∧（（狔→狓）→狓）；

（ｐ９）（狓狔）→狕＝狓→（狔→狕）＝狔→（狓→狕）；

（ｐ１０）狓→狔（狕→狓）→（狕→狔），

（狓→狔）（狔→狕）→（狓→狕）；

（ｐ１１）（狓→狔）（狔→狕）狓→狕；

（ｐ１２）（狓∨狔）→狕＝（狓→狕）∧（狔→狕），

狕→（狓∧狔）＝（狕→狓）∧（狕→狔）．

证明．　（ｐ１）～（ｐ１２）的证明可参考文献［５］．

我们以（ｐ６）为例证明之．

狓，狔，狕∈犔，

（１）因为狔，狕狔∨狕，由定义１（２）知：

狓狔狓（狔∨狕），狓狕狓（狔∨狕）．

（２）狋∈犔，设狓狔狋且狓狕狋．则由定义１

（３）知：狔狓→狋且狕狓→狋．因此，狔∨狕狓→狋．即

狓（狔∨狕）狋．

由（１）、（２）知：狓（狔∨狕）是狓狔和狓狕的

上确界，即狓（狔∨狕）＝（狓狔）∨（狓狕）． 证毕．

定义３．　剩余格犔若满足预线性公理：

狓，狔∈犔，（狓→狔）∨（狔→狓）＝１，

则称犔为 ＭＴＬ代数．

定义４．　剩余格犔若满足弱预线性公理：

狓，狔∈犔，（狓→（狓→狔））∨（狔→（狔→狓））＝１，

则称犔为 ＷＭＴＬ代数．

命题１．　ＭＴＬ代数是 ＷＭＴＬ代数．

证明．　设犔 是 ＭＴＬ代数，狓，狔∈犔，由于

１狓，１狔，结合→对第一变量的递减性，因此，

１→（狓→狔）狓→（狓→狔），１→（狔→狓）狔→（狔→狓）．

再由引理１（ｐ１）得

狓→狔狓→（狓→狔），狔→狓狔→（狔→狓）．

所以，（狓→狔）∨（狔→狓）（狓→（狓→狔））∨（狔→（狔→狓））．

再由定义３知：（狓→狔）∨（狔→狓）＝１，

因此，（狓→（狓→狔））∨（狔→（狔→狓））＝１．

因此，根据定义４知：犔是 ＷＭＴＬ代数． 证毕．

注１．　ＷＭＴＬ代数不必是 ＭＴＬ代数．

设犔＝｛０，犪，犫，犮，犱，犲，１｝，其上格的结构如图１
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所示，运算见表１，→运算见表２．

图１　格犔的结构

表１　犔上的运算

 ０ 犪 犫 犮 犱 犲 １

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

犪 ０ ０ ０ ０ ０ ０ 犪

犫 ０ ０ 犪 犪 ０ 犪 犫

犮 ０ ０ 犪 ０ 犪 犪 犮

犱 ０ ０ ０ 犪 犪 犪 犱

犲 ０ ０ 犪 犪 犪 犪 犲

１ ０ 犪 犫 犮 犱 犲 １

表２　犔上的→运算

→ ０ 犪 犫 犮 犱 犲 １

０ １ １ １ １ １ １ １

犪 犲 １ １ １ １ １ １

犫 犱 犲 １ 犲 犲 １ １

犮 犮 犲 犲 １ 犲 １ １

犱 犫 犲 犲 犲 １ １ １

犲 犪 犲 犲 犲 犲 １ １

１ ０ 犪 犫 犮 犱 犲 １

（１）可以验证，（犔，（，→））是 ＷＭＴＬ代数；

（２）由于（犱→犮）∨（犮→犱）＝犲∨犲＝犲≠１，

因此，（犔，（，→））不是 ＭＴＬ代数．

３　蕴涵滤子及其等价刻画与生成方法

在 ＷＭＴＬ代数完备性的研究中，我们发现通

常逻辑代数中素 ＭＰ滤子和全序商代数之间的相互

确定关系在 ＷＭＴＬ代数中并不成立，因此，我们在

ＷＭＴＬ代数中引入了强于 ＭＰ滤子的蕴含滤子，

并通过 ＷＭＴＬ代数中引入的增强集给出了蕴涵滤

子的等价刻画和蕴含滤子的生成方法．此外，我们在

ＷＭＴＬ代数中引入了弱蕴涵滤子的概念，证明了

ＷＭＴＬ代数中弱蕴涵滤子与 ＭＰ滤子的等价性，

从而进一步揭示了 ＭＰ滤子和蕴涵滤子之间的内在

联系．

在ＷＭＴＬ代数犔中，设犪∈犔，狀∈犖，本文约定：

（１）犪０＝１；当狀１时，犪
狀＝犪狀－１犪．称犪

狀为犪

的狀次幂．

（２）设犇＝｛狓→狓
２
｜狓∈犔｝，称犇为增强集．

不难证明：犪０，犪１，犪２，…，犪狀，…是 ＷＭＴＬ代数

犔 中的一个递减序列．

定义５．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔的子集，

（１）若犉满足：狓，狔∈犔有：

①１∈犉；

②若狓，狓→狔∈犉，则狔∈犉．

则称犉是犔 的 ＭＰ滤子．

（２）若犉满足：狓，狔∈犔有：

①犉≠；

②若狓，狔∈犉，则狓狔∈犉；

③若狓∈犉，狓狔，则狔∈犉．

则称犉是犔 的滤子．

（３）若犉满足：狓，狔∈犔有：

①１∈犉；

②若狓→（狔→狕），狓→狔∈犉，则狓→狕∈犉．

则称犉是犔 的蕴涵滤子．

（４）若犉满足：狓，狔∈犔有：

①１∈犉；

②若狓→（狔→狕），狓→狔∈犉，则狓
２
→狕∈犉．

则称犉是犔 的弱蕴涵滤子．

定理１．　ＷＭＴＬ代数中蕴涵滤子是 ＭＰ滤子．

证明．　若犉是 ＷＭＴＬ代数犔的蕴涵滤子，则

①由定义５（３）知：１∈犉．

②若狓，狓→狔∈犉，则由引理１（ｐ１）知：

１→狓∈犉，１→（狓→狔）∈犉．

由定义５（３）知：１→狔∈犉，即狔∈犉．

所以犉是 ＭＰ滤子． 证毕．

例１．　ＷＭＴＬ代数中，存在 ＭＰ滤子不必是

蕴涵滤子．

事实上，在注１中所示的 ＷＭＴＬ代数中，取

犉＝｛１｝，则可证犉是 ＭＰ滤子．由于

犪→（犪→０）＝１，犪→犪＝１，犪→０＝犲，

因此，

犪→（犪→０）∈犉，犪→犪∈犉，犪→０犉，

从而犉不是蕴涵滤子． 证毕．

定理２．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉犔，则下列

命题等价：
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（１）犉是犔 中的滤子；

（２）犉是犔 中的弱蕴涵滤子；

（３）犉是犔 中的 ＭＰ滤子．

证明．　（１）（２）

若犉是犔 中的滤子．

首先，由定义５（２）①知犉≠，所以犪∈犉，由

犪１知１∈犉．

其次，狓，狔，狕∈犔，若狓→（狔→狕），狓→狔∈犉，

则由定义５（２）②知：（狓→（狔→狕））（狓→狔）∈犉，

又由引理１（ｐ２）可知：

（狓→（狔→狕））（狓→狔）狓
２

＝狓（狓→（狔→狕））狓（狓→狔）

（狔→狕）狔

狕

所以由伴随对定义可知：

（狓→（狔→狕））（狓→狔）狓
２
→狕，

因此由滤子是上集知狓
２
→狕∈犉．

所以犉是犔 中的弱蕴涵滤子．

（２）（３）

若犉是犔 中的弱蕴涵滤子．

首先，由定义５（４）①知１∈犉．

其次，狓，狔∈犉，若狓，狓→狔∈犉，则由引理１

（ｐ１）知１→狓∈犉，１→（狓→狔）∈犉，则由定义５（４）②

知１２→狔∈犉，即狔∈犉．

所以犉是犔 中的犕犘 滤子．

（３）（１）

若犉是犔 中的 ＭＰ滤子．

首先，１∈犉，所以，犉非空．

其次，若狓，狔∈犉，则由引理１（ｐ９）（ｐ４）有１＝

狓→（狔→狓狔），所以狓→（狔→狓狔）∈犉，由狓∈犉

和定义５（１）②知狔→狓狔∈犉，再由狔∈犉和定义５

（１）②知狓狔∈犉．

第三，若狓∈犉，狓狔，因此，狓→狔＝１，所以，

狓→狔∈犉，由定义５（１）②知狔∈犉．

因此犉是犔 中的滤子． 证毕．

定理３．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔 中的蕴

涵滤子，若狓→狔，狔→狕∈犉，则狓→狕∈犉．

证明．　由引理１（ｐ１０）知：狓→狔（狔→狕）→

（狓→狕）．由定理１知犉是 ＭＰ滤子，所以由狓→狔∈

犉知：（狔→狕）→（狓→狕）∈犉，再由狔→狕∈犉和定

义５（１）②知：狓→狕∈犉． 证毕．

定理４．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犇 是增强集，

则犉是犔 中的蕴涵滤子当且仅当①犉是滤子，

②犇犉．

证明．　必要性．

设犉是犔 中的蕴涵滤子，则

①由定理１知犉是犔中的ＭＰ滤子，结合定理２

知犉是犔 中的滤子；

②狓∈犔，由于狓→（狓→狓
２）＝１，狓→狓＝１，因

此，狓→（狓→狓
２），狓→狓∈犉，结合定义５（３）②知：

狓→狓
２
∈犉．因此，犇犉．

充分性．

设犉满足①，②．

因为犉是犔中的滤子，所以犉≠，因此犪∈

犉，由犉是上集知１∈犉．

若狓→（狔→狕），狓→狔∈犉，由定理２知犉是弱蕴

涵滤子，所以狓２→狕∈犉，再由狓→狓
２
∈犉和定理３

知：狓→狕∈犉．

因此，犉是犔 中的蕴涵滤子． 证毕．

定义６．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犃是犔 的非空

子集，则所有包含犃的蕴涵滤子的交是包含犃 的最

小的蕴涵滤子，称之为由犃 生成的蕴涵滤子，记作

［犃）．即［犃）＝∩｛犉｜犃犉，犉是犔 中的蕴涵滤子｝．

定理５．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犃是犔 的非空

子集，犇是犔 的增强集．则

　［犃）＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犃∪犇，使得

狏１…狏狀狌｝．

证明．　见附录１定理５的证明．

推论１．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犇是犔 的增强

集．则［犇）＝［１）．

证明．　根据定理５可知：

［犇）＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犇，使得

狏１…狏狀狌｝，

［１）＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犇，使得

１狏１…狏狀狌｝

＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犇，使得

狏１…狏狀狌｝．

综上可知，［犇）＝［１）． 证毕．

４　蕴涵滤子和强同余关系的联系

为了在 ＷＭＴＬ代数中讨论蕴涵滤子确定的商

代数的性质，首先需要考虑 ＷＭＴＬ代数中蕴涵滤

子和同余关系之间的联系．本节我们在 ＷＭＴＬ代

数中，提出了与蕴涵滤子相对应的概念强同余关

系，证明了 ＷＭＴＬ代数中关于强同余关系的１的
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等价类是 ＷＭＴＬ代数中的蕴含滤子，ＷＭＴＬ代数

中由蕴涵滤子根据通常方法定义的强同余关系是

ＷＭＴＬ代数中的强同余关系．

定义７．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，～犔
２．若～

满足：

（１）～是犔上的等价关系；

（２）～保持运算，即狓１，狓２，狔１，狔２∈犔，若狓１～

狔１，狓２～狔２，则狓１狓２～狔１狔２，其中∈｛∧，∨，，→｝；

（３）狓∈犔，狓→狓
２
～１．

则称～是 ＷＭＴＬ代数犔 上的强同余关系．

定理６．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔 的蕴涵

滤子．在犔上定义二元关系～犉
：狓，狔∈犔，

狓～犉狔当且仅当狓→狔∈犉且狔→狓∈犉．

则～犉
是犔 上的强同余关系．

本文称～犉是由蕴含滤子犉诱导的强同余关系．

证明．　见附录２定理６的证明．

定理７．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，～是犔上的强

同余关系，则［１］～是犔的蕴涵滤子．这里，［１］～是１

关于强同余关系的等价类，即［１］～＝｛狓∈犔｜狓～１｝．

本文称［１］～是由强同余关系诱导的蕴涵滤子，

记作犉～．

证明．　首先，１∈［１］～；其次，狓，狓→狔∈

［１］～，则狓～１，狓→狔～１．由定义７知：狔～狔，由强同

余关系保运算可知：狓→狔～１→狔，由引理１（ｐ１）知：

狓→狔～狔．再由强同余关系的传递性知：狔～１，因此，

狔∈［１］～；第三，由定义７（３）知：犇［１］～．

综上，根据定理４知：［１］～是蕴涵滤子．证毕．

定理８． 设（犔，（∧，∨，，→，０，１））是ＷＭＴＬ

代数，犉犔，～犔
２．

（１）如果犉是犔 的蕴含滤子，则犉～
犉
＝犉；

（２）如果～是犔上的强同余关系，则～犉
～
＝～．

证明．　（１）狓∈犔，狓∈犉～
犉
当且仅当狓～犉１，

当且仅当狓→１∈犉且１→狓∈犉，当且仅当狓∈犉．因

此，犉～
犉
＝犉．

（２）设（狓，狔）∈～，即狓～狔，则由狓～狓和～保

运算可知：狓→狓～狔→狓．由引理１（ｐ４）知：狓→狓＝

１，所以狔→狓～１．因此，狔→狓∈犉～；同理可知：狓→

狔∈犉～；所以，狓～犉
～
狔．从而，～～犉

～
．

反过来，设（狓，狔）∈～犉
～
，即狓～犉

～
狔，则狓→狔∈

犉～且狔→狓∈犉～，则狓→狔～１且狔→狓～１．因为

狓～狓，结合～保运算可知，狓（狓→狔）～狓，又因为

狔～狔，结合～保∧运算可知：狓（狓→狔）∧狔～狓∧狔．

由引理１（ｐ７）知：狓（狓→狔）狔，所以，狓（狓→狔）＝

狓（狓→狔）∧狔．所以，狓（狓→狔）～狓∧狔．由～的传

递性可知：狓～狓∧狔．同理可得：狔～狓∧狔．由～的传

递性可知：狓～狔．因此～犉
～
～．

从以上两方面知：～犉
～
＝～． 证毕．

５　弱预线性的有限可积定理

本节我们证明 ＷＭＴＬ代数中弱预线性的有

限可积定理：在 ＷＭＴＬ代数犔 中，狓，狔∈犔，

狀∈犖＋，

（狓→（狓→狔））
狀
∨（狔→（狔→狓））

狀＝１．

为表述简便，本节约定：狓，狔∈犔，犃狓→狔＝狓→

（狓→狔）．

定理９．　设犔是剩余格，则犔是 ＷＭＴＬ代数

当且仅当狓，狔，狕∈犔，（犃狓→狔→狕）→（（犃狔→狓→狕）→

狕）＝１．

证明．　必要性．

狓，狔，狕∈犔，由 ＷＭＴＬ代数的定义可知犃狓→狔∨

犃狔→狓＝１．因此，由引理１（ｐ６～ｐ７）知：

（犃狓→狔→狕）（犃狔→狓→狕）

＝（犃狓→狔→狕）（犃狔→狓→狕）（犃狓→狔∨犃狔→狓）

＝（（犃狓→狔→狕）（犃狔→狓→狕）犃狓→狔）∨

（（犃狓→狔→狕）（犃狔→狓→狕）犃狔→狓）

＝（（犃狓→狔（犃狓→狔→狕））（犃狔→狓→狕））∨

（（犃狓→狔→狕）（犃狔→狓（犃狔→狓→狕）））

（狕（犃狔→狓→狕））∨（狕（犃狓→狔→狕））

狕∨狕＝狕．

由引理１（ｐ４）知：（犃狓→狔→狕）（犃狔→狓→狕）→狕＝１．

再由引理１（ｐ９）知：（犃狓→狔→狕）→（（犃狔→狓→狕）→狕）＝１．

充分性．

狓，狔，狕∈犔，令狕＝犃狓→狔∨犃狔→狓．一方面根据

已知得：（犃狓→狔→狕）→（（犃狔→狓→狕）→狕）＝１．另一方

面，根据引理１（ｐ５）知：

犃狓→狔→狕＝犃狓→狔→犃狓→狔∨犃狔→狓＝１，

犃狔→狓→狕＝犃狔→狓→犃狓→狔∨犃狔→狓＝１，

代入上式得：１→（１→狕）＝１．结合引理１（ｐ１）

知：狕＝１，即犃狓→狔∨犃狔→狓＝１．

所以犔是 ＷＭＴＬ代数． 证毕．

推论２．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，狓，狔，狕∈犔，则

狕＝１当且仅当犃狓→狔→狕＝１且犃狔→狓→狕＝１．

证明．　必要性．由于１是最大元，结合引理１

（ｐ４）可知等式成立．

充分性．由于犔 是 ＷＭＴＬ代数，结合定理９
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可得：（犃狓→狔→狕）→（（犃狔→狓→狕）→狕）＝１．又已知：

犃狓→狔→狕＝１且犃狔→狓→狕＝１．所以，１→（１→狕）＝１．

结合引理１（ｐ１）得：狕＝１． 证毕．

引理２．　设狀∈犖＋，犔是ＷＭＴＬ代数．狓，狔∈

犔，犽∈犖＋，有：

犃
狀

狓→狔犃
犽
狔→狓→犃

狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

证明．　当犽狀＋１时，

由于犃
狀

狓→狔犃
犽
狔→狓犃

犽
狔→狓犃

狀＋１

狔→狓犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓
，

所以，根据引理１（ｐ４）得

犃
狀

狓→狔犃
犽
狔→狓→犃

狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

特别地，犃
狀

狓→狔犃
狀＋１

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

结合引理１（ｐ４）知：犃狔→狓→（犃
狀

狓→狔犃
狀＋１

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨

犃
狀＋１

狔→狓
）＝１．

由对称性可知：犃狓→狔→（犃
狀

狓→狔犃
狀

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨

犃
狀＋１

狔→狓
）＝１．

根据推论２知：犃
狀

狓→狔犃
狀

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

设当犽＝犿（２犿狀）时有：犃
狀

狓→狔犃
犿
狔→狓→犃

狀＋１

狓→狔∨

犃
狀＋１

狔→狓＝１．

由引理１（ｐ９）知：犃狔→狓→（犃
狀

狓→狔犃
犿－１

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨

犃
狀＋１

狔→狓
）＝１．

由于，犃
狀＋１

狓→狔犃
犿－１

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

由引理１（ｐ９）知：犃狓→狔→（犃
狀

狓→狔犃
犿－１

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨

犃
狀＋１

狔→狓
）＝１．

由推论２知：犃
狀

狓→狔犃
犿－１

狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

利用上述方法以此类推，最后可得：

犃
狀

狓→狔犃狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

综上，狓，狔∈犔，犽∈犖＋，有：

犃
狀

狓→狔犃
犽
狔→狓→犃

狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１． 证毕．

推论３．　设狀∈犖＋，犔是ＷＭＴＬ代数，狓，狔∈

犔，有：犃
狀

狓→狔→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

证明．　狓，狔∈犔，

由引理２知：犃
狀

狓→狔犃狔→狓→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１．

结合引理１（ｐ９）知：犃狔→狓→（犃
狀

狓→狔→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓
）＝１．

又因为，犃
狀＋１

狓→狔→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１，

结合引理１（ｐ９）知：犃狓→狔→（犃
狀

狓→狔→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓
）＝１．

根据推论２得：犃
狀

狓→狔→犃
狀＋１

狓→狔∨犃
狀＋１

狔→狓＝１． 证毕．

定理１０（弱预线性的有限可积定理）．　设犔是

ＷＭＴＬ代数，则 狀∈犖＋，狓，狔∈犔，

犃
狀

狓→狔∨犃
狀

狔→狓＝１．

证明．　对狀用数学归纳法．狓，狔∈犔，

当狀＝１时，由 ＷＭＴＬ代数定义知：犃狓→狔∨犃狔→狓＝１．

因此，命题成立．

假设当狀＝犽时命题成立，即犃
犽

狓→狔∨犃
犽
狔→狓＝１．

则当狀＝犽＋１时，由推论３知：

犃
犽

狓→狔→犃
犽＋１

狓→狔∨犃
犽＋１

狔→狓＝１；犃
犽

狔→狓→犃
犽＋１

狓→狔∨犃
犽＋１

狔→狓＝１．

结合引理１（ｐ４）知：

犃
犽

狓→狔犃
犽＋１

狓→狔∨犃
犽＋１

狔→狓
，犃

犽

狔→狓犃
犽＋１

狓→狔∨犃
犽＋１

狔→狓．

所以，犃
犽

狓→狔∨犃
犽

狔→狓犃
犽＋１

狓→狔∨犃
犽＋１

狔→狓．结合归纳假设可

知：犃
犽＋１

狓→狔∨犃
犽＋１

狔→狓＝１．

综上，狀∈犖＋，狓，狔∈犔，有：犃
狀

狓→狔∨犃
狀

狔→狓＝１．

证毕．

推论４．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，则

犿，狀∈犖＋，狓，狔∈犔，有：犃
犿

狓→狔∨犃
狀

狔→狓＝１．

证明．　狓，狔∈犔，犿，狀∈犖＋，不妨设犿狀，

结合定理１０得：犃
犿

狓→狔∨犃
狀

狔→狓犃
狀

狓→狔∨犃
狀

狔→狓＝１．因此，

犃
犿

狓→狔∨犃
狀

狔→狓＝１． 证毕．

６　由蕴涵滤子诱导的商代数

上节中我们证明了 ＷＭＴＬ代数中由一个蕴涵

滤子按照通常方法诱导一个 ＷＭＴＬ代数中的强同

余关系，因此，通过 ＷＭＴＬ代数中的一个蕴涵滤子

可以得到关于其诱导的强同余关系的一个商代数．

本节我们讨论通过 ＷＭＴＬ代数中的蕴涵滤子确定

的商代数的性质．得到了 ＷＭＴＬ代数中素蕴涵滤

子和该 ＷＭＴＬ代数的线性商代数之间是相互确定

的结论．本节的结果是证明 ＷＭＴＬ代数嵌入定理

的准备工作．

定义８．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔 中的蕴

涵滤子（或 ＭＰ滤子），若满足：狓，狔∈犔，有狓→

（狓→狔）∈犉或狔→（狔→狓）∈犉，则称犉是犔 的素蕴

涵滤子（或素 ＭＰ滤子）．

引理３．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔 的蕴涵

滤子，则犉是犔 中的素蕴涵滤子当且仅当狓，狔∈

犔，狓→狔∈犉或狔→狓∈犉．

证明．　必要性．

若犉是素蕴涵滤子，则狓，狔∈犔，有狓→（狓→

狔）∈犉或狔→（狔→狓）∈犉．不妨设狓→（狓→狔）∈犉，

因为狓→狓＝１，所以，狓→狓∈犉，则由定义５（３）②

知：狓→狔∈犉．

充分性．

若狓，狔∈犔，有狓→狔∈犉或狔→狓∈犉，不妨设

狓→狔∈犉，由于蕴涵滤子关于第一变量不增和狓１
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可知：狓→（狓→狔）１→（狓→狔）＝狓→狔．

再由 ＭＰ滤子是上集和定理１知：蕴涵滤子为上集，

所以狓→（狓→狔）∈犉．由定义８知：犉是犔 的素蕴涵

滤子． 证毕．

注２．　在 ＷＭＴＬ代数犔 中，若犉是犔 的 ＭＰ

滤子，则引理３的结论不必成立．

例如，在注１所示的 ＷＭＴＬ代数犔 中，取犉＝

｛１｝，根据定义８容易验证犉是犔 的素 ＭＰ滤子，但

犱→犮＝犲，犮→犱＝犲，因此，犱→犮犉且犮→犱犉．

引理４
［２７］．　设犔是非空集合，０，１∈犔．若二元

运算∧，∨：犔
２
→犔满足下列性质：狓，狔，狕∈犔，

（Ｌ１）（幂等律）狓∧狓＝狓，狓∨狓＝狓；

（Ｌ２）（结合律）（狓∧狔）∧狕＝狓∧（狔∧狕），

（狓∨狔）∨狕＝狓∨（狔∨狕）；

（Ｌ３）（交换律）狓∧狔＝狔∧狓，狓∨狔＝狔∨狓；

（Ｌ４）（吸收律）狓∧（狓∨狔）＝狓，狓∨（狓∧狔）＝狓；

（Ｌ５）（幺元律）狓∧１＝狓；狓∨０＝狓．

则当在犔上定义二元关系：狓，狔∈犔，狓狔当且

仅当狓∧狔＝狓时，（犔；）是格，０是最小元，１是最

大元，且狓，狔∈犔，

ｓｕｐ｛狓，狔｝＝狓∨狔，ｉｎｆ｛狓，狔｝＝狓∧狔．

定理１１．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔 的蕴

涵滤子，～犉
是犔 上由犉 诱导的强同余关系．则

（１）商代数犔／～犉
是 ＷＭＴＬ代数；

（２）犔／～犉
是全序的 ＷＭＴＬ代数当且仅当犉

是素蕴涵滤子．

证明．　见附录３定理１１的证明．

７　犠犕犜犔代数的嵌入定理

本节中首先我们利用 ＷＭＴＬ代数中蕴涵滤子

的生成方法和弱预线性的有限可积定理，证明了

ＷＭＴＬ代数中包含给定蕴涵滤子并不含一个特定

元素（不属于原蕴涵滤子）的素蕴涵滤子的存在性．

最后利用 ＷＭＴＬ代数中素蕴含滤子确定的线性商

代数证明了 ＷＭＴＬ代数的条件嵌入定理：满足条

件［１）＝｛１｝的 ＷＭＴＬ代数（犔，（∧，∨，，→，０，

１））同构于一族全序的 ＷＭＴＬ代数的乘积代数的

子代数．

定理１２．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔 的蕴

涵滤子，狕∈犔，则犉′＝｛狌｜狏∈犉，犽∈犖，使得狏

狕犽狌｝是包含犉和狕的最小蕴涵滤子．

证明．　由定理５知：犉′＝［犉∪｛狕｝）是包含犉

和狕的最小蕴涵滤子．因为犉是犔 的蕴涵滤子，则

由定理４结合定义５（２）知：犉对封闭，并且犇

犉，结合定理５得

犉′＝［犉∪｛狕｝）

＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犉∪｛狕｝∪犇，使得

狏１…狏狀狌｝

＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犉∪｛狕｝，使得

狏１…狏狀狌｝

＝｛狌｜狏∈犉，犽∈犖，使得狏狕
犽
狌｝． 证毕．

定理１３．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犉是犔 的蕴

涵滤子，犪犉，则存在素蕴涵滤子犉′，使得犪犉′．

证明．　令Γ是 ＷＭＴＬ代数犔 中所有不含犪

的蕴涵滤子之集，即

Γ＝｛犉′犔｜犉′是犔 的蕴涵滤子，犪犉′｝．

由条件犉是犔 的蕴涵滤子且犪犉知：犉∈Γ，因此，

（Γ，）在集合包含序关系下是非空偏序集．容易证

明Γ中任一链｛犉狋｝狋∈犐在Γ 中以∪
狋∈犐
犉狋为上界，由

Ｚｏｒｎ引理知Γ中存在极大元犉′，并且犪犉′．下面

用反证法证明犉′是素蕴涵滤子．

假设犉′不是素蕴涵滤子．则狓，狔∈犔，使得

狓→（狓→狔）犉′，狔→（狔→狓）犉′，令

犉′１＝［犉′∪｛狓→（狓→狔）｝），

犉′２＝［犉′∪｛狔→（狔→狓）｝），

根据定理１２知：

犉′１＝｛狌１｜狏∈犉，狀∈犖，ｓ．ｔ．（狓→（狓→狔））
狀
狌１｝，

犉′２＝｛狌２｜狏∈犉，狀∈犖，ｓ．ｔ．（狔→（狔→狓））
狀
狌２｝．

（１）由定理１２知犉′１，犉′２是蕴含滤子，且包含犉′；

（２）犪犉′１或犪犉′２．

事实上，假若犪∈犉′１且犪∈犉′２．则由犉′１，犉′２定义

可知：

狏１∈犉′，狀１∈犖，使得狏１（狓→（狓→狔））
狀
１犪，

狏２∈犉′，狀２∈犖，使得狏２（狔→（狔→狓））
狀
２犪．

取狏＝狏１狏２，结合是单调增加的和推论４，引理１

（ｐ６）可知：

犪（狏（狓→（狓→狔））
狀
１）∨（狏（狔→（狔→狓））

狀
２）

狏（（狓→（狓→狔））
狀
１∨（狔→（狔→狓））

狀
２）＝狏．

再由 ＭＰ滤子是上集和定理１及犉′是蕴涵滤子知

犉′是上集，所以由狏∈犉′和犪狏可知犪∈犉′，与条

件犪犉′矛盾．

结合（１），（２）可知：犉′１∈Γ或犉′２∈Γ，这与犉′是

Γ的极大蕴涵滤子矛盾．

所以，犉′是素蕴涵滤子． 证毕．
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推论５．　设犔是 ＷＭＴＬ代数，犪∈犔，犪［１），

则存在素蕴涵滤子犉犔，使得犪犉．

证明．　由定义６结合定理１３知结论成立．

证毕．

命题２．　设｛犔犻｜犻∈犐｝是一族 ＷＭＴＬ代数，犔＝

∏
犻∈犐

犔犻是其直积，在犔中点式的定义偏序和∧，∨，

，→运算，则犔构成 ＷＭＴＬ代数．

称∏
犻∈犐

犔犻为｛犔犻｜犻∈犐｝的乘积代数．

证明．　在犔中定义运算∧，∨，，→如下：

狓，狔∈犔，狓＝（狓犻）犻∈犐，狔＝（狔犻）犻∈犐，狕＝（狕犻）犻∈犐，

狓狔＝（狓犻狔犻）犻∈犐．其中，∈｛∧，∨，，→｝．

根据定义２，定义４，引理４可验证犔是 ＷＭＴＬ

代数． 证毕．

定理１４（嵌入定理）．　如果 ＷＭＴＬ代数（犔，

（∧，∨，，→，０，１））满足条件：［１）＝｛１｝，则犔同

构于一族全序的 ＷＭＴＬ代数的乘积代数的一个子

代数．

证明．　犪∈犔－｛１｝，则犪［１），由推论５知：

存在犔 的素蕴涵滤子犉犪使得犪犉犪，令 犔犉犪 ＝

犔／～犉犪
，则由定理 １１ 知：犔犉犪 是全序的 ＷＭＴＬ

代数，则 ∏
犪∈犔－｛１｝

犔犉犪是全序的 ＷＭＴＬ代数的乘积代

数．定义映射犻：犔→ ∏
犪∈犔－｛１｝

犔犉犪，狓∈犔，犻（狓）＝

（［狓］犉犪）犪∈犔－｛１｝．

下证犻是嵌入映射，即单同态（同态单映射）．

（１）犻是单射．

狓，狔∈犔，狓≠狔，则狓!狔或狔 !狓．不妨设狓!

狔，则狓→狔≠１，则由推论５知犔 存在素蕴涵滤子

犉狓→狔，使得狓→狔犉狓→狔，则在 犔犉 中，［狓］犉狓→狔 !

［狔］犉狓→狔，从而在犔犉中，［狓］犉狓→狔≠［狔］犉狓→狔，因此，在

∏
犪∈犔－｛１｝

犔犉犪 中，（［狓］犉犪）犪∈犔－｛１｝≠ （［狔］犉犪）犪∈犔－｛１｝，即

犻（狓）≠犻（狔）．

（２）犻保运算．

∈｛∧，∨，，→｝，由定理１１和命题２可

知：狓，狔∈犔，

犻（狓）犻（狔）＝（［狓］犉犪）犪∈犔－｛１｝（［狔］犉犪）犪∈犔－｛１｝

＝（［狓］犉犪（［狔］犉犪））犪∈犔－｛１｝

＝（［狓狔］犉犪）犪∈犔－｛１｝＝犻（狓狔）．

因此，犻：犔→ ∏
犪∈犔－｛１｝

犔犉犪是同态单映射． 证毕．
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２０００）

［１１］ ＥｓｔｅｖａＦ，ＧｄｏＬ．Ｍｏｎｏｉｄａｌｔｎｏｒｍｂａｓｅｄｌｏｇｉｃ：Ｔｏｗａｒｄｓａ
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２００１，１２４（３）：２７１２８８
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ＢＬａｌｇｅｂｒａｓ．ＳｏｆｔＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２００５，１０（８）：６５７６６４

［２３］ ＰｅｉＤａｏＷｕ，ＷａｎｇＧｕｏＪｕｎ．Ｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

ｏｆ犔．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａ（ＳｅｒｉｅｓＥ），２００２，３２（１）：５６６４（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

（裴道武，王国俊．形式系统犔的完备性及其应用．中国科

学（Ｅ辑），２００２，３２（１）：５６６４）

［２４］ ＷｕＨｏｎｇＢｏ，ＷａｎｇＮｉｎｇ．ＭＴｉｄｅａｌｓｏｆｒｅｇｕｌａｒＦＩａｌｇｅｂｒａｓ

ｗｉｔｈｔｈｅｉｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｉｎｉｃａ，２０１３，４１（７）：

１３８９１３９４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
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ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｒｉｍｅＭＴｉｄｅａｌｉｎ犅犚０ａｌｇｅｂｒａｓ．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃ

Ｓｉｎｉｃａ，２０１５，４３（６）：１１３７１１４３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（吴洪博，王娜．犅犚０代数中 ＭＴ理想的扩展及素 ＭＴ理想

的存在性．电子学报，２０１５，４３（６）：１１３７１１４３）

［２６］ Ｗａｎｇ ＸｉａＸｉａ， Ｗｕ ＨｏｎｇＢｏ． Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ

ｂｅｔｗｅｅｎｄｅｄｕｃｔｉｖｅｓｙｓｔｅｍａｎｄｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎｉｎｗｅａｋ

ＭＴＬａｌｇｅｂｒａｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＪｉｎａｎ（Ｓｃｉｅｎｃｅａｎｄ

Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ），２０１５，２９（４）：２９７３０２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（王霞霞，吴洪博．弱ＭＴＬ代数的演绎系统与同余关系的对

应定理济南大学学报（自然科学版），２０１５，２９（４）：２９７３０２）

［２７］ ＤａｖｅｙＢ Ａ，Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ Ｈ Ａ．ＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏＬａｔｔｉｃｅｓａｎｄ

Ｏｒｄｅｒ．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，Ｅｎｇｌａｎｄ：ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，

１９９０

附录１．　定理５的证明．

令犕＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犃∪犇，ｓ．ｔ．狏１…

狏狀狌｝．

（１）犕 是蕴涵滤子．

①若狓，狔∈犕，则由犕 定义可知：

狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犃∪犇，使得：狏１…狏狀狓，

犿∈犖，狌１，…，狌犿∈犃∪犇，使得：狌１…狌犿狔．

因此，狏１…狏狀狌１…狌犿狓狔．所以，狓狔∈犕．

②若狓∈犕，狓狔，则由犕 定义可知：

狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犃∪犇，使得：狏１…狏狀狓，

因为狓狔，所以狏１狏２…狏狀狔．

由定义知：狔∈犕．

③狓∈犇，由狓狓可知狓∈犕．即犇犕．

综合①～③可知犕 是蕴涵滤子．

（２）犃犕．

事实上，狓∈犃，由狓狓可知，狓∈犕．因此，犃犕．

（３）设犕′是包含犃 的蕴涵滤子，下证犕犕′．

狓∈犕，则由犕 定义可知：

狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犃∪犇，使得：狏１狏２…狏狀狓．

又结合结合定理４：知犃犕′，犇犕′，因此，

狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犕′，使得：狏１狏２…狏狀狓．

再由 ＭＰ滤子是上集和定理１知 犕′是上集，因此，狓∈

犕′．因此，犕犕′．

结合（１）～（３）可知：犕 是包含犃 的最小蕴涵滤子．即

［犃）＝｛狌∈犔｜狀∈犖，狏１，…，狏狀∈犃∪犇，ｓ．ｔ．狏１…

狏狀狌｝． 证毕．

附录２．　定理６的证明．

（１）～犉是等价关系．

①因为狓∈犔，狓→狓＝１∈犉，所以狓～犉狓．

②狓，狔∈犔，若狓～犉狔，则狓→狔∈犉且狔→狓∈犉，因此，

狔～犉狓．

③狓，狔，狕∈犔，若狓～犉狔，狔～犉狕，则狓→狔∈犉 且狔→

狓∈犉；狔→狕∈犉且狕→狔∈犉．由定理３知狓→狕∈犉且狕→

狓∈犉，因此，狓～犉狕．

根据①～③知：～犉是犔中的等价关系．

（２）～犉保∧，∨，，→运算．

由强同余关系～的传递性可知，在证明～保运算时，我

们只需证明狓１，狔１∈犔，若狓１～狔１，则狓∈犔，狓１狓～狔１狓

即可．其中∈｛∧，∨，，→｝．

首先，狓１，狔１∈犔，若狓１～犉狔１，则由～犉的定义可知：

狓１→狔１∈犉，狔１→狓１∈犉．狓∈犔，

①由引理１（ｐ２）知：狓１∧狓狓１（狓１→狔１）→狔１，

所以，（狓１∧狓）（狓１→狔１）狔１，
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又因为：（狓１→狔１）（狓１∧狓）（狓１∧狓）狓，

所以，（狓１→狔１）（狓１∧狓）狔１∧狓．

因此，（狓１→狔１）（狓１∧狓）→（狔１∧狓）．

同理，（狔１→狓１）（狔１∧狓）→（狓１∧狓）．

又由 ＭＰ滤子是上集和定理１知犉是上集，因此，

（狓１∧狓）→（狔１∧狓）∈犉且（狔１∧狓）→（狓１∧狓）∈犉．

所以，狓１∧狓～犉狔１∧狓．

②由引理１（ｐ２）知：

（狓１→狔１）狓１狔１狔１∨狓，（狓１→狔１）狓狓狔１∨狓，

所以，（（狓１→狔１）狓１）∨（（狓１→狔１）狓）狔１∨狓．

由引理１（ｐ６）知：

（狓１→狔１）（狓１∨狓）＝（（狓１→狔１）狓１）∨（（狓１→狔１）狓），

所以，（狓１→狔１）（狓１∨狓）狔１∨狓，

所以，（狓１→狔１）（狓１∨狓）→（狔１∨狓）．

同理，（狔１→狓１）（狔１∨狓）→（狓１∨狓）．

因此：（狓１∨狓）→（狔１∨狓）∈犉且（狔１∨狓）→（狓１∨狓）∈犉．

所以，狓１∨狓～犉狔１∨狓．

③由引理１（ｐ２）知：（狓１→狔１）狓１狔１；

由是单调增加的知：（狓１→狔１）狓１狓狔１狓，

所以，（狓１→狔１）狓１狓→狔１狓．

同理，（狔１→狓１）狔１狓→狓１狓．

所以，狓１狓→狔１狓∈犉且狔１狓→狓１狓∈犉．

所以，狓１狓～犉狔１狓．

④由引理１（ｐ１０）知：

狓１→狔１（狔１→狓）→（狓１→狓），狔１→狓１（狓１→狓）→（狔１→狓），

且（狔１→狓）→（狓１→狓）∈犉，（狓１→狓）→（狔１→狓）∈犉．

因此，狓１→狓～犉狔１→狓．

综合①～④知：～犉保∧，∨，，→运算．

（３）狓∈犔，由于

（狓→狓２）→１＝１，１→（狓→狓２）＝（狓→狓２），

由定义５（３），定理４知：

（狓→狓２）→１∈犉，１→（狓→狓２）∈犉．

因此，狓→狓２～犉１．

综合（１），（２），（３）可知～犉是强同余关系． 证毕．

附录３．　定理１１的证明．

定义［狓］犉＝｛狔∈犔 狓～犉狔｝，则犔／～犉＝｛［狓］犉 狓∈犔｝．

由于～犉是犔中的强同余关系，因此在犔中诱导的相关运算

如下：狓，狔∈犔，

［狓］犉∧［狔］犉＝［狓∧狔］犉；　［狓］犉∨［狔］犉＝［狓∨狔］犉；

［狓］犉［狔］犉＝［狓狔］犉；　［狓］犉→［狔］犉＝［狓→狔］犉．

（１）（犔／～犉，∧，∨，，→，［０］犉，［１］犉）是 ＷＭＴＬ代数．

①（犔，∧，∨，［０］犉，［１］犉）是有界格．

容易验证犔／～犉中∨，∧满足引理４中（Ｌ１）～（Ｌ５）．现

于犔／～犉中定义关系：狓，狔∈犔，［狓］犉［狔］犉当且仅当

［狓］犉∧［狔］犉＝［狓］犉，则根据引理４知：

（犔／～犉，（∧，∨，，→，［０］犉，［１］犉））是有界格，并且狓，

狔∈犔，ｓｕｐ｛［狓］犉，［狔］犉｝＝［狓］犉∨［狔］犉，ｉｎｆ｛［狓］犉，［狔］犉｝＝

［狓］犉∧［狔］犉．［狓］犉［１］犉，［０］犉［狓］犉．

并且犔／～犉上偏序关系的等价形式为：［狓］犉［狔］犉当

且仅当狓∧狔～犉狓，当且仅当狓→狔∈犉．

②（犔／～犉，，［１］犉）是以［１］犉为单位元的交换半群．

根据犔的剩余格性质，容易验证犔／～犉中是交换的，

结合的，且狓∈犔，［狓］犉［１］犉＝［狓１］犉＝［狓］犉．

③和→成伴随对．狓，狔，狕∈犔，［狓］犉［狔］犉［狕］犉，

当且仅当［狓狔］犉［狕］犉，当且仅当狓狔→狕∈犉，当且仅当

狓→（狔→狕）∈犉，当且仅当［狓］犉［狔→狕］犉，当且仅当［狓］犉

［狔］犉→［狕］犉．

④狓，狔，狕∈犔，

（［狓］犉→（［狓］犉→［狔］犉））∨（［狔］犉→（［狔］犉→［狓］犉））

＝［狓→（狓→狔）］犉∨［狔→（狔→狓）］犉

＝［（狓→（狓→狔））∨（狔→（狔→狓））］犉

＝［１］犉．

综合①～④可知犔／～犉是 ＷＭＴＬ代数．

（２）犔／～犉是全序的，当且仅当狓，狔∈犔，［狓］犉［狔］犉或

［狔］犉［狓］犉；当且仅当狓，狔∈犔，狓→狔∈犉 或狔→狓∈犉；

当且仅当犉是素蕴涵滤子． 证毕．
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