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大图中全部极大团的并行挖掘算法研究
汤小春　周佳文　田凯飞　李战怀
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摘　要　该文的目的在于优化现有的大图数据中全部极大团挖掘算法．在生物网络、社会网络及ｗｅｂ分析中，找出
图中的全部极大团是一个重要的应用．随着图数据规模的增大，传统的极大团挖掘算法因无法满足性能要求而被
并行处理方式取代．但是，在现有的并行处理方法中，需要过滤大量的重复极大团和检测非极大团，降低了算法的
性能．论文在分析了现有的极大团并行算法后，提出了新的大图中全部极大团挖掘算法．首先，使用顶点的偏序关
系消除了冗余极大团以及非极大团的产生；第二，根据两个极大团之间至少存在一对无边的顶点的特征，提出了多
颜色顶点涂色分片算法，将大图的顶点分为全色和半色两个集合；第三，证明了涂色分片算法是ＮＰ完全问题以及
有一个多项式时间的２近似算法，并给出了近似算法；第四，基于多色顶点分片实现了一个并行的全部极大团挖掘
算法，该算法只对全色顶点与它的邻接顶点组成重叠子图进行极大团挖掘；最后，对算法的性能以及加速比特性进
行了评价，得出该算法能够处理百万个节点的大图并且性能比现有的算法有较大提高的实验结果．
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１　引　言
目前，以大图数据为基础的应用程序正被广泛

使用［１３］，其中完全子图结构［４６］的挖掘是这类应用
中的一个重要分支，它在复杂网络的社团发现［３］、实
体识别［５］、生物信息［７９］、信息检索［４，１０］、计算机视
觉［１１］、计算拓扑学［１２］以及电子商务［１３］等领域中都
发挥着重要作用．例如，在社会网络中，通过完全子
图（也称团）的发现，可以找到多个关系非常密切的
社区；在生物信息领域［８９］，通过团的发现，可以得到
蛋白质结构中频繁出现的模式，从而预测蛋白质的
结构，也可以得到形状相似点，从而发现蛋白质之间
的功能关系．

对于一个连通图数据中团的计算有两类不同的
方向，一类是计算图中的最大团，它是ＮＰ完全问
题．文献［１４１６］是解决此类问题的典型代表．文献
［１４］采用启发式方式进行剪枝，减少了一些不必要
的计算，因而能够快速得到最大团．文献［１５］采用启
发式策略进行局部查找优化，通过对已经查找到的
最大团的记录，优化局部查找过程，去掉一些不可能
出现极大团的顶点；文献［１６］采用贪心算法来计算
图数据中的最大团，它以将度最大的顶点增加到团
中的方式，执行到找不到顶点为止，该算法的效率是
线性的，但是它要求图的顶点规模不能太大；另一类
是挖掘图数据中包含的全部极大团（ＭＣＥ），文献
［１７２１］提出了几种典型的挖掘算法和应用场景．对
于某些稀疏图，如平面图以及度较小的图，往往只包
含线性大小的团，挖掘全部的极大团可以在线性时
间内完成．如果对图的度进行一定的限制，算法的性
能也可以进一步提高．文献［１７］中提出的最大团计

算方法，即ＢＫ算法，是其它各种计算方法的根基，
它采用回溯技术来搜索问题空间和限制搜索空间的
大小，是实际应用中最快的算法．文献［１８］是文献
［１７］的改进，采用树的形式输出结果以及证明了算
法的复杂度，其算法复杂度为犗（３狀／３），是目前最快
的全部极大团挖掘算法．文献［１９２０］都是对经典算
法的改进，加入了一些约束条件．文献［２１］是一种采
用广度优先策略的极大团挖掘算法，它的运行时间
与输出大小之间存在比例关系，算法运行时间是
犗（｜犞｜｜犈｜μ），其中μ代表极大团的数量．

上述算法只支持单机环境下的计算，随着图中
包含的顶点数增多，最坏情况下ＭＣＥ问题的算法
复杂度可以达到指数级别［２２］，因此ＭＣＥ问题逐渐
由单机处理向分布式处理或并行处理转变．例如，在
Ｗｅｂ分析、社会网络以及科学应用中，图中包含几
百万个顶点甚至几亿个顶点，单台计算机一般无法
进行处理．因此，并行方式或分布式方式就成为解决
此类问题的首选［２３］．

大图数据的ＭＣＥ问题始于文献［２３２４］，文献
［２３］的算法采用自底向上策略，先得到较小的候选
子团，然后在候选子团的基础上采用扩张的方式得
到新的子团．一次计算完成后，采用过滤方法去掉重
复团就得到新候选子团．这种计算方法需要大量的
内存来存储中间结果．文献［２４］改进了文献［２３］中
算法的不足之处，扩张的时候利用启发式策略进行
剪枝，减少了不必要的计算，但是其计算任务到处理
器的映射策略不佳．

内存的大小以及处理器性能是大图ＭＣＥ问题
的瓶颈，如果图数据不能被一个计算节点存储，算法
就显得无能为力，因此并行或分布式处理成为首选．
文献［２５］使用大型机解决该问题，它设计了一个基
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于ＭＰＩ的并行极大团挖掘算法（ＤＭＣ），该算法采
用计算过滤方式．首先，每个顶点单独作为一个任
务来执行顺序极大团挖掘算法，初步的结果中既包
含极大团，又包含冗余的极大团以及非极大团，然后
进行过滤，去掉冗余的极大团和非极大团．ＤＭＣ计
算过程中，结果的过滤非常耗费时间，大大影响了系
统的总体性能．

随着ＭａｐＲｅｄｕｃｅ编程模式的出现，研究者开始
采用ＭＲ模型来解决ＭＣＥ问题．文献［２６］提供了
一个基于ＭａｐＲｅｄｕｃｅ的算法（ＭＭＣＥ）．该算法首
先将输入图分解为多个子图，然后将每个子图提交
到一个单独的Ｒｅｄｕｃｅ任务上进行处理．如何分解
子图是该算法的关键问题，文献［２６］将图中的每个
顶点分解为一个子图，导致大量的非极大团及冗余
极大团的存在，浪费了宝贵的计算资源．

文献［２７］说明了并行计算中负载平衡的重要性
以及如何在计算节点之间进行平衡，并比较了ＭＰＩ
和ＭａｐＲｅｄｕｃｅ处理模式的优缺点．ＭＰＩ并行框架
的优点是用户可以控制处理器及其并行的方式，在
处理任务前处理器之间可以动态负载平衡，其缺点
是需要用户提前定义任务，无法自动划分子任务．
ＭａｐＲｅｄｕｃｅ平台的优点在于不需要人为地划分子
任务，但是无法很好的实现负载平衡．

文献［２８］在结合ＭＰＩ和ＭａｐＲｅｄｕｃｅ二者优点
的基础上，提出了一种基于ＭａｐＲｅｄｕｃｅ的极大团查
找算法（ＰＥＣＯ）．该算法通过顶点的排序以及计算
顶点特征，即顶点的度、顶点包含的三角形的数量
等，使得各个Ｒｅｄｕｃｅ任务的计算时间尽量一致，从
而改进了文献［２６］中的负载不平衡问题．

现有的挖掘大图数据中全部极大团算法，基本
上都是以文献［１８］中的算法为基础，使其适用于不
同的并行运行环境［２３２４，２８］，这些算法都存在着大量
非极大团或者冗余极大团的计算问题．本文的主要
目的是对算法进行优化从而解决上述问题．对多个
串行算法进行分析后，本文选择了其中时间复杂度
最小的算法，即文献［１８］中的算法．本文中优化算法
的思想是舍弃不需要计算的顶点，只对必要的顶点
计算其包含的全部极大团．算法首先将图数据中的
顶点分为全色和半色两类，全色顶点的集合称为相
关顶点集合，半色顶点集合称为不相关顶点集合，然
后以相关顶点集合中的每个顶点及其所有邻接顶点
组成导出子图，之后作为一个独立的任务执行，其余
不相关顶点不需要产生子图，也不需要作为一个可
调度的任务来执行，因而减少了可执行的任务数量，

从而提高了计算效率．
论文的主要工作有：
（１）提出顶点涂色分片算法，大大降低了重叠

子图的数量，既满足了并行化要求，又减少了并行任
务的数量；

（２）证明顶点涂色分片算法是ＮＰ完全问题并
分析了近似算法的特性；

（３）基于顶点涂色分片思想，设计并实现全部
极大团并行挖掘算法．

本文第２节对问题进行描述；第３节介绍大图
中的极大团顶点涂色分片方法；第４节介绍包含某
个顶点的全部极大团的查找算法；第５节给出极大
团的并行计算过程；论文的最后，在涂色分片和非涂
色分片模式下，利用斯坦福大学的图数据①［２９］比较
算法性能，验证了算法的优点．

２　问题描述
给定一个图犌（犞，犈），包含有限顶点的集合犞

和有限边的集合犈．如果（狏，狑）∈犈，就称顶点狏和
狑是相互邻接的．

对于图犌中的任何一个顶点狏，使用Γ（狏）代表其
邻接顶点｛狑｜（狏，狑）∈犈｝．对于一个集合犠犞，其共
同的邻接顶点可以用Γ（犠）表示，记为∩狑∈犠Γ（狑）．

对于一个顶点的子集犠犞，犌（犠）＝（犠，犈（犠）），
其中，图犌（犠）是图犌由顶点犠导出的子图，边的
集合为：
犈（犠）＝｛（狏，狑）∈犠×犠狘（狏，狑）∈犈｝．

　　给定一个顶点的子集犙犞，如果对于犙中任
意一对顶点狏，狑（狏≠狑），都存在（狏，狑）∈犈，则称其
导出的子图犌（犙）是完全的．在这种情况下，简单地
称犙是一个完全子图．一个完全子图也称为一个团．

一个大图中，对于任意的两个团，如果存在包含
关系时，那么其中一个团不可能称为极大团．如果两
个团中至少存在一个不同的顶点，那么就认为这两
个团是不一样的，因此挖掘一个大图中的全部的团
就需要遍历整个图数据，找出所有不同的团．同时，
还要求找到的团中，任意两个团的顶点之间没有包
含关系，也就是说得到的每个团的顶点都不是其它
团的顶点集合的子集，这样的团定义为极大团．故，
挖掘大图中包含的全部极大团就是论文的核心问题．
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设犛犃（犞犃，犈犃）和犛犅（犞犅，犈犅）是图犌中任意的
两个团，如果对于｜犞犃｜｜犞犅｜，都存在犞犃－犞犅≠
φ，那么就称犛犃和犛犅是图犌中的两个不同的极大完
全子图，简称极大团．

问题描述：给定一个大规模的连通图犌，设计一
种并行的算法，可以使用多台处理器并行挖掘犌中
的全部极大团犛，对于犛中的任何一个子图狊，狊在犌
中只存在唯一的单射犳，并且犳是一个极大团．

３　大图中的极大团的计算方法
计算一个大图中的极大团时，要求算法满足正

确性和高效性．所谓的正确性指的是既不能出现冗
余和遗漏情况，也不能出现非极大团，即每个计算出
的团不能是其它团的子团．所谓的高效性是指在许
可的时间内计算出全部的极大团．由于一个大图中
可能会包含大量的极大团，单个处理器很难在指定
的时间内检测出全部的极大团，因此，就需要使用多
个处理器并行计算．为了满足以上要求，本文采用的
策略是针对图中的每个顶点，分别计算出它所包含
的极大团，然后进行合并得到全部的极大团．但是，
这种并行计算方式可能带来其它问题，例如，两个并
行进程之间计算出的极大团是相等的，即冗余问题，
或者两个并行进程中计算的团之间存在包含关系，
即非极大团问题．故，常用的算法采用先并行计算后
过滤的模式，先计算每个顶点与其邻接顶点组成的
所有团，然后从这些团的集合中，去掉那些冗余部分
以及非极大团，最后得到正确的结果．
３１　计算包含一个指定顶点的极大团

选择一个顶点狏，将｛狏｝∪Γ（狏）形成的导出子图
犌（狏）作为图犌的一个重叠子图，以狏为核心，计算
重叠子图中的全部极大团．计算出的每一个极大团
犆犻，必定满足狏∈犆犻；另外，也不存在极大团犆犻，犆犼，
犻≠犼，满足犆犻犆犼或者犆犼犆犻．

下面将介绍包含一个指定顶点的极大团的挖掘
算法．最开始，假设犆只包含指定顶点狏，通过一步
一步追加狏的邻接顶点到犆的方法，形成更大的完
全子图，持续进行直到得到一个极大的完全子图．

算法的计算过程如下：
（１）选择图犌中的一个顶点狇作为根，计算由

顶点狇的邻接顶点组成的导出子图犌（狏），其中，顶
点集合为：

犞（犌狇）＝｛狇｝∪Γ（狇）
　　边的集合为：

犈（犌狇）＝｛（狌，狏）狘狌，狏∈犞（犌狇）∧（狌，狏）∈犈｝．
　　（２）采用深度优先策略，对于每个顶点狆∈犞（犌狇），
如果狆与候选团中的每个顶点之间都存在边，尝试将
狆扩展到极大团中，犞（犌狆狇）＝｛狆，狇｝∪Γ（狇）∩Γ（狆）．

（３）递归执行步骤（２），直到导出子图的顶点集
为空．

上述递归过程最终得到包含顶点狇的全部极大
团．针对图犌中的每个顶点，采用上述方法，就可以
得到图犌中包含的全部极大团．但是，该方法计算
出的全部极大团中会出现冗余极大团．
３２　冗余极大团的去除

为了计算图犌中包含的极大团，可以针对图犌
中的每个顶点，按照３．１节的方法来计算极大团，但
是这种策略会导致结果中存在大量的冗余极大团．
当计算包含某个顶点的全部极大团的时候，可能会
出现以下情况，假设有顶点狌和顶点狏，如果顶点狌
和顶点狏之间存在边，那么指定顶点狌的极大团与
指定顶点狏的极大团之间一定存在冗余，即同样的
极大团被计算两次．例如，如图１所示，在计算包含
顶点６的极大团时，可以计算出三个极大团｛６，８，
９｝，｛５，６，７，８｝和｛４，５，６｝，而在计算以４为顶点的极
大团时，可以得到极大团｛２，３，４｝和｛４，５，６｝．由此看
出，极大团｛４，５，６｝被计算了两次，是一个冗余的极
大团．另外，｛５，６，７｝也是一个团，但它是非极大团，
因为它的顶点集合是团｛５，６，７，８｝的子集．

1

2
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4

5

6

7 8
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图１　图的极大团
为了减少冗余的发生，可以先行定义图犌中狀

个顶点的偏序关系，即狏１狏２…狏犽…狏狀．对于一个
给定的集合犘＝｛狏１，…，狏犽－１｝，在计算顶点狏犽包含
的极大团时，如果顶点狏犽与顶点狏犻∈犘和狏犼∈犘之
间存在边，那么在计算包含顶点狏犽的极大团时，由
于狏犽是狏犻和狏犼的后继，因此需要去掉顶点狏犻和狏犼，
防止冗余极大团的出现．例如，在计算顶点６的极大
团时，设置顶点６的去除顶点集合为｛４｝，那么就不
会计算出极大团｛４，５，６｝，而极大团｛４，５，６｝则可以
通过顶点４计算得出．
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３３　大图中全部极大团并行挖掘算法
根据上面的计算过程，首先对图犌中的顶点设

置一个偏序关系，然后依据偏序关系计算每个顶点
对应的去除顶点集合，最后并行计算每个顶点包含
的极大团，得到全部的极大团．

算法１为图犌中全部极大完全子图查找算法．
算法１．　ｖＣｌｉｑｕｅｓ（犌（犞，犈））
输入：连通图犌，包含顶点集合犞和边的集合犈
输出：图犌中的全部极大团
过程：ｖＣｌｉｑｕｅｓ（犌）
１．设置图犌中顶点的偏序关系狏１狏２…狏犽…狏狀；
２．ＦＯＲＥＡＣＨ狏∈犞
３．犌（狏）＝（犞狏，犈狏），犞狏＝｛狏｝∩Γ（狏），

犈（狏）＝｛（狌，狏）｜狌，狏∈犞（狏）∧（狌，狏）∈犈｝
４．犇犈犔（狏）＝｛狏犻｜（狏，狏犻）∈犈∧狏犻狏｝
５．犙＝φ；犛犝犅犌＝φ；犆犃犖犇＝φ；
６．犛犝犅犌＝犞狏∩Γ（狏）
７．犆犃犖犇＝犛犝犅犌－犇犈犔（狏）
８．犙＝犙∪｛狏｝
９．ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ（犛犝犅犌，犆犃犖犇）
１０．ＲＥＴＵＲＮ
过程１．ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ（犛犝犅犌，犆犃犖犇）
１．ＩＦ犛犝犅犌＝φＲＥＴＵＲＮ犙；
２．ＥＬＳＥ
３．从犛犝犅犌中选择选择一个顶点狌
４．ＷＨＩＬＥ犆犃犖犇－Γ（狌）≠φ｛
５．从犆犃犖犇－Γ（狌）中选择一个顶点狆
６．犙＝犙∪｛狆｝
７．犛犝犅犌狆＝犛犝犅犌∩Γ（狆）
８．犆犃犖犇狆＝犆犃犖犇∩Γ（狆）
９．ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ（犛犝犅犌狆，犆犃犖犇狆）
１０．犆犃犖犇＝犆犃犖犇－｛狆｝
１１．犙＝犙－｛狆｝
１２．｝
１３．ＲＥＴＵＲＮφ
算法１中，犙是一个全局变量，它保存一个极大

的完全子图．犛犝犅犌代表顶点狏的邻接顶点Γ（狏），
另一部分犆犃犖犇代表顶点狏的邻接顶点Γ（狏）与去
除顶点集合的差．在每次的递归调用中，若犛犝犅犌
为φ，算法就输出犙的内容作为一个极大团；若
犆犃犖犇不为空，则算法递归执行．

ｖＣｌｉｑｕｅｓ过程的第３行得到顶点狏的邻接顶点
集合，第４行按照顶点的偏序关系进行去除，第６行
和第７行分别计算出子图的顶点集合和候选顶点集
合，然后调用ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ过程来计算团．ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ
首先检查犛犝犅犌是否为空，若为空，输出一个极大

团；若不为空，从犆犃犖犇中取一个顶点进行扩张，继
续调用ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ过程，最终可以得到包含顶点狏
的全部极大团．

例如，通过上述算法可以计算出包含图１中顶
点１的一个极大团为｛１，２，３｝．ｖＣｌｉｑｕｅｓ的第８行得
到犙为｛１｝，第６行得到顶点集合犛犝犅犌为｛２，３｝，
犆犃犖犇为｛２，３｝．调用过程ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ，从｛２，３｝中获
得一个顶点３后，得到犆犃犖犇－Γ（３）为｛３｝，ｇｅｔ
Ｃｌｉｑｕｅｓ的第６行得到犙为｛１，３｝，犛犝犅犌为｛２｝．递
归调用ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ后，选择顶点２，犙为｛１，２，３｝，
犛犝犅犌为空，输出一个极大团｛１，２，３｝．故，包含顶点
１的极大团就为｛１，２，３｝．同理，在计算包含顶点２
的极大团的过程中，去除顶点１，得到一个极大团
｛２，３，４｝；顶点３计算过程中去除顶点１和２以后，
无法得到任何的极大团；顶点４计算过程中去除顶
点２和３以后，可以得到一个极大团｛４，５，６｝；顶点
５计算过程中去除顶点４后，得到极大团｛５，６，７，
８｝；而顶点６计算过程中去除顶点４和５以后，获得
极大团｛６，８，９｝；其它的顶点计算过程中在去除掉对
应的顶点后，都无法获得极大团．

综上所述，可以得到以下两个结论：（１）对于算
法１的第２行，顶点狏的邻接顶点不应被执行；（２）
不与顶点狏邻接的顶点必须被执行．

对于结论（１），假设顶点狏犻在算法１的第２行进
入循环执行，那么顶点狏犻的邻接顶点狏犻＋１，…，狏犽是
不需要执行循环的，因为在过程ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ的扩展
中，包含顶点狏犻＋１，…，狏犽的团已经被搜索了一次，再
次使用这些顶点搜索只能得到冗余极大团或者非极
大团；对于结论（２），虽然顶点狏犻和狏犼之间不存在
边，但是具有相同的邻接顶点狏犻＋１，…，狏犽．若狏犻＋１，
…，狏犽包含一个去掉顶点狏犻的团，相对于狏犻来说，就
是一个非极大团，但是如果这些非极大团在扩展一
个顶点狏犼后，仍然是极大团，那么它们就有可能是
一个极大团，所以不与顶点狏犻邻接的顶点必须执行
算法１中的循环．
３４　算法１的分析

定理１．　设犌（犞，犈）中的一个顶点集合犙＝
｛狆１，狆２，…，狆犱｝是一个极大团，那么以犙为基础的
极大团必定有：
犙（｛狆１｝∪Γ（狆１））∩…∩（｛狆犱｝∪Γ（狆犱））．

　　证明参考附录．
性质１．　给定犌（犞，犈）中的一个顶点狏，包含狏

的极大团只能在顶点集合｛狏｝∪Γ（狏）中进行扩张．
证明．　依据定理１，直接得证．
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定理２．　算法１可以正确、完备地计算出图中
的全部极大子团（证明参考附录）．

在算法１中，对顶点设置了偏序关系，在计算某
个顶点时，首先要得到去除顶点集合犇犈犔（狏）．此
时，犛犝犅犌和犆犃犖犇集合就不相同，犆犃犖犇集合中
的顶点数明显少于犛犝犅犌，因此，过程１中第４行的
循环结束时，犛犝犅犌不为空，此时，计算出的团是一
个非极大团，扩展后的结果不输出．例如，在数据图
图１中，计算包含顶点６的极大团时，按照算法１中
定义的偏序关系，顶点４和顶点５不包含在犆犃犖犇
＝｛６，７，８，９｝中，而犛犝犅犌＝｛４，５，６，７，８，９｝却包含
顶点４和５，在递归过程中，当计算团｛６，７，８｝时，
犆犃犖犇为空，犛犝犅犌不为空，所以不输出团｛６，７，
８｝，因为它是一个非极大团．

由上述分析可以看出，算法１中存在大量的非
极大团计算，浪费了系统资源．本论文的核心在于减
少这些非极大团的计算，对算法１进行优化．

４　极大团并行挖掘算法的优化
对于图１中的图数据，可以看出，当计算了顶点

１之后，围绕顶点２和顶点３的扩张过程也就没有
必要了．顶点４计算后，围绕顶点５和６的扩张也没
有必要进行．顶点８计算完后，围绕顶点７和９的扩
张过程亦可以去掉．因此，对算法１进行优化的策略
是找到必须要进行计算的顶点的集合，而其它的顶
点就无需进行扩张计算．下面将讨论如何通过涂色
方法，得到必须进行扩张计算的顶点．
４１　顶点的涂色分片

在一个团中，任意两个顶点之间的最短距离为
一条边的长度，也就是说，如果顶点集合犙中的任
意一个顶点到某个顶点狏之间的最短距离为１，那
么我们认为犙中的顶点可能包含在狏所在的极大
团中；反过来，如果顶点集合犙中的任何一个顶点到
某个顶点狏之间的最短距离大于１，那么我们认为犙
中的顶点一定不可能包含在狏所在的极大团中．

定理３．给定一个图犌（犞，犈），｜犞｜＝狀，顶点集
合犞被分解为子集犞１，犞２，其中犞１＝｛狏１｝∪Γ（狏１），
犞２＝犞－犞１∪犕，而犕表示为：

犕＝｛狏犽｜（狏犽，狏犼）∈犈∧狏犽∈犞１∧狏犼犞１｝
则必然存在顶点狌∈犞２，使得（狌，狏１）犈，即在集合
犞２中必定存在一个顶点狌，顶点狌和顶点狏１∈犞１之
间不存在边．此时，子集犞１对应的图犌中的极大团
与子集犞２对应的图犌中的极大团不可能重复（证明

参考附录）．
对于任意一个图的顶点集合犞，如果先找到一个

包含顶点狏１以及其邻接顶点形成的导出子图犌（狏１），
然后得到另一个子图，其顶点集合由：（１）剩余的全
部顶点犞－犞１；（２）这样的一些顶点狏犽，存在边（狏犽，
狏犾）∈犈，狏犽∈犞１，狏犾∈犞－犞１．（１）和（２）的顶点集合
构成另外一个导出子图．这样就形成图的两个不同
的分片．这样的两个分片中，按照定理３，它们包含
的极大团是不同的．

根据定理３，如果对顶点集合犞２，选择一个顶点
狌∈犞２，使得（狌，狏１）犈，那么就可以将犞２再次分
解，得到一个顶点集合｛狌｝∪Γ（狌）形成的子图犌（狌）
和新的顶点子集犞３形成的子图，当然，它们之间也
满足定理３．这样的分解过程递归执行，直到不能分
解为止．

从以上的分解过程，可以得出一个结论，给定一
个图犌（犞，犈），｜犞｜＝狀，按照定理３进行犽次分解
后，顶点集合犞被分解为犽个子集犞１，犞２，…，犞犽．
对于任意两个子集犞犻和犞犼，犞犻和犞犼都包含一个唯
一的顶点，满足：犞犻≠犞犼．

定义１．　相关顶点．由顶点｛狌｝∪Γ（狌）形成的
导出子图犌（狌）中，狌被称为相关顶点．

按照定理３分解的子集犞１，犞２，…，犞犽中，相关
顶点只可能存在于某个分片中，不可能被多个分片
共享．也就是说，子图犌（狏）的顶点集犞犽中，犞犽－｛狏｝
都是顶点狏的邻接顶点，即任何一个顶点狌∈犞犽，
（狌，狏）∈犈成立．这样的顶点狏也称为犞犽的相关
顶点．

因此，可以采用自顶向下的方法来分解原始图，
使其形成多个子图．首先，对于图犌中的顶点犞，任
意选择一个顶点狏为相关顶点，形成两个顶点的集
合犞１和犞′１，其中：犞１＝｛狏｝∪Γ（狏），犞′１＝（犞－犞１）∪
｛狏犻｜（狏犻，狏犽）∈犈∧狏犻∈犞１∧狏犽∈犞－犞１｝；然后在犞′１
中选择一个相关顶点狑，再对犞′１进行分解，得到两个
顶点的集合犞２和犞′２，犞２＝｛狑｝∪Γ（狑），犞′２＝（犞′１－
犞２）∪｛狏犻｜（狏犻，狏犽）∈犈∧狏犻∈犞２∧狏犽∈犞′１－犞２｝；依
次不断地递归，第犽次对犞犽进行分解，直到犞犽为空．
集合犞１，犞２，…，犞犽的相关顶点构成集合犛，其构成
图犌的犽个分片，表示为：犌（狏）＝（犖（狏），犈（狏）），其
中，犖（狏）＝｛狏｝∪Γ（狏）；
　　　犈（狏）＝｛（狌，狏）｜狌，狏∈犖（狏），（狌，狏）∈犈｝
　　　犌（犛）＝∪狏∈犛犌（狏）
　　每个重叠子图只包含一个相关顶点．图犌中的
其它顶点被称为不相关顶点．
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定义２．间接顶点．无向连通图犌（犞，犈）中，如果
存在两点狌∈犞，狏∈犞，满足：（１）（狌，狏）犈；（２）至少
存在一个顶点狑∈犞，使得（狌，狑）∈犈且（狑，狏）∈犈
成立，那么就称顶点狑是顶点狌和顶点狏的间接顶
点．后面的论述中，若无特别说明，默认讨论的是无
向连通图．

根据定义１的思想，如果能够将图分解成犽个
子集，并且每个子集都包含一个相关顶点，那么就可
以通过计算犽个相关顶点形成的重叠子图中的极大
团，得到原图犌（犞，犈）中的全部极大团．

接下来的问题是如何得到这些相关顶点的集
合．假如相关顶点之间是不存在边的，那么就可以认
为相关顶点集合与图的独立集是相同的．但是，这个
概念不正确，它们是有区别的，例如，如图２所示，如
果选择相关顶点为１、５和６，它也是独立集，但是，
按照这个相关顶点集合计算极大团时可能导致某些
极大团的遗漏问题．按照相关顶点集合１、５和６，将
图分为三个重叠子图犞１＝｛１，２，３｝，犞２＝｛３，４，５｝，
犞３＝｛２，４，６｝，采用算法１来计算图２的极大团时，
就会遗漏极大团｛２，３，４｝，遗漏的根本原因是极大团
｛２，３，４｝是由３个重叠子图的共享边组合而成．

6

1

2

3

4 5

图２　图的分解

采用图的分片不但满足并行执行的需要，还减
少了不相关顶点的计算过程，但随之而来的是极大
团的遗漏问题．所以，接下来讨论如何采取策略解决
该问题．

定义３．　顶点涂色的颜色．设有两种颜色犮和
μ犮，它们组合在一起形成一个有序对，我们称其为涂
色的颜色．在这个有序对中，我们称犮为颜色的全
色，μ犮称为颜色犮的半色．我们称多个这样的有序
对组成的集合为涂色的颜色集．

定义４．　顶点的涂色覆盖．设犆＝｛〈犮犻，μ犮犻〉｝是
覆盖颜色的集合．集合犞犐是无向图犌（犞，犈）的顶点
集合犞的子集，其满足：（１）顶点集合犞犐中的任意一
个顶点都被犆中的一个全色涂色，对于任何两个不
同的顶点狌∈犞犐和狏∈犞犐，狌和狏的涂色一定不一
样．（２）顶点集合犞－犞犐中的每个顶点都必须被犆
中的一个半色涂色．（３）对于犞犐中的任何一个顶点

狌∈犞犐，狌被涂成一个全色犮犻，那么，如果在犞－犞犐存
在一个顶点狏，并且（狌，狏）∈犈，那么顶点狏一定被覆
盖为犮犻的半色μ犮犻；或者存在顶点狌，狑∈犞犐，其涂色
分别为全色犮犻和犮犼（犻≠犼），并且存在（狌，狏），（狑，狏）∈
犈，那么狏要么被涂为半色μ犮犼，要么被涂为半色
μ犮犻．（４）如果在犞－犞犐中存在两个顶点狏、狌，并且
（狌，狏）∈犈，那么顶点狏，狌的涂色要么必须为相同的
半色，要么只能有一个顶点存在于犞－犞犐，即只能有
一个顶点是半色．此时，犞犐被称为顶点的涂色覆盖．

顶点涂色覆盖的物理意义是，对于图犌（犞，犈）
中的任何一条边，不允许出现该边的两个端点被涂
成两种不同的半色．

针对图２中的连通图，给出了一个顶点涂色覆
盖后的结果．如图３所示．在图３（ａ）中，集合犞犐＝
｛２，５｝，集合犞－犞犐＝｛１，３，４，６｝．顶点２和顶点５为
两种不同的全色，顶点１，３，４和６为顶点２的半色，
它们的半颜色是相同的．
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图３　顶点的涂色覆盖

如果将图中的全色顶点作为相关顶点集合，分
别用每个全色顶点对应的子图来计算极大团，遗漏
问题得以解决．例如图３中的顶点２，可以得到极大
团｛１，２，３｝，｛２，３，４｝，｛２，４，６｝，通过顶点５，可以得
到极大团｛３，４，５｝，得到了全部的极大团．

定义５．可涂色的颜色数．如果一个连通图犌（犞，
犈），根据定义４，使用了犽种覆盖颜色，那么我们就
说图犌（犞，犈）是犽色涂色．

图３（ａ）的颜色数量为２，即顶点１为一种全色，
顶点５为另外一种全色．

对于图２，如果采用另外一种颜色涂色方法，那
么就得到图３（ｂ）的覆盖结果．顶点１，４，５和６分别
涂一种全色，而顶点２和３涂为顶点１对应的半色．
此时，可以得到图３（ｂ）的颜色数为４．

从图３的例子可以看出，选择不同的全色顶点，
那么就会需要不同的颜色数，也就是说顶点涂色覆
盖犞犐的规模不确定，图３（ａ）需要２个全色，图３（ｂ）
需要４个全色．

定义６．　顶点涂色覆盖规模问题（Ｉｎｄｉｒｅｃｔ
Ｃｏｖｅｒ）．给定一个连通无向图，找到一个规模最小的
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涂色覆盖的颜色数量，即顶点子集的最小值，称这是
一个顶点涂色覆盖规模问题．

针对顶点的涂色规模问题，采用强力搜索策略
可以得到最优涂色结果，其包含３个步骤：

（１）对图中的顶点执行排列；
（２）对每一个排列，依次选择一个顶点：如果该

顶点未涂色，则对其涂全色，并对未涂色的邻接顶点
涂上半色，然后将该边放入已涂色集合中；如果该顶
点为半色，当它的邻接顶点也为相同的半色或者全
色时，将该边放入已涂色集合中；如果该顶点为全
色，则继续选择下一个顶点执行上述过程；

（３）顶点遍历完成后，计算全色顶点数量；接
着，选择下一个排列，继续执行步骤（２）．

上述过程可以得到一个最小规模的顶点涂色覆
盖，但是复杂度为犗（犈｜犞｜！）．当顶点的数量超过２０
时，几个小时内都无法计算出结果．

定理４．顶点涂色覆盖规模问题是ＮＰ完全的．
把顶点涂色覆盖这一最优化问题，可重新表述

为一个判定问题，即确定一个无向图是否具有一个
给定规模为犽的顶点涂色覆盖．作为一种语言，作如
下的定义：
ＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ＝｛〈犌，犽〉：图犌存在一个规模为

犽的顶点涂色覆盖｝．
（证明参考附录）．

４２　顶点涂色覆盖问题的近似算法
顶点涂色覆盖问题要求在一个给定的无向连通

图中，找到一个最小规模的覆盖颜色，这样的一个颜
色集合被称为顶点涂色覆盖的一个最优的颜色集
合，也称为最优的顶点集合．

虽然在一个图犌中寻找最优顶点覆盖颜色集
合比较困难，但是要找到一个近似最优的顶点覆盖
颜色集合则相对容易．下面给出的近似算法以一个
无向连通图犌为输入，返回涂色颜色规模不超过最
优涂色颜色规模两倍的结果．

算法２．ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ（犌）
１．犆＝φ
２．犈′＝犈（犌）
３．ＷＨＩＬＥ犈′≠φ
４．犲＝（狌，狏）是犈′中的任意一条边
５．顶点狌和狏覆盖不同的全色犮狌和犮狏
６．犆＝犆∪｛犮狌，犮狏｝
７．狌的邻接顶点Γ（狌）全部覆盖半色μ犮狌
８．狏的邻接顶点Γ（狏）全部覆盖半色μ犮狏
９．删除犈′中与狌和狏邻接的全部边
１０．将与Γ（狌）和Γ（狏）邻接的边插入犈″中

１１．ＷＨＩＬＥ犈″≠φ
１２．犲＝（狌，狏）是犈″中的任意一条边
１３．顶点狌和狏覆盖不同的全色犮狌和犮狏
１４．删除犈″中与狌和狏邻接的全部边
１５．犆＝犆∪｛犮狌，犮狏｝
１６．ＲＥＴＵＲＮ犆
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(d)

图４　近似多色顶点覆盖例子

　　下面以图４为例，讲述ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ
的执行过程．变量犆包含了正在构造的顶点颜色有
序对集合．第４行选择顶点１和２之间的边，执行第
５行，分别覆盖两种全色；然后将顶点１和２之间的
边、顶点１和３之间的边、顶点２和６之间的边以及
顶点２和４之间的边从犈′删除，由于顶点６和４具
有相同的半色，所以再将顶点６和４之间的边也从
犈′中删除；再将顶点３和４之间的边、顶点３和５之
间的边以及４和５之间的边插入到犈″中．再次循环
时，犈′中已经不存在边，因此第一个循环结束；第二
个循环中，从犈″选择顶点４和５之间的边，执行第
１３行，删除顶点４和５之间的邻接边；接下来的循
环中，由于犈″为空，循环结束，得到子集｛１，２，４，５｝．

该算法的运行时间为犗（犈），其中犈′采用邻接
表来表示．

定理５．　ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ有一个多项式
时间的２近似算法．

（证明参考附录）．
４３　基于顶点涂色分片的极大团挖掘算法

基于多色顶点覆盖的极大团查找算法是对算法
１的优化，目的在于减少冗余的计算过程．算法首先
采用顶点涂色覆盖算法得到全部的全色顶点，将全色
顶点作为相关顶点集合，然后计算出每个顶点的导出
子图犌（狏），即犌的重叠子图，也称为涂色分片，最后
对每个涂色分片，采用串行算法，得到全部的极大团．

由于无法得到最小的全色顶点集合，只能得到

０２５ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１９年

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



近似解，而近似解中，全色顶点之间就存在包含关
系，即两个全色顶点狏犻和狏犼之间存在边，故狏犻的重
叠子图犌（狏犻）中包含狏犼，而狏犼的重叠子图犌（狏犼）中也
包含狏犻．此时，如果利用近似解计算极大团时，不可
避免地会出现冗余计算问题．例如，采用图３（ｂ）的
全色顶点集合１，４，５和６来计算极大团时，就会出
现冗余团｛２，４，６｝和｛３，４，５｝．

出现冗余的根本原因是重叠子图中出现了一个
以上的全色顶点，为了去掉冗余，需要从重叠子图中
去掉多余的全色顶点．通过设置颜色的偏序关系犮１
犮２…犮犽后，再根据颜色的偏序关系来设置每
个重叠子图中的去除顶点集合．若犌（狏犻）中包含狏犼，
狏犻和狏犼之间存在关系犮（狏犻）犮（狏犼），则犌（狏犻）的去除
顶点集合就变更为犇犈犔（狏犻）＝犇犈犔（狏犻）∪｛狏犼｝．通
过设置去除顶点集合，减少了冗余极大团的出现．例
如，图３（ｂ）的全色顶点１，４，５和６中的颜色序列为
犮（１）犮（４）犮（５）犮（６），计算顶点４的重叠子图
的极大团时，由于犇犈犔（４）＝｛５，６｝，所以只能得到
｛２，３，４｝，计算顶点５的重叠子图的极大团时，顶点
６不在５的重叠子图中，所以犇犈犔（５）＝φ，能得到
｛３，４，５｝，同理，顶点６的极大团为｛２，４，６｝．

算法３描述了利用涂色分片思想设计的一个并
行挖掘大图犌中全部极大团的算法．

算法３．　ｖＣｌｉｑｕｅｓ（犌（犞，犈））
输入：连通图犌，颜色的拟序集合犮１犮２…犮狀
输出：图犌中的全部极大团
过程：ｖＣｌｉｑｕｅｓ（犌）

／／获得全部的全色顶点集合
１．犛犝犅犞＝ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ（犌）；
２．ＦＯＲＥＡＣＨ狏∈犛犝犖犞
３．犌（狏）＝（犞狏，犈狏），犞狏＝｛狏｝∩Γ（狏），

犈（狏）＝｛（狌，狏）｜狌∈犞（狏）∧狏∈犞（狏）∧（狌，狏）∈犈｝
４．犇犈犔（狏）＝｛狏犻｜（狏，狏犻）∈犈∧犮狏犻犮狏｝
５．犙＝φ；犛犝犅犌＝φ；犆犃犖犇＝φ；
６．犛犝犅犌＝犞狏∩Γ（狏）
７．犆犃犖犇＝犛犝犅犌－犇犈犔（狏）
８．犙＝犙∪｛狏｝
／／调用算法１中的犵犲狋犆犾犻狇狌犲狊过程

９．ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ（犛犝犅犌，犆犃犖犇）
１０．ＲＥＴＵＲＮ
算法３中，第１行得到顶点涂色覆盖，第３行计

算每个涂色分片，第４行根据颜色的偏序关系，计算
去除顶点集合，第６、７行计算出涂色分片的顶点集
合和候选顶点集合，第９行执行ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ过程．

４４　并行算法复杂度分析
根据文献［１８］的结论，对于包含有狀个顶点的

图犌（犞，犈），使用非并行算法来挖掘全部极大团的
时间复杂度是犗（３狀／３），它的时间复杂度与顶点数量
有关，算法也是目前最快的．为了利用并行计算，大
图数据通常按照顶点分解为狀个重叠子图，然后对
每个子图进行极大团的挖掘．假设犌（犞，犈）中顶点
度的最大值为犱，那么最坏情况下，并行计算复杂度
为犗（狀＋狀×３犱／３／狆＋狀×犱×μ），其中狀是顶点数量，
表示计算重叠子图的时间，狆代表机器数量，μ则表
示每个顶点所属极大团的数量．狀个顶点中每个重叠
子图的复杂度与其顶点最大度犱有关，即为犗（３犱／３），
过滤冗余极大团的复杂度为犗（狀×犱×μ），若对顶
点排序，则可以节省过滤冗余极大团的时间．当采用
涂色分片算法时，涂色分片过程是串行执行，其近似
算法的时间复杂度为犗（犈）．分片后图的全色顶点
数量不超过狀／２，最坏情况下并行算法时间复杂度
为犗（犈＋狀／２＋狀／２×３犱／３／狆）．由于涂色分片算法减
少了重叠子图的数量，故提高了计算的效率．

定理６．　算法３可以得到连通图犌的全部极
大团．

（证明参考附录）．

５　极大团并行挖掘算法的实现
论文中的计算平台采用Ｍａｓｔｅｒｓｌａｖｅ模型，一

台Ｍａｓｔｅｒ机器用于对图数据的顶点涂色分片，多台
Ｓｌａｖｅ机器用于执行极大团的查找过程．Ｍａｓｔｅｒ节
点执行时，得到每个重叠子图中的相关顶点．然后将
各个重叠子图信息发送到不同的Ｓｌａｖｅ机器．Ｓｌａｖｅ
机器在收到执行请求后，在本地执行极大团的查找
过程，并将结果返回给Ｍａｓｔｅｒ机器．

平台采用ＪＡＶＡ编程语言，使用并发、分布式
和容错的ａｋｋａ①［３０］工具包来建立计算平台，编写了
一个基于Ｍａｓｔｅｒ／Ｓｌａｖｅ模式的计算程序，实现了论
文中所描述的算法．过程２和３描述了Ｍａｓｔｅｒ端程
序和Ｓｌａｖｅ端程序的逻辑，其并行计算过程如下．

过程２．　Ｍａｓｔｅｒ机器的执行过程．
输入：大图数据
输出：大图中包含的全部极大团
１．ｃｌａｓｓＣＦｉｎｄＭａｓｔｅｒｅｘｔｅｎｄｓＵｎｔｙｐｅｄＡｃｔｏｒ｛
２．ｏｎＲｅｃｅｉｖｅ（Ｏｂｊｅｃｔｍｅｓｓａｇｅ）｛

１２５３期 汤小春等：大图中全部极大团的并行挖掘算法研究
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３．ＩＦ（ｍｅｓｓａｇｅｉｎｓｔａｎｃｅｏｆＳｔｒｉｎｇ）｛
４． 犘＝ｖＣｌｉｑｕｅｓ１（犌）；
５．ＦＯＲＥＡＣＨ狆∈犘
６． ｗｏｒｋｅｒ＝Ａｃｔｏｒｓ．ａｃｔｏｒＯｆ（ｎｅｗ

ＣＦｉｎｄＣｌｉｑｕｅｓ（狆））．ｓｔａｒｔ（）；
７．｝ＥＬＳＥ｛
８． ｏｕｔｐｕｔｃｌｉｑｕｅ；
９．｝
１０．｝
１１．｝
ｍａｓｔｅｒ程序中的第４行ｖＣｌｉｑｕｅｓ１方法，它是

对算法３中的涂色分片功能（第１，３，４，５，６，７和８
行代码）的封装，即得到全部的分片集合；Ｓｌａｖｅ机器
上的ｖＣｌｉｑｕｅｓ２方法，则是将算法３中的第９行进行
封装，其目的是计算各个分片中的极大团．

当ＣＦｉｎｄＭａｓｔｅｒ接收到类型为Ｓｔｒｉｎｇ的消息
时，执行ｖＣｌｉｑｕｅｓ１得到涂色分片集合，其中每个涂
色分片中，有且只有一个顶点为分片的核心，该顶点
一定被涂为全色，分片中的其它顶点一定是核心顶
点的邻接顶点．过程２的第５行，对每一个涂色分片
子图，第６行启动一个Ａｃｔｏｒ来执行极大团的挖掘．
当ＣＦｉｎｄＭａｓｔｅｒ接收到其它消息时，输出挖掘出的
极大团．

过程３．　Ｓｌａｖｅ机器的执行过程．
输入：重叠子图、相关顶点及去除顶点
输出：重叠子图中的极大团
１．ｃｌａｓｓＣＦｉｎｄＣｌｉｑｕｅｓｅｘｔｅｎｄｓＵｎｔｙｐｅｄＡｃｔｏｒ｛
２．ｖｏｉｄｏｎＲｅｃｅｉｖｅ（Ｏｂｊｅｃｔｏ）｛
３．Ｓｔｒｉｎｇｒｅｓｕｌｔ＝ｖＣｌｉｑｕｅｓ２（ｏ）；
４．ｒｅｐｌｙＵｎｓａｆｅ（ｒｅｓｕｌｔ）；
５．｝
６．｝

　　当Ｓｌａｖｅ收到Ｍａｓｔｅｒ发送来的消息后，就执行
ｖＣｌｉｑｕｅｓ２过程，即调用极大团挖掘算法，得到涂色
分片中的极大团．计算结束后，Ｓｌａｖｅ机器将计算结
果返回给Ｍａｓｔｅｒ机器．

６　实验评价
在建立测试用的集群平台时，极大团计算相关

的Ａｃｔｏｒ代码由自己实现．平台使用了１６台中科曙
光服务器６２０／４２０，操作系统为ｒｅｄｈａｔＥｎｔｅｒｐｒｉｓｅ
ｓｅｒｖｅｒ７．１Ｘ８６＿６４，ＪＡＶＡ执行环境采用ＪＤＫ８ｕ１３１
的６４位版本虚拟机，每台物理服务器安装２个８核
的ＡＭＤＯｐｔｅｒｏｎ（ＴＭ）Ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ６２１２处理器，
１６ＧＢ内存．测试时，在每台机器上可以启动多个
ＪＶＭ进程并行运行．
６１　实验数据

实验数据来自于斯坦福大学的大图数据库［２９］和
ＥＲ模型产生的随机图，表１给出了测试用的图结构
以及图包含的特性．其中图ｓｏｃｓｉｇｎｅｐｉｎｉｏｎ［３１］、ｓｏｃ
ｅｐｉｎｉｏｎｓ［３２］、ｌｏｃｇｏｗａｌｌａ［３３］和ｓｏｃｓｌａｓｈｄｏｔ０９０２［３４］是
社会网络，顶点代表用户，边代表朋友关系．ｗｅｂ
ｇｏｏｇｌｅ［３４］是Ｗｅｂ网页关联图，顶点代表网页，边代
表超链接．Ｗｉｋｉｔａｌｋ［３５］图中的顶点代表用户，而边
代表对其它用户的评价页的修改．Ａｓｓｋｉｔｔｅｒ［３６］代
表的是一个因特网的路由图．为了进行极大团的挖
掘，这些图都按无向图进行处理，并且去掉了度为２
的顶点和其关联的边．ＵＧ１００ｋ．００３是一个随机图，
该图包含１０００００个顶点，边的生成概率为０．０００３．
另一个随机图ＵＧ１ｋ．３０中顶点的数量是１０００，边
的生成概率是０．３．

表１　实验中的图结构数据说明
编号 图名称 顶点数 边数 极大团数 最大度 平均度
１ ＵＧ１ｋ．３０ 　１０００ １４９８３１ １５１１２７５８ 　３５０ ２９９．５０
２ ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ ７５８７９ ４０５７４０ １６８０９３３ ３０４４ １０．７０
３ ｓｏｃｓｌａｓｈｄｏｔ０９０２ ８２１６８ ５０４２３０ ６４２１３２ ２５５２ １２．３０
４ ＵＧ１００ｋ．００３ １０００００ １４９９７８９１ ４４８８６３０ ３７９ ３００．２０
５ ｓｏｃｓｉｇｎｅｐｉｎｉｏｎ １３１８２８ ７１１２１０ ２２０６７４９５ ３５５８ １０．７９
６ ｌｏｃｇｏｗａｌｌａ １９６５９１ ９８０３２７ １００５０４８ １４７３０ ９．６０
７ ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ ８７５７１３ ４３２２０５１ ９３９０５９ ６３３２ ９．９０
８ ａｓｓｋｉｔｔｅｒ １６９６４１５ １１０９５２９８ ３５００２５４８ ３５４５５ １３．１０
９ ｗｉｋｉｔａｌｋ ２２９４３８５ ４６５９５６５ ８３３５５０５８ １０００２９ ３．９０

　　表２给出了各个图在进行涂色分片前后包含的
相关顶点数（涂全色的顶点数）以及涂色分片过程需
要花费的时间．从表中可以看出，涂色分片所花费的
时间基本都在秒级范围，与极大团的计算时间相比，
涂色分片时间所占比例非常小．另外，分片时间与边

的数量之间呈线性关系，边的数量越多，分片时间越
长．观察表２中涂色后全色顶点数一栏，可看出涂色
分片后的相关顶点数明显减少，其减少的顶点数比
例大约为３０％左右；而对于顶点的平均度较小的
图，如ｗｉｋｉｔａｌｋ，其相关顶点减少的比例多达９０％以
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上，其它几个图的相关顶点减少比例在４０％～６０％范
围内．平均来看，只有５０％左右的顶点需要进行计算，
而另外５０％左右的顶点则不需要启动进程计算．为
了描述顶点减少的效果，采用压缩比ρ来描述，其中

ρ＝｜犞１｜／｜犞２｜，｜犞１｜是表２中涂色后全色顶点数，
｜犞２｜是表２中涂色前顶点数即全部顶点数，从表２中
数据可以看出，压缩比基本上在５０％左右．

表２　涂色前后顶点数对比
编号 图名称 涂色前顶点数 涂色后全色顶点数 压缩比 分片时间／ｓ
１ ＵＧ１ｋ．３０ 　１０００ 　７１２ ０．７１２ ０．３３２
２ ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ ７５８７９ ３４２０２ ０．４５１ ０．１３０
３ ｓｏｃｓｌａｓｈｄｏｔ０９０２ ８２１６８ ３８２０６ ０．４６５ ０．１６９
４ ＵＧ１００ｋ．００３ １０００００ ８６３９１ ０．８６４ ３．２１０
５ ｓｏｃｓｉｇｎｅｐｉｎｉｏｎ １３１８２８ ６００５５ ０．４５６ ０．２４０
６ ｌｏｃｇｏｗａｌｌａ １９６５９１ １１２８６１ ０．５７４ ０．３２３
７ ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ ８７５７１３ ４１９８８６ ０．４８０ １．７７５
８ ａｓｓｋｉｔｔｅｒ １６９６４１５ ８７５９０６ ０．５１６ １．６２２
９ ｗｉｋｉｔａｌｋ ２２９４３８５ １０４９６３ ０．０４５ ３．１１５

６２　并行挖掘算法的性能测试
为了比较不同算法在分布式环境下的运行时

间，论文比较了传统的ＢＫ串行算法、本文中的并行
算法以及涂色分片后并行算法的运行时间，采用分
布式模式来运行表１中的图数据，表３为运行结果．
测试时，Ｍａｓｔｅｒ机器按照轮循法将顶点分配到不同

的Ｓｌａｖｅ机器上，各Ｓｌａｖｅ机器接收到子图后，启动
ａｃｔｏｒ进行计算，并记录开始时间，所有任务结束再
次记录时间，两个时间差为运行时间．从表３中可以
看出，ＢＫ串行算法时间最长．不进行涂色分片直接
并行计算极大团，运行时间较好．涂色分片后并行计
算，运行时间最短．

表３　不同图数据的运行时间／狊
算法 机器数 图标号

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
串行算法 １ １４２１０ １０４６ ３７５  １２０８１ １６２０ ６８１８  

未涂色算法
４ ３６８４ ３２４ １５０ ３５２１３ ３９２４ ４１３ ２０８０ ３５５５３ ２３７０２
８ １８２７ １７１ １２３ １８５３２ ２１８０ ２３１ １０９２ １９７８９ １３１７８
１５ ８８７ １０３ ８４ １０９８３ １３６８ １２７ ６８３ １２４２５ ７０３１

涂色分片算法
４ ２５７８ ２２６ １０８ ２４６６１ ２７８６ ２８５ １５１８ ２４８８７ １６８２７
８ １４３１ １２１ １０１ １４８２５ １６３７ １７８ ７７２ １５８３５ ９８８５
１５ ７８５ ８５ ７９ ８７８９ １１４１ １０４ ５２０ １０５３２ ５６３１

　　表３中有３种极大团枚举算法，使用ＢＫ串行
算法，只有一个ＪＶＭ，而使用未涂色分片算法和涂
色分片算法时，Ｓｌａｖｅ机器的数量分别为４，８和１５．
表３中对应的数据代表运算时间，表中的含义是
计算时间太长，即在１０ｈ内无法计算出结果．

从表３中的数据可以看出，并行的未涂色算法
与并行的涂色算法相比，涂色算法的运行时间普遍
较短．使用未涂色分片算法时，４台服务器的运行时
间是串行算法的３０％左右，其原因是并行运行带来
性能的提高；８台服务器时运行时间更短，大约是串
行算法运行时间的２０％左右，原因是并行度的增
加，更加充分地利用了计算资源，执行效率得到提
升；１５台服务器时运行时间更短，大约是串行算法
运行时间的１４％左右．从运行时间看，１５台服务器
并没有导致大幅度地缩短时间，原因在于有些服务
器计算结束的较早，而有些服务器计算结束的较晚，

影响了最后的结束时间，导致运行时间变长．而涂色
分片算法与未涂色分片算法比较后显示，不论４台
服务器、８台服务器或者１５台服务器，性能都得到
提升，其性能提升基本在３０％左右．针对不同的图
数据，性能提升幅度变化差异较大，分析原因在于负
载平衡的问题，即某些服务器中的计算任务结束的
慢，导致整个任务完成时间较长．
６３　负载平衡测试

针对未涂色分片算法和涂色分片算法，采用
Ｍａｓｔｅｒ／Ｓｌａｖｅ模型进行计算，Ｍａｓｔｅｒ机器用来向各
个Ｓｌａｖｅ机器发送执行任务，并管理各个Ｓｌａｖｅ机器
的状态．Ｓｌａｖｅ机器负责具体的团的计算，每台Ｓｌａｖｅ
机器上启动１个ＪＶＭ进程，每个ＪＶＭ进程负责计
算一部分极大团．Ｍａｓｔｅｒ机器上，分别采用轮循法
以及任务请求方法将包含各个顶点的重叠子图分配
到Ｓｌａｖｅ机器上．轮循法中，将各个ＪＶＭ进行排队，
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需要进行计算的重叠子图被依次分配到各个不同的
ＪＶＭ进程中，最后一个ＪＶＭ分配任务后，又从第一
个ＪＶＭ开始循环，该方法保证了每个ＪＶＭ获得公
平的计算任务数．任务请求法的分配原则是先给每
个ＪＶＭ分配一个任务进行计算，然后当某个Ｓｌａｖｅ
机器上的ＪＶＭ计算任务完成，Ｍａｓｔｅｒ再向该Ｓｌａｖｅ
机器的ＪＶＭ发送新的计算任务，持续执行直到所
有的任务都完成为止．

图５和图６分别给出了使用轮循法与任务请求
法进行任务分配时，对图数据ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ以及
ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ进行极大团计算的结果，其中横坐标代表
不同机器上的８个不同的ＪＶＭ进程，纵坐标代表
ＪＶＭ的计算完成时间．图５（ａ）的数据是采用未涂色
算法计算极大团时各个ＪＶＭ运行时间；图５（ｂ）的
数据是采用涂色分片算法时各个ＪＶＭ的运行时间．
图６（ａ）代表使用未涂色分片算法时，各个ＪＶＭ计算
极大团的时间，图６（ｂ）代表使用涂色分片算法后各
个ＪＶＭ计算极大团的时间．很明显，在负载平衡方
面，任务请求法比轮循法效果更好．对于图５（ａ）中
的任务请求法，每个ＪＶＭ进程的运行时间基本在
１２０ｓ，第一个ＪＶＭ进程由于最后一个团的计算花
费较多时间，所以结束的相对晚．而图５（ａ）中的轮
循法，各个ＪＶＭ的结束时间变化非常大，有的结束
的较早，而有的结束的较晚．对于图５（ｂ）中的任务
请求法和轮循法，除了使用涂色算法减少了计算时
间外，每个ＪＶＭ的计算结束时间与图５（ａ）中计算
结束时间相同．对于图６中的ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ图数据，
实验得出的结论与图５的实验得出的结论相同．所以
得出结论，在负载平衡方面，不管是涂色算法还是未
涂色并行算法，各个ＪＶＭ的运行时间差距都得到一
定的缩小．

由于每个顶点包含的分片大小不等，造成各个
任务执行时间长短不一．轮循法一次性将所有任务
平均分配到各个ＪＶＭ上，分配到较多小任务的
ＪＶＭ结束的比较早，而任务请求法是当某个ＪＶＭ
队列中的任务数小于预先设定的阈值时，该ＪＶＭ
向Ｍａｓｔｅｒ节点请求分派任务．该方法既保证了
ＪＶＭ不空转，也满足任务在各个ＪＶＭ上均匀分配．
所以，从图５和图６中，可以看出任务请求法缩小了
不同节点之间结束执行时间的差别．但是，每一次任
务请求时，都需要经过请求、调度和发送过程，增加
了额外开销．相较而言，任务请求法使得各个节点执
行时间较均匀，但是额外开销大，而轮循法的各个节
点执行时间差别大，但是额外开销小．

相对于未涂色分片算法，本文采用的涂色分片
算法，减少了顶点的个数，不管是ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ图还
是ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ图，图５和图６的实验结果均显示，
ＣＰＵ的运行时间减少了３０％左右，因此，得出结论，
涂色分片算法可以降低计算极大团的运行时间．
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图６　ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ负载平衡结果

运行时间降低的幅度取决于两个因素，非极大
团的计算时间以及冗余顶点的计算时间．
６４　犕犪狊狋犲狉犛犾犪狏犲模型的通信量测试

为了测试在ＭａｓｔｅｒＳｌａｖｅ模型下Ｍａｓｔｅｒ机器
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与Ｓｌａｖｅ机器之间通信量，本文针对不同的图数据、
涂色分片和不涂色分片策略，测试了执行过程中网
络的通信量．通信量由３部分组成：（１）Ｍａｓｔｅｒ向各
Ｓｌａｖｅ发送图数据；（２）各Ｓｌａｖｅ向Ｍａｓｔｅｒ返回计算
结果的数据；（３）各Ｓｌａｖｅ定时向Ｍａｓｔｅｒ发送状态数
据．对于任务请求法与轮循法，由于发送和接收的数据
大小一样，只是时机不同，因此没有单独进行测试．表４
中的数据是在所有Ｓｌａｖｅ节点正常运行状况下的
ＭＧ端统计结果，论文只统计了全部通信数据量．

表４　犕犪狊狋犲狉犛犾犪狏犲模型下的通信量／犕
图名称 未涂色分片 涂色分片
ＵＧ１ｋ．３０ ４５２．３０ ４４６．７０
ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ ２３．６６ １９．７０

ｓｏｃｓｌａｓｈｄｏｔ０９０２ １９．１７ １７．９０
ＵＧ１００ｋ．００３ １７０．２０ １６６．９０
ｓｏｃｓｉｇｎｅｐｉｎｉｏｎ ２３６．９０ ２２１．５０
ｌｏｃｇｏｗａｌｌａ ３４．７４ ２８．２２
ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ １２９．３０ １１６．７０
ａｓｓｋｉｔｔｅｒ ４８２．４０ ３９７．５０
ｗｉｋｉｔａｌｋ ４３５．６０ ３１５．５０

从表４可以看出，图ＵＧ１ｋ．３０数据量小，每个
极大团的顶点数多，通信量大．图ｓｏｃｓｌａｓｈｄｏｔ０９０２
包含的极大团数量小，每个极大团包含的顶点也少，
通信量较小．由此可知，Ｍａｓｔｅｒ和Ｓｌａｖｅ之间的数据
通信主要与输入文件、极大团的数量以及每个极大
团包含的顶点有关．
６５　并行算法的加速比和效率

加速比经常用来衡量串行算法和并行算法的关
系，它表示为串行时间与并行时间的比值：犛（狀，狆）＝
犜狊（狀）／犜狆（狀，狆），其中狀表示输入数据规模，狆表示
并行处理器的数量，犜狊表示串行计算的时间，犜狆表
示并行计算的时间．论文中对输入的图数据ｓｏｃ
ｅｐｉｎｉｏｎｓ和ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ使用两种算法分别测试，
ＪＶＭ数量依次从１，８，１６增加到１２０，通过增加并行
进程数（一台服务器上启动多个独立运行的ＪＶＭ
进程）的方式增加处理器的数量来展示算法的加速
比．图７（ａ）和７（ｂ）显示了对图数据ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ和
ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ执行不同算法的加速比．观察实验结
果，两个图数据都显示出了较好的加速度，当ＪＶＭ
数量较少时，获得了近似于线性的加速比．随着
ＪＶＭ的数量增加，加速比的增长趋势变得缓慢，
ＪＶＭ数量约为８０时，加速比达到最大值，此后加速
比回落，分析后发现，随着ＪＶＭ的增加，通信延迟、
调度处理以及ＪＶＭ内存回收开销增多，导致并行
执行时间增加．从图７显示的数据可以看出，图ｓｏｃ
ｅｐｉｎｉｏｎｓ看起来比图ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ有些许变化，因为
存在顶点涂色的代价对总运行时间的影响．

图７　并行算法加速比

另外，为了说明极大团挖掘过程中“每一个ＪＶＭ”
的加速比，论文测试了并行算法的效率，用犈（狀，狆）
表示，犈（狀，狆）＝犛（狀，狆）／狆，通常并行效率都会小于
１．图８（ａ）和８（ｂ）分别对图数据ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ和
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ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ的并行算法效率进行了测试．从图８显
示的曲线看出，并行算法的效率开始的时候下降比
较缓慢，在ＪＶＭ数量为８０左右后开始急剧下降．

从图７和图８的结果看出，虽然ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ的
规模比ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ的规模大，但是它计算出来的
极大团数量远远小于ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ的极大团数量，
所以两者加速比区别不是特别明显．

从图７和图８的结果看出，使用顶点涂色分片
算法，其加速比曲线好于未涂色分片算法，但是，两
者的差别不是特别大，说明了顶点涂色算法对加速
比的影响比较小．
６６　与其它方法的比较

论文还验证了文献［２３］中的算法ＰＥＣＯ，一个
基于ＭａｐＲｅｄｕｃｅ的并行ＭＣＥ算法，并且比较了该
算法与本文中算法的性能．ＰＥＣＯ算法把输入的图
数据分割成多个子图，然后独立地处理每个子图，以
便得到极大团．对于这个实验，使用了基于Ｈａｄｏｏｐ
２．６建立起来的集群，其中包括１６台曙光６２０服务
器，每台服务器安装２个８核的ＡＭＤ处理器和１６
ＧＢ的ＲＡＭ．
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图９　ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ和ｗｅｂｇｏｏｇｌｅ执行时间

从图９（ａ）中可以看出两个算法的运行时间的

对比，对于ＰＥＣＯ算法，图中的任务数指的是Ｒｅ
ｄｕｃｅ任务数量，它从８变化到６４；而对于涂色分片
算法，任务数指的是ＪＶＭ进程的个数，它也从８变
化到６４．在ｓｏｃｅｐｉｎｉｏｎｓ图数据上，使用６４个任务，
涂色分片算法比ＰＥＣＯ算法快１．５倍左右，在任务
数为１６时，涂色分片算法比ＰＥＣＯ算法大约快２倍
（两种算法都使用相同排序规则来计算团的数量）．
本文算法的优势在于减少了计算过程中的通信时间
以及非极大团的计算时间，另外，本文中的算法可以
很好的控制各个任务之间的负载平衡，使得算法可
以高效地使用更多的处理器．

相同的结论也在图数据ｗｅｂｇｏｏｌｅ上得到证明
（图９（ｂ）所示）．从两个图的结果可以看出，涂色分片算
法在计算大图数据的极大团时，比单纯的Ｍａｐ
Ｒｅｄｕｃｅ计算模型更能节省计算资源和计算时间．

７　结　论
极大团挖掘在许多领域中都有重要的应用．顺

序极大团挖掘算法得到了广泛而深入的研究，随着
图数据规模的扩大，并行极大团挖掘算法显得越来
越重要．论文通过顶点的涂色后分片策略，解决了现
有算法中大量的非极大团计算问题，通过对包含几
百万顶点的图数据进行测试，算法都能够提高３０％
左右的效率．但是，算法在分片规模上还有待进一步
的提高，另外，还应当尽量减少计算过程中的负载不
平衡问题．

致　谢　诚挚感谢评阅老师对论文提出的改进
意见．
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附　录
定理１．设图犌（犞，犈）中的一个顶点的集合犙＝｛狆１，

狆２，…，狆犱｝是一个极大团，那么以犙为基础的极大团必定有：
犙（｛狆１｝∪Γ（狆１））∩…∩（｛狆犱｝∪Γ（狆犱））．

　　证明．　设犙＝｛狆１，狆２，…，狆犱｝是一个团，假设存在一个
顶点狏∈犞－犙，满足（狏，狆１）∈犈，（狏，狆２）∈犈，…，（狏，狆犱）∈
犈，那么按照团的定义｛狏｝∪犙必定是团．

故，｛狏｝∪犙（｛狆１｝∪Γ（狆１））∩…（｛狆犱｝∪Γ（狆犱））成立．
下面证明团犙是极大的．
假设｛狏｝∪犙是一个极大团，但是顶点狏｛狆犽｝∪Γ（狆犽），

１犽犱．由于｛狏｝∪犙是一个团，那么顶点狏必定与犙中的
每个顶点相邻，顶点狏与顶点狆犽之间必定存在边，所以，假
设不成立．定理１得证． 证毕．

定理２．　算法１可以正确且完备地计算出图中的全部
极大子团．

证明．　算法１中的ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ的第５行，取得一个顶
点并加入团中，第７行和第８行，计算该顶点的邻接顶点集
合，递归调用ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ，再得到一个顶点及其邻接顶点，一
直持续到犛犝犅犌＝φ为止．而该过程其实就是对定理１中的
各个顶点进行逐步求交的过程，即：先计算｛狆１｝∪Γ（狆１），再
计算｛狆１｝∪Γ（狆１））∩｛狆２｝∪Γ（狆２），再依次计算．

所以，它可以正确计算出一个极大团，算法１中，每个顶
点都调用并执行ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ过程，因此，可以得到输入图中
的全部极大团．故：定理２成立． 证毕．

定理３．　给定一个图犌（犞，犈），｜犞｜＝狀，顶点集合犞被
分解为２个子集犞１，犞２，其中：
犞１＝｛狏１｝∪Γ（狏１），犞２＝犞－犞１∪｛狏犽｜（狏犽，狏犼）∈犈∧

狏犽∈犞１∧狏犼犞１｝．则必然存在顶点狌∈犞２，使得（狌，狏１）犈，
即在集合犞２中必定存在一个顶点狌，顶点狌和顶点狏１∈犞１
之间不存在边．此时，子集犞１对应的图犌中的极大团与子集
犞２对应的图犌中的极大团不可能重复．

证明．　需要证明两个问题．一是犞１中的极大团不会与
犞２中的极大团相同；二是它们各自的极大团之间不存在包
含关系．

因为顶点集合犞１由狏１的邻点组成，所以根据性质１（给
定犌（犞，犈）中的一个顶点狏，包含狏的极大团只能在顶点集
合｛狏｝∪Γ（狏）中进行扩张）可知，犞１中的任何极大团必定包
含顶点狏１．而犞２＝犞－犞１∪｛狏犽｜（狏犽，狏犼）∈犈∧狏犽∈犞１∧
狏犼犞１｝，所以犞２中不可能包含顶点狏１，犞２中的极大团不可
能包含顶点狏１，故，犞１和犞２中包含的极大团不会重复．

假设犮１是犞１中的一个极大团，而犮２是犞２中的一个极大
团，那么根据定理１可以得知，犮１中一定包含顶点狏１；如果存
在极大团犮１犮２，那么犮２中也必定包含狏１．但是，由于犞２中
不可能包含狏１，这显然矛盾，所以犮１犮２不成立．定理３得证．

证毕．
定理４．　顶点涂色覆盖规模问题是ＮＰ完全的．
把顶点涂色覆盖这一最优化问题，可重新表述为一个判

定问题，即确定一个无向图是否具有一个给定规模为犽的顶
点涂色覆盖．作为一种语言，作如下的定义：
犐狀犱犻狉犲犮狋犆狅狏犲狉＝｛〈犌，犽〉：图犌存在一个规模为犽的顶点

涂色覆盖｝．
下面证明这个问题是ＮＰ完全的．
证明．　首先来证明犐狀犱犻狉犲犮狋犆狅狏犲狉∈犖犘．假定已知一个

图犌＝（犞，犈）和整数犽，我们选取的整数就是顶点涂色覆盖
犞犐犞．检验算法可以证明｜犞犐｜＝犽，检查两个条件：（１）对于
每个顶点狏∈犞－犞犐，该顶点一定属于某个顶点的全色涂色
的一种半色；（２）对于任意两个顶点狏∈犞－犞犐以及狌∈犞－
犞犐，如果存在（狏，狌）∈犈，那么对于顶点狏和顶点狌来说，它
们必然具有相同的半色．也就是说，任意一个顶点狏∈犞－
犞犐，它一定与犞犐中的某个顶点之间存在边，另外，如果犞－
犞犐中有两个顶点是两种不同颜色的半色，它们之间不存在边．

对于一个给定的子集犞犐，确认犞犐中的顶点与犞－犞犐中
的顶点之间是否存在边，同时确认若犞－犞犐中任意两个顶点
之间有边，它们是同样的半色．针对这样的过程，我们很容易
在多项式时间内验证这个问题．所以，我们判定犐狀犱犻狉犲犮狋
犆狅狏犲狉∈犖犘．

我们用３犛犃犜问题证明３犛犃犜犘犐狀犱犻狉犲犮狋犆狅狏犲狉关系成立．
由于３犛犃犜是ＮＰ完全问题，所以我们通过规约判断犐狀犱犻狉犲犮狋
犆狅狏犲狉∈犖犘成立．

要证３犛犃犜犘犐狀犱犻狉犲犮狋犆狅狏犲狉．任给３犛犃犜的一个实例，
它由合取范式犉＝犆１∧犆２∧…∧犆犿和变元狓１，狓２，…，狓狀组
成，其中犆犼＝狕犼１∨狕犼２∨狕犼３，每个狕犼犽（１犽３）为某个狓犻或
狓犻．把这个实例映射到ＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ的实例犳（犐），犳（犐）由
图犌＝（犞，犈）和犓＝狀＋３犿构成，其中：
犞＝犞１∪犞２∪犞３，犈＝犈１∪犈２∪犈３．
犞１＝｛狓犻，珚狓犻｜１犻狀｝，
犞２＝｛（狓犼犽，犼）｜１犼犿，１犽３｝，
犞３＝｛狔犼犽｜１犼犿，犽＝１，２，３｝，
犈１＝｛｛狓犻，珚狓犻｝｜１犻狀｝，
犈２＝｛｛（狓犼犽，犼），狕犼犽｝∪｛（狓犼犽，犼），狔犼犽｝｜１犼犿，犽＝１，
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２，３｝，
犈３＝｛｛狔犼１，狔犼２），｛狔犼２，狔犼３｝，｛狔犼１，狔犼３｝｜１犼犿｝，
犉＝（狓１∨狓３∨狓４）∧（狓１∨狓２∨狓４）．
当狕犼犽＝狓犻时，狔犼犽＝狓犻；当狕犼犽＝珚狓犻时，狓犼犽，犼＝珚狓犻．
图犌可以分为３个部分，每一部分都有各自的功能．第

一部分，对于每一个变元狓犻，犌有两个顶点狓犻，珚狓犻和一条边
｛狓犻，珚狓犻｝，为了满足顶点的涂色覆盖，即顶点狓犻，珚狓犻之间必须
存在一个全色，也即顶点涂色覆盖中必须包含顶点狓犻或者
珚狓犻，分别对应于赋值狋（狓犻）＝１或者狋（珚狓犻）＝０．如果狓犻，珚狓犻具有
相同的半色，这就要求顶点狓犻，珚狓犻之间存在一个共同的顶点，
而根据我们构造的图结构，在狓犻，珚狓犻之间不可能存在一个共
同顶点，该顶点与狓犻，珚狓犻都存在边，所以狓犻，珚狓犻之间一定要有
一个顶点为全色覆盖．

第二部分表示与犞１中顶点之间的边的连接关系．对于
每一个简单的析取式犆犼＝狕犼１∨狕犼２∨狕犼３，犌有三条边（（狓犼１，
犼），狔犼１），（（狓犼２，犼），狔犼２），（（狓犼３，犼），狔犼３）对应，同时还包含三
条边（（狓犼１，犼），狓１），（（狓犼２，犼），狓２），（（狓犼３，犼），狓３），这三条边与
变量对应．这六条边中，每两条边之间都共用一个顶点（狓犼１，
犼），它们分别形成三条路径．为了对这三条路径中的顶点涂
色，针对每一条路径，它由３个顶点组成，因此，要么对公共
顶点（狓犼１，犼）覆盖全色，要么对公共顶点（狓犼１，犼）涂上一种半
色，当公共顶点为半色时，路径上的两个端点就必须被涂上
两种不同的全色，否则无法满足顶点涂色覆盖问题的要求．

第三部分表示与犞２中顶点之间的边的连接关系．它是
三条边的集合犈３．犈３中的３条边将犞３中顶点之间进行相互
连接．同时犞３中每个顶点与犞２中的３个顶点形成一一映射
关系，即它们形成一些特殊的边，这些特殊的边与犉有关．
对于每一个犆犼，把对应的犆犼中的文字狕犼犽与特殊边（（狓犼犽，犼），
狔犼犽）对应起来，对于每一个使得文字狕犼犽为真和假的情况，分
别设置特殊边（（狓犼犽，犼），狔犼犽）包含的两个端点之间的一个顶
点为全色覆盖．犞′能否满足顶点涂色覆盖，取决于对应的赋
值狋是否使犉为真．

因此为了满足顶点涂色覆盖，犞′至少要包含犞１中的狀
个顶点以及犞２和犞３顶点之间的特殊３条边中的一个顶点，
即３犿个顶点，共计狀＋３犿个顶点．由于限制｜犞′｜犓＝狀＋
３犿，故可以满足要求．附图１给出了一个例子．

附图１　把３犛犃犜规约到ＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ
附图１给出了对应的转换无向图，这里狀＝４，犿＝２，

犓＝１０．图犌用来说明从３犛犃犜到ＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ的规约过程．
设狋是犉的成真赋值．对于每一个犻（１犻狀），若狋（狓犻）＝

１，则取顶点狓犻；若狋（狓犻）＝０，则取顶点珚狓犻．这狀个顶点保证了
狓犻和珚狓犻之间存在边，两个顶点中只有一个在犞′中出现．对于
每一个犼（１犼犿），由于狋（犆犼）＝１，犆犼中至少有一个文字
狕犼犽的值为１．于是必须保证边（狓犼，珚狓犼）之间的顶点狓犼为全色
覆盖，另外，还需要保证边犞２从对应的特殊边（（狓犼犽，犼），狔犼犽）
的两个顶点中引入保证顶点被覆盖的一个全色顶点狔犼犽，并
且该顶点的全色覆盖使得犞３中另外两个顶点是相同的半色
覆盖，这样就保证解决覆盖犞３中的所有顶点的多色覆盖问
题．如果犆犼中至少有一个文字狕犼犽的值为０，那么必然使得对
应的边（狓犼，珚狓犼）的另外一个顶点珚狓犻是全色覆盖，另外，还需要
保证边犞２从对应的特殊边（（狓犼犽，犼），狔犼犽）的两个顶点中引入
保证顶点被覆盖的一个全色顶点（狓犼犽，犼），这样就能保证与
犞３中的顶点满足多色覆盖要求．因此，得到的狀＋３犿个顶点
是犌的一个间接顶点覆盖．

反之，设犞′犞是犌的一个顶点覆盖且｜犞′｜犓＝狀＋
３犿．根据前面的分析，每一对狓犻和珚狓犻之间需恰好有一个顶点
属于犞′，这样才能保证顶点狓犻和珚狓犻之间的多色覆盖．特殊边
（（狓犼犽，犼），狔犼犽）的２条边恰好有３个顶点属于犞′．对于每一个犻
（１犻狀），若狓犻∈犞′，则令狋（狓犻）＝１；若珚狓犻∈犞′，则令狋（狓犻）＝
０．对于任何一个犆犼，不妨设（狓犼２，犼），（狓犼３，犼）∈犞′．而顶点
狔犼２与（狓犼２，犼）之间的边也满足涂色要求，从而狋（狕犼１）＝１，
狋（犆犼）＝１．因此，狋是犉成真的赋值．

以上的过程证明了犉是可满足的当且仅当犌有不超过
犓＝狀＋３犿的间接顶点覆盖．

若犌有２狀＋６犿个顶点以及狀＋９犿条边，犌和犓都能在
多项式时间内构造出来．从而，这是一个３犛犃犜到Ｉｎｄｉｒｅｃｔ
Ｃｏｖｅｒ的多项式时间变换．

故，ＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ是一个ＮＰ完全问题． 证毕．
定理５．　ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ有一个多项式时间的２

近似算法．
证明．　前面，已经说明ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ的运行

时间为多项式；
由ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ返回的覆盖顶点颜色的集合犆

是一个顶点颜色有序对集合，这是由于算法会一直循环，直
到犈（犌）中边的顶点都被犆中的某个颜色涂成对应的半色
或者全色为止．

为了说明ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔＣｏｖｅｒ所返回的多色顶点覆盖
的规模至多为最优覆盖的２倍，设犃１表示ＡｐｐｒｏｘＩｎｄｉｒｅｃｔ
Ｃｏｖｅｒ的第４行选择出来的边的集合．为了将边犃的两个顶
点邻接的所有顶点涂色，任意一个顶点涂色覆盖（尤其是最
优顶点涂色覆盖犆１）都必须选择一个顶点为全色．如果一条
边在第４行被选中，那么第９行就会将犈′中与其邻接的所
有边删除，第１０行将邻接边的邻接边插入犈″中，因此犃１中
就不可能存在任何一个被涂色的顶点（包括全色和半色），从
而在犃１中就不可能存在重复半色涂色的情况．第一个循环
执行完成后，犈″中的边的两个顶点一定是由两种不同的半色
涂色的．此时，为了满足顶点涂色覆盖中的两个半色顶点之
间不存在边的要求，则需要选择将这类边转换为一个顶点全
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色涂色，另外一个顶点半色涂色，设犃２是第二个循环中的第
１２行选择出的犈″中的一条边，因此任何一个多色顶点覆盖
（尤其是最优多色顶点覆盖犆２）都必须选择一个顶点为全
色．如果一条边在第１２行被选中，那么第１４行就会从犈″中
删除与其邻接的所有边，此时，犃２中不会存在两条边具有共
同的端点，从而犃２中不可能存在两条边由犆２中的颜色共同
覆盖．于是最优多色顶点覆盖的下界如下：

｜犆１｜＋｜犆２｜｜犃１｜＋｜犃２｜
　　算法每次执行到第４行时会挑选一条边，其两个端点都
不会在犆１中，每次执行第１２行时会挑选一条边，其两个顶
点也都不会在犆１和犆２中，所以返回一个顶点涂色覆盖的
颜色规模的上界为：

｜犆｜＝２｜犃１｜＋２｜犃２｜
　　结合这两个式子，就会得到：

｜犆｜＝２｜犃１｜＋２｜犃２｜２（｜犆１｜＋｜犆２｜）
　　因此，定理成立． 证毕．

定理６．　算法３可以得到连通图犌的全部极大团．
证明．　算法３中，使用了ｇｅｔＣｌｉｑｕｅｓ过程，该过程可以

保证得到包含在邻接顶点组成的导出子图中的全部极大团．
需要证明的是，只对这些全色顶点集合中的顶点进行搜索，
可以得到整个图中的全部极大团．

首先证明完全问题．假设存在一个极大团顶点狇，它无
法通过顶点涂色覆盖中的某个顶点计算其极大团．将会存在
以下几种情况：情况（１），存在这样一个极大团，它包含的顶
点是由相同的半色覆盖狌犮犻组成．这种情况下，这些顶点对应
的全色犮犻的顶点为狑，由于该极大团的各个顶点都是顶点狑
的邻接顶点，那么顶点狑与该极大团的各个顶点之间存在
边．此时，极大团狇再添加一个顶点狑后一定会形成一个新
的极大团，这与狇是极大团矛盾，故狇不是极大团．情况（２），
存在这样一个极大团，它包含的顶点是由不同的半色覆盖
狌犮１，狌犮１，…，狌犮犽覆盖，如附图２所示．附图２中的顶点有３种
半颜色，分别属于区域Ｓ１，Ｓ２和Ｓ３．它们组成了一个极大团
狇，由于狇中包含不同的半色，所以它不可能属于区域Ｓ１，Ｓ２

和Ｓ３中的某个极大团的子团（如果属于区域Ｓ１，Ｓ２和Ｓ３的
某个极大团的子团，那么这些顶点应该属于相同的半色）．如
果存在这样的极大团，按照顶点涂色覆盖的定义，半色顶点
１和２，１和３以及２和３之间必定有边存在，由于存在边，而
边的两个端点半色又不一样，这不满足多色顶点覆盖定义，
因此，这些边上必须存在一个顶点狑，它是一种全色覆盖．由
于顶点狑的存在，极大团狇不可能被遗漏．故，利用各顶点
涂色覆盖计算的极大团必定是完全的．
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附图２　顶点的半色涂色形成的团
下面证明冗余问题．首先，通过某个涂色分片计算出的

极大团内部不可能出现得到冗余极大团的情况，这个通常由
串行算法得到保证．主要问题在于由两个不同的涂色分片计
算得到的极大团集合犘和犙之间是否存在冗余的问题．

对于两个全色顶点狆和狇，它们之间存在两种关系，顶
点狆和狇之间不存在边，顶点狆和狇之间存在边．如果顶点
狆和狇之间不存在边，由于极大团集合犘中的极大团必定包
含狆，极大团集合犙中的极大团必定包含狇，此时极大团集
合犘和犙不可能存在冗余极大团问题．如果顶点狆和狇之
间存在边，由于设置了覆盖颜色的拟序关系，假设狆的颜色
与狇的颜色存在偏序犮狆犮狇，此时，通过极大团的颜色偏序
关系的设置，使得计算出的极大团集合犘和犙中，犘中的极
大团必定包含狆，也可以包含狇，但是，犙中的极大团必定只
包含狇而一定不包含狆，此时极大团集合犘和犙就不可能存
在冗余极大团问题．

故，采用算法３得到的极大团是正确的． 证毕．

犜犃犖犌犡犻犪狅犆犺狌狀，ｂｏｒｎｉｎ１９６９，
Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｂａｓｅ
ｍａｎａｇｅｍｅｎｔａｎｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

犣犎犗犝犑犻犪犠犲狀，ｂｏｒｎｉｎ１９９４，ｇｒａｄｕａｔｅｄｓｔｕｄｅｎｔ．Ｈｉｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｓｂｉｇｄａｔａ．

犜犐犃犖犓犪犻犉犲犻，ｂｏｒｎｉｎ１９９３，ｇｒａｄｕａｔｅｄｓｔｕｄｅｎｔ．Ｈｉｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｓｂｉｇｄａｔａ．
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ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｏｃｅａｎｂａｓｅｍａｎａｇｅｍｅｎｔａｎｄｂｉｇ
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ｇｒａｐｈ，ａｌｓｏｐｒｏｂａｂｌｙｔｈｅｍｏｓｔｃｏｍｍｏｎｌｙｕｓｅｄ，ｉｓａｍａｘｉｍａｌ
ｃｌｉｑｕｅ．Ｅｎｕｍｅｒａｔｉｎｇａｌｌｍａｘｉｍａｌｃｌｉｑｕｅｓｉｎａｇｒａｐｈｉｓｋｎｏｗｎ

ａｓｔｈｅｍａｘｉｍａｌｃｌｉｑｕｅｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ（ＭＣＥ）．ＭＣＥｉｓ
ａｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｐｒｏｂｌｅｍｉｎｇｒａｐｈａｎａｌｙｓｉｓ，ａｎｄｈａｓｂｅｅｎｕｓｅｄ
ｗｉｄｅｌｙ，ｆｏｒｉｎｓｔａｎｃｅ，ｉｎｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇａｎｄｃｏｍｍｕｎｉｔｙｄｅｔｅｃｔｉｏｎ
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１３５３期 汤小春等：大图中全部极大团的并行挖掘算法研究
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