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收稿日期：２０１９０８３０；在线发布日期：２０２００７０１．本课题得到国家自然科学基金（６１９７２０７６）、兴辽英才计划（ＸＬＹＣ１９０２０１７）、ＮＳＦＣ辽
宁联合基金（Ｕ１９０８２１２）资助．孙景昊，博士，副教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为实时系统调度、并行程序分析．Ｅｍａｉｌ：
ｊｈｓｕｎ＠ｄｌｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．张利威，硕士研究生，主要研究方向为ＯｐｅｎＭＰ并行程序分析．池瑶瑶，硕士研究生，主要研究方向为实时并行系统
调度．曹　蕾，学士，主要研究方向为实时系统、优化算法．邓庆绪（通信作者），博士，教授，主要研究领域为实时系统．Ｅｍａｉｌ：ｄｅｎｇｑｘ＠
ｍａｉｌ．ｎｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

带有分支结构犗狆犲狀犕犘任务图的响应时间分析
孙景昊１），２）　张利威１）　池瑶瑶１） 曹　蕾１） 邓庆绪１）

１）（东北大学计算机科学与工程学院　沈阳　１１０８１９）
２）（大连理工大学计算机科学与技术学院　辽宁大连　１１６０２４）

摘　要　随着多核技术在实时系统中广泛应用，实时程序的并行化成为当前的研究热点．在实时领域，有向无环图
（ＤＡＧ）是刻画并行实时程序的理论模型．然而，传统的ＤＡＧ任务图并不能刻画并行程序的实际特征（例如ｉｆｅｌｓｅ
控制流结构）．于是，能够同时反映程序的并行负载特征和ｉｆｅｌｓｅ控制流结构的分支并行任务图（ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌＤＡＧ：
ｃｏｎＤＡＧ）应运而生．目前，实时领域通常假设ｃｏｎＤＡＧ满足某种特殊结构，即图中的并行子结构和分支子结构必
须是单入口和单出口（简称为“单入单出”）．在这种约束下，ｃｏｎＤＡＧ的响应时间分析问题具有多项式时间算法．然
而，现实的ＯｐｅｎＭＰ程序具有更加灵活的结构．“单入单出”假设一旦失效，ｃｏｎＤＡＧ响应时间分析是否依然存在多
项式时间算法为开放性问题．本文针对一般情况下ＯｐｅｎＭＰ程序的分支结构开展研究．对于非“单入单出”
ｃｏｎＤＡＧ图上响应时间分析问题，基于动态规划理论，提出了多项式时间的求解方法．实验表明，本文方法求得的
ｃｏｎＤＡＧ响应时间在之前方法的基础上能够提升３％，为实时并行程序的可预测性提供更精确的理论支撑．

关键词　ＯｐｅｎＭＰ；有向无环图；ｉｆｅｌｓｅ分支结构；响应时间；多项式时间
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ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｉｎｒｅａｌｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍｓ，ｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｔｉｍｅｄｉｒｅｃｔｌｙａｆｆｅｃｔｓｔｈｅｓｃｈｅｄｕｌａｂｉｌｉｔｙｏｆｓｙｓｔｅｍｓ．
Ｆｏｒｒｅａｌｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍｓｗｈｏｓｅｓｃｈｅｄｕｌａｂｉｌｉｔｙｉｓｉｎｃｒｉｔｉｃａｌｓｔａｔｅ，ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅｔｉｍｅｉｓ
ｉｎｃｒｅａｓｅｄｂｙ１％，ｗｈｉｃｈｉｓｌｉｋｅｌｙｔｏｇｒｅａｔｌｙｉｎｃｒｅａｓｅｔｈｅｓｃｈｅｄｕｌａｂｉｌｉｔｙｏｆｓｙｓｔｅｍｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ＯｐｅｎＭＰ；ｄｉｒｅｃｔｅｄａｃｙｃｌｉｃｇｒａｐｈ；ｉｆｅｌｓｅｂｒａｎｃｈｓｔｒｕｃｔｕｒｅ；ｒｅｓｐｏｎｓｅｔｉｍｅ；ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｔｉｍｅ

１　引　言
近年来，多核技术越来越广泛地应用于实时系

统．为了充分利用多核的计算资源，实时软件并行化
成为当前的研究热点和未来的发展趋势．ＯｐｅｎＭＰ［１］
是多核系统最流行的并行编程框架之一．近年来，在
实时嵌入式领域ＯｐｅｎＭＰ得到了广泛关注．在实时
领域中，有向无环图（ＤｉｒｅｃｔｅｄＡｃｙｃｌｉｃＧｒａｐｈ，ＤＡＧ）
是刻画ＯｐｅｎＭＰ程序的天然模型，基于ＤＡＧ图的
实时调度和分析的问题中涌现出大量研究工作［２１２］．
然而，ＤＡＧ图并不能完全刻画ＯｐｅｎＭＰ的程序特
征．ＯｐｅｎＭＰ程序的一个关键特征是：ＯｐｅｎＭＰ任
务间不仅具有并行性，而且在任务内还具有条件分
支结构（例如ｉｆｅｌｓｅ语句）．因此，文献［１３１８］研究
了带有条件分支结构的ｃｏｎＤＡＧ任务图．

本文发现，现有的ｃｏｎＤＡＧ任务图模型仍然
不能刻画实际的ＯｐｅｎＭＰ程序．例如，在现有的

ｃｏｎＤＡＧ图中，并行结构和条件分支结构具有单入
口单出口的特征（以下简称为“单入单出”）．如图１
所示，该ｃｏｎＤＡＧ图包含一个并行结构（黄色框），
并行结构内嵌一个条件分支结构（绿色框）．这些并
行结构和条件分支结构都具有一个入口和一个出
口，不允许出现图中红色边（从条件分支结构外／内
指向条件分支结构内／外）的情况．

图１　“单入单出”ｃｏｎＤＡＧ模型示例
然而，在实际的ＯｐｅｎＭＰ程序中，并行和条件

分支结构可能不满足“单入单出”条件．图２（ａ）为一
个ＯｐｅｎＭＰ程序，其中条件分支结构内所触发的负
载（ｃｏｄｅ３１）与该条件分支结构外所触发的负载
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（ｃｏｄｅ１４）同步．现有的实时调度研究并不能很好地
描述和分析这种行为．如果用类似于图１的方法对
图２（ａ）中的ＯｐｅｎＭＰ程序进行建模，将有两条边
（在图２（ｂ）中标记为红色），从条件分支结构外／内
部节点指向条件分支结构内／外部节点．也就是说，
图２（ｂ）的ＤＡＧ图中条件分支结构具有多个入口和
出口．当前研究［１４１８］并不适用于图２中的任务模型．
本文将对此类一般情况下ＯｐｅｎＭＰ任务进行建模
与分析．

图２　ＯｐｅｎＭＰ程序及相应的ＤＡＧ任务图

本文旨在分析带有条件分支结构ＯｐｅｎＭＰ程
序的响应时间．文献［９］研究发现，不带条件分支结
构ＯｐｅｎＭＰ程序的响应时间，可由经典Ｇｒａｈａｍ
界［１９］来限定．由于ｃｏｎＤＡＧ图的执行流是一个
非条件ＤＡＧ图，所以文献［９］的结论可以扩展到
ｃｏｎＤＡＧ图中．即首先枚举ｃｏｎＤＡＧ图中所有可
能的执行流，然后求解每个执行流的Ｇｒａｈａｍ界，并
求取最大值．然而，这种枚举的方法，在面对指数规
模的执行流时，其计算复杂度也是指数的．为了规
避枚举方法，当前研究［１４１８］基于动态规划给出了
ｃｏｎＤＡＧ图的响应时间界限的多项式时间计算方
法．但是，这些方法均局限于带有“单入单出”约束的
ｃｏｎＤＡＧ图，不适用于带有“多入多出”条件分支结
构的一般性ＯｐｅｎＭＰ程序．

本文针对一般性ＯｐｅｎＭＰ程序开展研究，提出
具有“多入多出”条件分支结构ｃｏｎＤＡＧ任务图的
响应时间算法．在撰写本文之前，文献［２０］也研究了
“多入多出”条件分支结构的ＯｐｅｎＭＰ程序响应时
间分析问题．但是，本文发现，文献［２０］提出的算法
并不能精确求解ｃｏｎＤＡＧ的响应时间界，具有相当
的悲观性．相比较而言，本文提出的方法不但能够精

确求解ｃｏｎＤＡＧ的响应时间界，而且还具有多项式
时间的计算复杂度．实验表明，本文的算法在求解精
度上，优于文献［２０］中的方法．与此同时，本文实验
表明，文献［２０］方法具有较少的计算时间，这说明在
不要求较高求解精度的情况下，文献［２０］方法具有
易实现、鲁棒的优点．

本文第２节介绍ｃｏｎＤＡＧ方面的相关研究工
作；第３节建立ＯｐｅｎＭＰ系统的形式化模型；第４
节介绍响应时间界；第５节指出文献［２０］中的方法
并不能精确求解响应时间界；第６节提出伪多项式
时间的精确算法；第７节是实验结果；最后是总结与
展望．

２　相关工作
文献［１０］首次将ＯｐｅｎＭＰ程序建模为ＤＡＧ

图．文献［９］针对ＯｐｅｎＭＰ框架中已有的调度算法
（例如，宽度优先调度（ＢｒｅａｔｈＦｉｒｓｔＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇ，ＢＦＳ）
和负载优先调度（ＷｏｒｋＦｉｒｓｔＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇ，ＷＦＳ）），基
于文献［１０］中ＤＡＧ任务图模型，首次为ＯｐｅｎＭＰ
程序提出了响应时间界限分析．在文献［９］中，
ＯｐｅｎＭＰ任务分为两种类型：绑定型任务和非绑定
型任务．其中，绑定型任务一旦在一个线程上开始执
行，就不能迁移到另一个线程．另外，非绑定型任务
则不受此限制，能够在不同的线程上迁移执行．文献
［９］指出，绑定型任务的时序分析具有内在的复杂
性，这将导致响应时间分析的悲观性．之后，文献
［１１］的研究发现，绑定型任务不但会导致响应时间
的悲观性，还可能引起整个ＯｐｅｎＭＰ系统极差的时
间行为（例如，原本并行的程序，由于绑定型任务的
ｒｕｎｔｉｍｅ约束，被强制在单核上串行执行）．上述工
作均没有考虑ＯｐｅｎＭＰ中的条件分支结构．

文献［１４１７］研究了ｃｏｎＤＡＧ模型，主要提出了
两类计算响应时间界限方法：一种方法将ｃｏｎＤＡＧ
转换为不包含条件节点的（非条件）ＤＡＧ图模型，
然后直接应用非条件ＤＡＧ图的分析和计算方法求
解ｃｏｎＤＡＧ的响应时间界限［１４１５］．另一种方法则是
基于动态规划思想，在ｃｏｎＤＡＧ图上直接计算响
应时间［１６１７］．这两种方法均具有多项式时间的计算
复杂性，也都局限于“单入单出”条件分支结构的
ｃｏｎＤＡＧ图模型．最近，文献［２０］研究了带有“多入
多出”条件分支结构ｃｏｎＤＡＧ的响应时间计算方
法．然而，本文发现，文献［２０］中的方法并不能精确
求解ｃｏｎＤＡＧ图响应时间界限，存在一定的悲观
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性．本文工作扩展自文献［２０］，并在实验部分将本文
提出的方法与文献［２０］的方法进行了定量分析和
比对．

此外，文献［２１２４］研究了ＯｐｅｎＭＰ程序的平
均意义上的性能分析．这与本文针对最坏情况下
ＯｐｅｎＭＰ响应时间分析存在较大的差异：文献
［２１２４］基于度量的方法，不需要显式地构建条件
分支结构．与此相反，本文最坏情况的响应时间分
析显式地构建了ＯｐｅｎＭＰ程序条件分支结构和时
序特性，并根据这些信息形式化地推出响应时间的
上界．

３　系统模型
本节通过对ＯｐｅｎＭＰ程序语义进行简单介绍，

建立ＯｐｅｎＭＰ系统的形式化模型，具体包括任务模
型、执行模型和调度模型．
３１　犗狆犲狀犕犘程序与线程

本文主要研究具有ｔａｓｋ语义的ＯｐｅｎＭＰ程序．
ｔａｓｋ语义在ＯｐｅｎＭＰ３．０［１７］及以上版本中出现．
图３给出了一个ＯｐｅｎＭＰ程序示例．该程序从
ｐａｒａｌｌｅｌ指令（第１行）开始．ｐａｒａｌｌｅｌ指令构造了一
个并行域，其包括ｐａｒａｌｌｅｌ指令后面花括号中的所
有代码（第２行至第２１行）．

图３　ＯｐｅｎＭＰ程序示例

ｐａｒａｌｌｅｌ指令创建犿个ＯｐｅｎＭＰ线程，其中犿
由ｎｕｍ＿ｔｈｒｅａｄｓ子句指定（第１行）．ＯｐｅｎＭＰ线程
是指能够执行并行域内代码的实体（例如，操作系统
中的线程）．与之前工作［９１０］类似，本文假设每个线

程独享一个内核的计算资源．因此，本文中“线程”的
概念相当于一个物理内核．
３２　犗狆犲狀犕犘任务模型

并行域中的代码可以划分为一组并行任务Γ＝
｛τ１，…，τ狀｝．其中，任务τ犻对应第犻个ｔａｓｋ指令后
面括号中所包含的代码域．如图３所示，τ１对应第
４行的代码．但是，第９行的代码不包含在τ１的代
码域中．显然，第９行的代码属于τ３的代码域．在
ＯｐｅｎＭＰ任务系统Γ中，每个任务都有内部控制流
结构，任务之间存在依赖关系．

本文将ＯｐｅｎＭＰ任务系统Γ建模为ＤＡＧ图
犌＝（犞，犈）．其中，犞表示节点集，每个节点表示
ｔａｓｋ指令中的顺序代码段．犈表示边集，每条边表
示两个节点之间的前驱后继关系．图犌可以分为狀
个不相交的子图，即犌＝犌１∪…∪犌狀．其中，子图
犌犻＝（犞犻，犈犻）是任务τ犻的控制流图（ＣｏｎｔｒｏｌＦｌｏｗ
Ｇｒａｐｈ，ＣＦＧ）．图４给出了图３中对应ＤＡＧ图的任
务模型．

图４　图３中ＯｐｅｎＭＰ程序的ＤＡＧ任务图

在每个ＣＦＧ犌犻＝（犞犻，犈犻）中，犞犻表示节点集，节
点狏狓犻表示τ犻的第狓个节点，该节点的最坏情况执行
时间（ＷＣＥＴ）定义为犮（狏狓犻）．犈犻表示犉边集，每条
Ｆ边（狏狓犻，狏狔犻）∈犈犻（在图４中用点虚线箭头表示）定
义了节点狏狓犻和狏狔犻的时序关系，即在节点狏狓犻完成执
行之后，节点狏狔犻才能开始执行．特殊地，没有Ｆ入边
的节点称为犌犻的源点，没有Ｆ出边的节点称为犌犻的
汇点，分别定义为狏狊狉犮犻和狏狊狀犽犻．本文假设每个犌犻都有
一个源点和一个汇点．然而，本文的方法也可以处理
具有多个源／汇点的控制流图的情况：只需在多个源
点之前添加一个执行时间为零的虚拟源点，在多个
汇点之后添加一个执行时间为零的虚拟汇点．

接下来，分别介绍ＣＦＧ图的内部结构和ＣＦＧ
间的依赖关系．
３．２．１　ＣＦＧ图的内部结构

每个任务τ犻是一个具有单入口和单出口的程序
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块（ｂｌｏｃｋ）．程序块中包含条件分支结构，如图３中
第６～１５行所示．一般情况下，每个条件分支结构包
含一个进入点（ｉｆ指令）和一个退出点（ｅｎｄｉｆ指令），
以及ｉｆ和ｅｌｓｅ两个分支．条件分支结构中只有一个
分支会得到执行，当该分支完成执行后，条件分支结
构退出执行．本文允许嵌套条件分支结构，即一个条
件分支结构可以包含在另一个条件分支结构中．

根据ＯｐｅｎＭＰ任务内结构，可以把ＣＦＧ中的
节点犞犻分为两类：条件节点和非条件节点．

（１）条件节点成对出现，在图中用菱形和三角
形表示，它们分别表示条件分支结构的入口节点和
出口节点．如图４所示，狏４１是条件节点．条件分支结
构包含两个分支，每个分支都是犌犻的一个子图．

（２）非条件节点是除条件节点外的所有其它节
点．一个非条件节点最多有一条Ｆ出边，最多有一
条Ｆ入边．非条件节点又分为以下三种类型：

①Ｔ节点（犞Ｔ
犻）表示ｔａｓｋ指令前的代码段．如

图４所示，狏１１是Ｔ节点，对应于图３的第４行处的
代码段ｃｏｄｅ１１．

②Ｗ节点（犞Ｗ
犻）表示ｔａｓｋｗａｉｔ指令后的代码

段．如图４所示，狏３１是Ｗ节点，对应于图３的第１５
行处的代码段ｃｏｄｅ１３．

③Ｎ节点（犞Ｎ
犻）．既非Ｔ类型又非Ｗ类型的非

条件节点．
３．２．２　ＣＦＧ间的依赖关系

任务之间有两种依赖关系：任务创建和任务同
步，详细介绍如下：

（１）任务创建．ｔａｓｋ指令用于创建ＯｐｅｎＭＰ任
务．如图３所示，任务τ１是由第３行的ｔａｓｋ指令创
建的．ＯｐｅｎＭＰ支持任务嵌套，例如，一个任务的代
码域中还包含其它任务的ｔａｓｋ指令．一般地，如果
τ犻的代码域包含τ犼的ｔａｓｋ指令，则称τ犻是τ犼的父任
务，τ犼是τ犻的子任务．如果τ犻是τ犼的父任务，或者τ犻是
τ犼的父任务的父任务（可嵌套定义），则称τ犻是τ犼的
祖先任务，τ犼是τ犻的子孙任务．令犇犻为τ犻的任务图以
及τ犻子孙任务图的并．如图３所示，τ２是τ１的孩子，
τ４是τ１的后代，τ１是τ４的祖先．一般地，我们假设第
一个任务τ１没有父任务．任何其它任务都只有一个
父任务．

相应地，ＣＦＧ之间也存在任务创建关系，并由
Ｔ边来确定．

Ｔ边，用半划线箭头表示．父任务通过Ｔ边指
向其子任务．准确地说，如果（τ犻的）Ｔ节点狏狓犻创建了
τ犻的子任务τ犼，则从狏狓犻到τ犼的源点有一条Ｔ边．在

这种情况下，只有狏狓犻完成执行后，τ犼才能够释放和执
行．在图４中，（狏１１，狏１２）是一条Ｔ边，表示节点狏１１创
建任务τ２．因为在ＯｐｅｎＭＰ中，一个ｔａｓｋ指令创建
一个任务，所以一个Ｔ节点关联一条Ｔ出边．

规则１．　只有Ｔ边能从任务（的Ｔ节点）指向
其子任务（的源点）．

（２）任务同步．ｔａｓｋｗａｉｔ指令定义任务同步点，
即任务可以在ｔａｓｋｗａｉｔ指令处挂起并等待其它任
务完成．准确地说，在狋时刻，任务τ狆在它自身的
ｔａｓｋｗａｉｔ指令处挂起，直到所有在狋时刻之前创建
的τ狆的子任务都完成，任务τ狆才能继续执行．如图３
所示，任务τ１在其ｔａｓｋｗａｉｔ子句处挂起，并等待其
子任务τ２的完成．

相应地，ＣＦＧ之间也存在任务同步关系，并由
Ｗ边来确定．

Ｗ边，用实线箭头表示．子任务通过Ｗ边指向
其父任务．准确地说，对于任意Ｔ节点狏狓犻以及Ｗ节
点狏狔犻，其中，狏狓犻是狏狔犻的前驱，τ犼表示由狏狓犻创建的τ犻的
子任务，在这种情况下，有一条Ｗ边从τ犼的汇点指
向狏狔犻．

规则２．　只有Ｗ边能从任务（的汇点）指向其
父任务（的Ｗ节点）．

Ｗ边（狏狊狀犽犼，狏狔犻）定义ＯｐｅｎＭＰ中的父任务τ犻与
其子任务τ犼同步，即父任务τ犻在Ｗ节点狏狔犻处挂起，
等待其子任务τ犼完成后，可恢复执行．如图４所示，
由于τ２是由狏３１的前驱节点狏１１创建的且图中有一条
从狏１１到狏３１不经过任何中间Ｗ节点的路径，所以
（狏１２，狏３１）是一条Ｗ边，该边从τ２的汇点指向τ１中的
Ｗ节点狏３１．从τ４到狏６１没有Ｗ边，因为τ４不是由狏６１
的前驱节点创建的．从τ２到τ１有两条Ｗ边，即
（狏１２，狏３１）和（狏１２，狏６１），因为从狏１１（τ１的Ｔ节点）到Ｗ节
点狏３１和狏６１存在路径（不经过任何中间Ｗ节点），例
如（狏１１，狏４１，狏３１）和（狏１１，狏４１，狏２１，狏５１，狏６１）．
３３　犗狆犲狀犕犘执行流模型

犌从第一个任务τ１开始执行，进而执行τ１的子
孙任务．犌中的每个任务τ犻从源点狏狊狉犮犻开始执行，到
汇点狏狊狀犽犻执行结束．在任务τ犻执行期间，有两种可能
的情况．

（１）当遇到条件节点狏狓犻时，有且只有狏狓犻的一个
后继节点得到执行．

（２）当遇到Ｎ节点或Ｔ节点狏狓犻时，通过Ｆ边或
Ｔ边连接的狏狓犻的所有后继节点都得到执行．

根据以上执行语义，由于犌中存在条件分支结
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构，通常情况下，在犌中只有部分任务和部分节点
得到执行．因此，犌上的一次执行对应犌的一个子
图犌′，其包含执行中所遍历的所有节点．称犌′为犌
的一条执行流ε．如图４所示，执行流ε中的节点和
边用红色标记．因为ε没有遍历狏３１，所以Ｗ边
（狏１２，狏３１）不包含在ε中．
３４　犗狆犲狀犕犘调度模型

ＯｐｅｎＭＰ系统合理的任务调度满足以下两个
约束：

（１）任务调度点（ＴＳＰ）包括任务创建点（ｔａｓｋ指
令）、同步点（ｔａｓｋｗａｉｔ指令）以及任务完成退出点．
任务的执行只能在ＴＳＰ处中断和恢复．

（２）绑定型任务．ＯｐｅｎＭＰ任务分为两种类型：
绑定型任务和非绑定型任务．其中，绑定型任务一旦
在一个线程上开始执行，就不能迁移到另一个线程．
非绑定型任务则不受此限制，能够在不同的线程上
迁移执行．

在ＯｐｅｎＭＰ任务模型中，ＯｐｅｎＭＰ调度是指将
执行流ε中的节点分配给线程，直到ε中的所有节
点完成执行．根据ＯｐｅｎＭＰ系统合理调度任务时满
足的约束，执行流ε的合理调度必须满足以下约束
条件：

（１）对于执行流ε中任意节点狏狓犻，只有当狏狓犻在ε
中的所有前驱节点（狏狔犻是狏狓犻的前驱节点当且仅当
（狏狔犻，狏狓犻）∈ε）都完成执行，狏狓犻才能执行．特殊地，对于
执行流ε中Ｗ节点狏狓犻，狏狓犻有两个前驱节点：狏狔犻和
狏狕犼，分别由Ｆ边和Ｗ边连接，其中，狏狕犼是τ犻的子任务
τ犼的汇点．根据执行语义，在狏狓犻执行之前，节点狏狔犻和
任务τ犼必须完成执行．

（２）任务τ犻的执行在两个连续节点狏狔犻和狏狓犻之间
发生中断，仅当下列条件中至少有一个满足：

①狏狓犻是Ｗ节点；
②狏狔犻是Ｔ节点；
③ε中的任务允许在线程之间迁移．
ＯｐｅｎＭＰ系统支持两种调度算法：负载优先调

度（ＷＦＳ）［２５］和宽度优先调度（ＢＦＳ）［２６］．ＷＦＳ优先
执行新创建的任务，而ＢＦＳ优先执行已经在线程上
执行的任务．在ＷＦＳ和ＢＦＳ的调度下，非绑定型任
务系统满足ｗｏｒｋｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ约束，其响应时间可
由Ｇｒａｈａｍ界保证．本文考虑非绑定型ＯｐｅｎＭＰ任
务，并采用ＷＦＳ或ＢＦＳ调度算法．

本文假设执行流ε由ＷＦＳ或ＢＦＳ算法调度
（详见３．３节）．根据文献［９］，基于ＷＦＳ和ＢＦＳ算

法，执行流ε的调度满足ｗｏｒｋｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ约束．根
据文献［１９］可知，满足ｗｏｒｋｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ约束的调
度具有良好的响应时间界，如第４节所示．

迁移开销．由于本文考虑了非绑定型任务，因
此任务可能会在线程之间迁移．任务迁移会产生系
统开销．注意到，在ＯｐｅｎＭＰ调度算法（例如，ＷＦＳ
和ＢＦＳ）的调度下，任务迁移仅发生在某些特定类型
的节点上，比如，Ｔ节点和Ｗ节点．因此，迁移开销
可以限定如下．我们用犗表示单个节点的迁移开
销，用犖犆表示ＤＡＧ图中Ｔ节点的数目，用犖犠
表示ＤＡＧ图中Ｗ节点的数目．在ＷＦＳ的调度下，
ＤＡＧ图的总迁移开销小于犖犆×犗．在ＢＦＳ的调度
下，ＤＡＧ图的总迁移开销小于犖犠×犗．

４　响应时间界
在犿个线程上，应用ＷＦＳ或ＢＦＳ算法调度，任

务图犌的最坏情况响应时间（ＷｏｒｓｔＣａｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ
Ｔｉｍｅ，ＷＣＲＴ）犚（犌）定义如下：
犚（犌）＝ｍａｘ｛犚（ε）｜ε是犌上的一条执行流｝（１）

其中，犚（ε）是执行流ε的ＷＣＲＴ．由于一条执行流
是一个非条件ＤＡＧ图，根据文献［９］，犚（ε）可由以
下引理限定．

引理１［９］．　在犿个线程上，应用ＷＦＳ或ＢＦＳ
算法调度，执行流ε响应时间犚（ε）的界限如下：

犚（ε）犾犲狀（ε）＋狏狅犾（ε）－犾犲狀（ε）犿 （２）
其中，犾犲狀（ε）是ε的最长路径长度，狏狅犾（ε）表示ε中所
有节点的最坏情况执行时间之和（即最大负载）．

由于式（２）是Ｇｒａｈａｍ在文献［１９］中首次提出
的，所以式（２）又称为Ｇｒａｈａｍ界．下面的定理表明，
Ｇｒａｈａｍ界可以推广到带有条件分支结构的ＯｐｅｎＭＰ
任务图．

定理１．　在犿个线程上，应用ＷＦＳ或ＢＦＳ算
法调度，ＯｐｅｎＭＰ任务图犌响应时间犚（犌）的界限
如下：

犚（犌）ｍａｘ
ε∈犌

犾犲狀（ε）＋狏狅犾（ε）－犾犲狀（ε）｛ ｝犿 （３）
其中，ε代表犌中的执行流．

证明．　根据引理１和式（１），易知定理１成立．
证毕．

５　已有工作存在的问题
目前，与本文最相近的工作是文献［２０］．文献
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［２０］同样解决带有（非“单入单出”）条件分支结构
ＯｐｅｎＭＰ任务图的响应时间分析问题，给出了多项
式时间算法．然而，文献［２０］的方法并不能精确求解
式（３）中的响应时间界，存在一定的悲观性．接下来，
首先简单介绍文献［２０］中计算方法的相关概念和关
键步骤．然后，通过构造反例，揭示文献［２０］中方法
的悲观性．最后，比较本文算法和文献［２０］中算法的
异同点．
５１　文献［２０］中算法简介

文献［２０］中的算法应用动态规划技术，按照图
犌的拓扑逆序对节点进行遍历．在遍历过程中，对于
图中每个节点狏狓犻，直接利用狏狓犻后继节点的计算结
果，推导出狏狓犻关联变量的值．最后，响应时间界即可
由狏狊狉犮１的关联变量计算得出．接下来，首先介绍节点
狏狓犻关联变量的相关概念．然后，给出狏狓犻关联变量的
递推公式．

定义１（Ｓ图）．　节点狏狓犻引导的Ｓ图犌Ｓ（狏狓犻）包
含节点狏狓犻及狏狓犻的后继节点，即犌Ｓ（狏狓犻）＝｛狏狓犻｝∪
ＳＵＣＣ（狏狓犻）．其中，ＳＵＣＣ（狏狓犻）为狏狓犻的所有后继节点．

例如，在图４中，犌Ｓ（狏１２）＝（狏１２，狏３１，狏５１，狏６１，狏７１）．
定义２（Ｓ执行流）．　对于犌中任意执行流ε，

以及ε中的节点狏狓犻，狏狓犻引导的Ｓ执行流εＳ（狏狓犻）为子
图ε∩犌Ｓ（狏狓犻）．

定义３（Ｄ图）．　节点狏狓犻引导的Ｄ图犌Ｄ（狏狓犻）
包含狏狓犻及狏狓犻在τ犻（和τ犻的子孙任务）中的后继节点，
即犌Ｄ（狏狓犻）＝｛狏狓犻｝∪ＳＵＣＣ（狏狓犻）．其中，ＳＵＣＣ（狏狓犻）＝
ＳＵＣＣ（狏狓犻）∩犇犻，犇犻为τ犻的任务图以及τ犻子孙任务
图的并．

例如，在图４中，犌Ｄ（狏１２）＝（狏１２）．
定义４（Ｄ执行流）．　对于犌中任意的执行流

ε，以及ε中的节点狏狓犻，狏狓犻引导的Ｄ执行流εＤ（狏狓犻）为
子图ε∩犌Ｄ（狏狓犻）．

节点狏狓犻关联的变量定义如下．
定义５（Ｓ图犌Ｓ（狏狓犻）的Ｌｅｎｇｔｈ）．　犌Ｓ（狏狓犻）中最

长路径的长度，即
犾犲狀Ｓ犌（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌

犾犲狀Ｓε（狏狓犻） （４）
其中，犾犲狀Ｓε（狏狓犻）是Ｓ执行流εＳ（狏狓犻）中最长路径长度．

定义６（Ｄ图犌Ｄ（狏狓犻）的Ｖｏｌｕｍｅ）．　犌Ｄ（狏狓犻）中
Ｄ执行流的最大负载，即

狏狅犾Ｄ犌（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌
狏狅犾Ｄε（狏狓犻） （５）

其中，狏狅犾Ｄε（狏狓犻）是Ｄ执行流εＤ（狏狓犻）中所有节点的响
应时间之和，即

狏狅犾Ｄε（狏狓犻）＝∑
狏狔犼∈εＤ（狏

狓
犻）
犮（狏狔犼） （６）

定义７（Ｓ图犌Ｓ（狏狓犻）的界）．　犌Ｓ（狏狓犻）中Ｓ执行
流的最大界，即

犵狉犪Ｓ犌（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌犵狉犪
Ｓ
ε（狏狓犻） （７）

其中，犵狉犪Ｓε（狏狓犻）是Ｓ执行流εＳ（狏狓犻）的界，即

犵狉犪Ｓε（狏狓犻）＝犾犲狀Ｓε（狏狓犻）＋狏狅犾
Ｄ
ε（狏狓犻）－犾犲狀Ｓε（狏狓犻）

犿 （８）
节点狏狓犻关联变量的计算分以下两种情况：
（１）若狏狓犻是条件分支结构的入口节点，设狏狔１犻和

狏狔２犻是狏狓犻的直接后继，那么，
犵狉犪Ｓ犌（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛犵狉犪Ｓ犌（狏狔１犻），犵狉犪Ｓ犌（狏狔２犻）｝（９）
（２）若狏狓犻是Ｔ节点，设τ犼是狏狓犻所创建的τ犻的子

任务，狏狊狉犮犼是τ犼的源点，狏狔犻是（通过Ｆ边连接的）狏狓犻的
后继节点，则

犵狉犪Ｓ犌（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛Γ１，Γ２｝ （１０）
其中，

Γ１＝犵狉犪Ｓ犌（狏狊狉犮犼）＋狏狅犾
Ｄ
犌（狏狔犻）
犿 ，

Γ２＝犵狉犪Ｓ犌（狏狔犻）＋狏狅犾
Ｄ
犌（狏狊狉犮犼）
犿 ．

５２　文献［２０］中算法的悲观性
本节通过构造反例（如图５所示），说明文献

［２０］中的算法不能精确求解式（３）中的响应时间界．
在图５中，最外层的任务τ犻包含一个Ｔ节点狏狓犻和一
个以狏狔犻为入口的条件分支结构．其中，Ｔ节点狏狓犻创
建了τ犻的子任务τ犼．另外，条件分支结构包含两个分
支．其中，第一个分支包含一个执行时间为犔的Ｗ
节点，第二个分支包含犿犔个Ｔ节点，每个节点创
建一个执行时间为１的任务，分别定义为τ１，τ２，…，
τ犿犔．ＤＡＧ图中其它节点执行时间均为０．

图５　文献［２０］的反例

根据式（１０），为计算狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｓ犌（狏狓犻），
需要预先计算出狏狊狉犮犼的关联变量犵狉犪Ｓ犌（狏狊狉犮犼）和狏狅犾Ｄ犌（狏狊狉犮犼）
以及狏狔犻的关联变量犵狉犪Ｓ犌（狏狔犻）和狏狅犾Ｄ犌（狏狔犻）．其中，
狏狊狉犮犼是狏狓犻所创建任务τ犼的源点，狏狔犻是狏狓犻的后继节
点．如图５所示，根据定义６，可以计算两个参数
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狏狅犾Ｄ犌（狏狊狉犮犼）＝０和狏狅犾Ｄ犌（狏狔犻）＝犿犔．根据定义７，可以计
算两个参数犵狉犪Ｓ犌（狏狊狉犮犼）＝犔（１－１／犿）和犵狉犪Ｓ犌（狏狔犻）＝
犔＋（１－１／犿）．进一步地，可计算得出式（１０）中的
中间变量Γ１＝犔＋犔（１－１／犿），Γ２＝犔＋（１－１／犿）．
因此，犵狉犪Ｓ犌（狏狓犻）＝犔＋犔（１－１／犿）．

另一方面，图５中ＤＡＧ任务图实际包含两条
执行流ε１和ε２．其中，执行流ε１包含｛狏狓犻，狏狔犻，狏狊狉犮犼，狏狕犻，
狏狑犻｝（如图５中红色和蓝色轨迹的组合）．执行流ε２
包含｛狏狓犻，狏狔犻，狏狊狉犮犼，狏１犻，狏２犻，…，狏犿犔犻，τ１，τ２，…，τ犿犔，狏狑犻｝
（如图５中红色和绿色轨迹的组合）ε１关联的变量
犵狉犪Ｓε１（狏狓犻）＝犔，ε２关联的变量犵狉犪Ｓε２（狏狓犻）＝犔＋（１－
１／犿）．因此，以上两者取大，可得犵狉犪Ｓ犌（狏狓犻）＝犔＋
（１－１／犿）．文献［２０］中算法的误差为（犔－１）（１－
１／犿）．
５３　本文算法和文献［２０］中算法的异同

由上述反例可以看出，文献［２０］中的算法存在
一定的悲观性．本文在第６节将提出能够精确求解
式（３）中响应时间界的算法．本文算法与文献［２０］中
算法的异同如下：

相同点．两个算法都采用了动态规划技术，为
图中的节点关联一定数量的变量，按照ＤＡＧ图的
拓扑逆序对节点进行遍历，计算各节点关联的变量．
在计算过程中，图中每个节点狏狓犻的关联变量，可直
接利用狏狓犻后继节点的计算结果得出．最后，响应时
间界即为源点关联的相关变量．

不同点．本文的算法能够精确求解式（３）中的
响应时间界，然而，文献［２０］中的算法仅能得到近似
解．具体的原因是：文献［２０］虽然考虑了带有“多入
多出”条件分支结构的ＤＡＧ图，但是不能正确分析
条件分支结构中两个分支所关联的参数差异较大的
情况．例如，一个分支关联较小的狏狅犾和较长的犾犲狀，
另一个分支关联较大的狏狅犾和较短的犾犲狀（详见图５
所示）．在这种情况下，文献［２０］中的算法把ＤＡＧ
任务图中实际没有包含的路径（如图５中狏狕犻）纳入
了响应时间计算，从而导致了响应时间界的悲观估
计．为了解决这个问题，本文算法引入更多的节点关
联变量（详见第６．１节表１），并对节点关联变量的
计算情况进行更加细致地划分（详见第６．２节）．

６　多项式时间精确算法
由第５节可知，已有工作中的算法存在悲观性，

不能精确求解式（３）中的响应时间界．本节将给出能

够精确求解式（３）中响应时间界的多项式时间算法．
与文献［２０］中方法类似，本文依然采用动态规划技
术．如算法１所示，对图犌进行拓扑逆序遍历，利用
后继节点的计算结果来计算前驱节点关联的参数．
最后，由源点狏狊狉犮犻的关联变量值计算出图犌的响应
时间界．

算法１．　ＯｐｅｎＭＰ任务图响应时间界的精确
算法．

输入：带有条件分支结构的有向无环图
输出：最坏情况响应时间界
１．按照犌的拓扑逆序σ遍历节点；
２．对于犌的拓扑逆序σ中的每个节点狏狓犻：
３．　　按照６．２节方法计算狏狓犻关联的变量；
４．由狏狓犻的关联变量计算犌的响应时间界（详见式（３））；
相较于文献［２０］方法，本文方法为图犌中的节

点关联了更多的变量．这些变量对于式（３）的精确求
解起到关键作用．接下来，首先介绍节点关联的变
量．然后，给出响应时间界的精确求解方法．最后，比
较文献［２０］方法与本文方法的精确度．
６１　节点关联的变量

图犌中每个节点狏狓犻的关联变量如表１所示．
表１　图犌中节点关联的变量定义

变量名称 变量的形式化定义
狏狅犾Ｄ（狏狓犻）狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌

｛狏狅犾Ｄε（狏狓犻）｝

犾犲狀Ｄ（狏狓犻）犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌
｛犾犲狀Ｄε（狏狓犻）｝

犵狉犪Ｄ（狏狓犻）犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌
｛狏狅犾Ｄε（狏狓犻）／犿＋（１－１／犿）犾犲狀Ｄε（狏狓犻）｝

犵狉犪犲（狏狓犻）犵狉犪犲（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌
｛狏狅犾Ｄε（狏狓犻）／犿＋（１－１／犿）犾犲狀犲ε（狏狓犻）｝

犵狉犪狑（狏狓犻）犵狉犪狑（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌
｛狏狅犾Ｄε（狏狓犻）／犿＋（１－１／犿）犾犲狀狑ε（狏狓犻）｝

犵狉犪狌（狏狓犻）犵狉犪狌（狏狓犻）＝ｍａｘε∈犌
｛狏狅犾Ｄε（狏狓犻）／犿＋（１－１／犿）犾犲狀狌ε（狏狓犻）｝

在表１的各个公式中，对于给定的执行流ε，
根据定义４，节点狏狓犻引导的Ｄ执行流为εＤ（狏狓犻）．
狏狅犾Ｄε（狏狓犻）为Ｄ执行流εＤ（狏狓犻）的负载量．犾犲狀Ｄε（狏狓犻）为
Ｄ执行流εＤ（狏狓犻）中最长路径的长度．犾犲狀犲ε（狏狓犻）为Ｄ
执行流εＤ（狏狓犻）中以狏狓犻为起点且以狏狊狀犽犻为终点的最长
路径长度．犾犲狀狑ε（狏狓犻）为Ｄ执行流εＤ（狏狓犻）中以Ｗ节
点为起点的最长路径长度．犾犲狀狌ε（狏狓犻）为Ｄ执行流
εＤ（狏狓犻）中以Ｗ节点为起点且以狏狊狀犽犻为终点的最长
路径长度．
６２　节点变量的递推公式

下面介绍表１中节点关联变量的计算方法．根
据第３节的任务模型可知，一个节点狏狓犻可能有零个
后继、一个后继和两个后继三种情况．因此，将按照
这三种可能，分情况讨论：
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（１）如果节点狏狓犻没有后继节点，则可按以下方
法计算各参数．

狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （１１）
犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （１２）
犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （１３）
犵狉犪犲（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （１４）

犵狉犪狑（狏狓犻）犮
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点
－∞，烅烄烆 否则 （１５）

犵狉犪狌（狏狓犻）犮
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点
－∞，烅烄烆 否则 （１６）

其中，－∞表示“负无穷大”，即对于任意实数犪，
－∞＋犪＝－∞．

（２）如果节点狏狓犻仅有一个直接后继节点，则考
虑以下三种情况：

①如果狏狓犻的后继节点狏狔犻与狏狓犻同属于任务τ犻，
则可按以下方法计算各参数．

狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋狏狅犾Ｄ（狏狔犻） （１７）
犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋犾犲狀Ｄ（狏狔犻） （１８）
犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋犵狉犪Ｄ（狏狔犻） （１９）
犵狉犪犲（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋犵狉犪犲（狏狔犻） （２０）

犵狉犪狑（狏狓犻）
犵狉犪Ｄ（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点
犵狉犪狑（狏狔犻），烅烄烆 否则 （２１）

犵狉犪狌（狏狓犻）
犵狉犪犲（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点
犵狉犪狌（狏狔犻），烅烄烆 否则 （２２）

图６给出了式（１７）～（２２）的解释．如图６所示，
最外层的任务τ犻包含一个以狏狕犻为入口的条件分支
结构．该条件分支结构包含两个分支．其中，第一个
分支包含一个Ｎ节点，第二个分支包含一个Ｔ节
点狏狑犻，节点狏狑犻创建了τ犻的子任务τ犼．ＤＡＧ图中所有
节点的执行时间均为１．

图６　式（１７）～（２２）的解释示例
式（１７）的含义为，狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）等于

狏狓犻的执行时间加上狏狔犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狔犻）．其中，
狏狔犻是狏狓犻的后继节点．例如，在图６中，狏狓犻的关联变量
狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝１＋５＝６．

式（１８）的含义为，狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上狏狔犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狔犻）．其中，
狏狔犻是狏狓犻的后继节点．例如，在图６中，狏狓犻的关联变量

犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＝５．
式（１９）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）等于

狏狓犻的执行时间加上狏狔犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狔犻）．其中，
狏狔犻是狏狓犻的后继节点．例如，在图６中，狏狓犻的关联变量
犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＋１／犿＝５＋１／犿．

式（２０）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上狏狔犻的关联变量犵狉犪犲（狏狔犻）．其中，
狏狔犻是狏狓犻的后继节点．例如，在图６中，狏狓犻的关联变量
犵狉犪犲（狏狓犻）＝１＋４＋１／犿＝５＋１／犿．

式（２１）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狑（狏狓犻）等于犵狉犪Ｄ（狏狓犻）．否则，犵狉犪狑（狏狓犻）等于
狏狔犻的关联变量犵狉犪狑（狏狔犻）．其中，狏狔犻是狏狓犻的后继节点．
例如，在图６中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狑（狏狓犻）＝５／犿．

式（２２）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狌（狏狓犻）等于犵狉犪犲（狏狓犻）．否则，犵狉犪狌（狏狓犻）等于
狏狔犻的关联变量犵狉犪狌（狏狔犻）．其中，狏狔犻是狏狓犻的后继节点．
例如，在图６中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狌（狏狓犻）＝５／犿．

②如果狏狓犻是Ｔ节点，则可按以下方法计算各参
数．其中，τ犼是Ｔ节点狏狓犻所创建的任务，狏狊狉犮犼是任务τ犼
的源点，也即狏狓犻的后继节点．

狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼） （２３）
犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼） （２４）
犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼） （２５）

犵狉犪犲（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （２６）

犵狉犪狑（狏狓犻）犵狉犪Ｄ
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点

－∞，烅烄烆 否则 （２７）

犵狉犪狌（狏狓犻）犵狉犪犲
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点

－∞，烅烄烆 否则 （２８）

图７给出了式（２３）～（２８）的解释．如图７所示，
最外层的任务τ犻包含一个Ｔ节点狏狓犻，狏狓犻创建了τ犻的
子任务τ犼．任务τ犼包含一个以狏狕犼为入口的条件分支
结构．该条件分支结构包含两个分支．ＤＡＧ图中所
有节点的执行时间均为１．

图７　式（２３）～（２８）的解释示例

式（２３）的含义为，狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上狏狊狉犮犼的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）．其中，
狏狊狉犮犼是节点狏狓犻所创建任务τ犼的源点．例如，在图７中，
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狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝１＋６＝７．
式（２４）的含义为，狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）等于

狏狓犻的执行时间加上狏狊狉犮犼的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）．其中，
狏狊狉犮犼是节点狏狓犻所创建任务τ犼的源点．例如，在图７中，
狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝１＋６＝７．

式（２５）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上狏狊狉犮犼的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）．其
中，狏狊狉犮犼是狏狓犻所创建任务τ犼的源点．例如，在图７中，
狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝１＋６＝７．

式（２６）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间．例如，在图７中，狏狓犻的关联变量
犵狉犪犲（狏狓犻）＝１．

式（２７）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狑（狏狓犻）等于犵狉犪Ｄ（狏狓犻）．否则，犵狉犪狑（狏狓犻）等于
－∞．例如，在图７中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狑（狏狓犻）＝
－∞．

式（２８）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狌（狏狓犻）等于犵狉犪犲（狏狓犻）．否则，犵狉犪狌（狏狓犻）等于
－∞．例如，在图７中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狌（狏狓犻）＝
－∞．

③如果狏狓犻的后继是Ｗ节点狏狔犼（任务τ犼即为τ犻
的父任务），则可按以下方法计算各参数．

狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （２９）
犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋犾犲狀Ｄ（狏狔犼） （３０）
犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋犵狉犪Ｄ（狏狔犼） （３１）

犵狉犪犲（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （３２）

犵狉犪狑（狏狓犻）犵狉犪Ｄ
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点

－∞，烅烄烆 否则 （３３）

犵狉犪狌（狏狓犻）犵狉犪犲
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点

－∞，烅烄烆 否则 （３４）

图８给出了式（２９）～（３４）的解释．如图８所示，
最外层的任务τ犼包含一个Ｗ节点狏狔犼、一个Ｔ节点
狏狑犼和一个以狏狕犼为入口的条件分支结构．其中，Ｔ节
点狏狑犼创建了τ犼的子任务τ犻．ＤＡＧ图中所有节点的
执行时间均为１．

图８　式（２９）～（３４）的解释示例

式（２９）的含义为，狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间．例如，在图８中，狏狓犻的关联变量

狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝１．
式（３０）的含义为，狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）等于

狏狓犻的执行时间加上狏狔犼的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狔犼）．其中，
狏狔犼是Ｗ节点且为狏狓犻的后继节点．例如，在图８中，
狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝１＋５＝６．

式（３１）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上狏狔犼的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狔犼）．其中，
狏狔犼是Ｗ节点且为狏狓犻的后继节点．例如，在图８中，
狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝１＋５＝６．

式（３２）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）等
于狏狓犻的执行时间．例如，在图８中，狏狓犻的关联变量
犵狉犪犲（狏狓犻）＝１．

式（３３）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狑（狏狓犻）等于犵狉犪Ｄ（狏狓犻）．否则，犵狉犪狑（狏狓犻）等于
－∞．例如，在图８中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狑（狏狓犻）＝
－∞．

式（３４）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狌（狏狓犻）等于犵狉犪犲（狏狓犻）．否则，犵狉犪狌（狏狓犻）等于
－∞．例如，在图８中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狌（狏狓犻）＝
－∞．

（３）如果节点狏狓犻有两个直接后继节点，则考虑
以下三种情况：

①如果狏狓犻是条件分支结构的入口节点（假设狏狓犻
的两个后继节点分别为狏狔犻和狏狕犻），则可按以下方法
计算各参数．
狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛狏狅犾Ｄ（狏狔犻），狏狅犾Ｄ（狏狕犻）｝（３５）
犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狔犻），犾犲狀Ｄ（狏狕犻）｝（３６）
犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛犵狉犪Ｄ（狏狔犻），犵狉犪Ｄ（狏狕犻）｝（３７）
犵狉犪犲（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛犵狉犪犲（狏狔犻），犵狉犪犲（狏狕犻）｝（３８）

犵狉犪狑（狏狓犻）犵
狉犪Ｄ（狏狓犻），　　　若狏狓犻是Ｗ节点
ｍａｘ｛犵狉犪狑（狏狔犻），犵狉犪狑（狏狕犻）｝，　烅烄烆 否则（３９）

犵狉犪狌（狏狓犻）＝ｍａｘ｛犵狉犪狌（狏狔犻），犵狉犪狌（狏狕犻）｝（４０）

图９　式（３５）～（４０）的解释示例

图９给出了式（３５）～（４０）的解释．如图９所示，
最外层的任务τ犻包含一个Ｔ节点狏狕犻和一个以狏狓犻为
入口的条件分支结构．其中，Ｔ节点狏狕犻创建τ犻的子
任务τ犼．另外，条件分支结构的第一个分支包含一个
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节点狏狔犻，第二个分支包含一个节点狏狕犻．ＤＡＧ图中所
有节点的执行时间均为１．

式（３５）的含义为，节点狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）
等于狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛狏狅犾Ｄ（狏狔犻），狏狅犾Ｄ（狏狕犻）｝．
其中，狏狔犻和狏狕犻是条件节点狏狓犻的两个后继节点．另外，
ｍａｘ｛狏狅犾Ｄ（狏狔犻），狏狅犾Ｄ（狏狕犻）｝表示在狏狔犻的关联变量
狏狅犾Ｄ（狏狔犻）和狏狕犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狕犻）中取最大值．例
如，在图９中，狏狅犾Ｄ（狏狔犻）＝３，狏狅犾Ｄ（狏狕犻）＝４．因此，狏狓犻
的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＝５．

式（３６）的含义为，节点狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）
等于狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狔犻），犾犲狀Ｄ（狏狕犻）｝．
其中，狏狔犻和狏狕犻是条件节点狏狓犻的两个后继节点．另外，
ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狔犻），犾犲狀Ｄ（狏狕犻）｝表示在狏狔犻的关联变量
犾犲狀Ｄ（狏狔犻）和狏狕犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狕犻）中取最大值．例
如，在图９中，犾犲狀Ｄ（狏狔犻）＝３，犾犲狀Ｄ（狏狕犻）＝３．因此，狏狓犻的
关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝１＋３＝４．

式（３７）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛犵狉犪Ｄ（狏狔犻），犵狉犪Ｄ（狏狕犻）｝．其
中，狏狔犻和狏狕犻是条件节点狏狓犻的两个后继节点．另外，
ｍａｘ｛犵狉犪Ｄ（狏狔犻），犵狉犪Ｄ（狏狕犻）｝表示在节点狏狔犻的关联变
量犵狉犪Ｄ（狏狔犻）和狏狕犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狕犻）中取最大
值．例如，在图９中，犵狉犪Ｄ（狏狔犻）＝３，犵狉犪Ｄ（狏狕犻）＝３＋１／
犿．因此，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝１＋３＋１／犿＝
４＋１／犿．

式（３８）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛犵狉犪犲（狏狔犻），犵狉犪犲（狏狕犻）｝．其
中，狏狔犻和狏狕犻是条件节点狏狓犻的两个后继节点．另外，
ｍａｘ｛犵狉犪犲（狏狔犻），犵狉犪犲（狏狕犻）｝表示在狏狔犻的关联变量
犵狉犪犲（狏狔犻）和狏狕犻的关联变量犵狉犪犲（狏狕犻）中取最大值．例
如，在图９中，犵狉犪犲（狏狔犻）＝３，犵狉犪犲（狏狕犻）＝３＋１／犿．因
此，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）＝１＋３＋１／犿＝４＋１／犿．

式（３９）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狑（狏狓犻）等于犵狉犪Ｄ（狏狓犻）．否则，犵狉犪狑（狏狓犻）等于
ｍａｘ｛犵狉犪狑（狏狔犻），犵狉犪狑（狏狕犻）｝．其中，狏狔犻和狏狕犻是条件
节点狏狓犻的两个后继节点．另外，ｍａｘ｛犵狉犪狑（狏狔犻），
犵狉犪狑（狏狕犻）｝表示在节点狏狔犻的关联变量犵狉犪狑（狏狔犻）和
狏狕犻的关联变量犵狉犪狑（狏狕犻）中取最大值．例如，在图９
中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狑（狏狓犻）＝４／犿．

式（４０）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪狌（狏狓犻）等
于ｍａｘ｛犵狉犪狌（狏狔犻），犵狉犪狌（狏狕犻）｝．其中，狏狔犻和狏狕犻是条件
节点狏狓犻的两个后继节点．另外，ｍａｘ｛犵狉犪狌（狏狔犻），

犵狉犪狌（狏狕犻）｝表示在节点狏狔犻的关联变量犵狉犪狌（狏狔犻）和狏狕犻
的关联变量犵狉犪狌（狏狕犻）中取最大值．例如，在图９中，
狏狓犻的关联变量犵狉犪狌（狏狓犻）＝４／犿．

②如果狏狓犻创建任务τ犼且有后继节点狏狔犻（如图１０
所示），则按以下方法计算各参数．
狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛狏狅犾Ｄ（狏狔犻），狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）｝（４１）
犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狔犻），犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）｝（４２）

犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛Γ１，Γ２，Γ３｝（４３）
其中，

Γ１＝狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）／犿＋犵狉犪Ｄ（狏狔犻），
Γ２＝犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）＋狏狅犾Ｄ（狏狔犻）／犿，
Γ３＝犵狉犪犲（狏狊狉犮犼）＋犵狉犪狑（狏狔犻），
犵狉犪犲（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛Ω１，Ω２｝ （４４）

其中，
Ω１＝狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）／犿＋犵狉犪犲（狏狔犻），
Ω２＝犵狉犪犲（狏狊狉犮犼）＋犵狉犪狌（狏狔犻），

犵狉犪狑（狏狓犻）＝
犵狉犪Ｄ（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点
犵狉犪狑（狏狔犻），烅烄烆 否则 （４５）

犵狉犪狌（狏狓犻）＝
犵狉犪犲（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点
犵狉犪狌（狏狔犻），烅烄烆 否则 （４６）

图１０给出了式（４１）～（４６）的解释．如图１０所
示，最外层的任务τ犻包含一个Ｔ节点狏狓犻和一个以狏狕犻
为入口的条件分支结构．其中，Ｔ节点狏狓犻创建了τ犻
的子任务τ犼．ＤＡＧ图中所有节点执行时间均为１．

图１０　式（４１）～（４６）的解释示例

式（４１）的含义为，狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛狏狅犾Ｄ（狏狔犻），狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）｝．其
中，狏狔犻是狏狓犻的后继节点，狏狊狉犮犼是节点狏狓犻所创建任务τ犼
的源点．另外，ｍａｘ｛狏狅犾Ｄ（狏狔犻），狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）｝表示在狏狔犻
的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狔犻）和狏狊狉犮犼的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）中
取最大值．例如，在图１０中，狏狅犾Ｄ（狏狔犻）＝４，狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）＝
１．因此，狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＝５．

式（４２）的含义为，狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狔犻），犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）｝．其
中，狏狔犻是狏狓犻的后继节点，狏狊狉犮犼是节点狏狓犻所创建任务τ犼
的源点．另外，ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狔犻），犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）｝表示在狏狔犻
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的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狔犻）和狏狊狉犮犼的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）中
取最大值．例如，在图１０中，犾犲狀Ｄ（狏狔犻）＝４，犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）＝
１．因此，狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＝５．

式（４３）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛Γ１，Γ２，Γ３｝．其中，ｍａｘ｛Γ１，
Γ２，Γ３｝表示在Γ１、Γ２和Γ３中取最大值．令狏狊狉犮犼是狏狓犻
所创建任务τ犼的源点，狏狔犻是狏狓犻的后继节点，参数
Γ狓（狓＝１，２，３）的含义表示如下：Γ１等于狏狊狉犮犼的关联
变量狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）／犿加上狏狔犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狔犻）；Γ２
等于狏狊狉犮犼的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）加上狏狔犻的关联变量
狏狅犾Ｄ（狏狔犻）／犿；Γ３等于狏狊狉犮犼的关联变量犵狉犪犲（狏狊狉犮犼）加上
狏狔犻的关联变量犵狉犪狑（狏狔犻）．例如，在图１０中，Γ１＝４＋
１／犿，Γ２＝１＋４／犿，Γ３＝１＋４／犿．因此，狏狓犻的关联变
量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＋１／犿＝５＋１／犿．

式（４４）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛Ω１，Ω２｝．其中，ｍａｘ｛Ω１，
Ω２｝表示在Ω１和Ω２中取最大值．令节点狏狊狉犮犼是狏狓犻所
创建任务τ犼的源点，节点狏狔犻是狏狓犻的后继节点，参数
Ω狓（狓＝１，２）的含义表示如下：Ω１等于狏狊狉犮犼的关联变
量狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）／犿加上狏狔犻的关联变量犵狉犪犲（狏狔犻）；Ω２等
于狏狊狉犮犼的关联变量犵狉犪犲（狏狊狉犮犼）加上狏狔犻的关联变量
犵狉犪狌（狏狔犻）．例如，在图１０中，Ω１＝４＋１／犿，Ω２＝１＋
４／犿．因此，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）＝１＋４＋１／犿＝
５＋１／犿．

式（４５）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狑（狏狓犻）等于犵狉犪Ｄ（狏狓犻）．否则，犵狉犪狑（狏狓犻）等于
狏狔犻的关联变量犵狉犪狑（狏狔犻）．其中，狏狔犻是狏狓犻的后继节点．
例如，在图１０中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狑（狏狓犻）＝４／犿．

式（４６）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狌（狏狓犻）等于犵狉犪犲（狏狓犻）．否则，犵狉犪狌（狏狓犻）等于
狏狔犻的关联变量犵狉犪狌（狏狔犻）．其中，狏狔犻是狏狓犻的后继节点．
例如，在图１０中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狌（狏狓犻）＝４／犿．

③如果狏狓犻创建任务τ犼且有后继Ｗ节点狏狔１（τ１
是τ犻的父任务），如图１１所示，则按以下方法计算各
参数．

狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼） （４７）
犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼），犾犲狀Ｄ（狏狔１）｝（４８）

犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犮（狏狓犻）＋ｍａｘ｛Γ１，犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）｝（４９）
其中，

Γ１＝狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）／犿＋犾犲狀Ｄ（狏狔１），
犵狉犪犲（狏狓犻）＝犮（狏狓犻） （５０）

犵狉犪狑（狏狓犻）犵狉犪Ｄ
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点

－∞，烅烄烆 否则 （５１）

犵狉犪狌（狏狓犻）犵狉犪犲
（狏狓犻），若狏狓犻是Ｗ节点

－∞，烅烄烆 否则 （５２）

图１１给出了式（４７）～（５２）的解释．如图１１所
示，最外层的任务τ１包含一个Ｔ节点狏狕１和一个Ｗ
节点狏狔１．其中，Ｔ节点狏狕１创建了τ１的子任务τ犻．τ犻包
含一个Ｔ节点狏狓犻，Ｔ节点狏狓犻创建了τ犻的子任务τ犼．
τ犼包含一个以狏狑犼为入口的条件分支结构．ＤＡＧ图中
所有节点的执行时间均为１．

图１１　式（４７）～（５２）的解释示例

式（４７）的含义为，狏狓犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上狏狊狉犮犼的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）．其中，
狏狊狉犮犼是狏狓犻所创建任务τ犼的源点．例如，在图１１中，狏狓犻
的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＝５．

式（４８）的含义为，狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼），犾犲狀Ｄ（狏狔１）｝．其
中，狏狊狉犮犼是狏狓犻所创建任务τ犼的源点，狏狔１是Ｗ节点且为
狏狓犻的后继节点．另外，ｍａｘ｛犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼），犾犲狀Ｄ（狏狔１）｝表示
在狏狊狉犮犼的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）和狏狔１的关联变量
犾犲狀Ｄ（狏狔１）中取最大值．例如，在图１１中，犾犲狀Ｄ（狏狊狉犮犼）＝
４，犾犲狀Ｄ（狏狔１）＝１．因此，狏狓犻的关联变量犾犲狀Ｄ（狏狓犻）＝
１＋４＝５．

式（４９）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间加上ｍａｘ｛Γ１，犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）｝．其中，
ｍａｘ｛Γ１，犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）｝表示在Γ１和节点狏狊狉犮犼的关联变
量犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）中取最大值．令狏狊狉犮犼是狏狓犻所创建任务τ犼
的源点，狏狔１是Ｗ节点且为狏狓犻的后继节点，参数Γ１等
于狏狊狉犮犼的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）／犿加上狏狔１的关联变量
犾犲狀Ｄ（狏狔１）．例如，在图１１中，Γ１＝１＋４／犿，犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）＝
４．因此，狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝１＋４＝５．

式（５０）的含义为，狏狓犻的关联变量犵狉犪犲（狏狓犻）等于
狏狓犻的执行时间．例如，在图１１中，犵狉犪犲（狏狓犻）＝１．

式（５１）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狑（狏狓犻）等于犵狉犪Ｄ（狏狓犻）．否则，犵狉犪狑（狏狓犻）等于
－∞．例如，在图１１中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狑（狏狓犻）＝
－∞．

７７１２１１期 孙景昊等：带有分支结构ＯｐｅｎＭＰ任务图的响应时间分析

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



式（５２）的含义为，若狏狓犻是Ｗ节点，则狏狓犻的关联
变量犵狉犪狌（狏狓犻）等于犵狉犪犲（狏狓犻）．否则，犵狉犪狌（狏狓犻）等于
－∞．例如，在图１１中，狏狓犻的关联变量犵狉犪狌（狏狓犻）＝
－∞．

时间复杂度分析．本节的算法具有多项式时间
计算复杂度，其理由如下：首先，本节算法为图犌中
的每个节点计算６个参数，故需要计算的参数总个
数为６狀（狀为图犌中的节点个数）．其次，每个节点
上参数的计算直接利用该节点后继节点的参数计算
结果．根据式（１１）～（５２），每个参数的计算时间为
犗（δ），其中，δ为节点的最大出度．综上，本节算法总
的计算复杂度为犗（狀δ）．
６３　算法１的误差分析

本节介绍算法１在图５示例上响应时间的计算
过程，并比较文献［２０］算法与算法１的精确度．

如图５所示，狏狓犻有两个直接后继节点狏狊狉犮犼和狏狔犻．
其中，狏狊狉犮犼是狏狓犻所创建任务τ犼的源点．根据式（４３），
为了计算狏狓犻的关联变量犵狉犪Ｄ（狏狓犻），需要预先计算
狏狊狉犮犼的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）、犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）和犵狉犪犲（狏狊狉犮犼）
以及狏狔犻的关联变量狏狅犾Ｄ（狏狔犻）、犵狉犪Ｄ（狏狔犻）和犵狉犪狑（狏狔犻）．
如图５所示，狏狊狉犮犼仅有一个直接后继节点狏狕犻，并且狏狕犻
为Ｗ节点．根据式（２９）、（３１）、（３２），可以计算以下三
个参数狏狅犾Ｄ（狏狊狉犮犼）＝０、犵狉犪Ｄ（狏狊狉犮犼）＝０和犵狉犪犲（狏狊狉犮犼）＝
０．如图５所示，狏狔犻有两个直接后继节点且为条件分
支结构的入口节点．根据式（３５）、（３７）、（３９），可以计
算以下三个参数狏狅犾Ｄ（狏狔犻）＝犿犔、犵狉犪Ｄ（狏狔犻）＝犔＋
（１－１／犿）和犵狉犪狑（狏狔犻）＝犔．进一步地，可计算式（４３）
中的中间变量Γ１＝犔＋１－１／犿，Γ２＝犔和Γ３＝犔．因
此，犵狉犪Ｄ（狏狓犻）＝犔＋（１－１／犿）．

根据５．２节可知，相较于图５的真实响应时间
界（犔＋（１－１／犿）），文献［２０］算法求得的响应时间
界误差为（犔－１）（１－１／犿）．根据上文可知，本文算
法求得的响应时间界为犔＋（１－１／犿），即真实响应
时间界．因而，文献［２０］算法仅能求得近似解，而本
文算法能够得到精确解．

７　实验结果
本节实现了文献［２０］的算法（记为Ａｌｇ０）和本

文第６节的算法（记为Ａｌｇ１）．实验所使用的微型计
算机为ＤＥＬＬＯｐｔｉＰｌｅｘ３０５０台式机，硬件配置为
Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ５７５００ＣＰＵ＠３．４０ＧＨｚ，８ＧＢ

ＤＤＲ４内存（７．８９ＧＢ可用），操作系统为Ｍｉｃｒｏｓｏｆｔ
Ｗｉｎｄｏｗｓ１０６４位．利用Ｐｙｔｈｏｎ语言进行编程，程
序运行环境为Ｐｙｔｈｏｎ３．７，并利用Ｐｙｔｈｏｎ模块
ｍａｔｐｌｏｔｌｉｂ绘制实验图．通过随机生成的算例，对算
法求得的响应时间界和计算时间进行了评估．随机
算例的生成程序描述如下．

随机生成狀个ｃｏｎＤＡＧ任务图｛犌１，…，犌狀｝．
每个任务图在［１０，４０］范围内随机选择非条件节点
个数．每个非条件节点的最坏情况执行时间的取值
范围为［１，１００］．此外，每个任务图中条件节点的执
行时间为０．

对于每个任务图，按照从源点到汇点的顺序生
成图中的节点．每个新生成的节点狏狓犻以犘ｉｆ的概率
确定为条件节点．如果狏狓犻为条件节点，则生成狏狓犻对
应的条件分支结构．该条件分支结构包含一个入口
节点（即节点狏狓犻）、两个条件分支和一个出口节点．
如果狏狓犻不是条件节点，则将其随机插入到任务图现
有的条件分支中．对于每个非条件节点狏狓犻，以犘ｃｒｅ的
概率将狏狓犻确定为犜节点，以犘ｗａｉｔ的概率将狏狓犻确定
为Ｗ节点，以犘ｎｏｒ的概率将狏狓犻确定为Ｎ节点，并且
保证犘ｎｏｒ＋犘ｃｒｅ＋犘ｗａｉｔ＝１．

对于τ犻中任意的Ｔ节点狏狓犻，在任务集｛τ犻＋１，…，
τ狀｝中选择一个尚未分配父任务的τ犼（犻＜犼狀），确
定τ犻是τ犼的父任务，即构造从狏狓犻到τ犼源点狏狊狉犮犼的
Ｔ边．如果不存在这样的τ犼，则调整狏狓犻为Ｎ节点．
对于Ｗ节点狏狓犻，设狏狔犻为狏狓犻的前驱Ｔ节点，假设τ犼
是由狏狔犻创建的任务，从τ犼的汇点到Ｗ节点狏狓犻添加
Ｗ边．

图１２～图１６针对不同的参数组合进行实验，
参数配置如图例所示．其中，犿表示线程数，狀表示
任务数，犘ｉｆ表示条件节点的生成概率，犘ｗａｉｔ表示
Ｗ节点的生成概率，犘ｃｒｅ表示Ｔ节点的生成概率．
图１２～图１６的（ａ）中，灰色柱状图代表Ａｌｇ０求得
的响应时间界的平均值犚０；白色柱状图代表Ａｌｇ１
求得的响应时间界的平均值犚１；箱型图展示了
Ａｌｇ０和Ａｌｇ１的响应时间界差值（Ｇａｐ）的分布．具
体来说，箱型图对响应时间界的差值按照从小到大
排序，箱型图的顶表示第７５％的数据；箱型图的底
表示第２５％的数据；箱型图顶和底之间的区域表示
２５％～７５％的数据；中间浅线表示中位数，即第
５０％的数据；上须线表示Ｇａｐ的最大值；下须线表
示Ｇａｐ的最小值．图１２～图１６的（ｂ）中，实折线代
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表Ａｌｇ０求得的计算时间；虚折线代表Ａｌｇ１求得的
计算时间；箱型图展示了Ａｌｇ１和Ａｌｇ０的计算时间
比值的分布．具体来说，箱型图对计算时间的比值按
照从小到大排序，箱型图的顶表示第７５％的数据；
箱型图的底表示第２５％的数据；箱型图顶和底之间
的区域表示２５％～７５％的数据；中间浅线表示中位

数，即第５０％的数据；上须线表示计算时间比值的
最大值；下须线表示计算时间比值的最小值．对于每
种参数组合，进行１０００次随机实验．实验表明，
Ａｌｇ１能够改进响应时间界的精度，与Ａｌｇ０的平均
界差可达１７６．另外，针对所有算例，Ａｌｇ１的计算时
间在１４．３ｍｓ之内，略高于Ａｌｇ０．

图１２　狀＝１０，犘ｉｆ＝０．３，犘ｗａｉｔ＝０．３，犘ｃｒｅ＝０．３

图１３　犿＝４，犘ｉｆ＝０．３，犘ｗａｉｔ＝０．３，犘ｃｒｅ＝０．３

图１４　犿＝４，狀＝１０，犘ｗａｉｔ＝０．３，犘ｃｒｅ＝０．３
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图１５　犿＝４，狀＝１０，犘ｉｆ＝０．３，犘ｗａｉｔ＝０．３

图１６　犿＝４，狀＝１０，犘ｉｆ＝０．３，犘ｃｒｅ＝０．３
如图１２所示，实验数据表明，硬件平台上处理

器核数会影响Ａｌｇ０与Ａｌｇ１求得的Ｇａｐ．在一般情
况下，随着核数的增多，两个算法求得的Ｇａｐ越小．
根据Ｇｒａｈａｍ界式（３），核数越多，ＤＡＧ图的最大负
载对于响应时间的影响越弱．因此，该实验现象表
明，相对于提升ＤＡＧ图最长路径长度的评估精度
而言，Ａｌｇ１能够更有效地改善ＤＡＧ图最大负载的
评估精度．另外，Ａｌｇ１与Ａｌｇ０的计算时间比值不超
过３．５．

如图１３所示，Ｇａｐ随着任务数的增长而增大．
具体原因如下：随着任务数的增多，有向无环图的总
负载增大．由于Ａｌｇ１能够更加精确地估计有向无
环图的最大负载量（如图１２所示），因此，Ｇａｐ随着
任务数增长呈递增趋势．另外，Ａｌｇ１与Ａｌｇ０的计算
时间的比值略微减少．

如图１４所示，随着犘ｉｆ的增大，Ｇａｐ具有增大的
趋势．具体原因如下：犘ｉｆ的值越大，有向无环图中条
件分支嵌套结构越复杂，越有可能产生有利于Ａｌｇ１
的子结构（如５．２节中的反例）．另外，Ａｌｇ１与Ａｌｇ０

的计算时间比值呈递减趋势．
如图１５所示，随着犘ｃｒｅ的增大，Ｇａｐ呈现递增

趋势．具体原因如下：根据随机算例程序，犘ｃｒｅ越大，
单个任务的子任务就越多，这导致了较大的任务并
行度．在高并行度的算例（如５．２节的反例）中更能
体现Ａｌｇ１的优越性．另外，Ａｌｇ１与Ａｌｇ０的计算时
间呈现线性增长趋势．

如图１６所示，随着犘ｗａｉｔ的增大，Ｇａｐ略微减少．
具体原因如下：犘ｗａｉｔ的值越大，有向无环图的最长路
径长度越长．根据Ｇｒａｈａｍ界式（３），最长路径长度
越长，ＤＡＧ图的最长路径长度对响应时间的影响越
强．因此，实验现象表明，对于响应时间精度的影响
而言，提升ＤＡＧ图最长路径长度的评估精度并没
有改善ＤＡＧ图的最大负载精度明显（如图１２所
示）．另外，Ａｌｇ１与Ａｌｇ０的计算时间呈现线性增长
的趋势．

实验数据表明，一方面，与Ａｌｇ１相比，Ａｌｇ０需
要更少的计算时间（平均意义下，Ａｌｇ０能够节省
２．５倍的计算时间），并且能够尽可能高地保障响
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应时间界的精度．这说明Ａｌｇ０具有易实现、鲁棒
的优点．

另一方面，相较于Ａｌｇ０，Ａｌｇ１能够有效提高响
应时间界精度．在平均情况下，响应时间界精度能够
提高３％．能够有效改善响应时间界精度，对实时系
统是至关重要的．原因如下：在实时系统里，响应时
间直接影响着系统的可调度性．Ａｌｇ１在平均响应时
间界精度上提高３％，这会增强系统可调度的概率．
值得注意的是，在实际系统中，通常存在多个ＤＡＧ
任务并行工作的情况．尽管对于单个ＤＡＧ任务，
Ａｌｇ１带来的精度提升有限（通常是原响应时间界的
３％），但是，对于包含多个ＤＡＧ任务的实时系统而
言，如果每个ＤＡＧ任务的响应时间界精度提升
３％，其积累的精度也是很可观的．

另外，与Ａｌｇ０相比，Ａｌｇ１的计算时间有所增
加．但是，这种增加并不会破坏实时系统的实时性．
具体原因如下：在实时系统里，系统计算性能和运行
时间是非常重要的．其中，系统运行时间指的是在系
统部署之后运行时的时间．本文方法应用于系统部
署之前，对系统进行离线分析和验证．因此，Ａｌｇ１的
计算时间与系统部署之后实际运行的时间没有必然
联系．

综上所述，尽管Ａｌｇ１增加了计算时间，但是提
升了响应时间界的分析精度．这对于保障系统的安
全性来说是值得的：对于可调度性处于临界状态的
实时系统而言，响应时间精度有１％的提升，都有可
能极大地增加系统可调度的概率．

８　总结与展望
ＯｐｅｎＭＰ是实时系统最有希望的多核并行编程

框架之一．近年来，实时系统领域的研究热点围绕
ＯｐｅｎＭＰ的ＤＡＧ任务图展开．当前，ＤＡＧ任务图
的研究很少考虑ＯｐｅｎＭＰ程序的条件分支特征．尚
未有研究能够精确计算出带有条件分支结构
ＯｐｅｎＭＰ任务图的响应时间界．本文致力于研究
ＯｐｅｎＭＰ的并行结构和分支结构特征，基于动态规
划技术提出了能够求解带有条件分支ＯｐｅｎＭＰ任
务图响应时间界的精确算法．并且，本文方法具有多
项式时间的计算复杂度．下一步的工作将围绕
ＯｐｅｎＭＰ程序更复杂的实际特征展开，例如，程序中
的循环和递归特征．为带有条件分支和循环递归结
构ＯｐｅｎＭＰ程序的响应时间分析提供新的理论和
方法．
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