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带时间约束实时任务图模型上可调度性分析算法研究
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摘　要　带时间约束的实时任务图（ＴＣＤＲＴ）模型具有接近于时间自动机的丰富表达性，但是其关联的可调度性
分析（ＳＡ）问题却是强ＮＰ困难的．目前的研究仅关注一类约束个数为常数犓的易解模型：犓ＴＣＤＲＴ，且局限于
ＳＡ问题的图转换求解方法．这种间接求法使得问题的计算复杂度随约束宽度呈指数倍增长．该文研究ＴＣＤＲＴ模
型上可调度性分析问题的直接求解方法，为两个核心子问题给出新的理论结果：第一，针对需求上界函数（ＤＢＦ）的
计算问题，提出了考虑时间约束的路径需求结构，并据此设计了新的动态规划算法，其时间复杂度与约束宽度无
关；第二，对于可调度分析上界犜的限定问题，从理论上证明了该问题是伪多项式时间可解的，且计算复杂度不再
与犓指数相关，这使得文中算法性能较已有结果有指数级提升．更进一步地，该文方法还蕴含着一类新的ＴＣＤＲＴ
易解模型．该类模型突破了约束个数必须为常数的局限，其分析难度也较犓ＴＣＤＲＴ有指数倍地下降．
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１　引　言
在实时系统验证领域，形式化模型更关注系统

的时间行为和不确定性等非功能特征，是系统可调
度性分析的理论基础．为便于理论分析，形式化模型
通常将系统抽象为一组独立且并发的实时任务
犜＝｛τ１，…，τ犖｝，每个任务τ犻都将产生无限数量的作
业序列．其中，最经典的实时系统模型是Ｌｉｕ和
Ｌａｙｌａｎｄ（１９７３）［１］提出的周期任务模型．该模型上定
义的可调度性分析（ＳｃｈｅｄｕｌａｂｉｌｉｔｙＡｎａｌｙｓｉｓ，ＳＡ）问
题存在多项式时间算法．然而，模型在刻画系统行为
方面却受到极大局限：实时任务的截止期必须和周
期相等；任务释放的作业具有统一的执行时间，且释
放时刻必须严格限定在周期的整数倍．作为另一个
极端，时间自动机（ＴｉｍｅｄＡｕｔｏｍａｔａ，ＴＡ）［２３］能够
精确刻画系统的时间特征，是实时系统最强有效的
形式化模型之一．但是，ＴＡ上ＳＡ问题却是强ＮＰ
困难的，甚至是不可判定性问题［４］．

一种优良的实时任务模型需在可表达性和易解
性之间寻求一个折衷［５］．之前的研究通常把ＳＡ问
题是否具有（伪）多项式时间算法，作为衡量一个模
型是否易解的标准［６］．在ＴＡ和易解模型之间划定
一条精确的界限，是实时系统领域面临的一个挑战
性问题［７］．在过去的４０年间，众多学者致力于提出
尽可能接近ＴＡ的易解模型，将模型上ＳＡ问题的
难度限定在弱ＮＰ困难问题之内，探究伪多项式时
间算法的存在性，并努力尝试优化和提高算法的
性能．

偶发任务模型是直接扩展自Ｌｉｕ＆Ｌａｙｌａｎｄ模
型的首个系统模型［８］．该模型刻画了实时任务释放
作业时刻的不确定性．与Ｌｉｕ＆Ｌａｙｌａｎｄ模型不同，
偶发任务模型上定义的ＳＡ问题成为ＮＰ困难问题，
不再具有多项式时间算法．Ｂａｒｕａｈ等人（１９９０）［９］将
此类任务系统的利用率犝限定在一个严格小于１
的常数犮内，并提出了伪多项式时间算法．文献［９］
为之后的实时系统可调度性分析提供了统一的算法
框架：首先，独立地分析每个实时任务的行为特征；
然后，将这些分析结果线性组合在一起，构成整个任
务系统的判定结果．具体来说，文献［９］引入需求上
界函数（ＤｅｍａｎｄＢｏｕｎｄＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＤＢＦ）的概念，将
ＳＡ问题归结为两个子问题来解决．

（１）对于任意时间段狋，如何计算任务τ犻的需求

上界函数犱犫犳τ犻（狋）？（整个任务系统的需求上界函数

犱犫犳（狋）＝∑
犖

犻＝１
犱犫犳τ犻（狋））．

（２）如何给定狋的上界犜，使得：对于任意的狋
犜，若犱犫犳（狋）狋，则可判定系统是可调度的．

在偶发任务模型中，ＳＡ问题的计算复杂性取
决于问题（２）中给出的上界犜．文献［９］最先给出的
上界犜如下式所示，其中，犇犻为任务τ犻的截止期，犘犻
为任务τ犻的周期，犝为任务系统的利用率．在之后的
研究中，上界犜又称为可调度性分析上界［１０］．
犜＝ｍａｘ犇１，…，犇犖，ｍａｘ１犻犖

｛犘犻－犇犻｝犝
１－｛ ｝犝．

　　最近又有学者进一步缩小了该上界的范围［１０］，
如表１中所示．但新的上界仍然是关于１／犝的伪多
项式规模函数．这意味着，当利用率犝趋于１时，在
最坏情况下ＳＡ算法将求解指数多个ＤＢＦ计算问
题．这使得基于ＤＢＦ的分析方法具有一定的局限
性．但是，同时也注意到，ＤＢＦ方法的优点是：将困
难的ＳＡ问题分解为若干易于求解的ＤＢＦ计算子
问题．偶发任务模型上关联的ＤＢＦ计算问题具有
犗（１）的时间复杂度［９］，这极大地降低了ＳＡ问题的
难度．在更多任务模型的研究中，学者依然期望获得
较低时间复杂度的ＤＢＦ计算方法．但是，随着模型
的可表达性增强，ＤＢＦ计算问题将变得越来越
困难．

广义多帧任务（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＭｕｌｔｉｆｒａｍｅＴａｓｋ，
ＧＭＦ）模型［１１］是偶发任务模型的一个重要扩展．
ＧＭＦ模型允许任务中具有多种类型的作业，各类作
业具有不同的执行时间；同一任务中不同类型的作
业以线性序释放．在ＧＭＦ模型中，ＤＢＦ计算问题不
再具有犗（１）时间可解的特性．为求解该问题，Ｂａｒｕａｈ
等人（１９９９）［１１］提出了一个后来称之为“需求二元
组”（ＤｅｍａｎｄＰａｉｒ，ＤＰ）［１２］的数据结构，并基于该结
构给出了多项式时间的动态规划算法．在之后的研
究中，ＤＰ结构被应用到更复杂的任务模型，如复发
实时任务（ＲｅｃｕｒｒｉｎｇＲｅａｌｔｉｍｅＴａｓｋ，ＲＲＴ）模型［１３］

和非循环ＧＭＦ（ｎｏｎｃｙｃｌｉｃＧＭＦ）模型［１４］．值得注
意的是，在ＲＲＴ和非循环ＧＭＦ模型中，根据ＤＰ
结构设计的动态规划算法不再是多项式时间的，而
是退化成伪多项式时间算法．其中，ＲＲＴ模型中计
算ＤＢＦ的复杂度与时间上界犜无关［１５］；非循环
ＧＭＦ模型中计算ＤＢＦ的复杂度是关于犜的线性
函数［１４］，如表１所示．
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表１　任务模型上可调度性分析问题的计算复杂性
任务模型
名称

ＤＢＦ计算
问题复杂度

可调度性分析上界犜
伪多项式规模上界犜 计算利用率犝的复杂度

偶发任务模型 犗（１） ｛ｍａｘ（犇１－犘１），…，（犇犖－犘犖），
∑
犖

犻＝１
（犘犻－犇犻）犝犻
１－ ｝犝

犗（犖）

ＧＭＦ模型 犗（狀２ｌｏｇ狀） 犝
１－犝ｍａｘ

犻＝１，…，犖
犘犻ｓｕｍ－犇犻｛ ｝ｍｉｎ 犗（犖）

ＲＲＴ模型 犗（狀３犈ｍａｘ犻） ２∑犻＝１，…，犖犈犻
１－犝

犗（犖狀）

ｎｏｎｃｙｃｌｉｃＧＭＦ模型 犗（狀犜） ∑犻＝１，…，犖犈
ｍａｘ
犻

１－犝
犗（犖）

ＤＲＴ模型 犗（狀犜２） ∑犻＝１，…，犖犈
ｓｕｍ
犻

１－犝
犗（犖狀３）

ＴＣＤＲＴ模型 犗狀∏
犓

犽＝１
γ犽犜（ ）２ ∑犻＝１，…，犖犈

ｓｕｍ
犻

１－犝
犗犖狀３∏

犓

犽＝１
γ３（ ）犽

注：表１中用到的变量说明如下：狀为τ犻对应的任务图的节点个数；犘犻ｓｕｍ为任务τ犻中所有类型作业的周期和；犇犻ｓｕｍ为任务τ犻中所有类型作业的
最小截止期；犈ｍａｘ犻为任务τ犻中所有作业的最大执行时间；犈犻为任务τ犻对应的ＤＡＧ图中从汇点到源点的最大需求路径的需求量；犈ｓｕｍ犻为任
务τ犻中所有作业的执行时间之和．

　　２０１１年，Ｓｔｉｇｇｅ等人［１２］提出实时任务图（Ｄｉｇｒａｐｈ
ＲｅａｌｔｉｍｅＴａｓｋ，ＤＲＴ）模型．ＤＲＴ模型的表达能力
更加丰富，以上各类任务模型均可看做ＤＲＴ模型
的特例．例如，ＧＭＦ中的每个任务模型是仅包含单
个简单回路的ＤＲＴ图；ＲＲＴ模型对应有向无环图
（ＤｉｒｅｃｔｅｄＡｃｙｃｌｉｃＧｒａｐｈ，ＤＡＧ）；非循环ＧＭＦ模型
对应有向完全ＤＲＴ图［５］．对于ＤＲＴ模型，研究者
期望找到有效的ＤＢＦ计算方法，其时间复杂度至多
限定为犜的线性函数．Ｓｔｉｇｇｅ等人将ＤＰ结构扩展
为“需求三元组”（ＤｅｍａｎｄＴｒｉｐｌｅ，ＤＴ）结构，并基于
此设计了新的伪多项式时间动态规划算法，但是时
间复杂度是关于犜的二次方函数．本文将提出一种
新的数据结构，将动态规划算法的复杂度降低到犜
的线性函数．

迄今为止，ＤＲＴ模型是与ＴＡ最接近的易解模
型．注意到，ＤＲＴ模型与ＴＡ最大的差别是没有考
虑时间约束需求．因此，Ｓｔｉｇｇｅ等人（２０１１）［７］又进一
步研究了带时间约束（ＴｉｍｉｎｇＣｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ）的ＤＲＴ
（简写为ＴＣＤＲＴ）模型：任务τ犻关联一组时间约束，
每个约束形如（犳狉狅犿犽，狋狅犽，γ犽），表示τ犻释放作业
犳狉狅犿犽和狋狅犽的时间间隔应至少与γ犽相等（其形式化
定义详见第２节）．ＴＣＤＲＴ模型属于难解模型，Ｓｔｉｇｇｅ
等人［７］通过构造带有自环约束的ＤＲＴ特例，将ＳＡ
问题在伪多项式时间内规约为哈密顿路问题，从
而证明了在ＴＣＤＲＴ模型上ＳＡ问题是强ＮＰ困难
的．同时，Ｓｔｉｇｇｅ等人［７］也指出，当时间约束个数为

常数犓时，ＴＣＤＲＴ模型上ＳＡ问题变为弱ＮＰ困
难问题，并提出了一个将ＴＣＤＲＴ转化为ＤＲＴ的方
法．这种图转化方法间接地给出了犓约束ＴＣＤＲＴ
模型上ＳＡ问题的伪多项式时间判定算法，但同时
也使得算法复杂度关于时间约束宽度γ犽呈指数倍
增长．无论是计算ＤＢＦ，还是限定时间上界犜，算法
的时间复杂度都是关于∏

犓

犽＝１
γ犽的函数，如表１所示．

本文致力于给出ＴＣＤＲＴ模型上ＳＡ问题的直
接求解方法，旨在降低可调度性分析算法的时间复
杂度，并找到ＴＣＤＲＴ模型更多的易解特例．首先，
对于ＤＢＦ计算问题，本文提出了更加高效的动态规
划算法，其时间复杂度不再与时间约束宽度γ犽相
关，而是简化为约束个数犓的函数．更进一步地，当
模型中任意两时间约束（犳狉狅犿犽，狋狅犽，γ犽）和（犳狉狅犿犽′，
狋狅犽′，γ犽′）满足狋狅犽≠狋狅犽′时，本文中ＤＢＦ计算方法的
时间复杂度与约束个数犓也无关，直接简化为犜的
线性函数．另外，对于如何限定时间上界犜的问题，
本文从理论上证明了：存在一个算法能够在伪多项
式时间内给出犜的精确上界，并且算法的时间复杂
度不但与∏

犓

犽＝１
γ３犽无关，甚至不再与犓指数相关．因此，

与文献［７］中算法相比，本文算法的性能得到指数倍
提升．

本文第２节介绍ＴＣＤＲＴ的系统模型和可调度
性分析问题的形式化定义；第３节提出ＤＢＦ计算问
题的动态规划算法；第４节从理论上证明了可调度
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分析上界限定问题的伪多项式时间可解性；最后是
总结．

２　系统模型和问题定义
２１　带时间约束的实时任务图

实时任务系统定义为由一组有限数量且相互独
立的实时任务构成的集合

!＝｛τ１，…，τ犖｝．! 中任意
实时任务τ都可由有向图犇（τ）＝（犞τ，犃τ）表示，其
中犞τ是节点集，犃τ是弧集．图犇（τ）中的节点｛狏１，…，
狏狀｝与τ释放的所有作业类型一一对应．每个节点狏犻
关联两个整形参数犲（狏犻）和犱（狏犻），分别用来表示作
业犑犻的最坏执行时间和相对截止期．注意到，与传
统调度问题［１６］不同，任务τ在理论上可以任意多次
释放作业犑犻，规定每次释放的作业犑犻具有相同的
犲（狏犻）和犱（狏犻）．若作业犑犻在狋时刻释放，则该作业必
须在狋＋犱（狏犻）时刻之前完成．狋＋犱（狏犻）又称为作业
犑犻的绝对截止期．另外，图犇（τ）中的每条弧（狏犻，狏犼）
表达了τ释放作业犑犻和犑犼的先后顺序，并且弧（狏犻，狏犼）
上关联的非负参数狆（狏犻，狏犼）表示作业犑犻和犑犼释放
时刻的最小间隔（又称为周期［１２］）．假设任务τ中每
个作业犑犻关联的截止期犱（狏犻）均小于等于相应的周
期狆（狏犻，狏犼）．满足此类假设的系统，称为约束截止期
任务系统［９］．

以上即为实时任务图（ＤＲＴ）［１２］的定义．在本文
中，任务图犇（τ）还关联一组时间约束犆（τ）＝
｛（犳狉狅犿１，狋狅１，γ１），…，（犳狉狅犿犽，狋狅犽，γ犽）｝．犆（τ）中的每
个约束（犳狉狅犿犻，狋狅犻，γ犻）要求遍历任务图犇（τ）上两节
点犳狉狅犿犻和狋狅犻的时间间隔不得小于γ犻个时间单位．
为表达方便，将犳狉狅犿犻称为约束的左节点，狋狅犻称为约
束的右节点，γ犽称为约束的宽度．若约束集的势犽为
常数犓，则任务τ简记为犓ＴＣＤＲＴ任务．特殊地，
若犓＝０，则犓ＴＣＤＲＴ任务即简化为一般的ＤＲＴ
任务．

图１　包含３个时间约束的ＴＣＤＲＴ任务τ

例１．　一个３ＴＣＤＲＴ任务τ如图１所示．τ可
释放６种不同类型的作业犑１，…，犑６，在图中分别对

应节点狏１，…，狏６．节点间的实线弧表示任务τ释放
作业的周期，虚线弧则表示时间约束．例如，约束
（狏６，狏２，１１）表示任务τ释放作业犑４和犑２的时间间
隔不能小于１１个时间单位；自环约束（狏３，狏３，９）表
示任务τ连续释放两个犑３的时间间隔不能小于９个
时间单位．
２２　带时间约束任务图的语义模型

ＴＣＤＲＴ任务τ释放的作业序列与有向图犇（τ）
中的路径一一对应．任务τ释放作业犑犻的行为触发
路径对犇（τ）中的相应节点狏犻进行遍历．可将任务τ
释放并执行作业犑犻的行为用一个三元组（狉犻，犲（狏犻），
狉犻＋犱（狏犻））来表示，其中，狉犻是作业犑犻的释放时刻；犲（狏犻）
和犱（狏犻）是节点狏犻关联的两个参数，分别对应作业
犑犻的执行时间和相对截止期．对于任务τ释放的任
意一个作业序列σ＝［（狉１，犲（狏［１］），狉１＋犱（狏［１］）），…，
（狉犻，犲（狏［犻］），狉犻＋犱（狏［犻］）），…］，图犇（τ）中相应的路
径定义为π＝［（狉１，狏［１］），…，（狉犻，狏［犻］），…］，其中，狏［犻］
为路径中第犻个遍历的节点，狉犻为遍历节点狏［犻］的时
刻．由任务图定义可知，序列σ中作业的释放时间间
隔需要满足周期和集合犆（τ）中的约束．这些时间约
束可在路径π中由如下不等式精确刻画．

（１）对于任意犻＝１，２，…：狉犻＋１－狉犻狆（狏［犻］，
狏［犻＋１］）．

（２）对于任意１犻＜犼，且（狏犻，狏犼，γ犾）∈犆（τ）：
狉犼－狉犻γ犾．

另外，对于有限长度的路径π＝［（狉１，狏［１］），…，
（狉犻，狏［犾］）］，分别给出路径需求和长度的定义如下：

（１）路径需求：犲（π）＝∑
犾

犻＝１
犲（狏［犻］）．

（２）路径长度：犱（π）＝狉犾－狉１＋犱（狏［犾］）．
例２．　图１中任务τ释放的一个作业序列为

σ１＝［（０，１，２），（３，１，６），（６，２，９）］．该序列对应的路
径为π１＝［（０，狏４），（３，狏５），（６，狏２）］．首先，观察路
径π１中相邻两节点的遍历时刻，遍历节点狏４和狏５以
及狏５和狏２的时间间隔均为３．注意到，弧（狏４，狏５）和
（狏５，狏２）关联的周期参数分别为２和３．易知，路径
π１中遍历相邻节点的时间间隔均大于等于相应弧关
联的周期．这说明作业序列σ１满足周期约束．另外，
注意到路径π１中包含节点狏４和狏２，这两节点的遍历
时间间隔需受到（狏４，狏２，６）∈犆（τ）的约束．可计算得
遍历狏４和狏２的时间间隔为６，恰巧等于时间约束
（狏４，狏２，６）的宽度．这意味着作业序列σ１在满足周期
约束的同时，也满足犆（τ）中的时间约束．最后，路径
π１的需求和长度分别为４和９．
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２３　可调度性分析问题
本文关注ＴＣＤＲＴ任务系统的可调度性，定义

如下．
定义１．　可调度性［７］（Ｓｃｈｅｄｕｌａｂｉｌｉｔｙ）．ＴＣＤＲＴ

任务集犜在可抢占的单处理器系统上是可调度的，
当且仅当犜释放的所有作业序列集合均可在该单
处理器平台上由一种可抢占式策略成功调度，使得
序列集中的每个作业均在其截止期之前完成．

根据定义１，对于序列集合中任意一个作业犑＝
（狉，犲，犱）．可知，作业犑在狉时刻释放，且执行作业犑
需要占用犲个单位时间的处理器资源．若作业犑能
成功调度，则犑需要在犱时刻之前完成，即犑占用
处理器的时间需要落在时间段［狉，犱］内．可调度性分
析问题是指，对于给定的ＴＣＤＲＴ任务系统!

，是否
存在一个判定算法Ａ：若!

能够被某种策略成功调
度，则算法Ａ回答“是”；否则，若!

不能被任何调度
策略成功调度，则算法Ａ回答“否”．在单处理器系
统中，ＥＤＦ［１７１８］是最优的调度策略［１９］．因此，单处理
器上任务系统

!

的可调度性分析问题又等价为系统
!

是否可以被ＥＤＦ策略成功调度的判定问题．
可调度性分析的算法框架建立在一种被称为需

求上界函数的基础之上．下面首先给出需求上界函
数的定义．

定义２．　需求上界函数（ＤｅｍａｎｄＢｏｕｎｄＦｕｎｃ
ｔｉｏｎ，ＤＢＦ）．对于!

中的任意一个任务τ和一个时间
段长度狋，犱犫犳τ（狋）表示任务τ在长度为狋的时间段
内可能产生的最大执行时间需求，其计算公式如下：

犱犫犳τ（狋）＝ｍａｘ｛犲（π）狘π是犇（τ）中路径，
　　且犱（π）狋｝．

　　另外，对于整个任务系统!

，定义需求上界函数
如下：

犱犫犳（狋）＝∑τ∈!

犱犫犳τ（狋）．
　　易知，在长度为狋的时间段内，处理器至少要提
供犱犫犳（狋）个时间单位的计算资源用来执行任务系
统

!

中已释放的作业．否则，!中的任务就有错失截
止期的危险．根据ＤＢＦ的定义，能够很自然地推导
出系统可调度的一个充要条件，如定理１所述．

定理１［７］．　ＴＣＤＲＴ任务系统!

在单处理器上
是可调度的，当且仅当：狋０：犱犫犳（狋）狋．

根据定理１，ＴＣＤＲＴ系统!

的可调度性分析问
题即等价为一个判定问题：寻找一个违反以上性质
的狋犳，即犱犫犳（狋犳）狋犳．若存在这样的狋犳，则判定系统
!

不可调度；否则，系统
!

可调度．该判定问题又被

分解为两个关键子问题：（１）ＤＢＦ计算问题；（２）狋犳
的上界限定问题．若以上两问题均可在（伪）多项式
时间内求解，并且问题２中狋犳的上界限定在伪多项
式规模内，则可断定ＴＣＤＲＴ即为易解模型．然而，
文献［７］从理论上证明了ＴＣＤＲＴ是难解模型，不存
在伪多项式时间的可调度性分析算法，并且指出，直
接解决以上两个子问题将面临如下挑战：

（１）通过遍历图犇（τ）来计算ＢＤＦ，需要共同考
虑周期和时间约束集犆（τ）对路径长度的影响．

（２）更重要的是，注意到在ＤＲＴ模型中，通过
检查任务图中的简单回路，即可获得狋犳的精确上界．
然而，该结论在ＴＣＤＲＴ模型中却不成立．这使得
ＤＲＴ中用于确定狋犳上界的伪多项式时间算法在
ＴＣＤＲＴ中不再适用．

考虑到以上困难，文献［７］通过图转换间接给出
了问题的求解方法：先将ＴＣＤＲＴ等价转换为ＤＲＴ
模型，再应用ＤＲＴ中的现有方法分析系统的可调
度性．这种间接方法带来了额外的复杂性，计算时间
与约束宽度的连乘积∏

犓

犽＝１
γ３犽成正比．在接下来的两节

中，将为ＴＣＤＲＴ模型提出一种能够直接分析可调
度性的方法，其计算复杂度也将改进为与∏

犓

犽＝１
γ３犽不再

相关．

３　求解犇犅犉的动态规划算法
在之前的研究中，基于需求二元组（ＤＰ）结构的

动态规划算法广泛用于各类实时任务模型的ＤＢＦ
计算，并且算法复杂度至多是关于可调度性分析上
界犜的线性函数［１１，１３１５］．面对更复杂的ＤＲＴ模型，
ＤＰ结构同样有效，基于ＤＰ的ＤＢＦ计算方法仍被
限定在伪多项式时间内，但算法复杂度却变为犜的
二次方［１２］．更加困难的是，以上算法结果并不能轻
易扩展到ＴＣＤＲＴ模型［７］．迄今为止，尚未见到在
ＴＣＤＲＴ中计算ＤＢＦ的伪多项式时间算法．

本节为ＴＣＤＲＴ模型中的ＤＢＦ计算问题提出
一种伪多项式时间的动态规划算法．注意到ＤＲＴ
模型是满足犓＝０条件的ＴＣＤＲＴ特例．因此，在接
下来的２．１节，首先从基本的ＤＲＴ模型入手，以图
论的角度设计新的数据结构，为ＤＲＴ模型提出更
高效的动态规划算法，使算法复杂度由犜的平方降
低到犜的线性函数．然后，在２．２节考虑犆（τ）中时
间约束对动态规划递推方程的影响，将ＤＲＴ中的
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算法扩展到ＴＣＤＲＴ模型中．
３１　犇犚犜模型上犇犅犉的计算方法

由定义２可知，对于任意给定的任务τ和时间
长度狋，计算需求上界函数犱犫犳τ（狋）等价为在任务图
犇（τ）中寻找一条长度小于等于狋的路径，使得路径
需求最大．本节设计一个动态规划算法，通过多条最
优子路径之间的组合，得到最优路径．其中，每条最
优子路径所关联的特征量均可抽象为如下数据
结构．

定义３．最大路径需求（ＭａｘｉｍｕｍＰａｔｈＤｅｍａｎｄ，
ＭＰＤ）．给定图犇（τ）中两节点狏犻和狏犼，以及时间段
长度狋，犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）表示在图犇（τ）中分别以狏犻和
狏犼为起点和终点，且长度小于等于狋的路径对应的
最大路径需求．

根据最优化原理，ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）可由
以下定理中的递推方程计算得出．

定理２．　给定图犇（τ）中两节点狏犻和狏犼，狆（狏犻，
狏犼）表示顺次遍历狏犻和狏犼的最小时间间隔．对于任意
的时间段长度狋狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）：
犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）＝ｍａｘ｛犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋－１），

犲犇（τ）（狏犻，狏犾，狋－狆（狏犾，狏犼）－犱（狏犼）＋
犱（狏犾））＋犲（狏犼）狘（狏犾，狏犼）∈犃｝ （１）

　　特殊地，对于犻＝犼，且狋＝犱（狏犻）：犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）＝
犲（狏犻）．另外，对于任意的狋＜狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）：
犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）＝－∞．

证明．　对于狋＜狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）的情况．由
于在图犇（τ）中不存在一条从狏犻到狏犼的路径，其长度
小于狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼），易知犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）＝－∞．
另外，对于狋狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）的情况，将从两方
面证明递推方程的正确性．

首先，考虑狋＝狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）的情况．图犇（τ）
中一定存在一条从狏犻到狏犼，且长度等于狋的路径π．
若将周期参数看作弧上的权值，路径π即对应图犇（τ）
中由狏犻到狏犼的最短路径．计算犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）的一个
自然的枚举思路即在狏犻到狏犼的最短路径集合中找
出最大需求的那条路径．可将最短路径集合划分为
若干子集｛犾｜（狏犾，狏犼）是犇（τ）中的弧｝．其中，犾表示
图犇（τ）中以弧（狏犾，狏犼）结尾的路径子集．集合犾中需
求最大的路径定义为π犾，则π犾的需求犲（π犾）可看成两
部分的加和：（１）从狏犻到狏犾的最大路径需求犲犇（τ）（狏犻，
狏犾，狋′），其中狋′的取值为狋－狆（狏犾，狏犼）－犱（狏犼）＋
犱（狏犾），狋和狋′的关系如图２所示；（２）终点上的需求
犲（狏犼）．因此，犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）＝ｍａｘ｛犲（π犾）｜犾∈｝＝
ｍａｘ｛犲犇（τ）（狏犻，狏犾，狋′）＋犲（狏犼）｜（狏犾，狏犼）∈犃τ｝．另一方

面，根据递推公式得，犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）＝ｍａｘ｛犲犇（τ）（狏犻，
狏犼，狋－１），犲犇（τ）（狏犻，狏犾，狋′）＋犲（狏犼）｜（狏犾，狏犼）∈犃τ｝．由
于狋－１＜狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼），有犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋－１）＝
－∞．这种情况下，仅式（１）等号右边第二项起作用．
综上可知，由枚举方法求得的最优解和递推公式得
到的解值相同，故在狋＝狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）时，定理２
中结论正确．特殊地，当犻＝犼时，有狆（狏犻，狏犼）＝０．
易知，狋＝犱（狏犻）是狋＝狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）情况的特例，
故犲犇（τ）（狏犻，狏犻，犱（狏犻））＝犲（狏犻）自然成立．

图２　时间段长度狋和狋′的关系示意
接下来考虑狋＞狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）的情况．一方

面，证明路径存在性：图犇（τ）中存在一条从狏犻到狏犼，
且长度至多为狋的路径．由递推方程可知，犲犇（τ）（狏犻，
狏犼，狋）可由两种可能的情况计算得到：（１）若犲犇（τ）（狏犻，
狏犼，狋）＝犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋－１），可知图犇（τ）中存在一条
从狏犻到狏犼，且长度至多为狋－１的路径．易知，从狏犻到
狏犼，且路径长度至多为狋的路径显然存在；（２）若
犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）由方程右边第二项ｍａｘ｛犲犇（τ）（狏犻，狏犾，
狋′）＋犲（狏犼）｜（狏犾，狏犼）∈犃τ｝导出，则图犇（τ）中一定存
在一条从狏犻到狏犾的路径π′＝（［狉１，狏犻］，…，［狉犽，狏犾］），
且路径长度犱（π′）至多为狋′＝狋－狆（狏犾，狏犼）－犱（狏犼）＋
犱（狏犾），其中，狏犾是狏犼的直接前驱节点．将路径π′与
弧（狏犾，狏犼）合并成一条新的路径π＝（［狉１，狏犻］，…，
［狉犽，狏犾］，［狉犽＋１，狏犼］）．易知，新路径的长度犱（π）
狋′－犱（狏犾）＋狆（狏犾，狏犼）＋犱（狏犼）＝狋．综上，图犇（τ）中一
定存在从狏犻到狏犼，且长度至多为狋的路径．

另一方面，证明犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）对应从狏犻到狏犼且长
度至多为狋的最大需求路径．定义π＝（［狉１，狏犻］，…，
［狉犽，狏犾］，［狉犽＋１，狏犼］）为从狏犻到狏犼且长度至多为狋的最
大需求路径，假设路径π的需求犲（π）犲犇（τ）（狏犻，
狏犼，狋）．由于路径π可看做是π犻犾＝（［狉１，狏犻］，…，
［狉犽，狏犾］）和π犾犼＝（［狉犽，狏犾］，［狉犽＋１，狏犼］）两段子路径的
组合，路径长度和需求分别可展开为犱（π）＝犱（π犻犾）－
犱（狏犾）＋犱（π犾犼）和犲（π）＝犲（π犻犾）－犲（狏犾）＋犲（π犾犼）．注
意到子路径π犾犼为弧（狏犾，狏犼），则有犱（π犾犼）狆（狏犾，狏犼）＋
犱（狏犼）和犲（π犾犼）＝犲（狏犾）＋犲（狏犼）成立．又因为犱（π）
狋，则有犱（π犻犾）狋′＝狋－狆（狏犾，狏犼）－犱（狏犼）＋犱（狏犾）成
立．即路径π犻犾的长度小于等于狋′．根据定义３，有
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犲（π犻犾）犲犇（τ）（狏犻，狏犾，狋′），代入到犲（π）的计算式中得：
犲（π）犲犇（τ）（狏犻，狏犾，狋′）＋犲（狏犼）犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）．推出
与假设矛盾，定理得证． 证毕．

根据定理２，提出计算需求上界函数犱犫犳τ（狋）的
动态规划算法如下．

算法１．　计算犱犫犳τ（狋）的动态规划算法．
输入：任务图犇（τ）及时间段长度狋
输出：ＤＲＴ任务τ的需求上界函数集合｛犱犫犳τ（犽）｜犽狋｝
ＢＥＧＩＮ
１．ＦＯＲｅａｃｈ狏犻，狏犼∈犞τ
２．以周期作为弧的权值，计算从狏犻到狏犼的最短路

径，并将路径权值存入狆（狏犻，狏犼）；
３．ＲＥＰＥＡＴ１犽狋：
４．ＦＯＲｅａｃｈ狏犻∈犞τ
５． ＦＯＲｅａｃｈ狏犼∈犞τ
６． ＩＦ犽＜狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）ＴＨＥＮ
７． 犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）··＝－∞；
８． ＥＬＳＥＩＦ犻＝犼ａｎｄ犽＝犱（狏犻）ＴＨＥＮ
９． 犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）··＝犲（狏犻）；
１０． ＥＬＳＥ
１１． ＩＦ犽－１狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）ＴＨＥＮ
１２． 犲ｍａｘ··＝犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽－１）；
１３． ＦＯＲｅａｃｈ（狏犾，狏犼）∈犃τ
１４． ＩＦ犽狆（狏犾，狏犼）＋犱（狏犼）－犱（狏犾）ＴＨＥＮ
１５． 犲ｍａｘ··＝ｍａｘ｛犲ｍａｘ，犲犇（τ）（狏犻，狏犾，犽－狆（狏犾，

狏犼）－犱（狏犼）＋犱（狏犾））＋犲（狏犼）｝；
１６．犱犫犳τ（犽）··＝ｍａｘ｛犱犫犳τ（犽），犲ｍａｘ｝；
ＥＮＤ

　　算法１按照时间段长度犽从１到狋，顺次计算需
求上界函数犱犫犳τ（犽）．根据定义２可知，对于给定的
犽，若要计算犱犫犳τ（犽），需要先获得每对节点狏犻和狏犼
关联的ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）．算法在４～１６行
计算了所有节点对关联的ＭＰＤ值，并在其中选取
一个最大值存储在犲ｍａｘ中．根据定理２，对于任意两
节点狏犻和狏犼，计算犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）需要分３种情况讨
论：（１）当犽＜狆（狏犻，狏犼）＋犱（狏犼）时，犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）··＝
－∞，对应算法６，７行；（２）当犻＝犼，犽＝犱（狏犻）时，
犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）··＝犲（狏犻），对应算法８，９行；（３）此外，
在一般情况下，犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）需要由递推式（１）来计
算，对应算法１０～１５行．

定理３．　算法１是伪多项式时间的，且计算复
杂性是关于时间段长度狋的线性函数．

证明．对于图犇（τ）中任意的两个节点狏犻和
狏犼∈犞τ，以及任意的时间段长度犽狋，算法１均需要
计算一个ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）．易知，犇（τ）中节

点对个数至多为狀×狀，时间段长度犽上界限定为狋．
因此，算法１中需要计算的ＭＰＤ个数最多为犗（狀２狋）．
另外，对于任意的长度犽，需求上界函数犱犫犳τ（犽）可
在所有犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）都计算完后，由ｍａｘ｛犲犇（τ）（狏犻，
狏犼，犽）｜狏犻，狏犼∈犞τ｝计算得到，见算法第１６行．综上，
算法１是伪多项式时间的，其时间复杂度为狋的线
性函数犗（狀２狋）． 证毕．

与之前的研究相比，算法１将ＤＲＴ中ＤＢＦ计
算问题的复杂度由狋的平方降低为狋的线性函数，
进一步提升了求解效率．更重要的是，算法１还可以
扩展到ＴＣＤＲＴ模型，而以往ＤＲＴ中求解ＤＢＦ的
动态规划算法在ＴＣＤＲＴ中却不再适用［７］．
３２　犜犆犇犚犜模型上犇犅犉的计算方法

本节将基于ＭＰＤ的动态规划算法扩展到ＴＣＤＲＴ
模型中．与ＤＲＴ模型不同，在ＴＣＤＲＴ中构造一个
ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）需要额外考虑犆（τ）中的时
间约束．接下来，针对路径终点狏犼是否为某个时间
约束的右节点，对犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）的递推方程分两种
情况进行讨论．对于任意给定的两节点狏犻和狏犼，以
及时间段长度狋有：

情况１．　从狏犻到狏犼的路径不以任何时间约束
的右节点结尾，即对于任意的（犳狉狅犿犽，狋狅犽，γ犽）∈犆τ，
均有狏犼≠狋狅犽成立．此时，ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）仍
然可由定理２中的递推方程（１）计算得到．

情况２．　路径以某时间约束的右节点结尾，即
存在（犳狉狅犿犽，狋狅犽，γ犽）∈犆τ，使得狏犼＝狋狅犽．此时，计算
犲犇（τ）（狏犻，狏犼，狋）则需要考虑作用于终点狏犼上的时间约
束．不失一般性，设时间约束（犳狉狅犿犽，狋狅犽，γ犽）的右节
点狋狅犽＝狏犼，并且左节点犳狉狅犿犽＝狏犾．假设从狏犻到狏犼的
路径中不止一次遍历节点狏犾，则只需判断离终点狏犼
最近的一次遍历狏犾的时间是否满足时间约束
（犳狉狅犿犽，狋狅犽，γ犽），如例３中所示．因此，对于图犇（τ）
中的每个节点，本节只关注其在路径中最后一次被
遍历的时刻．

例３．　如图１中３ＴＣＤＲＴ任务τ，考虑犆（τ）
中的时间约束（狏４，狏２，６）．图中存在一条路径π＝
［（０，狏４），（２，狏５），（４，狏４），（６，狏５），（８，狏４），（１０，狏５），
（１４，狏２）］，如图２所示．路径π遍历终点的时刻为
１４．注意到，路径π三次遍历节点狏４，其遍历时刻按
离终点狏２由远及近顺序排列分别为０，４和８．显然，
只需检查离狏２最近一次对狏４进行遍历的时刻，即可
判断π是否满足时间约束（狏４，狏２，６）．即由１４－８６
可判定整条路径π满足约束（狏４，狏２，６）．

考虑更为一般的情况，假设犆（τ）中有多个时间
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图３　时间约束（狏４，狏２，６）中的左节点狏４在
路径π中被多次遍历

约束都作用于路径终点狏犼．所有将狏犼作为右节点的
时间约束构成集合犆（狏犼）＝｛（狏犻１，狏犼，γ１），…，（狏犻犽犼，
狏犼，γ犽犼）｝．对于每条以狏犼为终点的路径π，都对应一
个犆（狏犼）到π的指派，定义如下．

定义４．约束指派（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＡｓｓｉｇｎｍｅｎｔ，
ＣＡ）．对于给定的节点狏犼和一条以狏犼为终点的路径
π，约束集合犆（狏犼）＝｛（狏犻１，狏犼，γ１），…，（狏犻犽犼，狏犼，γ犽犼）｝
到路径π的指派定义为犪狊狊犻犵狀犼（π）＝犫１…犫犾…犫犽犼．其
中，犫犾为一个二进制位：若路径π包含节点狏犻犾，且在
最后一次遍历狏犻犾之后除终点外再未遍历狏犼，则
犫犾＝１；否则，犫犾＝０．

通常将路径π的约束指派犪狊狊犻犵狀犼（π）记为犫１…
犫犾…犫犽犼的十进制形式．为表达方便，可直接用十进
制指派赋值来标识路径π，即π＝犫１＋２犫２＋…＋
２犽犼－１犫犽犼．约束指派精确标识了那些作用于路径终点
的时间约束，以下是约束指派赋值的例子．

图４　关联不同约束指派的路径实例

例４．　考虑图１中节点狏２，在犆（τ）中以狏２为
右节点的约束子集为犆（狏２）＝｛（狏４，狏２，６），（狏６，狏２，
１１）｝．分别用二进制位犫１和犫２代表犆（狏２）中的约束
（狏４，狏２，６）和（狏６，狏２，１１）．路径π１＝［（０，狏１），
（７，狏４），（９，狏５），（１３，狏２），（１５，狏３），（１７，狏６），（２１，
狏１），（２８，狏４），（３０，狏５），（３４，狏２）］以狏２结尾，且路径
π１中包含犆（狏２）中两约束的左节点狏４和狏６．注意到，
路径π１在最后一次遍历狏４和狏６后，以及到达终点狏２
之前，再也没有对节点狏２进行遍历，如图４（ａ）所示．
根据定义４，约束犆（狏２）到π１的指派赋值为犫１犫２＝
１１．另外，图４（ｂ）同样给出一条以狏２结尾且包含狏４
和狏６的路径π２＝［（０，狏３），（２，狏６），（７，狏１），（１３，狏２），

（１５，狏３），（１７，狏５），（１９，狏４），（２１，狏５），（２５，狏２）］．注
意到，路径π２在最后一次遍历狏６之后并且在到达终
点狏２之前，又遍历了节点狏２．因此，约束（狏６，狏２，１１）
对应的二进制位犫２应取０．路径π２对应的约束指派
应赋值为犫１犫２＝１０．

基于定义４，ＤＲＴ中的路径需求定义可进一步
扩展为ＴＣＤＲＴ模型中的指派路径需求．

定义５．指派路径需求（ＡｓｓｉｇｎｅｄＰａｔｈＤｅｍａｎｄ，
ＡＰＤ）．给定时间段长度狋，以及图犇（τ）的任意子图
犇，对于图犇中任意一条从狏犻到狏犼的路径π，犲犇（狏犻，
狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），狋）表示路径π在满足犆（狏犼）中的时间
约束，且长度犱（π）狋，时，所获得的最大需求，其中
犪狊狊犻犵狀犼（π）为犆（狏犼）到路径π的约束指派．

根据以上定义，对于图犇中任意的两节点狏犻和
狏犼，以及时间段长度狋，相应的ＭＰＤ结构犲犇（狏犻，
狏犼，狋）可由式（２）计算得出
犲犇（狏犻，狏犼，狋）＝ｍａｘ｛犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），狋）狘

０π２犽犼－１｝ （２）
式（２）中的π表示从狏犻到狏犼路径关联约束指派犫１…
犫犾…犫犽犼对应的十进制．易知，犫１…犫犾…犫犽犼的取值范围
从０…０到１…１，对应的十进制从０到２犽犼－１．式（２）说
明，一旦求得所有的ＡＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），
狋），即可获得ＭＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，狋）．显然，当犽犼为
常数时，在ＴＣＤＲＴ模型中计算ＭＰＤ结构犲犇（狏犻，
狏犼，狋）是伪多项式时间的．

对于给定的约束指派犪狊狊犻犵狀犼（π）＝犫１…犫犾…犫犽犼，
ＡＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），狋）的计算方法主要
基于对路径集合进行划分的思想．考虑所有从狏犻到
狏犼，且关联指派犪狊狊犻犵狀犼（π）的路径，这些路径构成
的集合定义为．另外定义关联的节点集定义为
犞（）＝｛狏犻犾｜（狏犻犾，狏犼，γ犾）∈犆（狏犼）∧犫犾∈犪狊狊犻犵狀犼（π）∧
犫犾＝１｝．显然，中每条路径均会对犞（）中的所有节
点进行遍历．定义的子集犾＝｛π｜π∈且犞（）中
节点在π中最早完成最后一次遍历的是狏犻犾｝．易知，

∪
犽犼

犾＝１犾＝，且对于任意犾≠犾′，有犾∩犾′＝成立．可
知，路径集合存在一个划分｛犾｜狏犻犾∈犞（）｝．根据定
义５，犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），狋）对应中长度小于狋，且
具有最大需求的路径．显然，犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），狋）
也可通过对划分集合进行如下操作获得．

首先，分别在每个子集犾中找出长度小于等于狋
的路径，计算这些路径的最大需求值犲犇（犾，狋），具体
的递推方程如下：
犲犇（犻，狋）＝ｍａｘ｛犲犇（狏犻，狏犻犾，狋′）＋犲犇［狏犻犾，狏犼］（狏犳，

狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π－２犾－１），
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狋－狋′－狆（狏犻犾，狏犳））狘（狏犻犾，狏犳）∈犃
且 狋－狋′γ犾＋犱（狏犼）｝ （３）
　　如图５所示，对于犾中任意一条路径π，式（３）
以最后一次遍历节点狏犻犾为分界，将π分解成三部
分：（１）从狏犻到狏犻犾且满足时间约束的路径π１；（２）衔
接弧（狏犻犾，狏犳）∈犃，其中，犃表示图犇的弧集；（３）从
狏犳到狏犼且满足时间约束的路径π２，并且π２中再未遍
历节点狏犻犾，且仅在结尾遍历狏犼，为了保证这一点，定
义π２为图犇［狏犻犾，狏犼］上的路径，其中犇［狏犻犾，狏犼］为图
犇在删去狏犻犾的入弧和狏犼的出弧后得到的子图．以
图１中的任务为例，犇（τ）的一个子图犇［狏４，狏２］在
例５中给出．

图５　路径π分解为３段子路径：π１，（狏犻犾，狏犳）和π２
例５．　考虑图１中的任务图犇（τ），令图犇＝

犇（τ）．则犇的子图犇［狏４，狏２］如图６所示．在图
犇［狏４，狏２］中，图１中狏４的入弧和狏２的出弧均被删
掉．易知，图犇［狏４，狏２］上的任何路径中除起点和终
点外，不可能再出现节点狏４和狏２．

图６　犇（τ）的子图犇［狏４，狏２］

由定义４可知，将子路π１从路径π中去除后，
对整条路径关联的约束指派没有影响．但是，若再去
掉衔接弧（狏犻犾，狏犳），由于去掉了所有狏犻犾节点，剩余路
径关联的约束指派中相应二进制位犫犾将由１置为
０．即路径π２的约束指派为犪狊狊犻犵狀犼（π）－２犾－１．另外，
由于路径π的长度要求小于等于狋，以上三段子路径
的长度之和也应小于等于狋．若路径π１的长度定义
为狋′，衔接弧的周期为狆（狏犻犾，狏犳），则π１的长度需小
于等于狋－狋′－狆（狏犻犾，狏犳），如图５所示．最后，由子路
径定义可知，尽管犆（τ）中的时间约束在π１和π２中分
别得到满足．但是，路径π关联的时间约束（狏犻犾，狏犼，γ犾）
跨越了两段子路径π１和π２，需要在式（３）中额外加
入限定条件狋－狋′γ犾＋犱（狏犼）以体现约束（狏犻犾，狏犼，γ犾）
对路径的作用．综上可知，以（狏犻犾，狏犳）为衔接弧的路
径其最大需求等于以下两部分之和：（１）π１的最大需

求犲犇（狏犻，狏犻犾，狋′）；（２）π２的最大需求犲犇［狏犻犾，狏犼］（狏犳，狏犼，
狋－狋′－狆（狏犻犾，狏犳））．如式（３）所示，考虑图犇中狏犻犾的
所有出弧作为衔接弧以及所有时间段长度狋′狋－
γ犾－犱（狏犼），即可求得犾中路径的最大需求犲犇（犾，狋）．

进一步地，按照以上方法计算每个集合犾中路径
的最大需求，即可获得ＡＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），
狋），如式（４）所示．
犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），狋）＝ｍａｘ｛犲犇（犾，狋）｜狏犾∈犞（）｝（４）
　　综上，可给出计算ＴＣＤＲＴ模型中需求上界函数
犱犫犳τ（狋）的动态规划算法：首先，对于所有节点对狏犻和
狏犼∈犞τ，以及每个时间段长度犽狋，联合应用递推方
程（１）～（４）计算相应的ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）；然
后，再在其中选取最大值作为犱犫犳τ（狋），如式（５）所示．
犱犫犳τ（狋）＝ｍａｘ｛犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）｜狏犻，狏犼∈犞τ∧犽狋｝（５）
　　定理４．　犓ＴＣＤＲＴ模型中的ＤＢＦ计算问题
是伪多项式时间的，且计算复杂性与时间约束宽度
无关．

证明．　在计算犱犫犳τ（狋）的过程中，可将需要计
算的子结构分为两类：（１）与计算犱犫犳τ（狋）直接相关
的ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽），如式（５）所示．注意
到，这部分ＭＰＤ结构均定义在任务图犇（τ）上，个
数限定在犗（狀２狋）内；（２）与计算犱犫犳τ（狋）间接相关的
ＭＰＤ和ＡＰＤ子结构．在计算每个定义图犇（τ）上的
ＭＰＤ结构时，需要额外计算一系列新的定义在图犇
上的ＭＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，犽）和ＡＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，
犪狊狊犻犵狀犼（π），犽），其中，犇为犇（τ）的诱导子图，犇在
反复使用递推方程（３）的过程中获得．注意到，ＡＰＤ
结构犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），犽）仅在狏犼是犆（τ）中某时
间约束的右节点时才需计算．由定义４和５可知，对于
给定的狏犼，ＡＰＤ结构中可能的约束指派犪狊狊犻犵狀犼（π）
个数至多为犗（２犽犼）．另外，ＡＰＤ结构中可能的子图犇
个数仅与约束子集犆（狏犼）的势犽犼相关．由子图犇［狏犻犾，
狏犼］的定义可知，对于给定的狏犼，在计算过程中可能
生成的子图个数至多为犗（２犽犼）．因此，在动态规划算
法中，需要计算的ＡＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），犽）
个数至多为犗∑

狀

犾＝１
４犽犾（ ）狀狋．又注意到，子图犇上的

ＭＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，犽）仅在狏犼是犆（τ）中某时间约
束的左节点时才需计算．因此，需要计算的ＭＰＤ结
构犲犇（狏犻，狏犼，犽）个数至多为犗∑

狀

犾＝１
２犽犾（ ）狀狋．显然，当中

每个节点狏犼作为右节点关联的约束个数为常数犽犼
时，ＴＣＤＲＴ模型中ＤＢＦ计算问题具有伪多项式时
间算法，且计算复杂度与约束宽度无关，仅是时间段
长度狋的线性函数． 证毕．
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注意到，之前的间接方法使得ＤＢＦ计算问题的
复杂度与约束宽度指数相关，且是狋的二次函数［７］．
本节方法使问题的复杂度降低到狋的一次方，且直
接去除了一类问题参数———约束宽度对问题复杂度
的影响．与之前研究相比，本文方法在理论上降低了
ＴＣＤＲＴ模型的分析难度．另外，注意到本节方法的
计算复杂度仅与节点关联的约束个数犽犼指数相关．
易知，在平均情况下，犽犼是一个远小于犓的小常数．
更进一步地，若图中每个节点关联的约束个数犽犼１，
则本节方法的计算复杂度直接简化为与犆（τ）中的
约束个数犓不再相关，如定理５所述．

定理５．　若犆（τ）中任意两约束的右节点均不
相同，则ＴＣＤＲＴ模型中的ＤＢＦ计算问题的计算复
杂性为犗（７狀２狋）．

证明．由定理４的证明过程可知，定义在图犇（τ）
上ＭＰＤ结构犲犇（τ）（狏犻，狏犼，犽）的个数为犗（狀２狋），定义
在子图犇上ＭＰＤ结构犲犇（狏犻，狏犼，犽）和ＡＰＤ结构

犲犇（狏犻，狏犼，犪狊狊犻犵狀犼（π），犽）的个数分别为犗∑
狀

犾＝１
２犽犾（ ）狀狋

和犗∑
狀

犾＝１
４犽犾（ ）狀狋．由于犆（τ）中任意两约束的右节点

均不相同，可知对于任意的狏犼∈犞τ，有犽犼１成立．
将犽犼１代入后可知，若要得到犱犫犳τ（狋），共需计算
的子结构个数至多为犗（７狀２狋）．定理得证．证毕．

４　可调度性分析上界犜的限定策略
本节给出可调度性分析上界犜的限定方法．首

先介绍要用到的相关概念．
定义６．利用率（Ｕｔｉｌｉｚａｔｉｏｎ）．给定ＴＣＤＲＴ任

务集
!

，对于每个任务τ∈!

，在图犇（τ）中存在一条
回路π＝［（狉１，狏［１］），（狉２，狏［２］），…，（狉犾，狏［犾］）］（狏［１］＝
狏［犾］），定义利用率如下：

（１）回路π的利用率：犝（π）＝∑
犾

犻＝１
犲（狏［犻］）／（狉犾－狉１）；

（２）任务τ的利用率：犝（τ）＝ｍａｘ｛犝（π）｜π是图
犇（τ）上满足犆（τ）中时间约束的回路｝；

（３）任务系统!

的利用率：犝（!）＝∑τ∈犜犝（τ）．
称利用率等于犝（τ）的回路为密集回路．
以上定义与ＤＲＴ模型中的利用率［１２］定义类

似．基于密集回路的利用率定义，能够成功用于限定
ＤＲＴ的可调度性分析上界犜．根据文献［１２］提供的
方法，可以通过搜索简单回路寻找密集回路，进而在
伪多项式时间内得到任务τ的利用率犝（τ）．但是，
在ＴＣＤＲＴ模型中，密集回路却不再局限于简单回

路［７］．这给计算任务利用率犝（τ）带来挑战．本节从
新的角度，给出ＴＣＤＲＴ模型中密集回路的伪多项
式时间求解方法．

本节方法基于对时间约束在路径中位置的观
察．如图７所示，对于作用于路径π的任意两个时间
约束（狏犻，狏犼，γ１）和（狏犻′，狏犼′，γ２），两约束之间的位置
关系可分为以下两类：

（１）约束独立．如图７（ａ）所示，时间约束（狏犻，狏犼，
γ１）和（狏犻′，狏犼′，γ２）在π中起作用的路径段分别为π犻犼
和π犻′犼′．由于这两段子路径没有重合部分，故称两约
束彼此独立，记为（狏犻，狏犼，γ１）∩（狏犻′，狏犼′，γ２）＝．

（２）约束覆盖．如图７（ｂ）所示，有时间约束作用
的两段路径π犻犼和π犻′犼′有重合，则称时间约束部分覆
盖，记为（狏犻，狏犼，γ１）∩（狏犻′，狏犼′，γ２）≠．特殊地，如
图７（ｃ）所示，路径π犻犼是π犻′犼′的子路径，则称约束（狏犻，
狏犼，γ１）被（狏犻′，狏犼′，γ２）完全覆盖，记为（狏犻，狏犼，γ１）
（狏犻′，狏犼′，γ２）．

图７　两时间约束不同的位置关系
定理６．　在密集回路中，一个时间约束以不被

其他约束完全覆盖的形式至多出现一次．
证明．　假设在密集回路π中，时间约束（狏犻，

狏犼，γ１）以不被其他约束完全覆盖的形式出现了两
次，如图８所示．易知，π中存在两个子回路π１＝
（狏犻，…，狏犼，…，狏犻）和π２＝（狏犼，…，狏犻，…，狏犼）．若删去
其中任何一条子回路，则π中将会只包含一个不被
其他约束完全覆盖的约束（狏犻，狏犼，γ１）．不失一般性，
选择将π１从回路π中删去，得到π－π１．显然，π－π１
仍然是一个回路．由于π１中的约束（狏犻，狏犼，γ１）不被
其他任何约束完全覆盖，可知一定不存在一个约束
的作用域完全包括π１．因此，回路π在删去π１后，并
不影响时间约束的满足性．易知，π１和π－π１均是满
足时间约束的独立子回路．由定义６可知，回路π的
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利用率犝（π）＝（犲（π１）＋犲（π－π１））／（犱（π１）＋犱（π－
π１）），而回路π１和π－π１的利用率分别为犝（π１）＝
犲（π１）／犱（π１）和犝（π－π１）＝犲（π－π１）／犱（π－π１）．易
知，犝（π１）和犝（π－π１）中至少有一个大于等于
犝（π）．所以，可以通过删去独立回路π１和π－π１来获
得比回路π更密集的回路，这与假设相矛盾．定理
得证． 证毕．

图８　（狏犻，狏犼，γ１）在路径π中以不被其他
约束完全覆盖的方式出现了两次

由定理６可得密集回路的长度上界，如定理７
所述．

定理７．　图犇（τ）中密集回路的长度不超过

犱ｍａｘ＝（２犓＋１）∑
犓

犾＝１
γ犾＋３犓∑（狏犻，狏犼）∈犃τ狆（狏犻，狏犼）．

证明．　首先，对于密集回路π中每个不被其他
约束完全覆盖的时间约束（犳狉狅犿犾，狋狅犾，γ犾），受该约束
作用的子路径长度至多为犘＋γ犾，其中，犘为图犇（τ）
上满足时间约束的最长简单路径加上最长简单回路
的长度．否则，约束（犳狉狅犿犾，狋狅犾，γ犾）作用的路径段内
一定会出现冗余回路π′，删去π＇后不影响约束
（犳狉狅犿犾，狋狅犾，γ犾）的满足性．可知，子回路π′和π－π′
中至少有一个回路的利用率大于等于π本身，这与
π是密集回路相矛盾．根据引理６，犆（τ）中的每个时
间约束在π中以不被其他约束完全覆盖的形式至多
出现一次．因此，π中受时间约束作用的路径段的总
长度一定小于等于犓犘＋∑

犓

犾＝１
γ犾．又因为犘２∑

犓

犾＝１
γ犾＋

２∑（狏犻，狏犼）∈犃τ狆（狏犻，狏犼），故π中受到约束作用的子路径
长度上界为（２犓＋１）∑

犓

犾＝１
γ犾＋２犓∑（狏犻，狏犼）∈犃τ狆（狏犻，狏犼）．另

外，易知π中不受任何约束作用的子路径也至多有
犓段，其中每段子路径的长度存在一个上界为
∑（狏犻，狏犼）∈犃τ狆（狏犻，狏犼）．综上可知，图犇（τ）中密集回路的长
度上界为（２犓＋１）∑

犓

犾＝１
γ犾＋３犓∑（狏犻，狏犼）∈犃τ狆（狏犻，狏犼）．证毕．

定理７蕴含了一个计算任务利用率犝（τ）的方
法：为图犇（τ）中所有长度小于等于犱ｍａｘ的回路计算
需求和长度，得到回路利用率，并在其中选取最大者
作为任务利用率犝（τ），如式（６）所示：

犝（τ）＝ｍａｘ｛犲犇（τ）（狏犻，狏犻，犽）／犽｜狏犻∈犞τ∧犽犱ｍｉｎ｝（６）
　　由式（６）可知，求解犝（τ）的核心是计算ＭＰＤ
子结构犲犇（τ）（狏犻，狏犻，犽）．可以应用２．２节提出的方法
在伪多项式时间内给出每个犲犇（τ）（狏犻，狏犻，犽）的值．又
因为犱ｍａｘ是伪多项式规模的，所以可在伪多项式时
间内计算出任务利用率犝（τ）．

在计算出每个任务τ的利用率犝（τ）后，整个任
务集

!

的利用率犝（!）可根据定义６由所有犝（τ）线
性加和获得．显然，犝（! ）＞１能够充分说明!

不可
调度．但是犝（!）１，却不能推出!

可调度．根据定
理１，当犝（!）１时，需要确定一个可调度分析上界
犜，只要对于所有狋犜，有犱犫犳（狋）狋成立，即可保证
!

可调度．反言之，若存在狋犳犜，使得犱犫犳（狋犳）＞狋犳，
则说明

!

不可调度．对上界犜的直观解释如图９所
示．由图中可以看出，上界犜即为狋犳的上界，可由
ＤＢＦ的线性上界曲线与对角线求交获得．因此，首
先在定理８中给出ＤＢＦ的线性上界．

图９　任务集的需求上界函数
定理８．　对于任意ＴＣＤＲＴ任务τ和时间段长

度狋，有犱犫犳τ（狋）狋·犝（τ）＋∑狏犻∈犞τ犲（狏犻）．
证明．　任务图犇（τ）中任意一条路径π均可看

做是一条简单路和若干回路的组合．易知，犇（τ）中
任何简单路的需求均小于等于∑狏犻∈犞τ犲（狏犻）．另外，犇（τ）
中任意回路的利用率均小于犝（τ）．所以，若犱（π）
狋，则π中所有回路的总需求必小于等于狋·犝（τ）．
综上可知，对于任意犱（π）狋的路径π，有犲（π）
狋·犝（τ）＋∑狏犻∈犞τ犲（狏犻）成立．定理得证． 证毕．

由定理８可推导出狋犳的上界犜，如定理９所述．
定理９．　对于任意犝（!）＜１的ＴＣＤＲＴ任务集

!

，可调度分析上界犜＝∑τ∈!

∑狏犻∈犞τ犲（狏犻）／（１－犝（!））．
证明．若

!

不可调度，则存在狋犳犜，使得
犱犫犳（狋犳）＞狋犳．由定理８得：犱犫犳τ（狋犳）狋犳·犝（τ）＋
∑狏犻∈犞τ犲（狏犻）．注意到，!在狋犳处的需求上界函数犱犫犳（狋犳）＝
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∑τ∈犜犱犫犳τ（狋犳）．故有狋犳∑τ∈犜∑狏犻∈犞τ犲（狏犻）／（１－犝（犜））
成立． 证毕．

根据定理９，只需检查小于等于犜的时间段长
度狋，即可判定任务集的可调度性．注意到犝（犜）严
格小于１，故犜是伪多项式界的．据此，可得本文的
主要结论如下．

定理１０．　对于任意犝（犜）＜１的ＴＣＤＲＴ任
务集犜，若犜中任务图上每个节点关联的约束个数
均为常数，则可调度分析算法是伪多项式时间的，且
计算复杂度是约束宽度的线性函数．

证明．　根据定理４可知，在任务图中每个节点
关联的约束个数为常数时，任务集犜上ＤＢＦ计算
问题是伪多项式时间的．又因为，在可调度性分析算
法中，计算ＤＢＦ的次数被限定在犜内．根据定理９，
可调度性分析上界犜是伪多项式规模，为约束宽度
的线性函数．综上可知，可调度性分析算法是伪多项
式时间的． 证毕．

另外，定理９结合定理５容易得出如下推论．
定理１１．　对于任意犝（犜）＜１的ＴＣＤＲＴ任

务集犜，若时间约束集合犆（τ）中任意两约束的右节
点均不相同，则可调度分析算法是伪多项式时间的，
且计算复杂度是约束宽度的线性函数．

证明．　根据定理５可知，犆（τ）中任意两约束的右
节点均不相同时，任务集犜上ＤＢＦ计算问题是伪多项
式时间的．又因为，在可调度性分析算法中，计算ＤＢＦ
的次数被限定在犜内．根据定理９，可调度性分析上
界犜是伪多项式规模，为约束宽度的线性函数．综上
可知，可调度性分析算法是伪多项式时间的．证毕．

定理１０和定理１１各给出了一类易解的ＴＣＤＲＴ
模型．注意到，之前研究给出的结论是：任务图中时间
约束总数为常数的ＴＣＤＲＴ模型是易解的［７］．而定
理１０中将这个限制条件进行了松弛，仅需任务图中
每个节点关联的约束个数为常数即可保证ＴＣＤＲＴ
的易解性．另外，定理１１中的限定条件则直接与约
束个数无关，而是只与时间约束设定的位置有关．

５　总　结
本文研究了带时间约束的实时任务图（ＴＣＤＲＴ）

模型，为ＴＣＤＲＴ模型提出了新的可调度性分析算
法．与之前的研究相比，本文方法去除了一类问题
参数———约束宽度对算法性能的影响，将算法复杂度
由约束宽度的指数函数降低为线性函数．另外，之前
的研究指出，任务图中约束个数为常数的ＴＣＤＲＴ

是易解模型．在本文中，该结论被扩展到更一般的
ＴＣＤＲＴ模型：仅需任务图中每个节点关联的约束
个数为常数，即可保证ＴＣＤＲＴ模型满足易解性．更
进一步地，本文还提出了一类新的ＴＣＤＲＴ易解模
型．在新模型中，时间约束个数不再受到局限，易解
性只受到约束在图中位置的影响．该类模型可视为
继文献［７］发现犓ＴＣＤＲＴ之后，发现的第二类
ＴＣＤＲＴ易解模型．
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