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算法能耗复杂度的定义与推导

宋 杰１）

　马忠义
１）

　徐 澍１）

　鲍玉斌
２）

　于 戈２）

１）（东北大学软件学院　沈阳　１１０８１９）

２）（东北大学计算机科学与工程学院　沈阳　１１０８１９）

摘　要　计算机系统的性能优化研究早期关注硬件性能，后来更关注软件性能．能耗优化研究与之类似，近年来，

面向软件或代码的系统能耗优化方法研究受到重视，而算法作为代码的抽象，其能耗评价技术更是一个研究重点．

现有算法能耗研究大多针对特定算法以及特定运行环境，且和编程语言或硬件特性相关，并不具有普适性．比照算

法的时间复杂度和空间复杂度，提出能耗复杂度是认知算法能耗特性的有效模型．首先，以图灵机为起点，建立更

适于算法能耗分析的能耗图灵机，并定义算法能耗复杂度，为评价和优化算法能耗提供理论依据；然后，分析算法

能耗与算法空间复杂度、时间复杂度、存储和运算语句的交叉度之间的关系，并设计利用后两者推导能耗复杂度的

方法；最后，实验验证算法能耗复杂度的正确性．能耗复杂度的定义将为设计更低能耗的算法、算法选择以及算法

能耗优化提供理论依据．

关键词　绿色计算；能耗度量；算法能耗；能耗复杂度；交叉度

中图法分类号 ＴＰ３１１　　　犇犗犐号 １０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１８．００７０９

犇犲犳犻狀犲犪狀犱犇犲犱狌犮犲犈狀犲狉犵狔犆狅狀狊狌犿狆狋犻狅狀犆狅犿狆犾犲狓犻狋狔狅犳犃犾犵狅狉犻狋犺犿狊

ＳＯＮＧＪｉｅ１
）
　ＭＡＺｈｏｎｇＹｉ

１）
　ＸＵＳｈｕ

１）
　ＢＡＯＹｕＢｉｎ

２）
　ＹＵＧｅ

２）

１）（犛狅犳狋狑犪狉犲犆狅犾犾犲犵犲，犖狅狉狋犺犲犪狊狋犲狉狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犲狀狔犪狀犵　１１０８１９）

２）（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犖狅狉狋犺犲犪狊狋犲狉狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犲狀狔犪狀犵　１１０８１９）

犃犫狊狋狉犪犮狋　 Ａｓｆａｒａｓｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｕｔｅｒｓｙｓｔｅｍｉｓｃｏｎｃｅｒｎｅｄ，ｉｎｔｈｅｅａｒｌｙ

ｙｅａｒｓ，ｈａｒｄｗａｒｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｓｗｅｌｌｓｔｕｄｉｅｄａｎｄｔｈｅｎｓｏｆｔｗａｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｉｓｇｒａｄｕａｌｌｙｆｏｃｕｓｅｄ．

Ａｌｓｏ，ｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｆｏｌｌｏｗｓｔｈｅｓａｍｅｗａｙ，ａｎｄｓｏｆｔｗａｒｅｏｒｉｅｎｔｅｄ

ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｉｓｈｉｇｈｌｉｇｈｔｅｄｒｅｃｅｎｔｌｙ，ｆｏｒｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｇｒｏｗｓｒａｐｉｄｌｙ

ａｎｄｔｈｅｅｎｅｒｇｙｉｓｓｕｅｓｉｎＩＴｉｎｄｕｓｔｒｙｉｓｍｕｃｈｈａｒｄｅｒｔｏｄｅａｌｗｉｔｈ．Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｎ

ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅａｂｓｔｒａｃｔｉｏｎｓｏｆｐｒｏｃｅｄｕｒｅｓ，ｉｓｂｅｃｏｍｉｎｇａｎｅｗａｎｄ

ｈｏｔｒｅｓｅａｒｃｈｔｏｐｉｃ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｍｏｓｔｅｘｉｓｔｉｎｇｒｅｓｅａｒｃｈｅｓｆｏｃｕｓｏｎｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｒｒｕｎｔｉｍｅ

ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ，ａｎｄｔｈｅｙａｒｅｃｌｏｓｅｌｙｒｅｌａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｌａｎｇｕａｇｅｓｏｒｈａｒｄｗａｒｅｆｅａｔｕｒｅｓ．

Ａｎｄｔｈｅｒｅａｒｅｓｏｍｅｒｅｓｅａｒｃｈｅｓｏｎｅｎｅｒｇｙｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｂｕｔｔｈｅｉｒｍｏｄｅｌｓａｒｅｊｕｓｔｆｏｒｓｐｅｃｉｆｉｃ

ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｓｕｃｈａｓｏｎｌｙｆｏｒｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｏｆｍｕｌｔｉｃｏｒｅｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｙａｒｅｎｏｔ

ｕｎｉｖｅｒｓａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．Ｒｅｆｅｒｒｉｎｇｔｏｔｈｅｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ

ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｗｈｉｃｈｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｆｅａｔｕｒｅｓｏｆａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ａｓｗｅｌｌａｓａｋｅｙ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｆｏｒｅｖａｌｕａｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｓｔａｒｔｉｎｇｆｒｏｍｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌＴｕｒｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ，ｗｅ

ｄｅｓｉｇｎａｎｉｍｐｒｏｖｅｄＴｕｒｉｎｇｍａｃｈｉｎｅｆｏｒａｎａｌｙｚｉｎｇｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｏｆａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ａｎｄｄｅｆｉｎｅ

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



ｉｔｓｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ；ｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅａｂｓｔｒａｃｔｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｉｎｔｈｉｓｐａｒｔ，ｍａｋｅ

ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｏｆｐｒｏｇｒａｍｉｎｔｏｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｔｈａｔｃａｎｄｅａｌｗｉｔｈ

ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｉｓｓｕｅｏｆａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ａｎｄｔｈｅｎｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｓｅｔａｎｄｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ

ｏｆａｂｓｔｒａｃｔｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｔｏｍａｋｅｔｈｅａｂｓｔｒａｃｔｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐａｒａｂｌｅ；ａｎｄｔｈｅｎ

ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｗｉｔｈｏｕｒｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｓｔａｔｕｓｔｒａｎｓｆｅｒｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎａｎｄｉｎｅｒｔｉａｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ，

ｗｅｆｉｎａｌｌｙｐｒｏｐｏｓｅｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｎｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄＴｕｒｉｎｇ

ｍａｃｈｉｎｅ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｗｅａｎａｌｙｚｅｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐａｍｏｎｇｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｓｐａｃｅ

ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ａｎｄｉｎｔｅｒｌｅａｖｉｎｇｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｔａｔｅｍｅｎｔｓａｎｄｓｔｏｒａｇｅｓｔａｔｅｍｅｎｔｓ，

ａｎｄｔｈｅｎｄｅｄｕｃｅｔｈｅｆｉｒｓｔｂｙｔｈｅｌａｔｔｅｒｔｗｏ；ｔｈｅｓｐａｃｅａｎｄｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｎｌｙｈａｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｏｒ

ｌｉｎｅａｒｅｆｆｅｃｔｏｎｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｗｈｉｃｈｉｓｍｅａｎｉｎｇｌｅｓｓｔｏａｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｏｕｒｎｅｗ

ｃｏｎｃｅｐｔ；ｂｕｔｗｉｔｈｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｃｒｏｓｓｆａｃｔｏｒｔｈａｔｗｅｐｒｏｐｏｓｅｉｎｔｈｅｃｈａｐｔｅｒｏｆＴｕｒｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ，

ｗｅｃａｎｃｏｍｂｉｎｅｔｈｅｓｅｔｗｏｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｔｏｇｅｔｈｅｒ，ａｎｄｄｅｄｕｃｅｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ

ｗｉｔｈｔｈｅｃｒｏｓｓｆａｃｔｏｒ；ｔｈｅｃｒｏｓｓｆａｃｔｏｒｉｓａｌｓｏａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｐｕｔｓｉｚｅ，ａｎｄｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ

ｏｆｔｈｅｄｅｄｕｃｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｉｓｂａｓｅｄｏｎＤＶＦＳａｎｄｏｔｈｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｎｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｓｏｔｈｅ

ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｈａｓｇｒｅａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｗｉｔｈｏｔｈｅｒｃｏｍｐｌｅｘｉｔｉｅｓ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅｖａｌｉｄａｔｅ

ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｂｙｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ；ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｗａｓｄｏｎｅｏｎａｃｌｕｓｔｅｒｗｉｔｈ

ｊａｖａａｎｄｔｈｅｔｅｓｔｃａｓｅｗｅｕｓｅｄｗａｓｓｅｖｅｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｔｈａｔｔｈｅｉｒｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｔｉｍｅ

ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎｄｃｒｏｓｓｆａｃｔｏｒａｒｅｇｉｖｅｎ；ｗｉｔｈｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｎｄ

ｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｏｓｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｗｅｖａｌｉｄａｔｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｃｒｏｓｓｆａｃｔｏｒａｎｄｔｉｍｅｏｎ

ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓｏｆｏｕｒｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｍｏｄｅｌ．Ｔｈｅ

ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｉｓｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｕｎｄａｍｅｎｔｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｄｔｏｄｅｓｉｇｎｉｎｇｅｎｅｒｇｙ

ｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｃｈｏｏｓｉｎｇｐｒｏｐｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ａｎｄｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｇｒｅｅｎｃｏｍｐｕｔｉｎｇ；ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ；ａｌｇｏｒｉｔｈｍｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ；

ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ；ｃｒｏｓｓｆａｃｔｏｒ

１　引　言

当提及节能减排技术时，人们会想到制造业、交

通运输等传统行业，殊不知，计算机等ＩＴ设备的电

能消耗同样不容忽视．美国 Ｈａｒｖａｒｄ大学的研究人

员形象地指出人们每使用Ｇｏｏｇｌｅ搜索一次，将消耗

可以烧开半壶水的电能①；数据中心每年耗电量已

达近千亿千瓦时，电费占运营成本的５０％以上
［１］．

ＩＴ企业已经属于能源密集型产业，计算机系统的能

耗优化逐渐受到关注．

软件能耗优化研究通过优化软件降低整个计算

机系统在完成给定运算时的能耗，例如优化软件本

身的模块结构、代码、指令序列和算法［２］．软件能耗

优化研究面临的首要问题是软件能耗评估，其次是

在系统功能和性能约束的前提下的能耗优化方

法［３］．软件能耗评估不仅要把软件执行所涉及的硬

件能耗与软件各组成部分进行映射，更期望建立更

高层次、更抽象的评估方法．软件由代码构成，而算

法是代码的抽象表达，研究算法的能耗评价，可以更

粗粒度地、脱离硬件环境地评价算法的能耗特性，指

导低能耗的算法设计．

然而，脱离了执行环境，无法估计算法的真实能

耗，但可以利用其他模型来评价算法的能耗特征．计

算复杂性理论研究计算问题求解时所需资源（比如

时间和空间）的界，以及如何尽可能地节省这些资

源［４］．算法复杂度只关注算法本身，不考虑算法的上

下文属性，具有高度的抽象性．算法和资源之间的关

系通常用时间复杂度和空间复杂度表示，尚缺少算

法规模和其消耗的电能之间的关系，即能耗复杂度

研究．

算法是解决某个待定问题而定义的操作序列．

本文研究的算法具有抽象性和无二义性：抽象性是
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指算法基于的计算模型和能耗度量均为抽象的概

念，同图灵机算法具有相同的抽象层次；无二义性是

指算法采用无二义的代码或指令表述．算法的能耗

复杂度可类比算法时间复杂度：脱离了执行环境，无

法估计算法的执行时间／能耗，而只能采用时间／能

耗复杂度这一模型，且时间／能耗复杂度中涉及的时

间／能耗是抽象的、无量纲的，不能采用“秒／焦耳”度

量．时间／能耗复杂度研究算法消耗的时间／能耗随

输入规模增加而增加的趋势，这种趋势通常采用大

Ｏ渐进法（上界函数）表示．

本文首先扩展图灵机计算模型，定义图灵机算

法的能耗复杂度．但定义和求解图灵机算法的能耗

复杂度步骤繁琐，因此，本文探求计算机算法的能耗

复杂度求解方法．众所周知，物理学中能耗等于实时

功率在时间上的积分，计算机实时功率是关于时间

的函数，功率浮动取决于计算机所运行的任务，即算

法特征．那么，算法能耗复杂度、时间复杂度和空间

复杂度一定会既有联系又存在差异，如何定义三者

之间的关系存在挑战．本文通过易知的时间复杂度、

空间复杂度和算法特征推导其能耗复杂度，极大地

简化能耗复杂度的求解过程，该推导方法是本文的

另一个贡献．

本文第２节介绍相关工作；第３节对经典图灵

机进行扩展，定义能耗图灵机，作为能耗复杂度所依

赖的计算模型；最后定义算法能耗复杂度；第４节设

计根据算法时间和空间复杂度推导能耗复杂度的方

法；第５节的验证实验共分４组：（１）算法特征和算

法能耗关系验证，以验证算法能耗复杂度中参数的

正确性；（２）算法执行时间与能耗关系验证，以验证

算法的时间复杂度无法代替能耗复杂度；（３）算法

真实能耗随算法规模变化趋势与算法能耗复杂度是

否一致，以验证算法能耗复杂度的正确性；（４）算法

时间复杂度和能耗复杂度与算法交叉度之间的关系

分析．第６节总结本文的研究工作，并且对研究进行

展望．

２　相关工作

与本文最为相关的是算法能耗复杂度研究，现

有研究成果非常少．此外，算法或代码能耗评估研究

以及基于形式化模型的软件系统能耗优化方法研究

也与本文相关．本节将从上述角度分析相关工作．

提及能耗复杂度概念的文献有５篇
［５１０］．文献［５］

提出的“能量复杂度（ＥｎｅｒｇｙＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙ）”模型并

非是算法能耗与算法输入规模之间的关系，而是算

法能耗与性能的权衡关系，因此应称为“能耗的复杂

特性”．文献［６］提出的并非是一个通用的算法能耗

复杂度模型，而是在一个有狀个节点的网格（槡狀×槡狀）

上的计算问题的节点间通讯代价复杂度，尽管题目

中提及“Ｅｎｅｒｇｙ”，但文中仅出现两次传感器节点能

耗的描述，研究主要针对节点间的通讯代价与节点

规模间的关系．文献［７］将软件按照其能耗大小分

类，采用的分类标准是“ＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ”，

类似于亚线性Ｏ（ｌｏｇ狀）、线性Ｏ（狀）等类别，并非研

究能耗复杂度．本文与上述三篇论文存在明显的

差异．

文献［８］针对并行算法，提出了一种渐进的能耗

复杂度模型，将能耗复杂度表达为含并行算法中的

核数量、单核最大频率与输入规模等参数的函数．该

模型类似于多核算法的时间复杂度，且对于非并行

算法或单核环境，该模型与算法时间复杂度模型并

无差异．模型与硬件特征和算法特征之间的耦合度

过高，普适性差．算法并行化并不会改变算法的时间

复杂度，而该文并未对比算法并行和串行时的能耗

复杂度，也缺少实验验证．本文与文献［８］均研究了

计算机算法能耗复杂度，均采用大 Ｏ渐进法，但在

推导思路和适用环境上明显不同．文献［９］将算法能

耗分为处理器能耗与内存能耗，前者又分为处理单

元能耗和处理器时钟能耗；后者又分为读写、休眠、

待机和激活四种状态的能耗，并将内存能耗简化为

读写、待机与激活状态的能耗之和．该文采用的推导

思路是估算能耗，然后进行约减．例如在推导过程

中，约简内存执行读写命令的能耗这一小项，并将内

存功率归一化．本文借鉴了其小项约简与适度近似

的思路，也将内存功率视为常量．文献［９］提出的能

耗复杂度模型的参数与具体算法相关，不同算法参

数不同，推导过程比较繁琐且通用性较差，而本文方

法的优势在于通过容易获得的算法时间和空间复杂

度来推导算法能耗复杂度．

文献［１０］同样提出能耗图灵机和能耗复杂度，

该文提出的能耗图灵机以九元组（犙，Σ，Γ，δ，ξ，狇０，

犅，犉，犃）表示，其中ξ为计算“图灵机在一次状态转

移中消耗能量单元数量”的函数，将图灵机整体能耗

表达为全部状态转移能耗之和，并通过大量的定理

证明上述理论的正确性．该文提出了将图灵机状态

分为多个ξ函数单元的思路，讨论了时间复杂度与

Ｉ／Ｏ复杂度极大情况下的ξ函数形式，但是并没有

明确给出ξ函数表达或推导方法，而仅仅描述ξ函
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数返回值必为正整数，虽然理论正确但是无法实际

求解和应用．本文以八元组表征能耗图灵机 犕＝

（犙，Σ，Γ，δ，狇０，犅，犉，ε），其中δ元组表示状态转移能

耗，ε表示读写头移动方向改变对能耗的影响，即

３．３节提及的惯性能耗，随之定义了交叉度概念，模

型较文献［１０］更为细致．最重要的是，本文给出一般

性的能耗复杂度推导方法，并有详细的实验验证．

代码能耗评价方法大多从程序的源代码着手，

进而分析程序语句、算法和数据结构与能耗的关系．

文献［１１］通过源码分析建立解析树（ＰａｒｓｅＴｒｅｅ）．每

个节点都是一个原子的能耗单元，而树的边则表示

组合关系，以此来表征源码的结构特征和语句特征．

该文还设计了解析树的等价变换方法，以优化代码

能耗．文献［１２］设计了Ｅｐｒｏｆ工具．Ｅｐｒｏｆ可以准确

评估代码能耗，有助于开发人员定位高能耗代码并

加以优化．这些研究结论与特定的高级语言相关，并

不具有抽象性．

算法是解题方法的一种抽象描述，代码是算法

的实现．代码能耗研究与算法能耗研究相比，前者更

为具体而后者更为抽象．若能够从算法角度研究能

耗优化问题，则抽象层次更高，得出更为普适的结论，

更具有指导意义．算法能耗评价和优化的现有研究成

果很少，大多数研究或针对某一类算法展开，或是分

析在特定执行环境下算法能耗评价规则．文献［１３］

研究了固态硬盘下的排序算法能耗优化；文献［１４］

对常见的排序算法的能耗进行量化地分析和比较，

最后得出结论：“不同排序算法对应用软件能耗影响

显著，且能耗影响与性能影响之间并无必然联系”．

但该文并未将排序算法的能耗规律抽象为能耗复

杂度．

近些年涌现了很多基于自动机［１５１６］、进程代

数［１７１８］和Ｐｅｔｒｉ网
［１９２０］等形式化模型优化软件系统

能耗的研究成果．文献［１５］在剖析传感器网络耗能

原理的基础上，基于自动机理论设计网络控制层，调

整传感器之间的交互，实现能耗优化；文献［１６］设计

了一种基于共享总线的、多核架构下的定时自动机，

以实现多核系统的高性能和低能耗；文献［１７］提出

了一种适用于嵌入式软件系统能耗建模与分析的进

程代数模型，扩展通信顺序进程（Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｎｇ

ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＰｒｏｃｅｓｓｅｓ，ＣＳＰ）模型为ＰＴＣＳＰ（Ｐｒｉｃｅｄ

ＴｉｍｅｄＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｎｇＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＰｒｏｃｅｓｓ）模型，将

系统能耗映射为模型代价；文献［１８］同样是利用进

程代数模型，针对实时系统设计了ＲＴＣＳＰ（Ｒｅｓｏｕｒｃｅ

ＴｉｍｅｄＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｎｇＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＰｒｏｃｅｓｓ）模型，并

将资源与能耗映射．文献［１９］基于有色Ｐｅｔｒｉ网提

出了一种估计嵌入式实时系统能耗与性能的方法；

文献［２０］基于Ｐｅｔｒｉ网设计了一种自适应的框架，

确保了系统的性能与能耗之间的平衡．上述模型大

多包含形式化模型中“停止”、“等待”等算法能耗研

究所不关注的状态，并且包含大量状态间转换细节，

这些细节难以抽象并与算法能耗映射；多针对嵌入

式软件能耗，应用范围窄，难以适用于一般性算法；

虽然能较准确地估算系统能耗，但难以建立算法输

入规模和其能耗之间的关系，无法用于推导算法能

耗复杂度．与上述模型相比，图灵机模型抽象程度

高，普适性好，更加适用于一般算法．因此本文基于

图灵机模型定义算法能耗复杂度．

能耗优化研究成果可广泛应用到多个领域，例

如：新能源供电的大型云数据中心［２１］、支持细粒度

能源监控的数据中心［２２］、能耗与性能权衡的云计算

平台［２３］和智能网格与地理分布云计算平台［２４］等应

用场景，都有很大的能效优化空间．而这些应用场景

中的软件与算法部分，都可以采用本文中的算法复

杂度模型进行评价，并针对复杂度高的算法进行

改进．

３　算法能耗复杂度

研究算法能耗复杂度，首先要解决两个问题．其

一，能耗的度量单位是什么；其二，算法所依赖的计

算模型，或抽象的执行环境是什么．

能耗复杂度以抽象能耗作为能耗度量，该抽象

能耗并不以焦耳等物理概念为单位．能耗复杂度并

不能给出一个算法执行过程中具体消耗的能量，其

关注的是算法能耗随算法规模的增长趋势，以及如

何比较这种趋势．

算法复杂度分析需要依托某种抽象计算模型，

如图灵机、ＲＡＭ① 以及ＲＡＳＰ②，而经典图灵机作为

现代计算机的形式模型，具有很强的普适性，算法时

间复杂度的研究首先基于经典图灵机，随后推广到

其他计算模型．因此图灵机应作为本文研究算法能
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ＲＡＭ（ＲａｎｄｏｍＡｃｃｅｓｓＭａｃｈｉｎｅ）是一种抽象计算模型，是
哈佛结构的一个示例，与图灵机等价．在ＲＡＭ 模型中，指
令一条接一条地执行，没有并发操作，没有层次化的内存模
型，指令及其执行代价可被精确定义，参见ｈｔｔｐｓ：／／ｅｎ．
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算法和其输入数据的ＲＡＭ，是冯诺依曼结构的一个示例，
与通用图灵机等价，参见ｈｔｔｐｓ：／／ｅｎ．ｗｉｋｉｐｅｄｉａ．ｏｒｇ／ｗｉｋｉ／

Ｒａｎｄｏｍａｃｃｅｓｓ＿ｓｔｏｒｅｄｐｒｏｇｒａｍ＿ｍａｃｈｉｎｅ．
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耗复杂度的计算模型．但是，经典图灵机“七元组”中

不包含表征算法能耗的元组，因此，难以将图灵机算

法执行过程的每一步与其相应的抽象能耗关联，因

此，经典图灵机不能直接用于能耗复杂度研究．

３１　抽象能耗

抽象能耗与传统的、具有物理意义的、以焦耳为

单位的能耗不同，抽象能耗是无量纲的正数，并不能

代表算法执行过程中具体消耗的能量，但其与物理

能耗是正相关的．抽象能耗以多项式为表达，并定义

能耗以及能耗之间比较方式．本节所提及的“能耗”

均为抽象能耗．

定义１．　能耗集．能耗集犈是多项式的集合，

其包括常数级正整数、线性级多项式、对数级多项

式、二次或高次多项式以及指数级多项式等，且每个

量级的元素可以构成一个集合犈的真子集，不同量

级的多项式代表不同级别的能耗．

定义２．　能耗（多项式）关系．能耗多项式中的

小于等于关系“”用于比较两个多项式的大小．以

多项式中元素狀为自变量，多项式的值为因变量，将

多项式投影到二维坐标轴，当狀相同时，若某一多项

式曲线位于另一多项式曲线的上方，则认为该多项

式较大，反之则该多项式较小．

关系“”具有自反性、反对称性以及传递性，任

意两个能耗集的元素均具有上确界和下确界，因此

可得到定理１的结论．

定理１．　在能耗集犈 上，关系“”是偏序关

系，并且此关系与能耗集犈共同构成格〈犈，〉．

另外，在格〈犈，〉以及由该格所诱导的代数系

统〈犈，∨，∧〉中，二元运算∨（上确界）和∧（下确

界）具有交换律、结合律、幂等律等运算规律以及反

对称性、保序性等运算性质．格中运算规则与算法复

杂度渐进计法中大Ｏ表示法的计算规则一致，即若

假设存在算法犃的能耗复杂度为Ｏ（狀２），算法犅的

能耗复杂度为Ｏ（狀３）时，当其二者顺序执行，则整个

执行过程的能耗复杂度为两者之间较大者Ｏ（狀３），

而此计算过程等价于狀２∨狀
３＝狀３．另外，本节仅使用

多项式作为抽象能耗的数学表达，多项式内的狀并

无实际意义，但是后文将狀赋予其与时间复杂度中

的狀相同的意义，即代表算法的输入规模．

３２　能耗图灵机

经典图灵机依靠读写头移动以及对带上符号的

读写操作执行算法，这种计算模型可以有效地分析

算法是否可以在有限步内求解，可以定义Ｐ问题与

ＮＰ问题；但是经典图灵机并不能将算法执行的每一

步操作映射为算法能耗．因此，本文定义经典图灵机

中转移函数与能耗的映射关系，并在图灵机“七元组”

内增加与算法能耗相关的元素．

定义３．　能耗图灵机．能耗图灵机犈ＴＭ是一

个八元组：犕＝（犙，Σ，Γ，δ，狇０，犅，犉，ε）．其中：犙 是

状态的有穷集合；狇０∈犙 是犕 的初始状态；犉犙

是终止状态集合；Γ是带上可用符号的有穷集合；

ΣΓ－｛犅｝是输入符号集合；犅∈Γ是空白符；δ是

犙×Γ×犙×Γ×｛犚，犔｝上的犈值子集，即δ：犙×Γ×

犙×Γ×｛犚，犔｝→犈是犈ＴＭ 的转移函数，其表征能

耗图灵机执行算法每一步对执行算法的能耗影响．

狆，狇∈犙，狓，狔∈Γ，δ（狇，狓，狆，狔，犱）表示“犕 在状

态狇读入符号狓，状态改为狆，并在狓所在的带方格

中写入符号狔然后将读写头向左（犱＝犔）或者向右

（犱＝犚）移动一格”的能耗，此操作过程也可记作

δ（狇，狓）＝（狆，狔，犱）；ε是｛犚，犔｝上的犈 值子集，即

ε：｛犚，犔｝→犈是犈ＴＭ的惯性能耗函数，表征能耗

图灵机读写头移动方向之间的顺序关系对能耗

影响．

例如，ε（犔，犔，犚，犚，犔）表示“能耗图灵机以读写

头以向左移动两格，再向右移动两格，最后向左移动

一格”的能量消耗．

定义能耗图灵机犕 的即时描述（Ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ

Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ）：犡１犡２∈Γ
，狇∈犙，犡１狇犡２称为犕 的即

时描述（犻犱）．设犡１犡２…犡犻－１狇犡犻犡犻＋１…犡狀是犕 的

一个犻犱，如果此时存在δ（狇，犡犻，狆，犢，犚）∈δ，那么犕

的下一个犻犱 将为：犡１犡２…犡犻－１犢狆犡犻犡犻＋１…犡狀，此

犻犱转移过程可记作犡１犡２…犡犻－１狇犡犻犡犻＋１…犡狀犕

犡１犡２…犡犻－１犢狆犡犻犡犻＋１…犡狀；如果此时存在δ（狇，

犡犻，狆，犢，犔）∈δ，那么犕 的下一个犻犱 为：犡１犡２…

狆犡犻－１犢犡犻＋１…犡狀．同理，将此犻犱的转移过程记作

犡１犡２…犡犻－１犢狆犡犻犡犻＋１…犡狀犕犡１犡２…狆犡犻－１

犢犡犻＋１…犡狀．另外，令犻犱（犕）＝Γ
×犙×Γ

表示 犕

的所有犻犱的集合，并可使用符号
犕
表示多次此类

犻犱的转移的能量消耗过程集合，若存在（犻犱１，犻犱２）∈



犕
，则表示在此图灵机过程中，存在瞬时描述由

犻犱１转移为犻犱２的情况，可表示为犕（犻犱１，犻犱２），因此

记犕（犻犱１，犻犱２）为能耗图灵机读写头移动方向的

转移．

图灵机的主耗能操作是转移函数执行时的两种

操作：（１）读写头移动；（２）在带上擦写字符．并且每

种操作都存在其对应的能耗值．因此可以以“操作次

数×单次操作能耗”的方式计算图灵机执行时某操

作的能耗，而整个图灵机的状态转移能耗为全部操
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作能耗的和．为了更容易、更清晰地理解能耗图灵机

犕，下面将描述犕 所识别的逻辑语言的两类原子能

耗操作：

（１）“犕 在状态狇读入符号狓，状态改为狆，并在

狓所在的带方格中写入符号狔 然后将读写头向左

（犱＝犔）或者向右（犱＝犚）移动一格”，记作“δ（狇，狓，

狆，狔，犱）∈δ”．第一类原子能耗操作的能耗可由式（１）

求得．

∨
狀

犻＝０

（犕（犻犱犻，犻犱犻＋１）） （１）

（２）“能耗图灵机的读写头移动顺序改变，即犕

执行算法过程其读写头移动顺序中出现〈犔，犚〉或者

〈犚，犔〉的有序移动方向对”．第二类原子能耗过程的

能耗可由式（２）求得，其中犱１≠犱２．另外，若图灵机

允许读写头在一次转移函数的执行过程中保持不

动，即此时读写头仅进行读写操作，则可重新定义

δ：犙×Γ×犙×Γ×｛犚，犛，犔｝→犈．

∨
狀

犻＝０

（犕（犻犱１，犻犱２）） （２）

综上所述，使用能耗图灵机计算算法能耗，即为

对图灵机执行过程中两类原子能耗操作计数，并通

过汇总计算得到．能耗图灵机有着广泛的适用性，稍

加改动可以随之定义出多带能耗图灵机、不确定能

耗图灵机以及通用能耗图灵机．关于能耗图灵机的

适用性描述参见附录Ａ．

３３　算法能耗复杂度

图灵机是一种计算模型，也是一种算法描述语

言，其基本数据结构是字符串，基本语法是图灵机转

移函数的语法，一个图灵机的所有转移函数共同组

成某算法的执行过程．图灵机算法，即算法的图灵机

描述，与算法的其他描述方式（如伪码和流程图）等

价．算法能耗复杂度可由能耗图灵机为计算模型分

析得到．根据前文能耗图灵机定义可知，图灵机执行

过程中存在两种原子能耗操作，本节分别从这两种

原子能耗操作出发，逐项考虑其与算法能耗复杂度

的关系，最后定义能耗复杂度，并分析能耗复杂度渐

进表达，对比能耗复杂度和时间复杂度．

（１）状态转移能耗

能耗集合犈 以及关系共同构成的偏序集

〈犈，〉是一个格，能耗集合犈中的元素为多项式；

而能耗图灵机的转移函数δ是犙×Γ×犙×Γ×

｛犚，犔｝上的犈的子集．因此图灵机中任意一个转移

函数都对应着一个量级的能耗．由此可见，对于任意

两个转移函数δ１和δ２所对应的能耗犪和犫，其全部

执行完成的能耗复杂度可以使用犪∨犫表示．设一个

图灵机共存在犽个转移函数，且第犻个转移函数的

执行能耗为常数犲犻，执行次数为狌犼，则图灵机状态转

移能耗如式（３）所示：

犈≈（犲１∨）
狌１（犲２∨）

狌２…（犲犻∨）
狌犻…（犲犽∨）

狌犽 （３）

进一步细分，状态转移能耗包含的是读写头移

动能耗、读写头在纸带上读写的能耗和存储能耗．存

储能耗是指图灵机纸带保存数据所消耗的能量，在

纸带条数固定的前提下，存储能耗仅与存储时间有

关，而与存储数据量无关．若将纸带视为耗电设备，

其功率是稳定的，能耗等于功率与工作时间的乘积．

由此可见，存储能耗与算法的输入规模有关，输入规

模越大，算法执行时间越长，存储能耗越高．

后文将介绍，读写头移动能耗对应ＣＰＵ 逻辑

运算耗能，读写头在纸带上读写能耗对应ＣＰＵ 访

问内存运算能耗和内存读写状态的能耗，存储能耗

对应计算机内存存储数据的能耗．

（２）惯性能耗

状态转移能耗是图灵机单步操作能耗的累加，

并没有考虑步骤之间的关系，因此本文提出交叉度

的概念．图灵机中读写头移动时方向改变为一次交

叉，而图灵机执行过程中的交叉次数与读写头移动

总次数之间比例称为交叉频度，简称交叉度．交叉度

与图灵机能耗正相关．从物理意义上而言，物体在静

止或保持运动时，若改变其运动状态，则物体自身会

对这种变化产生一定程度的阻力，这就是物体惯性

的表现，克服该阻力需要能量．类比图灵机的读写头

的移动过程，当图灵机改变其移动方向时会因为读

写头惯性的存在而消耗额外能量．

定义４．　交叉度α（图灵机算法）．图灵机算法

包含图灵机读写头的移动操作，在其操作序列中包

含〈犔，犔〉，〈犚，犚〉，〈犔，犚〉或〈犚，犔〉的有序对，其中

〈犔，犚〉和〈犚，犔〉有序对的个数与所有移动操作个数

之间的比值称为图灵机算法的交叉度．

图灵机算法交叉度α是关于算法输入规模狀的

函数，即α＝犚（狀）．且即便每两次移动均产生交叉，交

叉度也不大于图灵机读写头总移动次数．给定算法

以及输入规模时，交叉度是一个确定值，且犚（狀）最

大为狀的一阶多项式．

（３）能耗复杂度

基于前文所述，本文对算法的能耗复杂度作如

下定义．

定义５．　算法能耗复杂度．算法能耗为状态转

移能耗与惯性能耗之和，因此算法能耗复杂度为一

个与问题输入规模以及交叉度相关的多项式，前者
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对应状态转移能耗，后者对应惯性能耗．设算法输入

规模为狀，交叉度为α，算法能耗复杂度犈（狀，α）定量

表征算法能耗以及算法能耗随算法的输入规模增长

而增长的趋势．

由定义４知，α＝犚（狀），因此算法能耗复杂度

犈（狀，α）是关于狀的函数，可以简记为犈（狀）．能耗复

杂度的渐进表达可比照算法时间复杂度相关知识．

给定算法的时间复杂度犜（狀）和能耗复杂度犈（狀）的

渐进表达式是一致的，因为状态转移函数的执行时

间和能耗为同阶多项式，而交叉度定义可知犚（狀）＜

犜（狀）．算法时间复杂度和能耗复杂度多项式的高阶

项相等．尽管如此，犜（狀）与犈（狀）并不等价．

首先，能耗等于功率乘以时间，若功率为常量，

则类比算法时间复杂度定义的能耗复杂度会和前者

一致．按现有实践经验，应不存在时间上可以完成但

能耗上无法完成的算法，即不存在经典图灵机上的

ＮＰ问题，而在能耗图灵机上为Ｐ问题．然而，计算

机功率并非恒定，相同时间复杂度算法会有不同的

能耗特征．因此，本文后续研究将不采用复杂度的渐

进表达，而关注时间复杂度和能耗复杂度的差异．

其次，若已知算法的能耗复杂度和时间复杂度

的高阶项相同，那么在研究算法能耗复杂度时即包

含了时间复杂度的研究，且可以忽略高阶项（算法时

间复杂度部分），仅考虑算法能耗复杂度的低阶项．

这种分析方法与现存算法能耗优化思路一致：“在算

法性能（执行时间）一定的情况下优化算法能耗”或

“在算法性能（执行时间）已经优化的情况下考虑算

法能耗优化问题”．若解决某一个问题的多个算法的

时间复杂度相等时，可以通过能耗复杂度的低阶项，

选择能耗更低（增长慢）的算法．

最后，由于算法的能耗复杂度和时间复杂度的

高阶项相同，且易知一个算法的时间复杂度，若能建

立算法时间复杂度与能耗复杂度之间的函数关系，

则可以避免使用抽象的图灵机算法来推导能耗复杂

度．本文第４节将描述这一方法．

４　能耗复杂度推导方法

能耗图灵机的转移函数描述图灵机算法执行的

每一个步骤，这种描述非常复杂，因此将现有计算机

算法转换成图灵机算法很繁琐，求解算法能耗复杂

度也很困难．本节将针对计算机算法和ＲＡＭ 模型

研究如何推导算法能耗复杂度．拟从已知的算法空

间复杂度、时间复杂度和交叉度入手，分析三者对能

耗复杂度的影响，并确定它们之间函数关系，以推导

能耗复杂度．

表１列出了本节涉及的主要符号及其含义．若

算法的时间复杂度、空间复杂度和交叉度已知，令

犈（狀）＝犳（犜（狀），犛（狀），犚（狀）），若能够定义犳函数的

表达式，则算法能耗复杂度可迎刃而解．

表１　符号说明

描述项 符号

时间复杂度 犜（狀）

空间复杂度 犛（狀）

能耗复杂度 犈（狀）

交叉度 犚（狀）

影响计算机功率的参数集 犠

计算机功率 狆狅狑犲狉（犠）

ＣＰＵ 频率和使用率 犳，ω
运算（ＣＰＵ）语句 犝

存储（Ｉ／Ｏ）语句 犐

算法的能耗复杂度犈（狀）、时间复

杂度犜（狀）、空间复杂度犛（狀）和

交叉度犚（狀）之间的关系
犈（狀）＝犳（犜（狀），犛（狀），犚（狀））

时间复杂度犜（狀）与时间犜的函

数关系
犜＝犵（犜（狀））

能耗复杂度犈（狀）与能耗犈的函

数关系
犈＝犺（犈（狀））

频率犳和使用率ω 之间的函数

关系 犳＝狊犮犪犾（ω）

交叉度犚（狀）和使用率ω间的函

数关系 ω＝犻犱犾犲（犚（狀））

４１　空间复杂度

本小节判断空间复杂度是否会独立影响能耗复

杂度，即空间使用大小是否会影响算法能耗．作为数

据存储硬件，首先讨论内存的工作状态，一是无数据

访问的空载状态（Ｉｄｌｅ），二是有数据访问时的工作

状态（Ｌｏａｄｅｄ）．前者消耗维持内存数据所需要的最

小能量，后者则叠加内存读写数据时消耗的能量．

由此可见，内存功率包括两个部分，一是读写内

存数据时内存功率，称为Ｉ／Ｏ功率，对应图灵机状

态转移能耗中纸带读写能耗；二是存储数据态内存

功率，称为存储功率，对应图灵机状态转移能耗中的

存储能耗；有文献①认为，前者是后者的一倍．但是

内存的总功率很低，普通ＤＤＲ３（８ＧＢ）内存的功率

在４～８瓦特之间浮动，ＤＤＲ４的最大功率甚至低至

５瓦特②．绝大部分算法执行时内存均会处于读写状

态，因此在实际计算中，可以近似地将内存功率视为
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Ｉ／Ｏ功率和存储功率之和，且为常量．

空间复杂度用来度量算法在运行过程中临时存

储空间随输入规模增加而增加的趋势．首先，在硬件

环境不变的前提下，内存空载状态的能耗与存储的

数据量是无关的，存储功率为常量，空间复杂度对存

储功率无影响．其次，空间复杂度可以表征内存写操

作的频繁程度，而内存读操作实际包含在时间复杂

度中，Ｉ／Ｏ功率难以确定．

由于内存的总功率很小，因此将Ｉ／Ｏ功率也视

为常量．那么，内存的能耗就仅取决于算法执行时

间．由此可见，算法空间复杂度对能耗复杂度的影响

近似地包含在算法时间复杂度对能耗复杂度的影响

中．在后文的式（５）中，常量犪４即为内存、硬盘等功

率较小或近似稳定的计算机组件功率．

综上所述，若视内存功率为常数，那么内存能耗

仅与算法执行时间相关，因此犛（狀）对犈（狀）的影响

将包含在犜（狀）对犈（狀）的影响中，可以令犈（狀）＝

犳（犜（狀），犚（狀））．

４２　时间复杂度

无论是计算机算法还是图灵机算法，算法执行

时间和执行能耗之间的关系应遵守“能耗等于时

间和功率的乘积”①这一物理定理，该定理既适用

于抽象的图灵机，也适用于具体的计算机，因此能耗

复杂度和时间复杂度的潜在关联是求解犈（狀）＝

犳（犜（狀），犚（狀））的关键．但抽象的图灵机功率特性

无法获得，因此本文考虑具体的计算功率特性：本节

将计算机功率对应图灵机功率，算法在计算机上的

执行时间／能耗对应算法在图灵机上的执行时间／能

耗，在计算机模型下求解．

计算机都标有额定功率，而算法的执行时间已

知．设影响计算机功率的参数集为犠，那么犜 时间

内计算机能耗计算公式：

犈＝狆狅狑犲狉（犠）×犜 （４）

其中，狆狅狑犲狉表示计算机功率与特征参数之间的

函数关系．文献［２５］指出计算机功率和ＣＰＵ频率

的关系为犘＝犘犳犻狓＋犘犳×犳
３．其中，犘犳犻狓为常数，表

示除ＣＰＵ 以外其他设备的功率；犘犳为ＣＰＵ 功率

系数，犳为ＣＰＵ频率；而文献［２６］认为计算机功率

与ＣＰＵ 使用率ω和ＣＰＵ 频率犳相关，定义函数

狆狅狑犲狉（犳，ω）＝犪１犳
３＋犪２ω犳

３＋犪３ω＋犪４（犪１，犪２，犪３，

犪４）均为硬件相关的系数，其中常量犪４即为内存、硬

盘等功率较小或近似稳定的计算机组件功率）．大部

分研究均假设除ＣＰＵ以外的其他计算机组件功率

稳定．除此之外，部分研究认为计算机的ＣＰＵ、主

板、内存以及磁盘的工作状态均是计算机功率相关

的特征属性［２７］．按文献［２６］，计算机功率采用ＣＰＵ

频率犳函数、ＣＰＵ使用率等参数估算．

但计算机运行时功率是动态变化的，功率大小

与计算机的繁忙程度相关：当计算机空闲时，功率较

低；反之亦反．同理犠 值也会随时间变化．因此算法

执行期间所消耗的能量与时间的关系并不是简单的

线性正相关．因此式（４）的计算结果未必精确．在能

耗复杂度的推导过程中，本文采用适度近似的方法，

认为犠 的值为算法执行时间内的平均值或具有代

表性的特征值，因此狆狅狑犲狉（犠）即为计算机平均功

率．本文在４．４节继续上述推导．

４３　交叉度

计算机算法由语句构成，而语句可以分为运算

语句和存储语句两类，其中运算语句是指ＣＰＵ 对

缓存内数据进行运算的语句，而存储语句是指访问

内存数据的语句．类比图灵机算法的交叉度定义，算

法能耗不仅与运算语句和存储语句数量有关，还和

两种语句之间的关系相关．不考虑具体语句特征，若

运算（存储）语句后紧接一条存储（运算）语句，则认

为两者有交叉关系，否则没有交叉关系．类比能耗图

灵机，定义计算机算法中交叉度为运算语句和存储

语句的交叉频率．交叉频率不同，语句排列方式就会

不同，进一步会影响算法的能耗，原因如下：

（１）主要原因．ＣＰＵ的功率与ＣＰＵ频率正相关，

根据ＣＰＵＦｒｅｑｕｅｎｃｙＳｃａｌｉｎｇ② 和 ＣＰＵＦｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｇｏｖｅｒｎｏｒ③技术，当ＣＰＵ使用率较低时将主动降低

频率以节省电能，因此，当执行连续的存储语句时，

交叉度低，ＣＰＵ会处于连续空闲状态，Ｓｃａｌｉｎｇ技术

发挥作用；而当存储语句和运算语句密集交错执行

时，交叉度高，ＣＰＵ 空闲时间片很短，Ｓｃａｌｉｎｇ技术

难以实施④，ＣＰＵ一直处于高频率高功率状态．后文

会介绍，算法在ＣＰＵ高频执行阶段和低频执行阶

段的比例，可由交叉度的定义以及交叉度和ＣＰＵ

使用率之间的关系估算．

（２）次要原因．交叉度高会增加缓存失效的概

率，导致额外的访存操作，消耗额外的能量．

（３）无关因素．ＣＰＵ的功率与ＣＰＵ使用率正相

关，执行存储语句时ＣＰＵ使用率降低，ＣＰＵ功率随

之降低．例如，多核ＣＰＵ的使用率降低时部分核会

关闭，功耗线性下降．但是，上述特性仅与存储语句
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更精确的表述应该是实时功率函数在时间犜上的积分，本
文将积分形式简化为乘积形式．
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的数量有关，而与存储语句的执行顺序无关；换言

之，上述特性与交叉度无关，无论交叉度大或小，一

个算法的存储语句数量是确定的，交叉度并没有改

变计算总量，而只是改变了ＣＰＵ使用率在时间上

的分布．

定义６．　交叉度α（计算机算法）．计算机算法

的交叉度α＝犚（狀）是算法中运算语句和存储语句交

叉的频率．设算法由语句序列〈犐１，犝１，犐２，犝２，…，

犐犽，犝犽〉组成，犝 代表运算语句集，犐代表存储语句

集，下标为操作逻辑时钟．则该语句序列中〈犐，犝〉语

句子序列个数为犽（犽１）．在输入规模为狀的条件

下，整个算法执行的语句交叉了犽狀次，设算法时间复

杂度为犜（狀），定义算法执行时间为犜＝犵（犜（狀）），

可知犽狀为运算语句和存储语句交叉次数，则交叉频

率为犽狀／犜＝犽狀／犵（犜（狀）），该频率定义为计算机算

法交叉度．

图１表述了语句顺序对交叉度的影响，５．１节

和５．４节实验证明了交叉度对算法能耗的影响．

图１　交叉度示意图

４４　推导步骤

给定一个计算机算法，本小节根据公式犈（狀）＝

犳（犜（狀），犚（狀））推导犈（狀），其中犜（狀），犚（狀）均为已

知函数，因此推导的关键是确定犳函数的表达．

首先，在不采用渐进记法的前提下，任意算法

的时间复杂度犜（狀）与运行时间犜 必然存在线性

关系，记为犜＝犵（犜（狀））．同理，算法的能耗复杂

度犈（狀）与算法能耗犈 也存在线性关系，即为犈＝

犺（犈（狀））．

其次，函数狆狅狑犲狉是表示计算机功率与功率相

关参数集的函数，文献［２５］中的狆狅狑犲狉（犠）函数如

式（５）所示：

　　　狆狅狑犲狉（犠）＝狆狅狑犲狉（犳，ω）

＝犪１犳
３＋犪２ω犳

３＋犪３ω＋犪４ （５）

其中犳为ＣＰＵ频率，ω为ＣＰＵ使用率，犪１，犪２，犪３，犪４

均为硬件相关的系数，其中常量犪４即为内存、硬盘

等功率较小或近似稳定的计算机组件功率．式（５）中

采用犳和ω的均值来代替瞬时值．

再次，因为算法交叉度主要通过ＣＰＵＦｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｓｃａｌｉｎｇ技术影响ＣＰＵ频率和功率，进而影响能耗．

如果ω持续较低时，ＣＰＵＦｒｅｑｕｅｎｃｙＳｃａｌｉｎｇ将会降

低ＣＰＵ频率犳．而交叉度犚（狀）影响着降频的触发

条件，交叉度越大，ω 持续较低的可能就越小，降

频的可能也就越小．设存在交叉度的临界值犚０，使

得当犚（狀）＜犚０时ＣＰＵ会降频，且犳＝狊犮犪犾（ω）；当

犚（狀）犚０时，犳＝犳ｍａｘ．由此可见，ＣＰＵ使用率ω与

交叉度犚（狀）之间存在函数关系，设ω＝犻犱犾犲（犚（狀）），

因此可以得出结论：狀与狆狅狑犲狉（犠）之间存在函数

关系犘，使得

狆狅狑犲狉（犠）＝狆狅狑犲狉（犳，ω）＝狆狅狑犲狉（狊犮犪犾（ω），ω）

＝狆狅狑犲狉（狊犮犪犾（犻犱犾犲（犚（狀））），犻犱犾犲（犚（狀）））

＝犘（狀） （６）

接着，式（６）中犚（狀）＝犽狀／犵（犜（狀））．由文献①（参

见上页脚注④）知，狊犮犪犾函数为单调递增的线性函

数；当犚（狀）犚０时，犻犱犾犲函数值为常量．当犚（狀）＜

犚０，可以确定常量狉，使ω＝犻犱犾犲（犚（狀））＝Ｏ（狉×

犚（狀）），采用犻犱犾犲函数的上界函数代替未知的犻犱犾犲

函数．式（６）中的狆狅狑犲狉函数，狊犮犪犾函数和犻犱犾犲函数

均为已知函数．

最后，由式（６）可知：

　 　犘（狀）＝狆狅狑犲狉（狊犮犪犾（犻犱犾犲（犽狀／犵（犜（狀））））），

犻犱犾犲（犽狀／犵（犜（狀））），犚（狀）＜犚０，

犘（狀）＝犘ｍａｘ，犚（狀）犚０ （７）

结合式（５），经合并系数，简单整理可得犘（狀）函

数的形式为

犘（狀）＝犫１狀
４／犵（犜（狀））

４＋犫２狀
３／犵（犜（狀））

３＋

犫３狀／犵（犜（狀））＋犫４，犚（狀）＜犚０，

犘（狀）＝犘ｍａｘ，犚（狀）犚０ （８）

式中，犫１，犫２，犫３，犫４为常数，犘ｍａｘ＞０．

综上所述，已知：

犈（狀）＝犳（犜（狀），犚（狀）），

犈＝狆狅狑犲狉（犠）×犜，

犜＝犵（犜（狀）），

犈＝犺（犈（狀）），

狆狅狑犲狉（犠）＝犘（狀）

（９）

那么可得

　　犈＝犺（犈（狀））＝狆狅狑犲狉（犠）×犜

犺（犈（狀））＝犘（狀）×犜

犈（狀）＝犺
－１（犘（狀）×犲（犜（狀））） （１０）
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最终，可将犳函数整理为如下形式：

犈（狀）＝犮１犜（狀）＋犮２狀
４／犜（狀）３＋犮３狀

３／犜（狀）２＋犮４狀，

犚（狀）＜犚０，

犈（狀）＝犮５犜（狀），犚（狀）犚０ （１１）

式中，犮１～犮５为常数．

由式（１１）可知，算法的能耗复杂度和时间复杂

度高阶项相同，符合第３节的能耗图灵机模型；当

犚（狀）犚０，两者线性相关，可以类比犮５为计算机稳

定功率．值得注意的是，当算法的时间复杂度为常数

时，算法的能耗复杂度高阶项为狀４，这显然与实践

相悖．事实上，此时算法能耗复杂度也为常数，算法

在输入规模为狀时执行的语句和输入规模为１时执

行的语句相同，算法交叉数量为犽，交叉频率也为常

量犽／犜，均与狀无关．

５　实验分析

本节实验共分３个部分：５．１节验证了交叉度

和算法能耗之间的关系；５．２节验证了算法执行时

间与能耗并不等价，算法的时间复杂度无法代替能

耗复杂度；５．３节证明算法真实能耗随算法规模变

化趋势与算法能耗复杂度是一致的，以验证算法能

耗复杂度的正确性；５．４节分析了真实算法中不同

交叉度对算法的时间复杂度和能耗复杂度的影响．

实验在真实环境下对计算机算法执行期间的能耗进

行测量，实验环境包括实验节点、监控节点以及数据

处理与分析节点．具体实验环境如表２所示．实验中

用到的测试用例如表３所示．

表２　实验环境

项 描述

计算机 清华同方超翔Ｚ９００计算机，ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５２３００２．８０ＧＨｚ，８ＧＢ内存，１ＴＢ硬盘，功率在５０至１００瓦特之间浮动．

操作系统 ＣｅｎｔＯＳ５．６，Ｌｉｎｕｘ２．６．１８内核，ＣＰＵＦｒｅｑＧｏｖｅｒｎｏｒ为Ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ模式．

功率计 ＨＯＰＩ９８００，自身功耗小于１Ｗ，采样时间间隔为１～５ｓ，可调．

监控软件 用电检测仪数据分析系统，通过ＵＳＢ接口将 ＨＯＰＩ９８００功率计获得的实验节点能耗数据传输至监控节点．

程序语言 Ｊａｖａ（ｊｄｋ１．７．０）

ＩＤＥ Ｅｃｌｉｐｓｅ４．３

测量单位 能耗单位：焦耳（Ｊｏｕｌｅ）；时间单位：秒（ｓ）；交叉度：无量纲；算法规模：数据项个数．

参数

式（５）至（１０）中的参数，如犪１～犪４，狉，犵函数，犺函数，最后可确定犮１～犮４的值．上述参数只是为了推导能耗复杂度的一般形

式，犈（狀）＝犮１犜（狀）＋犮２狀４／犜（狀）３＋犮３狀３／犜（狀）２＋犮４狀．
在实验中，令犮１～犮４的值为１，无论是能耗复杂度还是时间复杂度都是一种趋势，通常用上界函数表示，本身就非精确函数．

表３　测试用例集描述

测试用例 描述
时间复杂度（近似）

能耗复杂度（犚（狀）犚０）

能耗复杂度（近似）

（犚（狀）＜犚０）
交叉度

运算语句 计算π２，π保留８位小数 狀 狀 ０

存储语句 随机访问大链表中的一个大对象 狀 狀 ０

Ｓｅａｒｃｈ 线性搜索 狀 狀 １

ＩｎｓｅｒｔＳｏｒｔ 插入排序 （狀２－狀）／２ 狀（狀－１）／２＋８狀／（狀－１）３＋４狀／（狀－１）２＋狀 ４／（狀－１）

ＭｅｒｇｅＳｏｒｔ 归并排序 狀ｌｏｇ狀＋狀 狀ｌｏｇ狀＋２狀＋狀／（ｌｏｇ狀＋１）３＋狀／（ｌｏｇ狀＋１）２ １／（ｌｏｇ狀＋１）

ＬＣＳ 最长公共子序列算法 ３狀２＋２ ３狀２＋狀＋狀４／（３狀２＋２）３＋狀３／（３狀２＋２）２＋２ ４狀／（３狀２＋２）

Ｆｌｏｙｄ ＦｌｏｙｄＷａｒｓｈａｌｌ最短路径算法 狀３＋２狀２ 狀３＋２狀２＋狀＋１／狀２（狀＋２）３＋１／狀（狀＋２）２ １／（狀２＋２狀）

５１　交叉度和算法能耗关系验证

本实验验证交叉度会影响算法能耗．实验设计

一个含有固定语句条数的算法，探讨在不同的存储

语句的比例下，两种语句的交叉度对算法能耗的影

响．因为实验用例并非实际算法，故将交叉度简单分

为零交叉，半交叉和逐句交叉．零交叉表示先执行所

有的存储语句，后执行所有的运算语句；逐句交叉表

示每条运算（存储）语句与若干存储（运算）语句交替

出现①；半交叉则介于两者之间②．

图２的横轴为存储语句交叉比例，纵轴为这些

语句在实验计算机上执行的测量能耗，单位焦耳

（Ｊ）．由图２可知：相同的运算和存储语句规模下，随

着交叉程度的增加算法能耗明显增加，近似为线性

关系；相同交叉程度下，由于实验中存储语句比运算

语句更加耗能，代码能耗与存储语句比例正相关．实

验结果证实了交叉度对算法能耗的影响．
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①

②

逐句交叉：设有２条运算语句，８条存储语句，则每１条运算
语句后接４条存储语句交叉，反之则反．
半交叉：设有２条运算语句，８条存储语句，则４条存储语句
后接２条运算语句，再接４条存储语句．
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图２　不同交叉度的语句能耗图

５２　算法执行时间与能耗关系验证

本节证明算法执行时间与能耗并非为等比例关

系．首先，第１组实验对比了ＩｎｓｅｒｔＳｏｒｔ、ＭｅｒｇｅＳｏｒｔ、

Ｆｌｏｙｄ和ＬＣＳ这４个用例能耗，实验通过调整算法

规模（狀）以保证用例执行时间大致相同，比较它们的

能耗以证明执行时间相同的不同算法的能耗并不相

同．实验结果如图３所示．

图３　不同算法在执行时间相等时能耗对比图

从图３中可以看出，尽管４个算法执行时间近似

相同，但能耗差距明显．当算法执行时间约３０ｓ时，

ＬＣＳ算法的能耗比Ｆｌｏｙｄ算法能耗高出２９．９％；

同理，ＩｎｓｅｒｔＳｏｒｔ算法能耗比 ＭｅｒｇｅＳｏｒｔ算法能耗

高出１６．６％；降低上述４个算法的输入规模，使执

行时间约为１５ｓ，此时４个算法能耗规律不变，但

能耗差距发生变化，ＬＣＳ算法的能耗比Ｆｌｏｙｄ算法

能耗高出 ２２．１％；同理，ＩｎｓｅｒｔＳｏｒｔ算法能耗比

ＭｅｒｇｅＳｏｒｔ算法能耗高出１２．３％．因此可以得出如

下结论：（１）时间相同的算法能耗并不一定相同，

不能简单地采用算法执行时间来表征执行能耗；

（２）不同算法的能耗差异也非稳定的，随着算法输

入规模的变化，即使算法执行时间相同，能耗差异亦

在变化；（３）对于同一个算法，当通过改变输入规模

而减小其执行时间，能耗并非等比例变化，时间复杂

度无法替代能耗复杂度．上述均证明了采用算法能

耗复杂度而非时间复杂度来表征算法间的能耗特征

差异的必要性．

５３　算法能耗复杂度验证

验证一个算法的能耗复杂度是否是犈（狀）的基

本思路为：对于同一算法，比较在不同输入规模下，

能耗的测量值与犈（狀）计算值是否一致，犈／犈（狀）是

否为常量．对狀的某个范围计算犈／犈（狀），其中犈是

实际运行时算法能耗测量值．如果犈（狀）是执行能耗

的理想近似，那么犈／犈（狀）会收敛于正数；如果犈（狀）

估计过大，则犈／犈（狀）收敛于０；如果犈（狀）估计

过小，则犈／犈（狀）的值逐渐增大且无法收敛．在推

导算法能耗复杂度时采用第４节提出的犈（狀）＝

犳（犜（狀），犚（狀））（犚（狀）＜犚０）的方法．

文献［２８］亦使用此方法评价算法时间复杂度的

正确性．本实验对时间复杂度为狀２ｌｏｇ狀的算法①测

试不同输入规模下的执行时间犜和不同犜（狀）之间

的比例．表４给出运行时间以及３种犜／犜（狀）的值．

表４　运行时间示例

狀 ｔｉｍｅ（犜） 犜／狀２ 犜／狀３ 犜／（狀２ｌｏｇ狀）

１００ 　２２ ０．００２２００ ０．００００２２０００ ０．０００４７７７

２００ ５６ ０．００１４００ ０．０００００７０００ ０．０００２６４２

４００ ２０７ ０．００１２９４ ０．０００００３２３４ ０．０００２１５９

６００ ４６６ ０．００１２９４ ０．０００００２１５７ ０．０００２０２４

８００ ８４６ ０．００１３２２ ０．０００００１６５２ ０．０００１９７７

１０００ １３６２ ０．００１３６２ ０．０００００１３６２ ０．０００１９７２

１５００ ３２４０ ０．００１４４０ ０．００００００９６０ ０．０００１９６９

２０００ ５９４９ ０．００１４８２ ０．００００００７４０ ０．０００１９４７

４０００ ２５７２０ ０．００１６０８ ０．００００００４０２ ０．０００１９３８

其中，当犜（狀）＝狀３时，犜／犜（狀）的值渐进收敛于

数值０；当犜（狀）＝狀２时，犜／犜（狀）随狀逐渐增长，当

犜（狀）＝狀２ｌｏｇ狀时，犜／犜（狀）收敛于０．０００１９，实验结

果与上述方法一致．

实验中操作系统和Ｊａｖａ虚拟机都会消耗部分

能耗．从测量手段角度，当应用软件执行时，无法区

分应用软件、中间件、操作系统的能耗，就好比无法

区分它们的执行时间一样．但Ｊａｖａ虚拟机能耗不会

改变算法能耗复杂度．理由如下：（１）Ｊａｖａ语言是转

换为指令在虚拟机中执行，虚拟机不会因为执行的

程序不同，而导致同一指令的执行能耗有所差异．虚

拟机的能耗由指令类型和数量决定，恰好反映了算

法能耗．虚拟机能耗和算法能耗是一致的；（２）实验

避免调用Ｊａｖａ类库代码，否则会使算法编译后的指

令数量明显增加，改变算法能耗复杂度；（３）算法能

９１７３期 宋 杰等：算法能耗复杂度的定义与推导

① 归并排序增加了一个外层循环，即相当于ν次归并排序．
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耗复杂度是一个抽象的数学模型，通过实验可以验

证规律性，而非验证模型计算值和实验值的拟合．

实验选择线性搜索、插入排序、归并排序、最长

公共子序列、最短路径算法为测试用例，考虑算法在

不同输入规模下执行时的执行时间犜、能耗犈以及

犈／犈（狀）值．为了便于算法间比较，将５个算法在不

同规模下的犜、犈和犈／犈（狀）值按 ＭａｘＭｉｎ法归一

化到［０，１］区间．图４展示了５个算法的输入规模与

犈／犈（狀）值之间的关系．
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图４　犈／犈（狀）与算法输入规模之间的关系

由图４可知，Ｓｅａｒｃｈ、ＩｎｓｅｒｔＳｏｒｔ、ＭｅｒｇｅＳｏｒｔ、ＬＣＳ、

Ｆｌｏｙｄ算法的犈／犈（狀）值随输入规模（狀）的变化

很小，在１０组输入下的 犈／犈（狀）值方差分别为

２．０９×１０－７、３．３３×１０－９、７．６７×１０－６、６．８９×１０－１０、

５．８８×１０－１５．由于对数据进行了归一化处理，犈／犈（狀）

的值均收敛于１，当狀较小时，测量能耗和估计能耗存

在差距，而随着算法输入规模的不断增大犈／犈（狀）值

趋于收敛．可以证明本文提出的算法能耗复杂度能

够反映能耗随输入规模的变化趋势．

５４　算法时间／能耗复杂度与交叉度分析

本实验进一步分析了算法交叉度与算法时间复

杂度和能耗复杂度之间的关系．图５和图６分别给

出了５种算法的执行时间和能耗（归一化）与算法规

模之间的关系．图中的曲线可以认为是算法的时间

复杂度和能耗复杂度．参考表４的算法时间复杂度

和能耗复杂度，可以看出算法的时间复杂度和能耗

复杂度基本一致，仅当狀较小时曲线走势会存在差

别．而每个算法的交叉度均不相同．

Ｓｅａｒｃｈ和ＩｎｓｅｒｔＳｏｒｔ算法的交叉度最小，ＣＰＵ

一直处于稳定的低使用率低频率和低功率状态；

与之对应的是ＬＣＳ算法，其交叉度最高，因此ＣＰＵ

一直处于稳定的高使用率高频率和高功率状态；

图５　执行时间与算法输入规模之间的关系

图６　执行能耗与算法输入规模之间的关系

换而言之，这３个算法的犚０值很小，当狀增长时，

犚（狀）犚０的条件很快满足，因此，能耗复杂度曲线

和时间复杂度曲线高度一致．仔细观察 ＭｅｒｇｅＳｏｒｔ

和Ｆｌｏｙｄ算法的时间复杂度曲线和能耗复杂度曲

线，当狀较小时，算法能耗复杂度曲线略低于算法时

间复杂度曲线，此时计算机功率低于额定功率，也反

映了在犚（狀）＜犚０条件下能耗复杂度和时间复杂度

的差别．

分析算法的时间复杂度和能耗复杂度，可得如

下结论：（１）与时间复杂度不同，算法能耗复杂度考

虑了算法“交叉度”带来的额外能耗，虽然能耗复杂

度与时间复杂度的高阶项相同，但当算法规模较小

时，两者仍存在差异；（２）实验采用了较大的算法规

模，且每次增加的步长也很大，这样做是为了减少误

差，更好地反映时间或能耗随规模增长的趋势，但没

有凸显算法规模较小时两者的差异，从时间复杂度

和能耗复杂度的数学表达中也可以看出，两者的高
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阶项相同，而差别之处在于低阶项，当狀较小时这种

差异更为明显；（３）尽管在推导过程中使用大量的

参数和化简操作，且交叉度的定义存在主观性，这都

会影响能耗复杂度的准确性，但实验结果表明本文

提出的能耗复杂度是“算法能耗与算法规模之间关

系”的理想近似，且有别于算法时间复杂度；（４）经

实验结果推测，仅就交叉度对能耗的影响大小而言，

外存算法比内存算法更为明显，因为前者的存储语

句更耗时．不基于ＲＡＭ 模型的外存算法的能耗复

杂特征有待进一步研究．

６　结论和进一步工作

本文以算法为能耗评价对象，通过分析算法特

征，设计算法能耗复杂度理论模型以及推导方法，主

要工作有：

（１）修改和扩展传统图灵机，设计更适合能耗

分析的能耗图灵机；分析能耗图灵机算法的两种耗

能操作，定义算法能耗复杂度；

（２）分析计算机算法的空间复杂度、时间复杂

度、算法交叉度和算法能耗的关系，设计由时间复杂

度和交叉度推导能耗复杂度的方法；

（３）通过一系列实验证明时间复杂度、算法交叉

度和算法能耗的关系，并验证能耗复杂度的正确性．

算法能耗复杂度是算法能耗的评价模型，定义

了算法能耗随算法规模的增长趋势．在实际的软件

开发过程中，通过比较多个算法的能耗复杂度，尤其

是比较时间复杂度相同的一组算法的能耗复杂度，

进而选择能耗复杂度低的算法，降低软件产品的能

耗．本研究还处于起步阶段，对交叉度的准确定义和

适用性研究是亟待开展的工作，例如进一步区分“存

储语句”和“运算语句”、考虑哪些类算法其“交叉度”

对能耗影响更为明显（例如外存算法），从而精确定

义４．４中推导过程中的犻犱犾犲函数．此外，本文仅考

量了算法能耗复杂度的定义，并未涉及其优化方法．

算法能耗复杂度优化方法研究需要结合算法执行过

程中已经存在的编译器优化原则以及程序设计方法

等诸多因素，这也是下一步研究的主要工作．
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附录犃．　能耗图灵机的适用性描述．

单带图灵机很难处理复杂变化的计算问题，因此在经

典单带图灵机的研究基础上还提出图灵机的多种变形，使得

经典图灵机可以执行多样的算法．

定义３是一个单带确定性能耗图灵机．本附录将对照经

典图灵机变形，定义其他几种类型的能耗图灵机．面对特定

算法时可选择更合适的能耗图灵机类型，分析算法能耗复杂

度，以证明本文提出的能耗图灵机的适用性．本附录简要证

明不同类型能耗图灵机求解算法能耗复杂度过程的同理性，

即证明不同类型能耗图灵机的等价性．

多带能耗图灵机与单带能耗图灵机的不同点主要体现

为前者具有多条符号带，每条符号带有各自的读写头．开始

时，输入出现在第一条符号带上，其他符号带都是空白的．转

移函数改为允许在不同带上进行读写和移动读写头操作．犽

带能耗图灵机犕＝（犙，Σ，Γ，δ，狇０，犅，犉，ε），其中函数δ定

义为

δ：犙×Γ犽×犙×（Γ×｛犚，犔｝）犽→犈 （１２）

可以使用和经典图灵机中证明单带图灵机等价于多带

图灵机类似的证明方法：用单带能耗图灵机的有限步移动来

模拟多带能耗图灵机的一步移动，证明对任何犽带能耗图灵

机犕 都存在一个单带能耗图灵机犕１与之等价．

非确定能耗图灵机与确定能耗图灵机的区别仅在于其

移动规则不能被转移函数唯一地确定，因为其转移函数具有

多值性的特点，也可以将一个转移函数的多个函数值看作一

个子集，即将非确定能耗图灵机的转移函数当作一个集值函

数．非确定能耗图灵机犕＝（犙，Σ，Γ，δ，狇０，犅，犉，ε），其中函数

δ定义为

δ：犙×Γ×２犙×Γ×｛犚，犔｝→犈 （１３）

证明非确定能耗图灵机与确定能耗图灵机等价，则只需

要证明：确定图灵机与非确定图灵机接受同一语言．

定理１．　非确定能耗图灵机与确定能耗图灵机等价．

证明．　设犕＝（犙，Σ，Γ，δ，狇０，犅，犉，ε）是一个非确定能

耗图灵机，将按照如下的方法构造与之等价的确定能耗图灵

机犕１．

δ：犙×Γ×２犙×Γ×｛犚，犔｝→犈．

取犿＝ｍａｘ｛｜δ（狇，狓）｜ （狇，狓）∈犙×Γ｝，可得

（狇，狓）∈犙×Γ，

δ（狇，狓）＝｛（狆１，狔１，犱１），（狆２，狔２，犱２），…，（狆狀，狔狀，犱狀）｝．

使用１，２，…，狀分别代表选择（狆１，狔１，犱１），（狆２，狔２，犱２），…，
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（狆狀，狔狀，犱狀）．对任意输入的字符串，则犕１用来处理它的操作

序列都要使用｛１，２，…，犿｝上的数字序列表示．由于犿狀，

因此其中存在无效的操作序列．

令等价的犕１具有３条符号带，第１条带用来存放输入，

第２条用来存放生成的用于处理输入串的操作序列，由于第

２条带上存放的操作序列是系统生成的，因此依照该序列对

输入串进行处理并一定能够保证成功．为了解决此问题，犕１

的第３条带作为草稿纸，对系统生成的每一个操作序列，犕１

将输入串抄写到它的第３条带上，然后按照第２条带上的操

作序列对第３条带上的内容进行处理，若 犕１并没有进入终

止状态，则表示当前这个操作序列无效．此时，犕１重新在其

第２条带上系统生成下一条操作序列，并将第１条带上的内

容复制到第３条带，并进入下一次循环．

如果能导致犕 接受输入串的操作序列，犕１最终将会接

受输入串；否则，犕１将不会接受此输入串． 证毕．

另外，在实际应用能耗图灵机时，图灵机输入的内容常

常不仅只有数据，还应该有用于处理数据的程序（算法）．前

面讨论的图灵机都等同于一个已经安装固定程序且此程序

不可被改变的计算机（这里的程序指的是转移函数），因此需

要一个可以模拟其他任意类型的能耗图灵机的计算的图灵

机，即通用能耗图灵机．而对于通用能耗图灵机，与经典通用

图灵机相比，本研究并未改变其最为关键的编码规则，即通

用能耗图灵机继续研究其原有编码规则，而其他内容则与本

文定义的单带能耗图灵机、多带能耗图灵机等类似．
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