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灵活自适应的无监督降维
强倩瑶　　张　斌

（西安交通大学软件学院　西安　７１００４９）

摘　要　无标签高维数据在图像处理、自然语言处理、数据挖掘等实际场景中无处不在．人工手动标记工作量大、
劳动密集、时间开销高、易受主观因素影响且普适性差．计算机在处理高维数据时，时间复杂度大且对硬件配置要
求高．因此，无监督降维成为一项迫切的需求．常规基于图的无监督降维方法，使用提前构建的、固定的相似度图学
习得到高维数据的低维表示．然而，使用固定不变的相似度图无法修改噪点、离群值和样本外数据引起的不可靠相
似度信息．这对于复杂多样的实际任务要求过于严格．为此，本文提出一种灵活自适应的无监督降维（Ｆｌｅｘｉｂｌｅａｎｄ
ＡｄａｐｔｉｖｅＵｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙＲｅｄｕｃｔｉｏｎ，ＦＡＵＤＲ）方法．ＦＡＵＤＲ通过引入一个回归项，使严格的线性映
射规则得到灵活地松弛，以更好地处理可能会引起不可靠信息的噪点、离群值和样本外数据．在降维过程中，该方
法同时依赖原始高维数据和动态变化的低维表示，自适应地学习相似度图．将相似度图的构建和低维表示结合起
来．自适应学习的相似度图在原始高维空间以及低维空间都实现了理想的邻居分配．这也促进了最佳低维子空间
的探索．此外，本文采用了一种有效的交替迭代优化算法，依次更新目标问题中的所有变量．结束迭代后，同时得到
相似度矩阵和低维表示的最优解．最后，本文从理论上分析了该算法的收敛性、计算复杂度和存储复杂度．实验分
别在两个合成数据集上和八个基准数据集上进行．合成数据集上的实验直观地展示了ＦＡＵＤＲ处理噪点和离群值
的能力．基准数据上的实验从降维性能、参数敏感性和收敛性三个方面分别验证了ＦＡＵＤＲ的有效性．综合实验结
果表明，相比于一些经典方法和当前有代表性的方法，本文所提出方法表现出良好的降维性能．不同维度基准数据
集上的实验结果显示，该方法比结果第二好的方法在精度（ＡＣＣｕｒａｃｙ，ＡＣＣ）、标准化互信息（ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＭｕｔｕａｌ
Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＮＭＩ）和纯度（Ｐｕｒｉｔｙ）上分别提升了至少３．２５％、０．７３％和３．００％．
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ｒｅｄｕｃｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ，ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｓｏｍｅｃｌａｓｓｉｃｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｃｕｒｒｅｎｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓ，ｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｈａｓｔｈｅｂｅｓｔｓｕｐｅｒｉｏｒｉｔｙ．Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｎｅｉｇｈｔｂｅｎｃｈｍａｒｋ
ｄａｔａｓｅｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙｓｈｏｗｔｈａｔｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｓｅｃｏｎｄｂｅｓｔｍｅｔｈｏｄ，ＦＡＵＤＲ
ｈａｓｉｍｐｒｏｖｅｄＡＣＣ，ＮＭＩａｎｄＰｕｒｉｔｙｂｙａｔｌｅａｓｔ３．２５％，０．７３％ａｎｄ３．００％，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｕｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄｌｅａｒｎｉｎｇ；ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙｒｅｄｕｃｔｉｏｎ；ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｇｒａｐｈ；ｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｄａｔａ；ｌｏｗｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ

１　引　言
现如今，在计算机视觉、数据挖掘、多媒体应用

等领域，高维数据大量存在．众所周知，无关或冗余
特征的存在会降低学习质量、增加计算时间并消耗
更多内存．一般来说，一个数据集的本征维度要低很
多［１］．降维是处理高维数据的一项至关重要的技术．
按照标签的使用情况，可以将其分为有监督、半监督
和无监督降维［２］．真实情景中，有标记数据难以获
得，人工手动标记成本高、代价大、效率低．无监督降
维可以缩小无标签高维数据的维度规模，学得紧致

的低维特征［３］，使用最广泛．紧致的低维特征可以促
进高效的聚类等无监督任务．

基于图的降维方法通过分析相似度图，将高维
样本嵌入到低维子空间中，该子空间保留了原始样
本之间的相似性［４］．相似度图由相似度矩阵度量，该
矩阵表征数据集的某些统计特征或几何特性．作为
一种有效的数据处理手段，基于图的无监督降维在
机器学习中作用突出．代表性的方法有：局部线性映
射（ＬｏｃａｌｌｙＬｉｎｅａｒＥｍｂｅｄｄｉｎｇ，ＬＬＥ）［５］、拉普拉斯
特征映射（ＬａｐｌａｃｉａｎＥｉｇｅｎｍａｐｓ，ＬＥ）［６］、等度量映
射（ＩＳＯｍｅｔｒｉｃＭＡＰｐｉｎｇ，ＩＳＯＭＡＰ）［７］、局部保持投
影（ＬｏｃａｌｉｔｙＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ，ＬＰＰ）［８］、主成
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分分析（ＰｒｉｎｃｉｐｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）［９］等．
其中，ＬＬＥ、ＬＥ、ＩＳＯＭＡＰ是非线性的，ＬＰＰ、ＰＣＡ
是线性的．
ＬＬＥ假设每一个数据点都可以由其周围近邻

点的线性加权组合重构得到，降维后这一线性关系
尽可能保持不变．ＬＥ希望相互间有关联的数据点
在低维子空间中尽可能地靠近．ＩＳＯＭＡＰ通过近似
保持数据对之间的测地距离，控制数据信息的流失，
在低维空间中更加全面地将高维数据表现出来［１０］．
ＰＣＡ将原始样本投影到一个低维子空间，在此子空
间上，所有样本共享最大的方差．由于ＬＬＥ、ＬＥ等非
线性方法难以合理地处理离群值并对噪声数据较为
敏感，许多线性方法被提出以解决此类问题．带有附
加噪声的局部线性嵌入（ＬｏｃａｌｌｙＬｉｎｅａｒＥｍｂｅｄｄｉｎｇ
ｗｉｔｈＡｄｄｉｔｉｖｅＮｏｉｓｅ，ＬＬＥＡＮ）［１１］通过利用局部线
性和重构潜力之间的关系恢复无噪数据，然后使用恢
复的无噪数据执行降维．ＬＬＥＡＮ是一种改进了的
ＬＬＥ．ＬＰＰ是众多线性方法中典型的一个，可以被看
作是ＬＥ的线性扩展，以较好地映射训练数据和样本
外数据．ＬＰＰ的正则化最小二乘法［１２］通过建立ＬＰＰ
与最小二乘问题之间的联系，学习投影矩阵．图嵌入
的广义最小二乘正则（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓＲｅｇ
ｕｌａｔｉｏｎｉｎＧｒａｐｈＥｍｂｅｄｄｉｎｇ，ＧＬＳＲＧＥ）［１３］方法提出了
一种类似ＰＣＡ的思想，通过考虑数据分布和每个数
据点的实例惩罚，得到可以同时保留数据的固有几何
结构和全局结构的低维投影．

传统的基于图的降维方法先构造出一个相似度
图，然后对预先构造的固定的图执行谱分析以探索低
维子空间［６８］．尽管已经取得了许多进展，然而，实际
应用中的数据种类丰富且复杂多样，噪声数据或离群
值普遍存在．传统方法使用预先构建的固定的相似度
图无法修改噪声数据或由离群值引起的不可靠相似
度信息，难以适用于真实应用．因此，有必要构造更好
的相似度图以提升降维性能．局部自适应保留投影
（ＬｏｃａｌｉｔｙＡｄａｐｔｉｖｅＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ，ＬＡＰＰ）［１４］
在最优子空间而不是原始高维空间识别每个样本的
真实邻居、确定样本间的相似性关系．具体来说，
ＬＡＰＰ采用从粗到细的策略更新投影的低维子空
间，优化数据局部结构的识别性．基于双图的判别投
影（ＤｏｕｂｌｅＧｒａｐｈｓｂａｓｅｄＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ，
ＤＧＤＰ）提出基于双图进行判别投影，通过集成两个
设计的全局相似度图发现高维数据的判别结构和几
何结构［１５］．局部敏感判别无监督降维（ＬｏｃａｌｉｔｙＳｅｎ
ｓｉｔｉｖｅＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｖｅＵｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ

Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ，ＬＳＤＵＤＲ）［１６］通过构造表示原始数据相
似性和多样性结构的邻接图，对拉普拉斯矩阵施加秩
约束，建立新的图学习方法进行降维．通过自适应图
学习和约束进行无监督特征选择的方法ＥＧＣＦＳ［１７］，
将图学习纳入优化过程，利用嵌入图学习和约束来
选择不相关但有区别的特征．ＥＧＣＦＳ以较大的概率
连接距离上更接近的样本点．基于图优化的无监督
投影（ＵｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈＧｒａｐｈＯｐｔｉｍｉ
ｚａｔｉｏｎ，ＵＰＧＯ）［１８］将构造相似度图和学习投影矩阵
统一到一个通用框架中．该方法引入对拉普拉斯矩
阵的约束，根据低维表示之间的关系学习包含聚类
结构的图相似度矩阵，并在此基础上学习最优的低
维子空间．

在上述方法中，鉴于ＬＬＥ、ＬＥ等非线性方法对噪
声数据较为敏感，ＬＬＥＡＮ、ＬＰＰ和ＧＬＳＲＧＥ基于固
定的相似度图、利用线性投影规则处理噪声数据进行
降维．但是，使用固定的相似度图无法修改因噪声数
据或离群值引起的不可靠相似度信息．因此，ＬＡＰＰ、
ＤＧＤＰ、ＬＳＤＵＤＲ、ＥＧＣＦＳ和ＵＰＧＯ等方法设计不
同的构图策略构造更可靠的相似度矩阵．尽管相似
度矩阵的质量得到了不同程度的提升，但这些方法
均采用严格的线性投影原则降维．真实应用中的数
据复杂多样，线性投影规则对于真实数据的要求过
于严格．高维数据与最优低维子空间之间的关系有
待进一步探索．

为解决当前降维方法面临的问题：（１）非线性方
法难以合理地处理离群值并对噪声数据较为敏感；
（２）线性投影原则虽然可以处理离群值和噪声数
据，但严格的线性投影对于实际数据情况要求过高；
（３）基于固定的相似度图探索低维子空间会导致学
习过程无法修正由噪点和离群值引起的不可靠结
果．本文提出一个灵活自适应的无监督降维（Ｆｌｅｘｉ
ｂｌｅａｎｄＡｄａｐｔｉｖｅＵｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙＲｅ
ｄｕｃｔｉｏｎ，ＦＡＵＤＲ）方法．此方法引入了一个线性回
归项，以便灵活地处理线性和非线性分布的数据．
ＦＡＵＤＲ在低维空间的探索过程中，为原始样本空
间中的数据点分配最优近邻点，自适应地构造相似
度矩阵．也就是说，ＦＡＵＤＲ同时借助原始数据和动
态更新的低维表示学习相似度图．此时，新数据、噪
点、离群值都可以得到更好地处理，从而学得可以保
持原始高维数据内部结构和统计特性的低维表示．

２　相关工作
本文工作受到图嵌入和线性投影思想的启发．

２９２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２２年
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下面首先给出文中的符号说明，然后简单介绍相关
工作简介．
２１　符号说明

本文中，矩阵和向量分别用大写黑体和小写黑
体表示．对于矩阵犕，狉犪狀犽（犕）、犜狉（犕）、犕Ｔ和犕－１

分别表示犕的秩、迹、转置和逆．·２代表犾２范数，
·２，１代表犾２，１范数，·犉代表Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．犐代
表单位阵，１代表所有元素都为１的向量．犕０代
表犕中的所有元素都大于或等于０．
２２　相似度图的构建

给定一个样本数量为狀、维度为犱的数据集犡＝
［狓１，狓２，…，狓狀］∈!

犱×狀，其中狓犻∈!

犱×１（１犻狀）表
示第犻个样本．根据数据集犡构造一个无向加权图
犌＝｛犡，犛｝，其中，犛∈!

狀×狀表示相似度矩阵，犛中第犻
行第犼（１犼狀）列的元素狊犻犼代表样本狓犻和狓犼之间
的相似度．基于图的方法，依据矩阵犛所编码的样本
对之间的相似度进行学习．
犽近邻图（稀疏图）是定义图结构最常用的方

法，因其优秀性能已成功应用于几乎所有基于图的
机器学习问题．在给定的度量（通常是欧几里得距
离）中，犽近邻图首先基于完全连接的距离矩阵搜索
与狓犻相距最近的犽个邻居样本，然后根据具体的构
图策略定义相似度图．犽最近邻样本的选择可以帮
助在计算相似度矩阵时规避离群值或异常值会引入
的干扰信息．但犽近邻图不考虑数据分布或采样密
度，对所有样本使用固定大小的邻域可能不够合理．

常用构图策略有：二元构图、余弦构图和高斯核
构图．二元构图策略最简单，将相似度定义为

狊犻犼＝１
，狓犻∈犽狀狀（狓犼）ｏｒ狓犼∈犽狀狀（狓犻）
０，｛其他 （１）

其中，犽狀狀（狓犻）表示狓犻的犽近邻集合．二元构图中非
０即１的相似度，可解释性和表示性非常弱，不利于
分析数据结构．

余弦构图策略将相似度定义为

狊犻犼＝
狓Ｔ犻狓犼
狓犻狓犼，狓犻∈犽狀狀（狓犼）ｏｒ狓犼∈犽狀狀（狓犻）
０，
烅
烄

烆 其他
（２）

其中，·是向量的模．余弦相似度只关注方向的差
异，对具体数值的大小不敏感．

高斯核构图策略是定义相似度最流行的方法，
将相似度定义为

狊犻犼＝ｅｘｐ－
犱２犻犼
２σ（ ）２，狓犻∈犽狀狀（狓犼）ｏｒ狓犼∈犽狀狀（狓犻）

０，
烅
烄

烆 其他
（３）

其中，犱犻犼＝狓犻－狓犼２，σ是带宽参数．σ为适应数据

分布提供了灵活性，但也引起了参数选择问题．σ需
要被调节以选择适当的值［１９］．
２３　图嵌入

图嵌入作为降维技术的一部分，包含两个独立
过程：（１）构建相似度矩阵犛；（２）基于犛探索低维子
空间．主要思想是，低维子空间中的样本应尽可能保
持原始高维空间中样本之间的相似度．即较大的相
似度狊犻犼要求低维表示犳犻和犳犼之间距离较小，反之亦
然．因此，图嵌入解决以下问题：

ｍｉｎ
犉Ｔ犙犉＝犐∑

狀

犻，犼＝１
犳犻－犳犼２

２狊犻犼ｍｉｎ
犉Ｔ犙犉＝犐

犜狉（犉Ｔ犔犛犉）（４）
其中，犉＝［犳１，犳２，…，犳狀］Ｔ∈!

狀×犿是低维表示（犿
犱）；犙∈!

狀×狀是第犻个对角元素为犱犻犻＝∑犼狊犻犼的对角
度矩阵犇或单位阵；犔犛是图拉普拉斯矩阵，被定义
为犔犛＝犇－犛．犔犛是半正定的，最小特征值为０，０特
征值的数量对应着犔犛中连通域的数量．目标函数

ｍｉｎ
犉Ｔ犉＝犐
犜狉（犉Ｔ犔犛犉）＝ｍｉｎ

犳Ｔ犻犳犻＝１
∑
狀

犻＝１
犳Ｔ犻犔犛犳犻中的每一个优化

子目标是ｍｉｎ
犳Ｔ犻犳犻＝１

犳Ｔ犻犔犛犳犻，ｍｉｎ
犳Ｔ犻犳犻＝１

犳Ｔ犻犔犛犳犻的解在犔犛的最小
非零特征值对应的特征向量上取得．当数据集犡中
存在大量噪声，相似度矩阵犛中会包含大量无关相
似性信息，进而导致犔犛的质量低下．
２４　犔犈和犔犘犘的工作原理

ＬＥ认为，若狓犻和狓犼相似，则它们的低维表示应
尽量接近［６］．ＬＥ首先构造犽近邻犛，然后求解以下
最小化问题得到低维表示犉：

ｍｉｎ
犉Ｔ犇犉＝犐

犜狉（犉Ｔ犔犛犉） （５）
ＬＥ是一个非线性方法，无法处理离群值和新数据．

ＬＰＰ被提出以解决ＬＥ遇到的问题．ＬＰＰ假定
犡到犉的映射是线性的［８］，对式（５）施加严格的线
性约束犉＝犡Ｔ犠（犠∈!

犱×犿），求解以下问题：
ｍｉｎ

犠Ｔ犡犇犡Ｔ犠＝犐
犜狉（犠Ｔ犡犔犛犡Ｔ犠） （６）

ＬＰＰ可以被看作是ＬＥ的线性近似．对于训练
样本之外的新数据，ＬＰＰ是一种成功的方法．

在ＬＥ和ＬＰＰ中，相似度矩阵犛都是预先构造
的，在低维子空间的探索过程中固定不变．这种情况
下，因噪点或离群值引起的不可靠相似度也被用做
探索低维子空间的依据，不被修正，导致最终得到的
低维表示的质量无法保证．
２５　犈犌犆犉犛和犝犘犌犗的工作原理

在近两年的工作中，Ｚｈａｎｇ等人［１７］提出的ＥＧＣＦＳ
方法将图学习纳入优化过程，利用嵌入图学习和约
束来选择不相关但有区别的特征：
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　　 ｍｉｎ
犠Ｔ犠＝犐，犌，犛Ｔ１＝λ１

犜狉（犠Ｔ犡犔犛犡Ｔ犠）＋γ犛２
犉－

　　λ犜狉（犠Ｔ犡犌（犌Ｔ犌）－１犌Ｔ犡Ｔ犠）＋α犠２，１ （７）
其中，犌表示离散的聚类指示矩阵．相似度矩阵犛在
算法优化过程中动态更新．

Ｄｏｎｇ等人［１８］提出的ＵＰＧＯ方法将相似度图
的构建和投影矩阵的学习统一到一个框架：

ｍｉｎ
犠，犛
犛－犃２

犉＋α∑
狀

犻，犼＝１
犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼２

２狊犻犼
ｓ．ｔ．犛１＝１，犛０，狉犪狀犽（犔犛）＝狀－犮 （８）

ＵＰＧＯ在降维过程中同时学习相似度矩阵犛和投
影矩阵犠．

不同于ＬＥ和ＬＰＰ，ＥＧＣＦＳ和ＵＰＧＯ动态学习
相似度矩阵．不可忽视的是，随着数据收集方法以及
数据表达方式的增多，真实世界中出现的数据多种
多样，数据的分布规则无法一概而论．显而易见，
ＬＰＰ、ＥＧＣＦＳ和ＵＰＧＯ所依赖的线性投影关系对
于真实数据要求过于严格．基于图学习的降维方法
有待进一步探索．

图１　ＦＡＵＤＲ概述

３　本文方法
本文方法ＦＡＵＤＲ的目标是高质量地学习原

始高维空间无标签数据的低维表示．ＦＡＵＤＲ希望
在低维子空间的探索过程中学习得到一个理想的相
似度图．此相似度图可以更加准确地表示样本对之
间的内在统计特性和数据结构．因此，不同于当前已
有的基于图的降维方法采用“先构图，然后基于预先
构建的固定的图进行子空间探索”两个完全独立的
过程．ＦＡＵＤＲ将相似度图构建和低维表示学习结
合到同一个模型中．在降维任务中，同时优化相似度
图和低维表示．

一般情况下，相距更近的数据点之间更有可能
具有更大的相似度，反之亦然．也就是说相似度狊犻犼
与样本狓犻和狓犼之间的距离成反比例关系．因此，
ＦＡＵＤＲ在降维过程中，结合原始高维空间样本犡

和学到的低维表示犉，自适应地为每个数据点分配
犽最近邻居，从而得到结构良好的最优相似度矩阵
犛．问题表述为
ｍｉｎ

犛１＝１，犛０，犉∑
狀

犻，犼＝１
（（狓犻－狓犼２

２狊犻犼＋γ狊２犻犼）＋λ１犳犻－犳犼２
２狊犻犼）
（９）

其中，γ是正则化参数，狓犻－狓犼２
２狊犻犼用以探索原始

数据的相似性结构，保证相距较远的样本之间相
似度较小，相距较近的样本之间相似度较大；平方
项γ狊２犻犼存在的意义是避免平凡解；犛１＝１代表犛的行
和为１．λ１是均衡参数，用以平衡原始高维样本和
降维过程中得到的低维表示对相似度矩阵的贡
献．在式（７）中，犛不仅依赖于原始高维样本之间的
距离狓犻－狓犼２

２，并且依赖于低维表示之间的距离
犳犻－犳犼２

２．犛的构建同时考虑了原始样本空间以及
低维空间中样本间的邻接关系．

根据拉普拉斯矩阵的性质［２０］，式（９）被重写为

ｍｉｎ
犛１＝１，犛０，犉∑

狀

犻，犼＝１
（狓犻－狓犼２

２狊犻犼＋γ狊２犻犼）＋２λ１犜狉（犉Ｔ犔犛犉）
（１０）

其中，犔犛＝犇－犛是图拉普拉斯矩阵，犇∈!

狀×狀是第犻
个对角元素为犱犻犻＝∑犼狊犻犼的对角度矩阵．

为更好地处理噪点、离群值以及新数据，一般定
义犉＝犡Ｔ犠＋１犫Ｔ，其中，犫∈!

犿×１表示偏置向量．此
线性投影关系无法处理非线性分布的数据，对真实
情景要求太过于严格．为松弛犉＝犡Ｔ犠＋１犫Ｔ这种从
高维空间到低维空间严格的线性投影关系，本文方
法引入一个回归残差犉０∈!

犿×狀，并假设犉０＝犡Ｔ犠＋
１犫Ｔ－犉．此时，低维表示犉和线性投影犡Ｔ犠＋１犫Ｔ之
间的偏差被很好地建模，以适应非线性投影数据的
失配性．基于此，得到了一个回归项：

ｍｉｎ
犠Ｔ犠＝犐，犫，犉

犡Ｔ犠＋１犫Ｔ－犉２
犉 （１１）

低维表示犉和原数据犡之间不是线性关系．
ＦＡＵＤＲ旨在同时找到最佳的相似度矩阵犛、低

维表示犉和回归项（如图１所示）．因此，结合式（１０）
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和式（１１），最终的目标函数为

　　　ｍｉｎ
犛１＝１，犛０，犉，
犠Ｔ犠＝犐，犫

∑
狀

犻，犼＝１
（狓犻－狓犼２

２狊犻犼＋γ狊２犻犼）＋

　　　２λ１犜狉（犉Ｔ犔犛犉）＋λ２犡Ｔ犠＋１犫Ｔ－犉２
犉 （１２）

其中，λ１和λ２是均衡参数．
在式（１２）的目标函数中，相似度矩阵犛不再被固

定，而是一个变量．在降维过程中，犛依据原始高维样
本和低维表示自适应地优化．低维表示犉不是由拉普
拉斯矩阵的主特征向量组成，避免了不容易处理噪声
数据的缺点；同时，犉与犡也不是直接的线性关系，
规避了对数据分布过于严格的线性投影要求．因此，
增强了处理不同类型或不同分布数据的灵活性．

４　方法优化
式（１２）中的目标函数是一个多变量问题．由于

直接求解所有变量非常困难，因此本文采用交替迭
代算法逐一更新所有变量．初始化犛和犉之后，通
过以下两个步骤更新所有变量：
４１　固定犉，更新犛

当犉被固定，求解犛的子问题为

ｍｉｎ
狊Ｔ犻１＝１，狊犻０

∑
狀

犻，犼＝１
（（狓犻－狓犼２

２狊犻犼＋γ狊２犻犼）＋λ１犳犻－犳犼２
２狊犻犼）
（１３）

注意到上式中的问题在不同的犻之间是独立的，因
此，对于每一个犻，可以独立求解如下问题：

ｍｉｎ
狊Ｔ犻１＝１，狊犻０

∑
狀

犻＝１
（（狓犻－狓犼２

２狊犻犼＋γ狊２犻犼）＋λ１犳犻－犳犼２
２狊犻犼）
（１４）

为方便表达，令犱犻犼＝狓犻－狓犼２
２＋λ１犳犻－犳犼２

２，式
（１４）为

ｍｉｎ
狊Ｔ犻１＝１，狊犻０

γ∑
狀

犻＝１
狊２犻犼＋１γ犱犻犼狊犻（ ）犼 （１５）

为式（１５）添加一个常数项∑
狀

犻＝１

１
４γ２犱

２
犻犼，可以得到

ｍｉｎ
狊Ｔ犻１＝１，狊犻０

γ∑
狀

犻＝１
狊犻犼＋１２γ犱犻（ ）犼２ （１６）

定义向量犱犻∈!

狀×１，其第犼个元素为犱犻犼，则式（１６）
等价于如下向量形式：

ｍｉｎ
狊Ｔ犻１＝１，狊犻０

１
２狊犻＋

１
２γ犱犻

２

２
（１７）

此问题的拉格朗日函数被定义为
犔（狊犻，τ，ζ）＝１２狊犻＋

１
２γ犱犻

２

２
－τ（狊Ｔ犻１－１）－ζＴ狊犻（１８）

其中，τ＞０和ζ０为拉格朗日乘子．将犔（狊犻，τ，ζ）关
于狊犻求导并令其为零，可得

狊犻＋１２γ犱犻－τ１－ζ＝０ （１９）
根据ＫＫＴ条件［２１］，注意到狊犻犼ζ犼＝０，因此，有

狊犻犼＝－１２γ犱犻犼＋（ ）τ＋
（２０）

本文方法学习稀疏的狊犻，即与狓犻相距最近的犽
个近邻点才有机会与其相连，这代表狊犻含有犽个非
零元素．不失一般性，假设犱犻中的元素升序排列，则
狊犻含有犽个非零元素意味着狊犻犼＞０（１犼犽），狊犻犼＝
０（犽＋１犼）．结合式（２０），可知

－１２γ犱犻犽＋τ＞０

－１２γ犱犻，犽＋１＋τ
烅
烄

烆 ０
（２１）

由式（１９）和狊Ｔ犻１＝１，可得

τ＝１犽１＋
１
２γ∑

犽

犼＝１
犱犻（ ）犼 （２２）

结合式（２１）和式（２２），进一步有
γ＞１２犽犱犻犽－∑

犽

犼＝１
犱犻（ ）犼

γ１２犽犱犻，犽＋１－∑
犽

犼＝１
犱犻（ ）

烅
烄

烆 犼

（２３）

为确保狊犻的最优解仅包含犽个非零元素，γ取值为

γ＝１２犽犱犻，犽＋１－∑
犽

犼＝１
犱犻（ ）犼 （２４）

结合式（２０）、（２２）和式（２４），可求解得

狊犻犼＝
犱犻，犽＋１－犱犻犼

犽犱犻，犽＋１－∑
犽

犼＝１
犱犻犼
，犼犽

０， 犼犽
烅
烄

烆 ＋１
（２５）

此时，犛更新完毕．
４２　固定犛，更新犉和犠

当犛被固定，式（１２）变成：
ｍｉｎ

犉，犠Ｔ犠＝犐，犫
２λ１犜狉（犉Ｔ犔犛犉）＋λ２犡Ｔ犠＋１犫Ｔ－犉２

犉（２６）
将式（２６）关于犫求导并令导数为零，可得

２狀犫＋（犡Ｔ犠－犉）Ｔ１＝０ （２７）
进一步可以得到

犫＝１狀（犉
Ｔ１－犠Ｔ犡１） （２８）

将式（２８）代入式（２６），有
ｍｉｎ

犉，犠Ｔ犠＝犐
２λ１犜狉（犉Ｔ犔犛犉）＋λ２犎（犡Ｔ犠－犉）２

犉（２９）
其中，犎＝犐－１／狀１１Ｔ．
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将式（２９）关于犉求导并令导数为零，可得
２λ１犔犛犉＋λ２犎犉－犎犡Ｔ犠＝０ （３０）

犉＝犔０犎犡Ｔ犠 （３１）
其中，犔０＝（２λ１／λ２犔犛＋犎）－１．

将式（３１）代入式（２９），犠的子问题为
ｍｉｎ
犠Ｔ犠＝犐

犜狉（犠Ｔ犡（λ１犔１＋λ２犔２）犡Ｔ犠） （３２）
其中，犔１＝犎犔０犔犛犔０犎，犔２＝（犐－犔０犎）犎（犐－犔０犎）．犠
的最优解由犡（λ１犔１＋λ２犔２）犡Ｔ的犿个最小特征值
对应的特征向量构成．

通过以上步骤迭代更新犛、犉和犠，最终可以得
到犛、犉和犠的最优解．观察式（１７）和式（３１）可知，犛
和犉相互作用、共同优化．算法１总结了优化方法．

算法１．　ＦＡＵＤＲ的优化算法．
输入：数据犡，低维子空间维度犿，参数λ１和λ２
输出：低维表示犉
１．通过求解ｍｉｎ

狊Ｔ犻１＝１，狊犻０
∑犻，犼（狓犻－狓犼２

２狊犻犼＋γ狊２犻犼）初始化相

似度矩阵犛，用犔犛的犿个最小特征值对应的特征向
量初始化低维表示犉，并计算目标函数的目标值．

２．通过求解式（１７）按行更新相似度矩阵犛．
３．根据犡（λ１犔１＋λ２犔２）犡Ｔ的犿个最小特征值对应的
特征向量更新投影矩阵犠．

４．依据式（３１）更新低维表示犉．
５．计算当前目标函数值．若所有变量更新后目标值不再
变化，算法结束，输出低维表示犉；否则，返回步骤２．

５　理论分析
５１　收敛性分析

算法１的收敛性由定理１给出．
定理１．　算法１中的变量更新规则在每次迭

代中减小式（１２）的目标函数值，直到收敛．
证明．　假设第狋次迭代后的变量为犛狋、犠狋和

犉狋．在狋＋１次迭代中，当犉固定为犉狋，最优的犛狋＋１
通过求解式（１３）得到

犛狋＋１＝ｍｉｎ
犛１＝１，犛０∑

狀

犻，犼＝１
（狓犻－狓犼２

２狊犻犼＋γ狊２犻犼）＋
　　２λ１犜狉（（犉狋）Ｔ犔犛犉狋） （３３）

因此，

∑
狀

犻，犼＝１
（狓犻－狓犼２

２（狊犻犼）狋＋１＋γ（狊犻犼）狋＋１）＋
２λ１犜狉（（犉狋）Ｔ犔犛狋＋１犉狋）

∑
狀

犻，犼＝１
（狓犻－狓犼２

２（狊犻犼）狋＋γ（狊犻犼）狋）＋
２λ１犜狉（（犉狋）Ｔ犔犛狋犉狋） （３４）

基于犛狋＋１，解下式得到犠狋＋１和犉狋＋１：
｛犠狋＋１，犉狋＋１｝＝ｍｉｎ

犉，犠Ｔ犠＝犐
２λ１犜狉（犉Ｔ犔犛狋＋１犉）＋

　λ２犡Ｔ犠＋１犫Ｔ－犉２
犉 （３５）

从而，有
２λ１犜狉（（犉狋＋１）Ｔ犔犛狋＋１犉狋＋１）＋
λ２犡Ｔ犠狋＋１＋１犫Ｔ－犉狋＋１２

犉
２λ１犜狉（（犉狋）Ｔ犔犛狋＋１犉狋）＋
λ２犡Ｔ犠狋＋１犫Ｔ－犉狋２

犉 （３６）
组合式（３４）和式（３６）并消去相同项，可得

∑
狀

犻，犼＝１
（狓犻－狓犼２

２（狊犻犼）狋＋１＋γ（狊犻犼）狋＋１）＋
２λ１犜狉（（犉狋＋１）Ｔ犔犛狋＋１犉狋＋１）＋
λ２犡Ｔ犠狋＋１＋１犫Ｔ－犉狋＋１２

犉

∑
狀

犻，犼＝１
（狓犻－狓犼２

２（狊犻犼）狋＋γ（狊犻犼）狋）＋
２λ１犜狉（（犉狋）Ｔ犔犛狋犉狋）＋
λ２犡Ｔ犠狋＋１犫Ｔ－犉狋２

犉 （３７）
注意到式（１２）的目标值下界为０．因此，算法１将在
每次迭代过程中单调减小目标函数的目标值，直到
收敛． 证毕．
５２　计算复杂度

求解式（１０）中目标函数的计算复杂度由三部分
组成：（１）更新犛的每一行花费犗（狀），因此，更新犛
需要花费犗（狀２）；（２）求解犠需要计算犡（λ１犔１＋
λ２犔２）犡Ｔ的特征向量，花费犗（犱３）；（３）根据式（２９），
求解犉的计算量是犗（狀３）．通常，犿狀且犿犱，因
此，总的计算复杂度约为犗（（狀３＋犱３）狋），其中，狋是
迭代次数．此外，在我们的实验中，算法１在３０次迭
代之内即可收敛．因此，当犱＜狀时，计算复杂度可
近似为犗（狀３），否则为犗（犱３）．
５３　存储复杂度

在低维表示的学习过程中，ＦＡＵＤＲ需要存储
犛、犉和犠．因此，算法的存储复杂度为犗（狀２＋狀犿＋
犱犿）．由于犿狀且犿犱，因此，总的存储杂度近似
为犗（狀２＋犱犿）．

６　实　验
本文在合成数据和基准数据集上进行了实验，

以综合验证所提出方法ＦＡＵＤＲ的有效性．所有实
验均在配置为２．２０ＧＨｚＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ７８７５０ＣＰＵ，
１６ＧＢＲＡＭ和ＭａｔｌａｂＲ２０１８ａ（６４ｂｉｔ）的Ｗｉｎｄｏｗｓ
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１０便携式计算机上实施．
６１　实验设置

为验证ＦＡＵＤＲ的有效性，我们将其与以下七
种无监督降维方法进行比较．

（１）ＰＣＡ［９］：ＰＣＡ是使得平均投影代价最小的
线性投影．

（２）ＬＥ［６］：ＬＥ是保留了近邻点相似性的一种经
典的图嵌入方法．

（３）ＬＰＰ［８］：ＬＰＰ可以保持数据局部结构，同时
降低空间维度．

（４）谱回归（ＳｐｅｃｔｒａｌＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ，ＳＲ）［２２］：ＳＲ将
学习嵌入函数转换为一个回归框架．

（５）ＬＳＤＵＤＲ［１６］：ＬＳＤＵＤＲ构造相似度图和多
样性图来揭示数据的拓扑结构．

（６）ＧＬＳＲＧＥ［１３］：ＧＬＳＲＧＥＴ最小化图嵌入中
的最小二乘重建误差，保留全局和局部低维子空间．

（７）基于图优化的无监督投影（Ｕｎｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ
ＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈＧｒａｐｈＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＵＰＧＯ）［１８］：
ＵＰＧＯ将线性投影和聚类结合，同时进行降维和聚
类的方法．

表１汇总了所有方法的计算复杂度．为公平比
较，这些方法的源代码均来自于可靠网站①②③④或
作者本人．对于每个比较方法，我们按照相应论文中
的实验设置和参数调整步骤进行实验．ＵＰＧＯ中α
使用搜索策略在区间｛１０－５，１０－４．９，…，１０－４．１｝中
进行调节．ＬＳＤＵＤＲ中的β、ＧＬＳＲＧＥ中的α以及
本文方法ＦＡＵＤＲ中的λ１和λ２使用网格搜索策略在
区间｛１０－３，１０－２，…，１０３｝中进行调节．本文实验记录
来自最佳参数配置的结果．当两次迭代中目标函数值
的差异小于１０－１１时，认为优化算法收敛，ＦＡＵＤＲ终
止迭代．

表１　所有方法的计算复杂度
方法 计算复杂度 方法 计算复杂度
ＰＣＡ 犗（犱２狀＋犱３） ＬＥ 犗（狀２犱＋狀３）
ＬＰＰ 犗（狀２犱＋犱３） ＳＲ 犗（狀２犱）

ＬＳＤＵＤＲ 犗（狀３＋犱３） ＧＬＳＲＧＥ 犗（狀３＋犱３＋狀２犱）
ＵＰＧＯ 犗（狀３＋犱３） ＦＡＵＤＲ 犗（狀３＋犱３）

在实际进行降维实验时，与当前已有的大多数
无监督降维工作做法相同，对于每种方法，我们首先
学习得到无标签高维数据的低维表示，然后对低维
表示执行犽ｍｅａｎｓ［２３］聚类算法来衡量降维性能．聚
类结果采用三种流行的评估指标进行评估：精度
（ＡＣＣｕｒａｃｙ，ＡＣＣ）［２４］、标准化互信息（Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ

ＭｕｔｕａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＮＭＩ）［２４］和纯度（Ｐｕｒｉｔｙ）［２５］．
ＡＣＣ：将狔犻表示为使用聚类方法为样本狓犻生成

的聚类标签，犵犻表示为样本狓犻的真实标签，ＡＣＣ通
过下式计算：

犃犆犆＝∑犻δ
（狔犻，ｍａｐ（犵犻））
狀 （３８）

其中，若狓＝狔，则δ（狓，狔）＝１，否则δ（狓，狔）＝０，
ｍａｐ（犵犻）是可以将聚类标签犵犻匹配到真实标签狔犻最
好的映射函数．狀是样本总数．

ＮＭＩ：将狀犾表示为通过聚类算法生成的第犾个
类犆犾中的样本数量，狀犺表示为真实情况下第犺个类
犆犺中的样本数量，狀犾犺表示为在犆犾和犆犺中都出现的样
本数量．ＮＭＩ的计算方法如下：

犖犕犐＝ ∑犾∑犺狀犾犺ｌｏｇ
狀×狀犾犺
狀犾狀犺

∑犾狀犾ｌｏｇ
狀犾（ ）狀∑犺狀犺ｌｏｇ

狀犺（ ）槡 狀
（３９）

其中，犮是类别总数．
Ｐｕｒｉｔｙ：除ＡＣＣ和ＮＭＩ外，Ｐｕｒｉｔｙ是另一种普

遍使用的评估指标．Ｐｕｒｉｔｙ衡量聚类簇包含主要来
自一个类别的样本的程度，是通过各个聚类簇纯度
值的加权总和来观察的．如下所示：

犘狌狉犻狋狔＝∑
犮

犻＝１

狀犻
狀犘（犆犻） （４０）

其中，犘（犆犻）＝１狀犻ｍａｘ犼（狀
犼
犻），犆犻表示样本数为狀犻的簇，

狀犼犻表示第犻个簇包含的第犼类样本的数量．
这三个指标各自具有不同的属性，综合考虑可

以更全面地评估结果．这三个指标的取值区间均为
［０，１］，值越大代表结果越好．
６２　合成数据集上的实验

鉴于基准数据结构复杂多样，且在基准数据集
上模拟噪点和异常值比较困难，为更直观地验证本
文方法的性能，我们使用人工合成的双月数据和瑞
士卷数据集来展示本文方法的学习结果．

双月数据用以可视化本文方法学习得到的相似
度矩阵．我们将噪声比例设置为０．１２，分别合成了
每类含有１００个样本点，且类间紧凑度不同的两个
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②
③

④
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ｈｔｍｌ
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ＳＲ．ｈｔｍｌ
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原始双月数据，如图２中（ａ）和（ｆ）所示．图中不同颜
色代表不同类别．图２中，（ｂ）和（ｇ）分别是高斯核方
法在两个原始数据上构造的相似度矩阵．（ｃ）和（ｈ）
分别是初始化方法在两个原始数据上构造的相似度
矩阵．在这些图中，样本间连接线的粗细程度与对应
的相似度大小成正比．为验证ＦＡＵＤＲ的相似度学
习能力，我们先为最初生成的二维数据增加幅度为
０．１的噪声；然后使用幅度为０．５的八维随机噪声
将（ａ）和（ｆ）中显示的两个二维原始数据分别扩展为
两个十维数据；再使用ＦＡＵＤＲ分别对两个十维数

据集进行降维．（ｄ）和（ｉ）在两个原始数据上分别展
示了ＦＡＵＤＲ最终学到的相似度矩阵．（ｅ）和（ｊ）展
示了ＦＡＵＤＲ最终学到的二维表示及相似度矩阵．
观察图２可知，高斯核方法和初始化方法构造的相
似度矩阵将所有数据连接在一起，很难区分两个不
同的簇．本文方法最终学习到的相似度矩阵可以清
楚地将两个簇分开，同时得到的低维表示有效地保
持了原始数据的固有结构．验证了ＦＡＵＤＲ可以在
噪声存在的情况下，自适应地学得结构良好的相似
度矩阵．

图２　双月数据集上的实验结果（（ａ）和（ｆ）是两个原始双月数据，（ｂ）和（ｇ）分别展示了高斯核方法在两个原始数据上构造
的相似度矩阵，（ｃ）和（ｈ）分别展示了在两个原始数据上初始化方法构造的相似度矩阵，（ｄ）和（ｉ）在两个原始数据上
分别展示了ＦＡＵＤＲ最终学到的相似度矩阵，（ｅ）和（ｊ）分别展示了ＦＡＵＤＲ最终学到的低维表示和相似度矩阵）

瑞士卷数据集用于验证所有比较方法以及本文
方法ＦＡＵＤＲ对异常数据的处理能力．原始瑞士卷
数据是将噪声比例设置为０．０５时生成的分为４类
的１５００个三维样本，如图３所示．不同颜色的样本
点代表不同类别．我们使用不同幅度的噪声数据将
此数据集扩展为两个十维数据集．第一个是小噪声
数据集，其前三个维度是原始的三维瑞士卷数据附
以幅度为２的随机噪声（如图４（ａ）所示），剩余的七
个维度是幅度为２的随机噪声．第二个是大噪声数
据集，其构成与第一个数据集相似，不同之处是噪声

图３　原始瑞士卷数据

幅度为５，前三个维度如图５（ａ）所示．设置更大幅度
噪声的目的是使样本分布更加混乱．

在此实验中，我们将ＦＡＵＤＲ与前面介绍的
ＰＣＡ、ＬＥ、ＬＰＰ、ＳＲ、ＧＬＳＲＧＥ、ＬＳＤＵＤＲ和ＵＰＧＯ
七种方法进行比较，学习三维表示．图４和图５分别
展示了不同方法在小噪声数据集和大噪声数据集上
的降维结果．图４和图５尽可能以合适的角度清晰
地展示三维表示．图中，相同颜色代表同类数据．对
比观察可发现：当噪声幅度较小时，ＬＥ学到的三维
表示保持了类间的判别性，ＬＰＰ、ＳＲ、ＧＬＳＲＧＥ和
ＦＡＵＤＲ学到的三维表示都明确地保留了原始数据
的结构；当噪声幅度增大时，ＬＰＰ、ＳＲ和ＧＬＳＲＧＥ
的结果差强人意，ＦＡＵＤＲ学习得到的三维表示很
好地保留了图５（ａ）中原始前三维数据的分布特性
和整体结构；无论噪声幅度大小，ＰＣＡ的结果均不
理想．此部分实验结果验证了ＦＡＵＤＲ可以灵活地
处理噪声数据，该模型对噪声数据具有较强的鲁
棒性．
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图４　小噪声瑞士卷数据及各方法的降维结果（（ａ）前三维小噪声瑞士卷数据；（ｂ）～（ｉ）分别展示了不同方法学得的三维表示）

图５　大噪声瑞士卷数据集及各方法的降维结果（（ａ）前三维大噪声瑞士卷数据；（ｂ）～（ｉ）分别展示了不同方法学得的三维表示）
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６３　基准数据集上的实验
我们选择了样本个数从１４００到１５０００、维度从

２５６到１１５４７、类别数从２到１００不等的八个基准数
据集，表２总结了这些数据集．其中，Ｍｐｅｇ７和Ｐａｌｍ
Ｄａｔａ２５的类别较多，Ｍｐｅｇ７、ｔｅｘｔ１和Ｒｅｕｔｅｒｓ是大
维度数据集．本部分从降维性能和参数敏感度分析
两个方面分别进行实验．

表２　基准数据集概述
数据集 样本数 类别数 维度
Ｍｐｅｇ７ １４００ ７０ ６０００
ＭＳＲＡ２５ １７９９ １２ ２５６
ｔｅｘｔ１ １９４６ ２ ７１５５

ＰａｌｍＤａｔａ２５ ２０００ １００ ２５６
ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５ ３４９５ １０ ７４８
２０ｎｅｗｓ ３９７０ ２０ ８０４１
ｕｓｐｓ ９２９８ １０ ２５６
Ｒｅｕｔｅｒｓ １５０００ ６ １１５４７

６．３．１　降维性能实验
在比较各方法的降维性能实验中，为方便起见，

我们将子空间的维度均设置为犿＝２０．在每个数据

集上，我们选用最佳参数配置对所有方法都重复进
行十次实验以记录平均结果．

表３、表４和表５分别记录了所有方法在所有
数据集上分别使用精度、标准化互信息和纯度三个
评估指标测得的均值和方差．其中，最优结果用粗体
标注，次优结果用下划线标注以增强区分性．观察分
析结果可知，与其他方法相比，本文方法ＦＡＵＤＲ
性能最佳．很明显，在维度为１４００的Ｍｐｅｇ７数据集
上，相比于第二好的结果，精度、标准化互信息和纯
度分别提高了４．５２％、２．２３％和５．０６％；在维度为
１７９９的ＭＳＲＡ２５数据集上，ＦＡＵＤＲ的精度、标准
化互信息和纯度分别比第二好的结果提高了４．５７％、
２．２２％和４．２４％；在维度为１１６４７的Ｒｅｕｔｅｒｓ数据
集上，相比于次优结果，精度、标准化互信息和纯度
分别提高了６．４９％、０．７３％和５．２０％．与此同时，
ＦＡＵＤＲ降维结果所对应的方差也是所有方法中较
小的．表６记录了所有方法在各数据集上的运行时

表３　所有方法在基准数据集上的精度（平均精度（标准差））
数据集 ＰＣＡ ＬＥ ＬＰＰ ＳＲ ＧＬＳＲＧＥ ＬＳＤＵＤＲ ＵＰＧＯ ＦＡＵＤＲ
Ｍｐｅｇ７ ０．５０３７

（０．０１９５）
０．４３１４
（０．０２０３）

０．４５１４
（０．０２１０）

０．４３８７
（０．０１４２）

０．５０７８
（０．００８８）

０．５００６
（０．０１０２）

０．３９３３
（０．０１３２）

０５５３０
（０００３６）

ＭＳＲＡ２５ ０．４９６６
（０．０３２８）

０．４７６０
（０．０２５２）

０．５２２０
（０．０３５０）

０．４５３１
（０．０３８７）

０．５１７６
（０．０３６４）

０．５１１８
（０．００８６）

０．５２８３
（０．０２５２）

０５７４０
（０００５６）

ｔｅｘｔ１ ０．５０３８
（０．００１８）

０．５３９８
（０．００６２）

０．５４０１
（０．０５２３）

０．５１５９
（０．０１９２）

０．５７７０
（０．０９１９）

０．５０５７
（０．００４２）

０．５１４１
（０．００６４）

０８９９０
（０００１８）

ＰａｌｍＤａｔａ２５ ０．６５８３
（０．０２３３）

０．５３５３
（０．０１６７）

０．７６８５
（０．０２５０）

０．３６６４
（０．０１１７）

０．７３５１
（０．０１４４）

０．７１９７
（０．０２２０）

０．６１３６
（０．０２４０）

０８０１０
（００１１７）

ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５ ０．４６１２
（０．０２４１）

０．４９６２
（０．０６８１）

０．４８１７
（０．０２３７）

０．４９８０
（０．０２３３）

０．５４８６
（０．０２３９）

０．５５４９
（０．０４５３）

０．５１１９
（０．０１７７）

０６３２０
（００４５０）

２０ｎｅｗｓ ０．２５３０
（０．００１７）

０．２５５５
（０．００１７）

０．２５４５
（０．００１２）

０．２５５６
（０．００１２）

０．２５４６
（０．００３５）

０．２６２２
（０．００００）

０．２６３１
（０．００４１）

０３６４３
（０００４５）

ｕｓｐｓ ０．５８５１
（０．０１５０）

０．５２６２
（０．０２４９）

０．６３５５
（０．０４９９）

０．６７３６
（０．０３９６）

０．６７４８
（０．０４２６）

０．６７２８
（０．０４９３）

０．６５７７
（０．０２０９）

０７２８０
（００４９３）

Ｒｅｕｔｅｒｓ ０．３６３９
（０．０３１６）

０．３１７９
（０．０２４６）

０．３２６７
（０．０１０５）

０．３２９８
（０．０１２３）

０．３７８０
（０．０３２３）

０．３０６０
（０．０１８２）

０．３０４９
（０．００３４）

０４４２９（０００８９）

表４　所有方法在基准数据集上的标准化互信息（平均互信息（标准差））
数据集 ＰＣＡ ＬＥ ＬＰＰ ＳＲ ＧＬＳＲＧＥ ＬＳＤＵＤＲ ＵＰＧＯ ＦＡＵＤＲ
Ｍｐｅｇ７ ０．６９７６

（０．０１１６）
０．６１２８
（０．０１５９）

０．６３０７
（０．０１５３）

０．６２５４
（０．０１７３）

０．７１０４
（０．００６２）

０．６７０７
（０．０２９０）

０．５５２３
（０．０１１５）

０７３２７
（０００３９）

ＭＳＲＡ２５ ０．５９６５
（０．０３０９）

０．６０２５
（０．０３８９）

０．６８８９
（０．０２８２）

０．５４５６
（０．０６１９）

０．５５８４
（０．０３４４）

０．５５４９
（０．０１９４）

０．５９９０
（０．０１４１）

０７１１１
（０００９９）

ｔｅｘｔ１ ０．００４０
（０．００２８）

０．０４６５
（０．００７８）

０．０４６６
（０．００７８）

０．０２８６
（０．０２３２）

０．０６４８
（０．００９５）

０．０００５
（０．００００）

０．０００８
（０．０００７）

０５２７５
（０００５７）

ＰａｌｍＤａｔａ２５ ０．８６８３
（０．００９９）

０．７８１８
（０．０２１５）

０．９３２７
（０．００７４）

０．５９８９
（０．００７２）

０．９０２２
（０．００５３）

０．９１２３
（０．００５２）

０．７８７９
（０．０１２５）

０９４５８
（０００２９）

ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５ ０．３９９９
（０．０１６６）

０．５１４７
（０．０４９９）

０．４６３６
（０．０１５７）

０．４７３１
（０．０１７８）

０．４９０２
（０．０２６８）

０．５７９９
（０．０１４５）

０．５０３２
（０．０２３０）

０６８５７
（００２７４）

２０ｎｅｗｓ ０．００２７
（０．００１４）

０．００７８
（０．００２５）

０．００６８
（０．００２８）

０．００７３
（０．００２３）

０．００４５
（０．００３３）

０．００１３
（０．００００）

０．００１２
（０．０００５）

０１１５０
（０００３６）

ｕｓｐｓ ０．５５５１
（０．０１７７）

０．５７１９
（０．０３３１）

０．６６２２
（０．０２０６）

０．７２４４
（０．０１７０）

０．６５１８
（０．０２３６）

０．６４７８
（０．００５４）

０．６３７２
（０．０２３８）

０７７８０
（００１５０）

Ｒｅｕｔｅｒｓ ０．１２２６
（０．０２３７）

０．０４６４
（０．０１１８）

０．０６５５
（０．０１３３）

０．０６５９
（０．０１４５）

０．１９９０
（０．０２８９）

０．０１３１
（０．００５６）

０．０１３４
（０．００６１）

０２０６３
（０００４３）
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表５　所有方法在基准数据集上的纯度（平均纯度（标准差））
数据集 ＰＣＡ ＬＥ ＬＰＰ ＳＲ ＧＬＳＲＧＥ ＬＳＤＵＤＲ ＵＰＧＯ ＦＡＵＤＲ
Ｍｐｅｇ７ ０．４７８７

（０．０１５３）
０．４６７９
（０．０１５０）

０．４９０７
（０．０１６３）

０．４８６４
（０．０１０３）

０．５４６５
（０．００６６）

０．５１３５
（０．００５６）

０．４３８７
（０．０１４４）

０５９７１
（０００３３）

ＭＳＲＡ２５ ０．５３０９
（０．０３１２）

０．５５２０
（０．０２４８）

０．５５７５
（０．０２８５）

０．４７１４
（０．０４４３）

０．５３７６
（０．０３４６）

０．５１２９
（０．００７１）

０．５６６８
（０．０１９９）

０６０９２
（０００７３）

ｔｅｘｔ１ ０．５０６２
（０．００２６）

０．５２８３
（０．０６３５）

０．５１０３
（０．０７５８）

０．５１６４
（０．０２３０）

０．５７７０
（０．００９２）

０．５０６２
（０．００００）

０．５１４５
（０．００５８）

０８９８３
（０００１７）

ＰａｌｍＤａｔａ２５ ０．７０１５
（０．０１２５）

０．６０９５
（０．０１４８）

０．８２９０
（０．０１７５）

０．４３２０
（０．００６７）

０．７８３９
（０．０１２２）

０．７２８７
（０．０１３０）

０．６７１１
（０．０１８９）

０８５９０
（０００７６）

ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５ ０．５２５０
（０．０１８７）

０．５９９４
（０．０４６９）

０．５２０７
（０．０１８４）

０．５６８２
（０．０２０６）

０．５７８８
（０．０３２１）

０．５９５４
（０．０２３７）

０．５６７１
（０．０２６６）

０６５５８
（００１９７）

２０ｎｅｗｓ ０．２５４２
（０．００５９）

０．２５８６
（０．００２７）

０．２５４９
（０．００２４）

０．２５５９
（０．００３５）

０．２５５４
（０．００３９）

０．２６２７
（０．００００）

０．２６４３
（０．００４０）

０３７５６
（０００３８）

ｕｓｐｓ ０．６３６４
（０．０１６８）

０．５９６０
（０．０２９５）

０．６７８５
（０．０３０５）

０．７３０２
（０．０２１６）

０．６９８０
（０．０３４４）

０．６８２１
（０．００８２）

０．６５２３
（０．０３２３）

０７６９１
（００２１２）

Ｒｅｕｔｅｒｓ ０．３７２７
（０．０４３１）

０．３３００
（０．０１５２）

０．３５２７
（０．０１１６）

０．３１５１
（０．０１２４）

０．４６２０
（０．０２９９）

０．３１５３
（０．０１７８）

０．３０３４
（０．０１２０）

０５１４０
（０００３１）

表６　所有方法在基准数据集上的运行时间 （单位：ｓ）
数据集 ＰＣＡ ＬＥ ＬＰＰ ＳＲ ＧＬＳＲＧＥ ＬＳＤＵＤＲ ＵＰＧＯ ＦＡＵＤＲ
Ｍｐｅｇ７ ３．４９８１ ３．５９８６ ３．１８３７ １．４５６４ ９５．７７５０ ２７９６．５５２４ ８１．４０７７ ６３．２３０７
ＭＳＲＡ２５ ２．２４７６ ７．４２３７ ２．５７６３ ２．９４１８ ３．８７２３ １１６．４１７５ ６．６２１８ ９．３０６１
ｔｅｘｔ１ ４．１３７２ ２．１１９０ ３．８７０３ ２．５９０７ １１７．６０２９ ３８５５．４２８２ １１０．６２７８ １４２．７０５６

ＰａｌｍＤａｔａ２５ １．４３２４ ９．２７８５ １．８８９５ ２．２５２５ ３．５８４９ １３７．８９０５ ４．５６４２ ６．６０３９
ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５ ２．８２６５ ５１．９４０８ ２．５０８５ ２．３５４１ １３．３５５２ ６４５．９７３８ １９．５７３８ ２６．１０４５
２０ｎｅｗｓ ３８．１９４６ ７１．５９８２ ７５．２３４０ ７．２４０１ ２９１．０８１８ ５７３４．９１３６ ２２０．８７１９ ２４５．２７５１
ｕｓｐｓ １０．８８５６ ８１４．５９４８ ２１．９７０２ ２０．５３７８ ２２４．０４３８ ７６６０．３３１７ ２３５．５２１７ ５３９．１２３６
Ｒｅｕｔｅｒｓ ４８０．８３２６ ９２４．００９３ ４２８．６２１４ ４２８．８８５９ １７４８．０６７２ ２２７８９．８６９６１５１６．２６９０ ２５８１．６７２１

图６　基准数据集上所有方法关于不同低维子空间的精度

间．观察可知，与其他方法相比，在取得了显著的性
能提升之外，ＦＡＵＤＲ并没有大幅度增加运行时间．
证明了ＦＡＵＤＲ的有效性．综上所述，在真实情景
中，本文方法是一个值得考虑的选择．

与此同时，我们还进行了维度评估：将每个数据
集嵌入到维度从１０到１００的低维子空间中，步长为
１０．图６显示了所有方法在不同数据集上学习到的

不同维度低维表示时的聚类精度．从图中可以看
到，不同方法的降维结果随低维子空间维度变化
的程度不一．总的来说，在ＭＳＲＡ２５、ＰａｌｍＤａｔａ２５、
ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５和ｕｓｐｓ数据集上，ＬＥ方法的降维结果
变化较大；在ＭＳＲＡ２５、ＰａｌｍＤａｔａ２５和ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５
数据集上，ＳＲ方法的降维结果不稳定；除ｔｅｘｔ１和
２０ｎｅｗｓ外，本文方法ＦＡＵＤＲ的结果总体稳定，并

１０３２１１期 强倩瑶等：灵活自适应的无监督降维
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且，在ｔｅｘｔ１和Ｒｅｕｔｅｒｓ数据集的不同子空间维度上
性能提升明显．因此，本文方法可以获得相对令人满
意的结果．

此外，我们将本文方法ＦＡＵＤＲ与基于自编码
器（ａｕｔｏｅｎｃｏｄｅｒ）的深度特征降维方法［２６］进较比较．
本部分实验使用大小为２８×２８的７００００张手写数
字图像数据集ＭＮＩＳＴ进行降维，并可视化降维结
果．ａｕｔｏｅｎｃｏｄｅｒ的ｍａｔｌａｂ代码和数据集均来源于作
者提供的网站①．我们使用由网络层数为７８４１０００
５００２５０２的编码器和一个对称的解码器组成的
ａｕｔｏｅｎｃｏｄｅｒ为ＭＮＩＳＴ训练集中的所有样本提取２

维特征．除了２个线性单元外，其他所有单元均为
ｌｏｇｉｓｔｉｃ．为清楚地展示实验结果，对所有６００００张
训练图像进行训练之后，我们在剩余的１００００张图
像的前五类样本中分别随机选择了１００张，总共
５００张图像进行测试．ＦＡＵＤＲ直接学习这５００张图
像的２维表示．图７显示了实验结果．其中，图７（ａ）和
图７（ｂ）分别为ａｕｔｏｅｎｃｏｄｅｒ和ＦＡＵＤＲ生成的２维
表示．图中不同显色的点代表不同类别的２维样本．
观察发现，图７（ａ）中不同类别的样本分布混乱；图７
（ｂ）中同类样本聚集在一起，不同的类簇区分明显．
因此，ＦＡＵＤＲ产生了更好的降维结果．

图７　（ａ）ａｕｔｏｅｎｃｏｄｅｒ生成的５００个数字的２维表示，（ｂ）ＦＡＵＤＲ学习得到的５００个数字的２维表示

６．３．２　参数敏感性实验
ＦＡＵＤＲ的目标函数中有两个均衡参数λ１和λ２

需要调节．参数敏感性分析实验中，我们在所有数据
集上使用前文提到的网格调参策略来验证λ１和λ２
分别取｛１０－３，１０－２，…，１０３｝时的敏感性．图８显示
了本文方法ＦＡＵＤＲ在不同数据集上的不同参数
配置下学得的低维表示的聚类精度．

观察分析图８可知，在不同数据集上，低维表示
的聚类精度随着参数配置的不同而变化．在Ｍｐｅｇ７、
ＭＳＲＡ２５和ＰａｌｍＤａｔａ２５数据集上，聚类精度随着参
数取值变化较小、整体稳定．在ｔｅｘｔ１、ｍｎｉｓｔｄａｔａ＿０５
和ｕｓｐｓ数据集上，聚类精度随着参数取值变化较
大；在ｔｅｘｔ１数据集上，λ１取值为１０－１、λ２取值为１０１
时，聚类精度最高；在２０ｎｅｗｓ数据集上，λ１取值为

图８　ＦＡＵＤＲ在不同λ１和λ２值下学得的低维表示的聚类精度（狓、狔和狕轴分别代表ｌｏｇ（λ１）、ｌｏｇ（λ２）和精度）

２０３２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２２年

①ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｓ．ｔｏｒｏｎｔｏ．ｅｄｕ／～ｈｉｎｔｏｎ／ＭａｔｌａｂＦｏｒＳｃｉｅｎｃｅＰａｐｅｒ．ｈｔｍｌ

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



１０－２、λ２取值为１０１时，聚类精度最高；在ｕｓｐｓ数据
集上，λ１取值为１０３、λ２取值为１００时，聚类精度最高；
在Ｒｅｕｔｅｒｓ数据集上，λ１取值在｛１０－３，１０－２，１０－１｝
内时，聚类精度整体偏高．以上分析表明，在实际
应用中工作时，需要为具体任务选择最佳的参数
配置．

６．３．３　收敛性实验
算法１交替迭代地更新所有变量．此处将目标

函数的值可视化，以实验证明ＦＡＵＤＲ的收敛性．不
同数据集上目标值的收敛曲线如图９所示．从图９
可以清楚地看到，在所有数据集上，ＦＡＵＤＲ均在
３０次迭代内收敛．验证了本文方法可以快速收敛．

图９　ＦＡＵＤＲ的目标值收敛曲线（狓和狔轴分别代表迭代次数和目标值）

７　结　论
为了更有效地将未标记的高维数据压缩到具有

代表性的低维子空间中，本文提出了一种灵活自适
应的无监督降维方法ＦＡＵＤＲ．引入的松弛回归项
有助于ＦＡＵＤＲ在实际应用中更灵活地处理不同
种类的高维数据．在探索低维子空间的过程中，同时
在考虑保持原始样本空间的数据结构和动态变化的
低维子空间中数据点之间的最近邻关系的基础上，
自适应地学习相似度矩阵．此相似度矩阵有助于提
升降维性能．在合成数据上的实验结果表明，本文所
提出的方法可以学习得到结构良好的相似度矩阵，
并且在噪声影响的情况下也可以获得保持了原始数
据结构的低维表示．基准数据集上的实验结果显示，
在对维度为千量级和万量级的数据分别进行降维
时，ＦＡＵＤＲ所得到的降维结果的聚类精度比七个
对比方法至少提升了４．５２个百分点．实验结果清楚
地证明了本文方法优于其他比较方法．
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