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交互式动态影响图研究及其最优犓模型解法
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摘　要　不确定性多智能体序贯决策是人工智能研究领域一个重要的研究问题，主要求解智能体如何在与其他智

能体的交互中优化本身的决策．特别在部分可观测的随机博弈设置下，智能体不能探测到真实的外部环境状态，必

须依靠所接收的观察来推断可能的状态；同时，智能体的动作也具有相当的随机性，直接影响到其他智能体的决

策．智能体的交互主要通过对共同环境状态的影响决定它们各自决策的报酬．因此，如何对多智能体之间的交互进

行建模是求解该问题的核心任务．目前大部分的研究主要通过对整个智能体系统进行建模，采取集中规划、分散控

制的求解机制：首先，统一计算所有智能体的联合决策；然后，各个智能体执行分配得到的局部决策．该求解技术往

往要求所有的智能体必须对全局环境有一个共同的知识假设，因此该研究工作一般只适用于合作型的多智能体系

统．相比之下，交互式动态影响图是从个体决策者的角度研究不确定性多智能体序贯决策问题的一种普遍适用的

建模方法，克服了传统的博弈论方法求解多智能体决策问题的局限性．求解交互式动态影响图模型的主要困难在于

复杂的智能体相互建模过程．特别是在竞争的环境下，由于智能体缺少相互交流的机会，也不能预知其他智能体的真

实模型，必须通过预测和推理其他智能体的行为来决定本身的动作．主要求解思路是首先假设其他智能体的可能模

型，然后通过求解这些可能的模型来预测智能体的行为．由于其他智能体的备选模型往往有很多，而且随着决策时间

的推移，模型的不确定性增强，导致可能的模型呈指数增长，这给求解交互式动态影响图带来了极大的困难．基于目

前大量的交互式动态影响图研究工作，文中旨在总结归纳模型的具体表达方式和求解方法，并在此基础上提出一种

新的模型求解方法．针对巨大的其他智能体备选模型空间，新方法侧重于研究模型的选取技术，把模型选取问题转化

为一个构造最优犓模型的函数优化问题．优化的目标是尽量使得选取的犓 个模型能在最大程度上覆盖整个其他

智能体的模型空间．从本质上说，新的函数优化问题具有ＮＰ难度．文中通过挖掘目标函数的单调子模特性提出一

种贪婪算法以迅速求解该优化问题，并在理论上保证了解的质量．此外，新的求解方法克服了目前近似方法的随机

性和参数设置的复杂性．该方法在一个经典计算机游戏领域得到了大量的实验验证，展示了较强的实际应用能力．
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Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｅｗｓｏｌｕｔｉｏｎａｖｏｉｄｓｒａｎｄｏｍｎｅｓｓｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌｓｅｌｅｃｔｉｏｎａｎｄｒｅｄｕｃｅｓｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ

ｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｔｔｉｎｇｓｉｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＩＤＩＤｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｉｓｅｘｐｅｒｉ

ｍｅｎｔａｌｌｙｖｅｒｉｆｉｅｄｉｎａｎｅｗｐｒｏｂｌｅｍｄｏｍａｉｎｏｆｃｏｍｐｕｔｅｒｇａｍｅｓａｎｄｓｈｏｗｓｓｔｒｏｎｇｃａｐａｂｉｌｉｔｙｉｎ

ｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　 ｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓ；ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｉａｇｒａｍｓ；ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｄｅｃｉｓｉｏｎｍａｋｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ；

ｂｅｈａｖｉｏｒａｌｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ

１　引　言

多智能体系统可以完成单个智能体难以胜任的

复杂任务，已经在很多领域有着相当广泛的应用，譬

如航天、军事、机器人、灾难援救、供应链管理等等．

在上述众多的应用中，特别是不确定环境下，如何优

化多智能体的决策一直是科学研究中的一个难点．

尤其随着多智能体系统规模的日益膨胀，其求解方

法也面临着严峻的考验．

求解不确定性多智能体决策问题的传统方法往

往是从整个多智能体系统的角度出发，对系统中所

有的智能体进行统一的建模并求解其联合决策，最

后把所求的局部决策分配给各个智能体执行．该方

法属于典型的集中规划、分散控制的求解机制．显而

易见，当多智能体系统随着智能体数目的增加迅速
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膨胀，其方法将遭遇到无法解决的维数灾难问题．这

个问题已经得到多智能体研究者的高度重视，从而

引起了对传统集中式规划方法的重新审视．针对规

模庞大的智能电网决策问题，著名的智能体研究科

学家Ｊｅｎｎｉｎｇｓ研究团队直接指出传统方法的维数

灾难问题，并提出采用基于个体控制的多智能体决

策求解方法［１］．同时，Ｄｕｒｆｅｅ研究团队集中研究基

于系统维数的多智能体决策的复杂度衡量问题，从理

论上证实了集中规划等求解方法的不可扩展性［２］．

多智能体数目增加的直接后果是系统的异质性

更为突出：各种各样的智能体存在于一个大规模的

系统中，智能体之间的合作和竞争关系并存．譬如，

在 Ｗｅｂ服务问题上，网络中每个服务智能体力争自

己的收益最大，它们之间有竞争关系，但在此基础

上，智能体还需考虑资源共享以便提高自己的服务

质量，因此他们之间还有合作关系［３］．在一个拥有数

目众多能源消费者和供应商的智能电网中，供应商

彼此相互竞争以争取各自最大的商业利润，与此同

时，消费者必须相互协调以优化（从供应商）获取的

能源，系统中智能体之间也是合作竞争关系．如果智

能体之间存在着竞争关系，它们将不会共享所有的

信息，那么基于集中规划的多智能体决策传统求解

方法将直接失效．因此，针对系统维数膨胀而带来的

多智能体决策问题的求解方法，将不是传统求解方

法的简单扩展，需要进行全面而细致的研究．

从单个智能体的角度出发研究不确定性多智能

体决策问题是目前出现的一种新型建模理论．最为

典型的方法是交互式部分可观测马尔可夫决策过程

ＩＰＯＭＤＰ（ＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＰａｒｔｉａｌｌｙＯｂｓｅｒｖａｂｌｅＭａｒｋｏｖ

ＤｅｃｉｓｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓ）
［４］和交互式动态影响图ＩＤＩＤ

（ＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＤｙｎａｍｉｃＩｎｆｌｕｅｎｃｅＤｉａｇｒａｍ）
［５］，其核

心思想是采用智能体相互建模技术，把多智能体的

决策问题转化为个体决策问题．通过建立交互状态

空间，个体智能体可以清晰地表示其他智能体决策

过程．建模过程并不需要对多智能体决策过程做出

共同知识的假设［６］，从而突破了纳什平衡点的解约

束．因此，该方法不仅能够求解合作型的多智能体决

策问题，也可以求解竞争型的多智能体决策问题．由

于难以预知其他智能体的真实模型，模型求解的主

要难点在于计算其他智能体的数目众多的候选模

型．与ＩＰＯＭＤＰ相比，ＩＤＩＤ具有更好的问题表征

能力，能够有效地利用潜在的问题结构，更为高效地

求解模型．

为了压缩巨大的其他智能体候选模型空间，目

前大量的ＩＤＩＤ研究工作采用行为等价原理
［７］，提

出多种精确、近似算法以求解大规模ＩＤＩＤ模型．

这些研究已经陆续发表在近１０年的智能体／人工智

能的主要国际顶级会议和期刊上，形成了一个可持

续发展的研究主题．鉴于此，本文主要做出如下两个

贡献：

（１）对ＩＤＩＤ模型的构造进行详尽地阐述，全

面总结目前典型的ＩＤＩＤ模型求解方法，为多智能

体的研究者提供系统的ＩＤＩＤ研究介绍；

（２）提出一个崭新的ＩＤＩＤ模型求解技术．目

前的ＩＤＩＤ研究主要通过近似的模型选择方法来

压缩模型空间，但方法往往具有随机性，选择不严

谨．本文把模型选择转化成一个函数优化问题，提出

了最优犓 模型选择技术，最大化所选Ｋ模型对整个

模型空间的覆盖程度．

本文第２节概括总结与ＩＤＩＤ相关的多智能

体决策模型研究工作，以明确ＩＤＩＤ研究的必要性

和主要特点；第３、４节分别对ＩＤＩＤ模型的建立和

求解进行详细地介绍和归纳；在此基础上，第５节详

细阐述最优犓 模型选择技术，并在计算机游戏决策

问题中验证该技术的性能；最后，本文讨论ＩＤＩＤ

应用前景及其后续主要研究工作．

２　不确定性多智能体决策的相关研究

ＩＤＩＤ的研究隶属于不确定性多智能体决策

问题，本节将从多智能体决策问题的算法及应用、

ＩＤＩＤ模型及算法这两个方面论述多智能体决策的

相关工作．

２１　多智能体决策问题的算法及应用

多智能体决策问题一直是多智能体系统研究领

域的重点和热点，其研究成果能直接提高自主智能

体的研发水平，促进智能体技术的实际应用．

２．１．１　多智能体决策问题

求解多智能体单步决策问题是通过建立收益表

（ＰａｙｏｆｆＭａｔｒｉｘ）或对策树寻找纳什平衡点，主要的

研究困难在于庞大的搜索空间［８］．与传统的求解方

法不同，斯坦福大学 Ｋｏｌｌｅｒ等人利用影响图ＩＤ

（ＩｎｆｌｕｅｎｃｅＤｉａｇｒａｍ）的结构化特点
［８］，创立多智能

体影响图 ＭＡＩＤ（ＭｕｌｔｉＡｇｅｎｔＩｎｆｌｕｅｎｃｅＤｉａｇｒａｍ）

模型用以有效地表示多智能体之间的静态结构关系，

分解可行解的搜索空间，能够处理复杂的多智能体对

策问题［９］．姜鑫等人在博弈论框架下，利用 ＭＡＩＤ对

军事决策进行分析和建模［１０］．ＭＡＩＤ是从多智能体

０３ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



系统局外者的角度对决策进行全局分析，往往假设每

个智能体的信息和知识是共享的．因此这种建模方法

仍然属于集中规划、分散控制的范畴．在 ＭＡＩＤ发

展的基础上，网络影响图ＮＩＤ（ＮｅｔｗｏｒｋｏｆＩｎｆｌｕｅｎｃｅ

Ｄｉａｇｒａｍ）对其他智能体模型的不确定性进行了建

模，采用分层求解方法解决多智能体的决策问

题［１１］．不管 ＭＡＩＤ还是ＮＩＤ模型，它们的求解结果

都是纳什平衡点．由于纳什平衡点的不完全性和多

个解并存的特性，求解方法并不能适用于一般的决

策控制问题．

与多智能体单步决策问题相比，多智能体序

贯决策问题不仅需要考虑决策行为的即时收益

（ＩｍｍｅｄｉａｔｅＲｅｗａｒｄ），而且必须考虑其产生的未来

收益．目前，主要的研究方法集中在分散式部分可观

测马尔可夫决策过程 ＤＥＣＰＯＭＤＰ（Ｄｅｃｅｎｔｒａｌｉｚｅｄ

ＰａｒｔｉａｌｌｙＯｂｓｅｒｖａｂｌｅＭａｒｋｏｖＤｅｃｉｓｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓ）
［１２１３］，

即把单个智能体的部分可观测马尔可夫决策过

程ＰＯＭＤＰ（ＰａｒｔｉａｌｌｙＯｂｓｅｒｖａｂｌｅＭａｒｋｏｖＤｅｃｉｓｉｏｎ

Ｐｒｏｃｅｓｓ）
［１４１６］推广到多智能体的环境设置当中．由

于采取全局建模的方式，ＤＥＣＰＯＭＤＰ的模型求解

是相当困难的，属于ＮＥＸＰ完全问题．最新的ＤＥＣ

ＰＯＭＤＰ技术是基于取样的期望最大化算法，可以

求解较大规模的多智能体决策问题［１７］．

在国内，张迎晓等人提出基于ＤＥＣＰＯＭＤＰ的

多用户频谱接入算法，提高了无线频谱的利用

率［１８］．刘海涛等人提出基于有向无环图的分散式通

信决策算法，应用于经典的ＤＥＣＰＯＭＤＰ问题———

老虎问题［１９］．在国外，Ｍａｒｅｃｋｉ等人充分利用智能

体局部合作关系以提高 ＤＥＣＰＯＭＤＰ的求解能

力［２０］．Ｖｅｌａｇａｐｕｄｉ等人允许智能体进行部分的通信

交流以进行决策协商，可以求解超过１００个智能体

的决策系统［２１］．但基于 ＤＥＣＰＯＭＤＰ的求解方法

始终需要假设所有智能体必须对环境状态有共同的

信度（Ｂｅｌｉｅｆ），因此，该方法一般只适用于具有合作

关系的多智能体系统．

２．１．２　多智能体决策系统研究发展及应用

多智能体系统的研究和应用在国内外一直相当

活跃，从传统的足球机器人到目前倍受关注的智能

电网、国家安全和电子市场等涉及到国计民生的各

个领域．譬如，Ｖａｒａｋａｎｔｈａｍ 提出在 ＤＴＲＥＭＯＲ

（ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＴｅａｍ’ｓＲｅｓｈａｐｉｎｇｏｆＭｏｄｅｌｓｆｏｒＲａｐｉｄ

Ｅｘｅｃｕｔｉｏｎ）模型中智能体通过交互个人规划重组自

己的值函数和状态转移函数，规划的速度和质量取

决于智能体的优先级顺序［２２］，并通过灾难救援问题

验证了方法的有效性［２３］．Ｏｋａｍｏｔｏ研究在竞争环境

中考虑攻击成本的情况下，如何对网络流量发送者、

竞争对手两个智能体进行建模，并提出一种非零和

多智能体网络流量安全博弈方法［２４］．卡耐基梅隆大

学Ｓｙｃａｒａ长期致力于多智能体的分散控制决策，

并将其成果应用于足球机器人、城市搜索和救援

等领域［２５］．德州大学奥斯汀分校的Ｓｔｏｎｅ侧重于

研究多智能体系统中的团队合作学习问题，应用到

足球机器人比赛、机器人导航［２６］、智能电网等领域．

Ｊｅｎｎｉｎｇｓ目前侧重于多智能体在提高能源效率方面

的应用，主要通过预测用户及其能源供应商（多智能

体）的决策行为优化能源的分配［２７］．南加州大学的

ＴＥＡＭＣＯＲＥ研究团队主要研究多智能体的博弈

问题，并将其成果应用于机场（码头）、公交系统的

安全保卫［２８］、野生动物保护［２９］等．牛津大学的

Ｗｏｏｄｒｉｄｇｅ主要研究多智能体复杂计算和多智能体

博弈，应用于电子市场等领域［３０］．

在国内，目前大多多智能体的研究工作集中在

求解多智能体的协作决策问题．如Ｊｉａｎｇ等人提出

一种基于声誉机制的分配模型，将其应用于社会网

络中不可靠的多智能体系统的任务分配［３１］．Ｊｉａｏ提

出智能体根据对其他智能体行为的预测进行更加有

效地合作［３２］．刘春阳等人提出基于投票的多智能体

强化学习方法，将其应用于足球机器人比赛的团队

协调决策［３３］．马广富等人研究有向网络下基于一致

性理论的非线性多智能体系统的协调跟踪［３４］．Ｃｈｅｎ

等人解决了无人驾驶机协同攻击的路径规划问

题［３５］．蒋伟进等人将多智能体协作技术应用于知识

管理和知识动态复用领域［３６］．

关于智能体之间竞争关系的研究近年来也逐渐

成为热点．例如，钟伟才等提出一种将多智能体系统

与遗传算法相结合的组合优化进化算法，仿真模拟

了多智能体的竞争行为和自学习行为，将其应用于

上千维的欺骗问题和等级问题［３７］．范波等人将多智

能体系统分为团队内部的合作关系和团队之间的竞

争关系，提出分层的马尔可夫对策协调方法，利用足

球机器人仿真验证了方法的有效性［３８］．朱曼玲等人

研究在多智能体竞争环境中 Ｗｅｂ服务选择的可信

问题，即服务智能体发出服务请求后，如何在响应请

求的服务智能体中选择可信任的一个［３］．张庆杰等

人提出复杂网络条件下多无人驾驶机系统任务区集

结问题的非合作求解方法［３９］．

随着多智能体系统规模的扩大，网络特性成为

必须考虑的重要因素．Ｄｅｌｇａｄｏ提出复杂网络拓扑
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结构与多智能体系统中社会公约传播效率有密切关

系［４０］．Ｇａｓｔｏｎ等人提出复杂网络的拓扑结构对多智

能体系统动态行为有显著影响［４１］．徐杨等人研究了

复杂网络特性对大规模多智能体协同控制的影

响［４２］．李晓等人阐述了复杂网络的特性，并分析了

与多智能体的一致性关系［４３］．

由此可见，目前多智能体决策系统的研究大多

集中在多智能体合作完成任务，主要应用于无人机

驾驶、足球机器人、路径规划、任务分配、知识管理、

智能电网等领域．大量文献都提到大规模多智能体

系统研究的必要性，也利用复杂网络特性、启发式算

法、进化算法等或多或少的解决了一些问题；但是维

度灾难仍然是研究的最大难点，限制其在实际生活

当中的应用．纵观多智能体决策系统求解方法及其

应用的发展历程，可以发现主要的研究方向趋向于

模型所依赖的假设越来越少，从只适用于合作关系

到适用于各种关系，从解决静态决策问题到序贯（动

态）决策问题．对于无假设的序贯决策问题，目前最

具适应性的方法之一是ＩＤＩＤ．

２２　犐犇犐犇模型及算法

相对于ＩＰＯＭＤＰ，ＩＤＩＤ的优势在于能够利用

决策问题中各种变量之间的条件独立性更加清楚直

观地描述待解决的决策问题．相对于ＤＥＣＰＯＭＤＰ，

ＩＤＩＤ的优势在于取消了“多智能体必须对环境状

态保持共同信度”的假设，其应用并不局限于合作性

的多智能体系统，从而更加适用于具有普遍意义的

多智能体系统．目前，ＩＤＩＤ的应用领域不仅涵盖有

敌对关系的反洗钱智能体系统，也包括具有合作关

系的仓库自动小车系统［４４４５］．

ＩＤＩＤ算法主要采用行为等价方法压缩其他智

能体的模型空间，达到求解多个时间片规划的目的．

譬如，Ｄｏｓｈｉ等人采用区分性模型更新方法 ＤＭＵ

（ＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｅＭｏｄｅｌＵｐｄａｔｅ）首次突破求解５个规

划时间片老虎问题的瓶颈［４６］．Ｚｅｎｇ等人提出（ε犱）

近似行为等价原理合理修正了行为等价原理的严格

条件［４７］，并利用增量式策略识别近似行为等价模

型［４７］，进一步限制了候选模型的数量，取得了较大

成效，拓展了ＩＤＩＤ的应用范围
［４８］．此外，Ｚｅｎｇ等

人通过动作等价方法合并行为等价模型，进一步提

高了ＩＤＩＤ的求解能力．潘颖慧等人以３个智能体

为例初步探讨了多智能体ＩＤＩＤ的建模方法
［４９］．最

近，Ｃｈｅｎ等人提出了ＩＤＩＤ模型的在线求解方法，

利用多智能体的实时交互信息，逐渐判断其他智能

体的真实模型［５０］．Ｃｏｎｒｏｙ等人主要研究基于数据

的ＩＤＩＤ模型建立及其求解方法，克服了有限的领

域知识对模型建立产生的不准确性［５１］的缺点．

由于ＩＤＩＤ没有对智能体的行为做出任何的

假设，主体智能体与其他智能体也没有进行通信，没

有事先协议，每个智能体都是独立的而且对环境和

其他智能体行为是部分可观测的．因此，ＩＤＩＤ模型

具有求解一般多智能体序贯决策问题的天然优势．

目前大量的高效ＩＤＩＤ算法也为拓展ＩＤＩＤ应用

提供了重要保证．此外，类似于ＩＤＩＤ的相互建模

技术是研究ａｄｈｏｃ智能体决策系统的一个有前景

的研究方向，在ａｄｈｏｃ智能体决策领域倍受青

睐［５２］．同时，在混合型多智能体决策的研究中，主要

挑战在于如何对不同类型的智能体进行建模从而预

测其对应的行为状态．由于ＩＤＩＤ的研究技术并没

有对智能体的类型进行预先假设，因此ＩＤＩＤ自然

成为一个求解混合型多智能体决策问题的主要研究

方法［５３］．

３　犐犇犐犇的建模

ＩＤＩＤ是概率图模型求解多智能体决策问题的

一个具体方法．本节从单个智能体的ＩＤ、动态影响

图ＤＩＤ（ＤｙｎａｍｉｃＩｎｆｌｕｅｎｃｅＤｉａｇｒａｍ）到多个智能体

的ＩＤＩＤ详细介绍这些模型的建立方法．在基本的

概率图模型ＩＤ基础上，ＤＩＤ表示了单个智能体多步

决策过程．在此基础上，ＩＤＩＤ拓展ＤＩＤ以求解多

智能体序贯决策问题．

３１　犐犇模型

ＩＤ模型是在马尔可夫决策过程和图论的基础

上提出的一种求解单个智能体决策问题的有效方

法［８］．从数学上解释，ＩＤ＝（犃犻，犛，犗犻，Ω，犚犻），如图１

所示．其中矩形表示决策节点，犃犻即智能体犻的决策

行为．椭圆表示随机节点，犛是客观存在的环境状

态，犗犻是智能体犻的观察函数，观察值用Ω表示．菱

形表示值节点，犚犻即智能体犻的值函数．

图１　ＩＤ的一般结构
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本文拟用老虎问题［８］来阐述模型的建立过程．

老虎问题是探讨ＩＤ模型及其求解方法的经典案例．

［单个智能体的老虎问题］：存在一个智能体犻，

它有三种决策动作：开左门、开右门和听，分别用

犗犔、犗犚和犔 表示．环境状态有两种：老虎在左门后

或在右门后，分别用犜犔和犜犚 表示，另一个门后是

金子．如果老虎在左门，而犻打开左门则会受到惩

罚，惩罚值为－１００；开右门则获得金子，奖励值１０；

也可以选择听，值为－１．如果选择听，观察值包括老

虎吼叫在左边、老虎吼叫在右边，分别用犌犔和犌犚

表示，正确率为０．８５．老虎问题的ＩＤ模型如图２

所示．

图２　老虎问题的ＩＤ模型

观察函数犗犻和状态转移函数犛 分别如附表１

和附表２所示．其中附表２中概率为先验概率，即假

设初始状态为老虎在左边门中的概率与右边相等．

值函数犚犻如附表３所示．求解ＩＤ的主要技术是基

于传统的消元法［５４］．譬如，在图１中，可以先消去犛

节点，链接节点犗犻和犚犻，然后就可以根据不同的观

察值（在观察节点犗犻）在决策节点犃犻中通过期望值

最大化原则选择不同的最优决策．

３２　犇犐犇模型

图３　两个时间片的ＤＩＤ

为了求解单个智能体多步决策问题，Ｔａｔｍａｎ

和Ｓｈａｃｈｔｅｒ提出了 ＤＩＤ
［５５］，也就是多个时间片的

ＩＤ模型．图３是两个时间片的ＤＩＤ，决策节点犃犻的

取值为智能体的有限动作集；随机节点犛和犗犻的变

量取值分别为有限状态集和有限观察集合；另外随

机节点犛
狋＋１和犗

狋＋１

犻
上的条件概率分布Ｐｒ（犛

狋＋１
犛
狋，

犃
狋

犻
）和Ｐｒ（犗

狋＋１

犻 犛
狋＋１，犃

狋

犻
）分别是状态转移函数、观

察函数．犚犻上的条件概率表是值函数．

将ＩＤ模型推广到ＤＩＤ，两个时间片的老虎问题

模型如图４所示．第０个时间片模型的条件概率表

见附表１、附表２、附表３．假设如果在第狋时间片中

智能体犻打开了任何一扇门，全部数据重置．观察函

数和状态转移函数如附表４和附表５所示，值函数

不变．

图４　老虎问题的ＤＩＤ模型

３３　犐犇犐犇模型

交互式影响图ＩＩＤ（ＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＩＤ）把ＩＤ扩展

到了多智能体环境．除了已有的决策节点、随机节

点、值节点外，ＩＩＤ还包含一种新的节点：模型节点

（ＭｏｄｅｌＮｏｄｅ）．如图５（ａ）所示，在犾层的ＩＩＤ中，用

六边形表示模型节点 犕犼，犾－１．除了模型节点，ＩＩＤ

中还增加了策略链，图中用随机节点犃犼与模型节点

之间的虚线表示．随机节点犃犼表示智能体犼动作的

概率分布．图中犛节点表示智能体共处的环境变

量、犗犻节点表示智能体犻的观测值、犃犻节点表示智能

体犻的决策、犚犻节点表示智能体犻的值函数
［５５］．如果

不存在其他智能体，则不存在模型节点和随机节点

犃犼，此时ＩＩＤ变成普通的ＩＤ．

犾－１层智能体犼的模型节点犕犼，犾－１的具体构造

如图５（ｂ）所示．智能体犼所有可能存在的模型都

包含在模型节点里，假设模型有两个，用犿
１

犼，犾－１
和

犿
２

犼，犾－１
表示，这些模型可能是ＩＩＤ，也可能是ＩＤ．求

解智能体犼的模型，可以得到每个模型的最优动作

集及其动作的概率分布，譬如图５（ｂ）中的犃
１

犼
和犃

２

犼．

用犗犘犜 表示求解犿
１

犼，犾－１
得到的最优动作集，则模

型犿
１

犼，犾－１
中当犪犼∈犗犘犜 时，动作的概率分布为

Ｐｒ（犪犼∈犃
１
犼）＝１／犗犘犜 ，否则为０．因此每一个犾－１

层ＩＩＤ模型的动作节点转换成一个随机节点（在

图中为犃
１

犼
，犃

２

犼
），并且产生最优策略相对应的动作

犪犼的概率分布均为１／犗犘犜 （犪犼∈犗犘犜）．图５（ｂ）

中，不同的模型对应的动作节点（犃
１

犼
，犃

２

犼
）与节点
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犕狅犱［犕犼］作为节点犃犼的父节点．由于每一个动作

节点对应于一个模型，则在模型节点 犕犼，犾－１中的动

作节点个数与模型节点中的模型数目相同．随机节

点犃犼的条件概率分布采用动作节点犃
１

犼
或者犃

２

犼
的概

率分布，至于选择哪个动作节点的分布则依赖

犕狅犱［犕犼］的值，用犕狅犱［犕犼］的值来区分犼的不同

模型．举例来说，当犕狅犱［犕犼］的值为犿
１

犼，犾－１
时，随机

节点犃犼采用节点犃
１

犼
的分布；当 犕狅犱［犕犼］的值为

犿
２

犼，犾－１
时，随机节点 犃犼采用节点犃

２

犼
的分布．节点

犕狅犱［犕犼］的概率分布就是智能体犻对犼模型的信

度．图５（ｂ）使策略链的概念更加清晰，可以看出策

略链可以用传统ＩＤ的弧（或者边）表示出来．

图５　犾层上的ＩＩＤ和模型节点内部结构

在图６中，我们用一个ＩＤ表示ＩＩＤ，把图５中

的模型节点用图６中的随机节点和之间的边来替

代．这样就没有特殊的策略链，取而代之的是传统

ＩＤ中节点类型和节点之间的依赖关系．这样便可以

用求解传统ＩＤ的方法来求解ＩＩＤ．

图６　用ＩＤ表示ＩＩＤ

如同ＤＩＤ扩展ＩＤ一样，ＩＩＤ在时间上扩展便

得到ＩＤＩＤ模型，用来处理动态决策问题．图７给

出第ｌ层两个时间片的ＩＤＩＤ，其中模型节点间的

圆点虚线箭头叫做模型更新链［５６］．

图７　两个时间片的ＩＤＩＤ

与ＤＩＤ类似，随机节点犛
狋＋１上的条件概率分布

Ｐｒ（犛
狋＋１

犛
狋，犃

狋

犻
，犃

狋

犼
）和 犗

狋＋１

犻
上的条件概率分布

Ｐｒ（犗
狋＋１
犛
狋＋１，犃

狋

犻
，犃

狋

犼
）分别对应决策问题中的状态

转移函数犜犻和观察函数犗犻．ＩＤＩＤ与ＤＩＤ的主要不

同之处是模型更新链，下面详细说明模型如何更新．

模型节点更新需两步：（１）给定狋时刻的模型，

确定狋＋１时刻模型节点中的模型更新集合．一个智

能体的意图模型包含它的信度，当智能体执行动

作进入当前状态并且获得新的观察时，它们的模

型和信度就得到更新．在某些情况下，这种更新可

能会导致模型的结构与以前有所不同．由于模型的

最优动作集不确定，可能是任意一个动作，且智能体

犼可能的观察值不确定，可能是 Ω犼 个观察中的任

意一个，因此在狋＋１时刻的更新集合最多包含

犕
狋

犼，犾－１ 犃犼 Ω犼 个模型．其中，犕
狋

犼，犾－１
是狋时

刻的模型个数，犃犼 和 Ω犼 分别表示智能体犼可能

的动作个数和可能的观察值个数；（２）根据狋时间片

智能体犼模型的概率分布、可能得到的观察、做出的

行为决策，求解狋＋１时间片智能体犼模型的概率

分布．

图８　ＩＤＩＤ中模型更新链的实现

图８表示在ＩＤＩＤ中模型更新链的实现．假设

在第狋时间片，智能体犼在犾－１层存在２个模型，分

别为犿
１

犼，犾－１
和犿

２

犼，犾－１
，２个模型都只有一个最优动

作，而且智能体犼可能得到的观察值也有２个，分别
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为狅
１

犼
和狅

２

犼
，则在狋＋１时间片包含４个新模型，在

图８中用犿
狋＋１，１

犼，犾－１
，犿

狋＋１，２

犼，犾－１
，犿

狋＋１，３

犼，犾－１
和犿

狋＋１，４

犼，犾－１
表示．由于犼

通过其动作和观察来更新它的信度，因此这些模型

的信度不同．这４个模型代表犾－１层上的ＩＤＩＤ或

者ＤＩＤ，其动作节点分别与随机节点犃
１

犼
，犃

２

犼
，犃

３

犼
和

犃
４

犼
相对应［５６］．

接下来讨论怎样计算模型更新后的概率分布，

即随机节点犕狅犱［犕
狋＋１

犼
］的分布．智能体犼更新后的

模型（例如犿
狋＋１，１

犼，犾－１
）的概率分布依赖于导致此模型的

动作和观察值，并且取决于狋时刻模型的概率分布．

图中犃
狋

犼
动作节点的分布由犕狅犱［犕

狋

犼
］确定，智能体

犼决策行为的概率由犃
狋

犼
确定．与犃

狋

犼
类似，犗犼观察节

点的分布也由犕狅犱［犕
狋

犼
］确定，观察到狅

１

犼
或狅

２

犼．因为

智能体犼观察节点的概率分布条件依赖于环境状态

和智能体犻和犼的联合动作，因此狅
１

犼
和狅

２

犼
分别与

犛
狋＋１，犃

狋

犼
和犃

狋

犻
相连．最后，狋时刻模型的分布从随机

节点犕狅犱［犕
狋

犼
］中得到．所以，随机节点犕狅犱［犕

狋

犼
］，

犃
狋

犼
和犗犼作为犕狅犱［犕

狋＋１

犼
］的父节点．

由此可见，模型更新链可以用两个模型节点中

随机节点间的依赖关系来替换．图９表示了两个时

间片的ＩＤＩＤ，其模型节点用随机节点来替代，这

样，ＩＤＩＤ就可以转换成 ＤＩＤ，便可以用求解传统

ＤＩＤ的方法来求解ＩＤＩＤ．从图９还发现，除去图中

用加粗表示的节点和边，ＩＤＩＤ就变成单个智能体

的ＤＩＤ了
［５６］．

图９　用ＤＩＤ表示ＩＤＩＤ

重复模型更新的步骤，可以得到多时间片的

ＩＤＩＤ．假设时间片长度为犜，则智能体犼模型节点

中的模型个数最多为犕
狋＝１

犼，犾－１
（犃犼 Ω犼 ）

犜－１个．可

以看出，随着时间片的增长，模型个数呈指数增加．

［两个智能体的老虎问题［５６］］：假设有两个智能

体犻和犼，每个智能体能做的决策动作与单个智能体

老虎问题相同，即犗犔、犗犚和犔．观察函数与单个智

能体不同，除了犌犔和犌犚，智能体听到的声音还包

括另一个智能体的开门声，即开门声在左边（犆犔）、

开门声在右边（犆犚）或没有声音（犛）．假设听老虎吼

叫的正确率仍然为０．８５，听开门声的准确率为０．９，

则智能体更加倾向于听开门声．如果有任一智能体

开门，环境状态———老虎的位置重置．

现对智能体犻建模，首先建立犻的第１层ＩＩＤ

模型．由于犻包含对犼模型的信度，也就是说第１层

ＩＩＤ包含犼第０层的模型．假设犻考虑两个不同的０

层模型，图１０表示一个两层的ＩＩＤ．图１０（ａ）表示犻

的第１层ＩＩＤ，（ｂ）表示犼的第０层ＩＤ，这里两个０

层ＩＤ的动作节点与（ａ）中的随机结点犃
１

犼
和犃

２

犼
相

连．求解犼的０层模型，为犻的第１层模型提供犼动

作的概率分布，实现犻对犼动作的预测（在图中用犃
狋

犼

表示），犻的第１层ＩＩＤ变成ＩＤ，就可用解ＩＤ的方

法进行求解．

图１０　老虎问题的ＩＩＤ模型

将ＩＩＤ扩展到多个时间片就得到ＩＤＩＤ，以两

个时间片为例，图１１表示智能体犻第１层两个时间

片的ＩＤＩＤ．模型结点犕
狋

犻，０
中包含第０层的ＤＩＤ．且

在当前时刻，这些ＤＩＤ可能对老虎的位置有不同的

信度．求解智能体犼在０层的这些ＤＩＤ得到犼动作

的概率分布，并表示于随机结点犃
狋

犼
中．当犼执行在狋

时刻的最优动作后，听到老虎吼叫声或者开门声，然

后得到狋＋１时刻犼对老虎位置的信度．

图１１　两个时间片的老虎问题的ＩＤＩＤ模型
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将模型节点和模型更新链用随机节点和依赖

关系取代，可得到如图１２所示模型．图中状态转移

函数犛
狋＋１、观察函数犗

狋＋１

犻
和值函数犚犻如附表６、附

表７、附表８所示．

图１２　老虎问题中模型更新链的实现

４　犐犇犐犇的求解方法

ＩＤＩＤ的求解非常复杂，主要原因在于：其他智

能体的候选模型数量随时间变化呈指数增长（从

图８可以看出）；犛的状态空间是智能体之间的交互

式状态，状态空间很大；且多智能体之间相互建模使

得模型状态空间更是随着建模嵌套层数的提高而急

剧增加．现有的解决方法中常用的是基于行为等价

原理ＢＥ（ＢｅｈａｖｉｏｒａｌＥｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ）的求解方法，基本

思想是：如果智能体犻对犼的两个候选模型的行为

预测完全一致，那么这两个模型对智能体犻决策的

影响是没有任何区别的，属于ＢＥ模型，可以将其中

一个删除，把该模型的信度赋予另一个模型．本节将

全面总结基于ＢＥ的ＩＤＩＤ求解方法，这些方法构

成了ＩＤＩＤ目前的主要研究内容和发展基础．

４１　犐犇犐犇基本算法框架

从第３节的阐述可以知道，求解ＩＤＩＤ主要包

括两个步骤：（１）通过求解其他智能体犼的候选模

型逐步拓展模型节点，建立ＩＤＩＤ模型；（２）求解

ＩＤＩＤ模型．算法１描述了求解ＩＤＩＤ的主要步骤．

算法１．　ＩＤＩＤ基本求解算法．

输入：ＩＤＩＤ模型

输出：智能体犻的决策

１．ＦＯＲ狋ｆｒｏｍ０ｔｏ犜－１ＤＯ

２．　ＩＦ犾１ＴＨＥＮ

最小化 犕
狋

犼，犾－１

３．　　ＦＯＲｅａｃｈ犿
狋

犼ｉｎ犕
狋

犼，犾－１ＤＯ

４．　　　递归调用犾－１层ＩＤＩＤ（或ＤＩＤ）算法表示

犿
狋

犼
和时间片犜－狋

５．　　　将解ＩＤＩＤ（或ＤＩＤ）的决策节点犗犘犜（犿
狋

犼
）

映射到相应的节点犃犼

６．　　犘狉狌狀犲犅犲犺犪狏犻狅狉犪犾犈狇（犕犼，犾－１）→犕
狋

犼，犾－１

推广到犕
狋＋１

犼，犾－１

７．　　ＦＯＲｅａｃｈ犿
狋

犼ｉｎ犕
狋

犼，犾－１ＤＯ

８．　　　ＦＯＲｅａｃｈ犪犼ｉｎ犗犘犜（犿
狋

犼
）ＤＯ

９．　　　　ＦＯＲｅａｃｈ狅犼ｉｎ犗犼（犿
狋

犼
中的组成部分）ＤＯ

１０．更新智能体犼的信度，犛犈（犫
狋

犼
，犪犼，狅犼）→犫

狋＋１

犼

１１．　　　　 新的ＩＤＩＤ（或 ＤＩＤ）犫
狋＋１

犼
作为初始信

度→犿
狋＋１

犼

１２．　　　　 犕
狋＋１

犼，犾－１∪
←

｛犿
狋＋１

犼
｝

１３．　　　增加模型节点 犕
狋＋１

犼，犾－１
以及 犕

狋

犼，犾－１
和 犕

狋＋１

犼，犾－１

之间的模型更新链

１４．　　为狋＋１时间片模型增加随机节点、决策节点

和效用节点和它们之间的弧

１５．　　建立每个随机节点和效用节点的条件概率表

１６．将犾＞＝１的ＩＤＩＤ转换成普通的ＤＩＤ，然后应用标

准的ＤＩＤ求解方法进行求解

算法１采用自下而上的方法求解犾层的ＩＤＩＤ

模型（或者ＩＩＤ模型，如果只考虑单步决策）以得到

决策树．算法３～５步主要求解犾－１层的模型以获

取其他智能体犼的决策．根据这些决策，智能体犻可

以对犼每一步的动作做出预测．算法第５步约减迅

速膨胀的犼的候选模型，降低预测动作嵌入到

ＩＤＩＤ的复杂度．算法７～１５步遵循图８的方法以

拓展ＩＤＩＤ 在下一个时间片的模型表示，其中

犛犈（犫狋犼，犪犼，狅犼）是信度更新的缩写．算法第１６步根据

图９把ＩＤＩＤ转化成标准的ＤＩＤ模型，可以采用标

准的ｌｏｏｋａｈｅａｄ算法求解．上述算法可以通过一些

ＩＤ工具（如 ＨｕｇｉｎＡＰＩ）实现．

可以看出，求解ＩＤＩＤ的复杂度在于大量的智

能体犼模型出现在各个阶段的模型节点．因此，如何

减少智能体犼模型空间成为求解ＩＤＩＤ的关键．接下

去的第４．２～４．４小节将阐述目前存在的主要模型约

减技术并分析求解的复杂度和准确性．这些技术将通

过取代基本算法中的犘狉狌狀犲犅犲犺犪狏犻狅狉犪犾犈狇（犕犼，犾－１）

过程，达到迅速求解ＩＤＩＤ的目的．

４２　犅犈精确算法

决策模型的解通常可以用策略树（ＰｏｌｉｃｙＴｒｅｅ）

来表示，参考图４和图１３进行说明．图４为２个时

间片单个智能体老虎问题的ＤＩＤ模型，图１３为相

应的策略树．犜个时间片的策略树用π
犜
犿
犼，犾－１
表示，则

犗犘犜（犿犼，犾－１）π
犜

犿
犼，犾－１

为模型的最优解．在策略树

中，每一个从根节点到叶子节点的分支组成一个动

作及观察序列，用犺
犜－１

犼 ＝｛犪
狋

犼
，狅
狋＋１

犼
｝犜－１
狋＝０
表示．譬如，

图１３中有两个分支，分别为犔→犌犔→犗犚 和犔→

犌犚→犔．

６３ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



图１３　策略树和分支

定义１． 行为等价原理：当且仅当π
犜
犿
犼，犾－１

＝

π
犜

犿^
犼，犾－１
．模型犿犼，犾－１，犿^犼，犾－１∈犕犼，犾－１是行为等价的．

简单来说，当两个模型被认为是ＢＥ，则它们对

其他智能体的行为预测是完全一致的．图１４表示两

个３步模型的策略树．这两个模型犿
１

犼，犾－１
和犿

２

犼，犾－１
在

狋＝３时间片中深灰色和浅灰色的行为不相同，因而

两个模型不是ＢＥ的．对于个体决策来说，其他智能

体犼只能通过行为对主体智能体犻产生影响，因而

不需要区别行为完全一致的ＢＥ模型．

在基本算法１中，犘狉狌狀犲犅犲犺犪狏犻狅狉犪犾犈狇（犕犼，犾－１）

是从犕犼，犾－１中删掉ＢＥ模型，返回所有代表模型的

过程．首先求解任何一个其他智能体犼的模型，把模

型的解表示成策略树；然后对所有策略树进行两两

对比，删除具有完全相同分支的策略树，保留行为相

异的其他智能体模型．

图１４　两个策略树是否行为等价

４３　犇犕犝算法

基于ＢＥ原理的方法可以有效地剔除大量的行

为等价模型，达到压缩模型空间的目的．但其简单的

策略树比较方法导致在不同时间段的模型节点仍然

保留了很多ＢＥ模型．Ｄｏｓｈｉ和Ｚｅｎｇ通过自底向上

的策略树合并方法（ＤＭＵ），得到了最小模型集
［５７］．

ＤＭＵ 方法分别对策略树进行自底向上的合

并，得到策略图（ＰｏｌｉｃｙＧｒａｐｈ）
［５７］，具体过程如图１５

所示．图中假设问题模型域中有２个观察值，３个决

策选择，最上面的图是求解３个智能体犼的模型得

到的策略树．首先，可以分别合并叶子节点中所有的

８个犪３（黑色线条表示合并）和３个犪１（灰色线条表

示合并），得到左下角的图．在左下角图中，可以看出

狋＝２时刻决策是犪３的节点与狋＝１时刻决策是犪３的

节点有很多链接，其中灰色的决策节点都是在观察

是狅１的情况下得到的狋＝２时刻的犪３，在观察是狅２的

情况下得到的狋＝２时刻的犪１，因此可以把这些节点

合并，得到右下角的图．

图１５　策略树的合并过程
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相比基本的ＢＥ比较方法，ＤＭＵ方法合并在不

同模型节点中具有相同将来行为的模型．譬如在

图１５中，如果采用ＢＥ方法，在狋＝２的模型节点中，

将有１２个模型，而不是ＤＭＵ得到的３个模型．

在实现ＤＭＵ方法的同时，可以首先从所有的犼

的模型中任意选择犓 个，犓 犕
０

犼，犾－１
；然后对于

剩余的 犕
０

犼，犾－１ －犓 个模型，如果其信度与犓 个模

型的信度都相差不大（譬如 犫
犽

犼－犫
犽

犼 １μ），就只求

解这已选的犓 个模型．最后，ＤＭＵ只需合并犓 个

策略树，在各个模型节点保留行为相异模型．

４４　（ε犱）犅犈算法

ＤＭＵ方法虽然可以大大压缩模型空间，但仍

然需要根据整个策略树的异同来决定模型的约减．

随着时间片的增加，策略树的大小呈指数增长，一

般很难找到两个策略树完全匹配，因此模型删除的

机会并不多，同时，对比操作的复杂度还大大增加．

因而Ｚｅｎｇ等人提出了近似ＢＥ原理，即（ε犱）ＢＥ

算法［４７］．

近似ＢＥ原理的基本思想是：通过比较部分策

略树，达到判断ＢＥ模型的目的．显然，如果两个模

型是ＢＥ的，那么它们所对应的每一个深度的部分

策略树均相同；否则，它们对应某一深度（小于完全

深度）的策略树可能相同，但高深度的策略树将相

异．那么一个核心的问题是如何确定策略树的比较

深度，以判断近似ＢＥ模型．

判断的主要原理是基于随机转移矩阵中的最小

混合率［５８］：在马尔可夫随机过程中，相同状态空间

下的信度概率的犓犔（ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ）距离以一定

的混合率逐渐缩小．具体地说，最小混合率如下定义．

γ犉犪，狅＝ ｍｉｎ
犿
犼，犾－１

，犿^
犼，犾－１
∑
狊′∈犛

ｍｉｎ
犉犪，狅

｛犉犪，狅（狊′狊犿
犼，犾－１
），

犉犪，狅（狊′狊犿^
犼，犾－１
）｝ （１）

这里犉犪，狅（狊′狊）是在智能体犼的可能的观测值狅

和决策犪的共同作用下，状态从狊转化到狊′的一个

随机过程；γ犉犪，狅是这一随机过程中的压缩率．

由于分支可能包括不同的动作观察序列，要求

的最小混合率γ犉为

γ犉＝ｍｉｎ｛γ犪，狅 犪∈犃犼，狅∈Ω犼｝ （２）

也就是说，当信度概率转移到某一阶段（对应

策略树的深度），其相互的犓犔距离将小于一个界

定值ε；而这个界定值决定着剩余部分策略树的相

异程度．如果这个界定值足够小，那么部分策略树将

不会有差别．鉴于此，可以定义近似行为等价模型

（ε犱）ＢＥ如下．

定义２．　（ε犱）ＢＥ模型．如果满足下列两个

条件，智能体犼的两个候选模型犿犼，犾－１和犿^犼，犾－１是

（ε犱）ＢＥ的：（１）长度为犱的策略树是完全一致

的，犱犜－１，即π
犜
犿
犼，犾－１

＝π
犜

犿^
犼，犾－１

；（２）当犱＜犜－１

时，两个有序策略树叶子节点的信度犓犔距离不大

于ε，即 ｍａｘ
犽＝１…｜Ω

犼
｜
犱
犇犓犔［犫

犱，犽
犿
犼，犾－１

犫
犱，犽

犿^
犼，犾－１
］ε．

根据式（２），可以推导出犱为

犱＝ｍｉｎ｛犜－１，ｍａｘ｛０，犐狀（ε／犇犓犔［犫
０，犽
犿
犼，犾－１

犫
０，犽

犿^
犼，犾－１
）／

犐狀（１－γ犉）｝｝ （３）

因此，在确定（ε犱）ＢＥ模型过程中，必须根据

一个信度距离界定值计算策略树的比较深度犱．如

果两个模型对应的犱层策略树相同，那么这两个模

型是（ε犱）ＢＥ模型；否则不是．

注意到最小混合率可能出现两种极端的情况：

γ犉＝１和γ犉＝０．前者意味着每组状态更新后的信度

是完全一样的，犓犔距离为０，可以令犱＝１；后者则

表示至少有一组状态更新后完全不同，这种情况下

犓犔距离完全没有压缩，犱无法通过公式求得，可以

假设任意选择犱，即犱犜１．

４５　增量式ε犅犈犐算法

（ε犱）ＢＥ算法需要求解出完整的策略树，然后

比较深度为犱的部分策略树，且该方法不能在最小

混合率为０的问题领域中确定需要比较的部分策略

树的深度．鉴于此，Ｚｅｎｇ等人提出增量式εＢＥＩ算

法，允许部分策略树的分支比较深度不同，设定最大

比较深度犱
［５９］．即只有当叶子节点更新后的信度差

距不足以判断模型是否等价时，才考虑增大策略树

的深度，直到所有分支的比较深度达到最大为止．通

过这个改进，策略树分支的比较深度将有所不同，从

而提高了效率．

增量式技术的具体思想是：随着每一步时间片

的增加，对比部分策略树和更新后叶子节点的信度

差距，当动作选择不同时，立刻终止对比操作．得出

结论：两个模型不是近似（ε犱）ＢＥ等价；否则，扩大

策略树的规模，直到更新后叶子节点的信度差距小

于ε或者到达最大深度狇犝．注意到即使没有到达

狇犝，只要部分策略树在深度狇狉（小于狇犝）相同且更新

后叶子节点的信度差距小于ε，策略树就不会继续

扩张，对比过程结束，取最小长度为狇犔．这是因为足

够小的信度差距已经能够用来判断未来的行为是否

等价．整个过程是一个增量式的策略树比较，简称这

种方法为εＢＥＩ．

显然，如果两个模型在（狇犔，狇犝）层的策略树有相

同的解，并且叶子节点更新后的信度差距不大于ε，

它们是（ε，狇犔，狇犝）ＢＥ模型．当ε＝０时，（ε，狇犔，狇犝）

８３ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１８年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



ＢＥ是精确的ＢＥ模型；如果部分策略树是对称的，

即每个分支深度一致狇犔＝狇犝，（ε，狇犔，狇犝）ＢＥ等同于

（ε犱）ＢＥ模型．因此（ε，狇犔，狇犝）ＢＥ模型给出了一

个具有普遍意义的近似ＢＥ概念，既适用于对称结

构的策略树，也适用于不对称结构．

可以看出算法εＢＥＩ不同于（ε犱）ＢＥ，当

犇犓犔［犫
狇狉
，犽

犿
犼，犾－１

犫
狇狉
，犽

犿^
犼，犾－１

］小于ε时，可以中止分支比较，

使之不必进行进一步的对比操作．但 是 即 使

犇犓犔［犫
狇狉
，犽

犿
犼，犾－１

犫
狇狉
，犽

犿^
犼，犾－１

］是一个非常小的数，犺
狇狉
，犽

犿
犼，犾－１

和

犺
狇狉
，犽

犿^
犼，犾－１

之后的策略树（分支深度从狇狉＋１到犜）也不

一定是一致的，因而εＢＥＩ可以比（ε犱）ＢＥ聚类

更多的近似ＢＥ模型．

４６　算法理论性能比较

从算法复杂度和误差区间两个方面对比４种

方法．

４．６．１　算法复杂度

对于精确的ＢＥ方法来说，在狋时刻，智能体犼

有 犕
０

犼
（犃犼 Ω犼 ）

狋个模型，其中 犕
０

犼
是初始模

型个数．对于有犖＋１个智能体的ＩＤＩＤ来说，除去

主体智能体，其他智能体有犖 个，各个智能体之间

互相嵌套建模，假设每层的模型数不超过 犕 ，则

第犾层求解模型的复杂度为狅（（犖 犕 ）犾）．

ＤＭＵ方法每层最多需要求解狅（（犖 犕^ ）犾）

数量级的模型，犕^是所有层里最大的最小模型集．

一般来说 犕^
 犕 ，所以ＤＭＵ方法有效降低

了模型求解的复杂度．

对于（ε犱）ＢＥ算法来说，根据式（３），判定两

个候选模型是否是近似ＢＥ的算法复杂性取决于

比较两个犱层策略树的复杂度，它与遍历策略树

产生的需要比较的分支数目成正比．由于犱层策

略树的叶子节点最多有 Ω犼
犱个，识别模型是否是

（ε犱）ＢＥ的算法复杂度为狅（犕犼，犾－１
２
Ω犼

犱），这

里 犕犼，犾－１ 表示模型节点中候选模型的数目．假设

犕犼，犾－１ ＝２，则每个时间片每组被比较的模型最多

有２Ω犼
犱个分支．在算法中，每个分支都需要占用

存储空间，（ε犱）ＢＥ方法不用存储包括 Ω犼
犜－１个

分支的全部策略树，因而当犱犜时，大大节省了内

存，（ε犱）ＢＥ方法比ＤＭＵ方法的复杂度低．

对于εＢＥＩ算法来说，识别一对模型是否

（ε，狇犔，狇犝）ＢＥ主要是执行策略树的分支对比，算法

复杂度与对比操作执行次数成正比．算法在从根节

点遍历狇犝层策略树的过程中进行剪枝操作，这可能

产生一个不对称的部分策略树，但叶子节点的数目

犕 Ω犼
狇
犝
－１．同时，需要对比的更新后的信度数量

也被犕所界定，因此算法复杂度为狅（２ 犕犼，犾－１
２犕）．

此外，注意到εＢＥＩ在模型求解传播信度的过程

中涉及的信度更新计算的代价比（ε犱）ＢＥ算法小．

εＢＥＩ方法的最长分支长度是狇犝，每个时间片只需

存储２犕 个分支，因此εＢＥＩ比（ε犱）ＢＥ更加节省

存储空间．

４．６．２　误差区间

精确的ＢＥ方法没有误差．

当μ＝０时，ＤＭＵ方法也是精确求解，没有误

差；当μ＞０时，误差产生．最坏的情况是除了选中的

犓 个模型，其他所有的模型都与这犓 个行为不等

价．假设导致最坏情况的模型犿犼，犾－１在智能体犼中，

并与已经求解的模型犿′犼，犾－１相关．设α和α″分别是

模型犿犼，犾－１和犿′犼，犾－１精确求解得出的策略树，而α′是

模型 犿′犼，犾－１近似求解得出的策略树，犫犼，犾－１表示

犿犼，犾－１的信度，犫′犼，犾－１表示犿′犼，犾－１的信度，则误差为

ρ＝ α犫犼，犾－１－α″犫犼，犾－１

＝ α犫犼，犾－１－α″犫′犼，犾－１＋α″犫′犼，犾－１－α″犫犼，犾－１

 α犫犼，犾－１－α犫′犼，犾－１＋α″犫′犼，犾－１－α″犫犼，犾－１

　（α″犫′犼，犾－１α犫′犼，犾－１）

＝ （α－α″）（犫犼，犾－１－犫′犼，犾－１）

 （α－α″） ∞· （犫犼，犾－１－犫′犼，犾－１）１

（犚
ｍａｘ

犼 －犚
ｍｉｎ

犼
）犜·μ （４）

这里犚
ｍａｘ

犼
和犚

ｍｉｎ

犼
分别表示犼的最大期待效益值

和最小期待效益值．

当ε＝０时，（ε犱）ＢＥ方法是精确的ＢＥ，也没

有误差．随着ε的增加，犱的值越来越小，与其他模

型行为不等价的犿犼，犾－１可能被错误的聚类在模型

犿^犼，犾－１类中．最坏的情况是最终犿犼，犾－１被选为代表模

型．设α
犜和α^

犜分别是模型犿犼，犾－１和犿^犼，犾－１求解出的

完整的策略树，则误差为

ρ＝ α
Ｔ犫０犿

犼，犾－１
－α

Ｔ犫
０

犿^
犼，犾－１

．

如果两个模型犱层策略树是相同的，则误差变为

ρ＝ α
犜－犱犫

犱

犿
犼，犾－１
－α

犜－犱犫
犱

犿^
犼，犾－１

＝ α
犜－犱犫

犱

犿
犼，犾－１
＋α^

犜－犱犫
犱

犿
犼，犾－１
－α^

犜－犱犫
犱

犿
犼，犾－１
－α

犜－犱犫
犱

犿^
犼，犾－１

 α
犜－犱犫

犱

犿
犼，犾－１
＋α^

犜－犱犫
犱

犿^
犼，犾－１
－α^

犜－犱犫
犱

犿
犼，犾－１
－α

犜－犱犫
犱

犿^
犼，犾－１

　（α^
犜－犱犫

犱

犿^
犼，犾－１
α^

犜－犱犫
犱

犿
犼，犾－１
）

＝ （α
犜－犱－α^

犜－犱）（犫
犱

犿
犼，犾－１
－犫

犱

犿^
犼，犾－１
）

 （α
犜－犱－α^

犜－犱） ∞· （犫
犱

犿
犼，犾－１
－犫

犱

犿^
犼，犾－１
）１

 （α
犜－犱－α^

犜－犱） ∞·２犇犓犔（犫
犱

犿
犼，犾－１

犫
犱

犿^
犼，犾－１
）

（犚
ｍａｘ

犼 －犚
ｍｉｎ

犼
）（犜－犱）·２ε （５）
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在εＢＥＩ方法中，由于在长度为狇犔时修剪策略

树分支，误差则变为

　ρ＝ α
犜－狇

犔犫
狇犔
犿
犼，犾－１
－α

犜－狇
犔犫
狇
犔

犿^
犼，犾－１

 （α
犜－狇

犔－α^
犜－狇

犔） ∞·２犇犓犔（犫
狇
犔
犿
犼，犾－１

犫
狇
犔

犿^
犼，犾－１

）

　（根据式（５））

（犚
ｍａｘ

犼 －犚
ｍｉｎ

犼
）（犜－狇犔）·２ε （６）

以上４种方法的算法复杂度和误差区间如表１

所示，可以看出εＢＥＩ的算法复杂度最小，但误差

区间的上限最大．

表１　方法的算法复杂度和误差区间对比

方法 算法复杂度 误差区间

精确ＢＥ 狅（（犖 犕 ）犾） ０

ＤＭＵ 狅（（犖 犕^ ）犾） （犚ｍａｘ犼 －犚ｍｉｎ犼 ）犜·μ
（ε犱）ＢＥ 狅（ 犕犼，犾－１ ２ Ω犼

犱） （犚
ｍａｘ
犼 －犚

ｍｉｎ

犼
）（犜－犱）·２ε

εＢＥＩ 狅（２ 犕犼，犾－１
２犕） （犚

ｍａｘ
犼 －犚

ｍｉｎ
犼
）（犜－狇犔）·２ε

４．６．３　实验对比

以上阐述的４种基于ＢＥ的ＩＤＩＤ方法已在５个

不同的多智能体决策问题上进行了详尽的测试和对

比［４８］．总的来说，采用ＢＥ方法的确可以大大减少模

型空间，近似算法可以求解具有多时间片的大规模

决策问题．表２对这些方法进行对比，列出方法在保

证相同解的质量的前提下可达到的求解问题的最大

规模（计划的时间片）．这也是目前ＩＤＩＤ求解方法

一个总结性的实验对比．从结果可以看出，ＩＤＩＤ精

确算法的确不能求解长时间片的多智能体决策问

题．因此，研究近似性的算法是求解ＩＤＩＤ的根本

需求．

表２　方法的求解规模对比

决策问题 老虎 机器维修 音乐会 洗钱 无人机

状态数 ２ ４ ２ ９９ ８１

观测数 ３ ４ ３ １１ ４

动作数 ３ ２ ４ ９ ５

精确ＢＥ ５ ４ ５ ３ ３

ＤＭＵ ８ ６ ７ ５ ４

（ε犱）ＢＥ ２１ １３ １５ １０ ８

εＢＥＩ ２３ １５ １８ １２ １０

５　最优犓模型选择

基于ＢＥ的ＩＤＩＤ求解方法已经得到了广泛的

应用，也是目前ＩＤＩＤ的研究重点和主要方向．但

如第４节分析，精确ＢＥ方法的求解能力还是非常

有限的，而近似ＢＥ算法往往需要复杂的参数调节

（譬如ε），才能提高求解能力和性能．

由于ＩＤＩＤ求解算法必须在有限的模型空间

中达到最好的求解效果，算法的主要目的就是选择

一个合适的犼的候选模型子集建立ＩＤＩＤ．因而本

节拟提出一个合理的选择机制，譬如选择 犓 个模

型，使之有最大的行为覆盖率，从而达到最好的求解

效果．也就是说，在智能体犻的求解质量不会受到大

影响的情况下，尽可能选择那些能代表犼行为的模

型．代表性行为即为在智能体的交互过程中频繁发

生的行为．鉴于此，本节将把模型选择问题转化为一

个优化问题，而不是像近似ＢＥ算法那样简单选取

模型子空间．

在正式建模模型子空间优化问题之前，首先介

绍模型选择函数，然后据此提出相应的高效求解

算法．

５１　模型选择优化问题

模型子空间优化问题在于选取一个合适的模型

子集（譬如犓 个模型），使得这犓 个模型的集合能

够尽可能地覆盖所有候选模型的代表性行为．因此，

如何衡量犓 个模型的行为代表性是一个首要问题．

这往往需要定义模型之间的行为相似度．这里首先

提出一个测量模型相似度的行为覆盖函数．

ω（犿犼，犿′犼）表示模型犿犼和犿′犼之间的相似度，也

就是求解犿犼和犿′犼得到策略树的相似程度．

ω（犿犼，犿′犼）＝ ∑
犺
Ｔ
犿
犼
∈Γ
犜
犿
犼

，犺
犜
犿′
犼
∈Γ
犜
犿′
犼

狊犻犿（犺
犜

犿
犼
，犺
犜

犿′
犼
） （７）

这里犺是求解模型所建立的策略树，狊犻犿（犺
犜

犿
犼
，

犺
犜

犿′
犼
）是计算每个时间片相同的观测值得到相同动作

的数量．

紧接着，可以定义每个模型犿犼被所选择犓 个

模型的覆盖程度，即 ∑
犿′
犼∈犕

犓
犼，犾－１

ω（犿犼，犿′犼）．算法的目标

是发现最优犓 个模型犕
犓

犼，犾－１
，能够最大程度地覆盖

所有模型 犕犼，犾－１的行为．据此，最优犓 模型选择问

题可以用下面优化问题来描述．

已知：犕犼，犾－１，犓

目标函数：

ｍａｘ犕
犓

犼，犾－１犕犼，犾－１， 犕
犓

犼，犾－１ ＝犓

σ（犕
犓

犼，犾－１
）＝ ∑

犿
犼∈犕犼，犾－１

∑
犿′
犼∈犕

犓
犼，犾－１

ω（犿犼，犿′犼） （８）

显然这是一个复杂的单目标组合优化问题，也

是一个ＮＰ问题．

定理１．　最优犓 模型的选择问题是ＮＰ问题．

证明．　可以把式（８）转换为单位成本的最大预

算覆盖问题［６０］，给定实例φ：集合犛＝｛犛１，犛２，…，
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犛犿｝．假设单位成本为 犆，领域元素为 犡＝｛狓１，

狓２，…，狓狀｝，相应的权重为｛狕１，狕２，…，狕狀｝，预算为

犅．最优犓 模型的选择实例ω，设置 犓＝ 犅／犆 ，

σ（犛′）对应犛′覆盖元素的总权重．如果犛′是ω 的最

优犓 个模型，则犛′在φ中有最大权重．单位成本的

最大预算覆盖问题已经证明是 ＮＰ问题，因而最优

模型选择问题也是ＮＰ问题． 证毕．

虽然求解模型选择问题是相当困难的，但注意

到选择函数σ（犕
犓

犼，犾－１
）是单调子模函数．因此可以采

用高效的算法来求解该问题．

５２　求解算法

假设ν是一个有限集合，存在函数犉：ν→!

，如

果该函数满足边际递减效用，即为子模．也就是说对

所有犅犅^ν且狊犅，犉（犅∪狊）－犉（犅）犉（犅^∪狊）－

犉（犅　^），犉（犅∪狊）－犉（犅）是犅中增加元素狊时犉 的

边际增值．子模函数的特征是增加元素到小集合犅

比到大集合犅^ 所增加的效用要多．

直觉上，σ（犕
犓

犼，犾－１
）是单调的，因为随着候选模

型集合的增大，模型集合对行为的覆盖程度必然增

加．假设犓１＜犓２，当增加一个新模型到集合犓１个

模型时的增幅大于增加模型到集合犓２个模型．这是

由于新模型的行为可能已经被大集合覆盖，但没有

被小集合覆盖．这说明了σ（犕
犓

犼，犾－１
）也符合边际递减

效益．因此，模型选择函数的性质如定理２所述．

定理２．　模型选择函数σ（犕
犓

犼，犾－１
）是单调子模

函数．

单调子模函数的性质决定了可以选择贪婪算法

来求解模型选择优化问题，如算法２．在算法２中，

贪婪算法设置模型子集的初值为空集，计算每个模

型覆盖的行为（见算法２～４步），逐步增加可引起边

际覆盖增值最大的那个模型，直至 犕
犓

犼，犾－１ ＝犓（见

算法５～７步）．算法２可以得到接近１－１／犲的最优

行为覆盖的犓 个模型的近似最优解．

由于贪婪算法检查每轮所有的候选模型（见

算法第６步），算法的时间复杂度为狅（犓 犕
犓

犼，犾－１

犅（σ（·））），这里犅（σ（·））是计算模型覆盖率的运行

时间．

把模型的选择问题转化为组合优化问题是最优

犓模型的主要特点．最优犓 模型选择算法从整个模

型空间来考虑添加有限模型的适用性，而不是像以

前方法那样只通过两两模型之间的简单比较而决定

是否添加新的模型．同时，根据已知的计算资源往往

可以确定最大的ＩＤＩＤ模型规模，从而确定最大的

犓 值．

算法２．　犓 个模型贪婪选择算法．

输入：模型全集，犓

输出：选中的犓个模型集合

１．函数模型选择（犕
犓

犼，犾－１
，犓）

２．犕
犓

犼，犾－１＝

３．　ＦＯＲ犿犼∈犕
犓

犼，犾－１ＤＯ

４．　　计算σ（犿犼）

５．　ＦＯＲ犐狋犲＝１ｔｏ犓 ＤＯ

６．　　犿犼←ａｒｇｍａｘ
犿
犼

［σ（犕
犓

犼，犾－１∪犿犼）－σ（犕
犓

犼，犾－１
）］

７．　　犕
犓

犼，犾－１←犕
犓

犼，犾－１∪犿犼

８．　返回犕
犓

犼，犾－１

５３　实验结果

我们用５个经典问题（见表２）验证了最优犓 模

型算法，证实其性能超过目前占主导地位的ＢＥ方

法．譬如，该算法可以求解超过１２个时间片的无人

驾驶机问题．本文不再详细阐述这些实验结果，侧重

于展示该算法在一个新应用领域（计算机游戏）上的

求解性能．

计算机游戏，特别是实时战略游戏，已经成为人

工智能技术的一个主要实际应用领域．游戏的复杂

性和真实性有助于验证理论算法的实用性．目前，把

ＩＤＩＤ拓展到计算机游戏应用也是验证其实际应用

能力的一个主要实验场所．本文将针对星际争霸的

实时战略游戏，测试最优犓 模型算法在攻防决策的

应用能力．

图１６　星际争霸游戏中的攻防场景

在一个复杂的星际争霸游戏中，设计智能的非

人类游戏玩家是游戏智能研究和开发的主要目标．

实验应用ＩＤＩＤ对非人类玩家进行建模，其他人类

玩家作为其他智能体．目前，实验主要集中在双方的

攻防决策当中．如图１６所示，在星际争霸中一个复

杂的攻防场景，双方均需要通过判断对方的行为，做

出准确的攻防动作．
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在实验中，假设游戏的场景划分为１６个区域

（即状态数），每个玩家可以选择３个动作（进攻、防

守和等待），同时可以接收到４个观测值（不同数目

的敌人在附近）．在一个特定的状态，玩家动作的报

酬由双方的伤亡来决定．据此，该实验为非人类游戏

玩家建立了一个ＩＤＩＤ模型，帮助其做出攻防的决

策；同时，假设人类游戏玩家将不对非人类游戏玩家

的决策进行预测，那么其决策模型将是一个简单的

ＤＩＤ模型，嵌套在非人类游戏玩家的ＩＤＩＤ模型

之中．

图１７对比了最优犓模型算法与其他算法（ＤＭＵ

和εＢＥＩ）求解ＩＤＩＤ（时间片＝８）模型的性能．由

于精确的ＢＥ方法不能求解这个复杂的决策问题，

因此图中没有给出结果．

如图１７所示，随着模型选择个数的增加，最优

犓 模型算法逐渐接近精确的ＤＭＵ求解效果（即最

优ＩＤＩＤ求解结果）．当模型个数达到一定的数量，

其性能远优于εＢＥＩ算法．

图１７　方法的性能对比

表３表明最优犓模型算法也同时提高了ＩＤＩＤ

的求解速度．因此，最优犓 模型算法将成为另外一

个高效的ＩＤＩＤ求解技术．

表３　方法的求解速度对比

比较的方法 时间／ｍｓ

ＤＭＵ ２１０００

最优犓模型犓＝３ ８０００

最优犓模型犓＝５ １５０００

最优犓模型犓＝７ １６１８０

最优犓模型犓＝９ １６８００

εＢＥＩ １７０００

６　总结与展望

本文详细阐述了ＩＤＩＤ的建模过程，归纳和对

比了基于行为等价原理的模型求解方法，并提出了

最优犓 模型的求解技术．该求解方法有别于目前主

导的行为等价方法，有效地把模型选择问题转化成

组合优化问题．这为ＩＤＩＤ求解方法的深入研究提

供了一个重要的思路．

ＩＤＩＤ建模多智能体序贯决策问题依赖于两部

分的模型．一方面是对主体智能体本身决策过程的

建模，建模过程必须考虑其他智能体的决策模型，以

便求解ＩＤＩＤ模型；另一方面是对其他智能体序贯

决策过程的建模．目前ＩＤＩＤ的研究工作首先假设

主体智能体可以建立描述其他智能体决策过程的模

型，然后求解其模型以获得其他智能体的决策行为．

众所周知，依靠问题领域专家建立一个精确的

决策模型并不是一件简单的工作，特别是在不确定

环境下的决策问题中，很难确定决策模型的部分参

数．同时，由于主体智能体并不知道其他智能体的真

实模型，往往需要在理论上假设存在数目庞大的其

他智能体的候选决策模型．这造成了ＩＤＩＤ模型求

解的困难及其在实际应用中的障碍．大部分的ＩＤＩＤ

研究工作集中在如何压缩其他智能体的候选模型空

间上，从而降低ＩＤＩＤ求解的复杂度．近年来ＩＤＩＤ

求解技术虽然有了很大的进展，但仍然未能满足求

解复杂多智能体决策问题的需求．

鉴于此，今后ＩＤＩＤ的可能的发展方向有：

（１）基于数据驱动的建模和求解方法

由于只有其他智能体的动作才能对主体智能体

的决策产生影响，因此，考虑从历史数据中学习出其

他智能体的决策行为，无需建立描述其决策过程的

模型，这样将避免繁杂的ＩＤＩＤ建模过程．这个思

路对提高ＩＤＩＤ的建模和求解技术有很大的推动

作用，同时也为其他多智能体决策模型的求解提供

一个崭新的技术思路．

（２）扩展ＩＤＩＤ到多智能体环境设置

目前ＩＤＩＤ只能建立和求解２～３个智能体的

模型，无法解决大规模多智能体决策问题．智能体个

数的增加要求ＩＤＩＤ对模型的表示方法和求解算

法进行全面的改进．比如如何利用智能体之间的关

系简化模型的建立就是一个值得研究的问题．特别

是在大规模多智能体协同决策的问题中，可以通过

挖掘智能体之间的关系，譬如信任／随从关系，降低

建模及其求解的复杂度［４９］．

（３）ＩＤＩＤ的应用研究

创立具有实际意义的问题，拓展ＩＤＩＤ 的应

用领域仍然是ＩＤＩＤ模型研究的难点．这主要是因

为ＩＤＩＤ的建模和求解计算量大，实际问题的智能

体数目繁多、问题复杂，难以用模型表征．因而ＩＤＩＤ

的应用研究也是非常重要的工作，充满了挑战．
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附录犡．

附表１　犐犇观察函数犗犻的条件概率表

犛 犌犔 犌犚

犜犔 ０．８５ ０．１５

犜犚 ０．１５ ０．８５

附表２　犐犇状态转移函数犛的条件概率表

犜犔 犜犚

０．５ ０．５

附表３　犐犇值函数犚犻的收益表

犃 犜犔 犜犚

犗犔 －１００ 　 １０

犗犚 １０ －１００

犔 －１ －１

附表４　犇犐犇观察函数犗
狋＋１

犻
的条件概率表

犃狋 犛
狋＋１ 犌犔 犌犚

犗犔  ０．５ ０．５

犗犚  ０．５ ０．５

犔 犜犔 ０．８５ ０．１５

犔 犜犚 ０．１５ ０．８５

附表５　犇犐犇状态转移函数犛
狋＋１的条件概率表

犃狋 犛狋 犜犔 犜犚

犗犔  ０．５ ０．５

犗犚  ０．５ ０．５

犔 犜犔 １．０ ０

犔 犜犚 ０ １．０

附表６　犐犇犐犇状态转移函数犛
狋＋１的条件概率表

｛犃
狋

犻
，犃
狋

犼
｝ 犛

狋
犻 犜犔 犜犚

｛犗犔，｝  ０．５ ０．５

｛犗犚，｝  ０．５ ０．５

｛，犗犔｝  ０．５ ０．５

｛，犗犚｝  ０．５ ０．５

｛犔，犔｝ 犜犔 １．０ ０

｛犔，犔｝ 犜犚 ０ １．０

附表７　犐犇犐犇观察函数犗
狋＋１
犻
的条件概率表

｛犃
狋

犻
，犃
狋

犼
｝犛
狋＋１

犻
｛犌犔，犆犔｝｛犌犔，犆犚｝｛犌犔，犛｝｛犌犚，犆犔｝｛犌犚，犆犚｝｛犌犚，犛｝

｛犔，犔｝ 犜犔
０．８５

０．０５

０．８５

０．０５

０．８５

０．９

０．１５

０．０５

０．１５

０．０５

０．１５

０．９

｛犔，犔｝ 犜犚
０．１５

０．０５

０．１５

０．０５

０．１５

０．９

０．８５

０．０５

０．８５

０．０５

０．８５

０．９

｛犔，犗犔｝犜犔
０．８５

０．９

０．８５

０．０５

０．８５

０．０５

０．１５

０．９

０．１５

０．０５

０．１５

０．０５

｛犔，犗犔｝犜犚
０．１５

０．９

０．１５

０．０５

０．１５

０．０５

０．８５

０．９

０．８５

０．０５

０．８５

０．０５

｛犔，犗犚｝犜犔
０．８５

０．０５

０．８５

０．９

０．８５

０．０５

０．１５

０．０５

０．１５

０．９

０．１５

０．０５

｛犔，犗犚｝犜犚
０．１５

０．０５

０．１５

０．９

０．１５

０．０５

０．８５

０．０５

０．８５

０．９

０．８５

０．０５

｛犗犔，｝  １／６ １／６ １／６ １／６ １／６ １／６

｛犗犚，｝  １／６ １／６ １／６ １／６ １／６ １／６

附表８　犐犇犐犇值函数犚犻的条件概率表

｛犃
狋

犻
，犃
狋

犼
｝ 犜犔 犜犚

｛犗犚，犗犚｝ 　１０ －１００

｛犗犔，犗犔｝ －１００ １０

｛犗犚，犗犔｝ １０ －１００

｛犗犔，犗犚｝ －１００ １０

｛犔，犔｝ －１ －１

｛犔，犗犚｝ －１ －１

｛犗犚，犔｝ １０ －１００

｛犔，犗犔｝ －１ －１

｛犗犔，犔｝ －１００ １０
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