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基于大规模变量分解的多目标粒子群优化算法研究
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摘　要　含有大规模变量的多目标优化问题是目前多目标进化算法领域的研究重点．多目标粒子群优化方法具有
收敛性良好、计算简单和参数设置少等优点，但随着优化问题决策变量的增多，“变量维度”成为了瓶颈．针对上述
问题，文中提出的变量随机分解策略，增加关联变量分配到同组的概率，使得算法更好的保留变量间的关联性，并
将合作协同进化框架融合到算法中，提出了基于大规模变量分解的多目标粒子群优化算法（ＣＣＭＯＰＳＯ）．将该算法
在经典标准测试函数ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、ＺＤＴ３、ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２变量扩展后进行仿真对比实验，采用加法二进制ε指标
和超体积指标（犎犞）对算法收敛性和多样性进行对比分析，实验结果表明，在解决大规模变量的多目标函数中，变
量维度越高，该算法比经典多目标算法ＭＯＰＳＯ、ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ以及ＧＤＥ３越具有更好的多样性与收敛性，
同时使得计算复杂度明显降低．

关键词　粒子群优化；大规模变量；随机分解；合作协同；全局优化
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１　引　言
多目标进化算法（ＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＯＥＡ）利用进化算法求解多目标优化
问题，它不仅具有良好的全局最优性，而且单次运行
能够提供多个候选解．其中，多目标粒子群算法（Ｍｕｌｔｉ
ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＯＰＳＯ）
以其良好的收敛性、简单的计算和较少的参数设置，
被众多学者关注．

但随着实际应用问题的复杂化，多目标粒子群
优化算法已经难以满足实际应用问题的需要，许多
实际应用问题中含有成百上千个变量．如商品回收
中逆向物流网络的设计，目标为最小化供应链中的
物流成本以及缺货或库存成本，因此制造商在一定
区域内将设计几十个回收点和处理点，由此产生上
千个决策变量．这对多目标粒子群优化算法遭遇的
“维度灾难”是一种考验，因为其优化性能随着变量
的增加而显著下降．为了解决这一瓶颈问题，现有的
学者试图从变量分解的角度进行研究．变量分解方
法首先将大规模变量分解为若干个维度适中的变量
组，然后将每组变量视为一个子种群，再通过子种群
间的合作协同实现问题求解．这种“分而治之”的思想
即合作协同进化（ＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＣｏｅｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＣＣ）［１］
显著地提高了现有进化算法在大规模变量优化问题
上的求解效率，因而备受关注．

根据目前已有的研究成果，进化算法中的变量分
解方法分为４类：（１）固定分解．这类方法将变量分解
为固定的几个分组，为每个变量组分配一个子种群，
再通过子种群间的合作协同进行搜索．此类方法实
际上是合作协同进化（ＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＣｏｅｖｏｌｕｔｉｏｎ）方
法［１］的原型．其主要代表有Ｐｏｔｔｅｒ和ＤｅＪｏｎｇ，在最
早提出的合作协同进化算法中，人们就为每个变量分
配一个种群．而在多目标优化中，Ｋｅｅｒａｔｉｖｕｔｔｉｔｕｍｒｏｎｇ
等人［２］率先提出为每个变量分配一个子种群．文献
［３４］中所提出的进化多目标优化方法也同样使用
了类似的分解机制；（２）随机分解．这类方法是在没
有任何先验信息的情况下，通过将变量进行随机分
组来实现问题的分解．这种思路在合作协同进化方
法中也受到了广泛关注［５６］．如Ｙａｎｇ和Ｙａｏ等人［７］

率先提出的随机分组（ＲａｎｄｏｍＧｒｏｕｐｉｎｇ）策略；基
于高频率随机分组的分解策略［８］；Ｌｉ和Ｙａｏ［９］进一
步提出了基于动态高频率随机分组的分解策略．最
近Ａｎｔｏｎｉｏ和ＣｏｅｌｌｏＣｏｅｌｌｏ［１０］将随机分组策略用于
求解含有大规模变量的多目标优化问题，但是他们
对多目标粒子群算法没有进行改进；（３）扰动分解．
这类方法是在给定关联变量间所要满足的条件下，
不断地扰动变量来发现关联变量．此类方法在合作
协同进化方法研究中也受到了关注．比如，基于变量
相关系数的分解策略［１１］、基于最优个体选择的变量
交互学习（ＶａｒｉａｂｌｅＩｎｔｅｒａｃｔｉｏｎＬｅａｒｎｉｎｇ）［１２］、基于
统计概率的变量交互学习［１３］以及最近提出的基于
差分分组的变量交互学习方法［１４］，但其计算复杂度
显著增加；（４）关联自适应分解．这类方法先从遗传
算法染色体的二进制编码水平上发现基因间的关
联，再为包含关联变量的个体赋予较高的选择概
率［１５］．该类方法与扰动方法的不同之处是直接在进
化过程中来实现变量分解［１６］．

现有的变量分解方法大多采用固定分组的模式，
且缺乏发现变量相关性的有效办法，况且变量分解方
法大多集中在单目标优化问题上．本文引入变量随机
分解策略，研究了变量分解的关联性，并将合作协同
框架融合多目标粒子群算法（ＭＯＰＳＯ），提出了基于
变量分解的多目标粒子群优化算法（ＣＣＭＯＰＳＯ），
该算法与经典算法ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３在
测试函数ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、ＺＤＴ３、ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２中
进行仿真实验和性能测试对比．

２　背景知识
２１　多目标优化概念

针对多目标优化问题，我们可以假定一个含有
狀维决策变量，犿维目标变量的多目标优化问题［１７］

可以概述为
ｍａｘ狔＝（犳１（狓），犳２（狓），…，犳狀（狓））Ｔ
ｓ．ｔ．犵犻（狓）０，犻＝１，２，…，狆

犺犼（狓）０，犼＝１，２，…，
烅
烄

烆 狇
（１）

式（１）中，犳狀（狓）（犽＝１，…，狀）为目标函数，犵犻（狓）（犻＝
１，…，狆）和犺犼（狓）（犻＝１，…，狇）分别为目标函数所满
足的约束．
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狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈犡，狔＝（狔１，狔２，…，狔狀）∈犢．
定义１（可行解集合）［１８］．对于一个狓∈犡，如

果符合约束条件犵犻（狓）（犻＝１，…，狆）和犺犼（狓）（犻＝
１，…，狇），则称狓为可行解，由犡中的所有可行解组
成的集合称为可行解集合，记为犡犳且犡犳犡．

定义２（Ｐａｒｅｔｏ占优）［１８］．　假设狓犃，狓犅∈犡犳是
多目标优化问题中的可行解，则称与狓犅相比，
狓犃Ｐａｒｅｔｏ支配狓犅，当且仅当

犻＝１，２，…，犿，
犳犻（狓犃）犳犻（狓犅）∧犼＝１，２，…，犿，
犳犻（狓犃）＜犳犻（狓犅）

记为狓犃狓犅，也称狓犃占优狓犅．
定义３（Ｐａｒｅｔｏ最优解）［１８］．一个解狓∈犡犳称

为Ｐａｒｅｔｏ最优解，当且仅当满足以下条件：
!狓∈犡犳：狓狓．

２２　多目标粒子群优化算法
粒子群优化算法（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，

ＰＳＯ）［１９］是由Ｋｅｎｎｅｄｙ和Ｅｂｅｒｈａｒｔ于１９９５年提出
的一种受鸟群觅食和社会交互启发的新型智能优化
算法．ＰＳＯ利用粒子个体的个体认知和社会交互来
引导群体收敛到潜在的全局最优区域．最早提出的
粒子群算法通常用式（２）～（３）更新粒子状态．
狏犻犱＝狏犻犱＋犮１狉１（狆犻犱－狓犻犱）＋犮２狉２（狆犵犱－狓犻犱）（２）

狓犻犱＝狓犻犱＋狏犻犱 （３）
式（２）和式（３）中：犮１和犮２为正常数，我们称之为学习因
子；狉１和狉２是介于［０，１］间的随机数；狏犻犱∈［－犞ｍａｘ，
犞ｍａｘ］，犞ｍａｘ是粒子飞行的最大速度，表示个体每代
更新的最大步长．

式（２）中，狏犻犱是指个体的当前速度对自身下一
代速度的影响．（狆犻犱－狓犻犱）表示的是个体认知能力
（个体历史最优位置）对粒子学习步长的影响；
（狆犵犱－狓犻犱）是指个体的社会交互能力对学习步长的
影响，即当前种群中的全局最优位置对粒子的影响．
粒子个体的飞行方式如图１所示．

图１　粒子个体的“飞行”方式

在粒子群优化算法中，引导粒子的选择对算法的
收敛性起着重要的作用．将其引入多目标优化领域
时，由于多目标优化问题的解是一群最优粒子，因此
引导粒子的选择变得复杂．如何保证这群粒子均匀分
布并从中选择全局最优个体，从而引导粒子群的“飞

行”，也是多目标粒子群优化算法的关键．现已提出
的多目标粒子群优化算法主要是通过引入精英保留
策略，即设置外部种群，用于存放历代获得的非支配
解，利用小生境技术、拥挤距离法、Ｓｉｇｍａ方法等控
制外部种群中粒子的分布．另一方面，在不损失算法
收敛性的同时，引入新的变异策略，以一定概率对当
代种群进行变异，从而增加粒子群的多样性．
２３　合作协同进化框架

进化算法中对于大规模变量的处理机制始于
Ｐｏｔｔｅｒ和ＤｅＪｏｎｇ［１］在１９９５年提出的“分而治之”
（ｄｉｖｉｄｅａｎｄｃｏｎｑｕｅｒ）策略，又称为合作协同进化
（ＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＣｏｅｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＣＣ）．Ｐｏｔｔｅｒ和ＤｅＪｏｎｇ
提出的合作协同进化策略与传统的进化算法的最大
不同在于：它先通过将一个完整的狀维变量分解为
犿个狊维（狀＝犿×狊）的子变量集合（如图２所示），而
后使用一定数量的种群在每个子变量集合的可行域
中进行搜索，再将在每个子空间上搜索到的局部解
结合成为一个完整解．现有研究表明这种“分而治
之”的思想在处理大变量函数时具有良好的效果．

图２　合作协同进化中的变量分解示意

３　基于变量分解的多目标粒子群优化
算法（犆犆犕犗犘犛犗）

３１　变量随机分解策略
综述国内外研究现状，目前有关多目标优化中

的变量分解研究成果并不多见．尽管早期已有合作
协同框架的“分而治之”的思想，且在解决大规模变
量优化问题时有较好的效果，但是有文献提出，当变
量之间不是相互独立时，使用合作协同框架的效果
并不理想，主要原因为变量分解是固定的，而在绝大
多数的大规模变量多目标优化问题中，变量之间往
往存在着内在的关联．固定的变量分解会导致这些
内在关联信息大量丢失．本文所给出的变量随机分
解方法，目的是通过挖掘变量间的内在关联信息，使
关联变量尽可能的被归在同一组中．

本文提出的一种变量随机分解策略，如图３所
示．将犇维的决策向量组随机分配到犛个子元素，这
里使用随机分组的目的是增加关联变量分到同一组
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的概率，每个子元素的维度为犿，满足犇＝犿×犛．将犛
个子元素设成每个有犖犘个粒子（个体）的子种群．

图３　变量随机分解过程

３２　算法框架描述
为了更好地描述种群间的协同方法，现设狔犻为

粒子犻当前的个体最优位置，狔^为各子种群当前的
全局最优位置，所有粒子的速度和位置狏犻和狓犻分别
按式（２）、（３）进行更新．

各子种群间个体的速度和位置更新方法如下：
先对其进行适应度评估，犫（犼，狕）为适应度函数，

定义为
犫（犼，狕）＝（犘１狔^，…，犘犼－１狔^，狕，犘犼＋１狔^，…，犘犛狔^）（４）

其中，狕＝犘犼狓犻是子种群犼中的粒子犻当前搜索到的
位置．狕＝犘犼狔犻表示为子种群犼中粒子犻的个体最优
位置．狕＝犘犼狔^表示子种群犼搜索到的全局最优位置．

由得到的适应度代入，可得到目标函数犳１（犫（犼，狕）），
犳２（犫（犼，狕）），对其按照ＮＳＧＡＩＩ中的非支配排序方
法对其进行非支配排序，随机选择非支配排序等级
最高的粒子中的一个作为子种群犼的最优位置．以
子种群１为例，种群间的协同过程如图４所示．算法
框图如图５所示，子种群１到犛用多目标粒子群优
化算法进行优化，对各子种群的解进行非支配排序，
若满足终止条件，则将各个子种群的最优非支配解
作为输出结果．若不满足终止条件，则进入下一轮迭
代，将父代子种群的最优非支配解集用于子代的
协同．

图４　子种群间的协同

图５　算法流程
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３３　算法流程
算法流程如图６所示．

图６　ＣＣＭＯＰＳＯ算法流程

步骤１．初始化犇维变量，每个子种群粒子个
数为犖犘，初始化粒子的速度和位置，计算粒子的适
应度值，对粒子进行非支配排序，随机选择非支配等
级最高的粒子中的一个作为犵犫犲狊狋，设定最大周期
犆狔犮犾犲犿犪狓，子种群数量犖狌犿犈狊狆犿犪狓，种群最大迭
代次数犌犲狀犿犪狓；

步骤２．犆狔犮犾犲＝１，周期开始执行，对犇维变量
随机分解成犖狌犿犈狊狆犿犪狓个子种群，每个子种群粒
子个数为犖犘；

步骤３．犖狌犿犈狊狆＝１，对子种群中的第１个进
行迭代处理；

步骤４．犌犲狀＝１，对子种群进行迭代，以粒子当
前位置为个体最优位置，步骤１中的犵犫犲狊狋为全局
最优位置，按照式（２）和式（３）更新粒子的速度和位
置，用式（４）对粒子进行适应度评价，按照ＮＳＧＡＩＩ
中的非支配排序方法对粒子进行排序，随机选出非
支配等级最高粒子中的一个作为犵犫犲狊狋，更新个体最
优和全局最优，进入下一次的迭代，犌犲狀＝犌犲狀＋１；

步骤５．满足犌犲狀＝犌犲狀犿犪狓，进行外部种群维
护，则犖狌犿犈狊狆＝犖狌犿犈狊狆＋１，进入下一个子种群
处理，下一个子种群处理中，将上一个子种群中得到
的犵犫犲狊狋作为全局最优进行更新，其他操作和步骤４
相同；

步骤６．当犖狌犿犈狊狆＝犖狌犿犈狊狆犿犪狓时，重新进
行变量随机分解，重复执行步骤３、４、５；

步骤７．一般情况下，当满足犆狔犮犾犲＝犆狔犮犾犲犿犪狓
时，则输出结果，程序结束．

该算法的程序框架如算法１所示．
算法１．　ＣＣＭＯＰＳＯ算法程序框架．
ＲＥＱＵＩＲＥ：犖犘，犆狔犮犾犲狊，犌犿犪狓，犖狌犿犈狊狆
ＥＮＳＵＲＥ：犛狅犾狌狋犻狅狀犛犲狋
犘狅犫狊←犘狅狆狌犾犪狋犻狅狀狊（犖犘，犖狌犿犈狊狆）
犐狀犻狋犻犪犾犻狕犲犛狆犲犮犻犲狊（犘狅犫狊）
ＦＯＲ犼←１犆狔犮犾犲狊ＤＯ
ＦＯＲ犻←１犖狌犿犈狊狆ＤＯ
ＦＯＲ犽←１犌犿犪狓ＤＯ
　ＭＯＰＳＯ（犘狅犫狊［犻］）
ＥＮＤＦＯＲ
ＥＮＤＦＯＲ
ＥＮＤＦＯＲ

ＳＯＬＵＴＩＯＮＳＥＴ←犗犫狋犪犻狀犖狅狀犇狅犿犻狀犪狋犲犱犛犲狋（犘狅犫狊）
ＲＥＴＵＲＮ犛狅犾狌狋犻狅狀犛犲狋

４　仿真实验及结果分析
本文选择常用二维测试函数ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、

ＺＤＴ３和高维目标测试函数ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２（如
表１），选取ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ和ＧＤＥ３算法，与
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犆犆犕犗犘犛犗算法进行对比．性能评价采用统计前
沿，加法二进制指标ε，超体积指标（犎犞），算法运行
时间．各算法对每个测试函数分别独立运行２０次．
选取ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ以及ＧＤＥ３算法进行对
比的目的为：（１）ＮＳＧＡＩＩ［２０］算法是多目标优化的
经典算法；（２）ＭＯＥＡ／Ｄ［２１］是目前处理大变量优化
问题的一种有效算法；（３）ＧＤＥ３（差分进化算法）［２２］

经过多代改进，是近年来提出的并被证明是解决大
规模优化问题的有效算法．本文以ＣｏｅｌｌｏＣｏｅｌｌｏ的
多目标粒子群优化算法为基础，采用变量随机分解
策略，融合ＣＣ框架，目的在于解决大规模变量问题
的“维度灾难”．经过实验测试发现，ＭＯＰＳＯ算法无
法处理大规模变量问题（当测试函数变量个数超过
１００时，无法获得Ｐａｒｅｔｏ前沿）．

表１　测试函数
函数名称 目标函数表达式 约束范围 特性

ＺＤＴ１ 犳１（狓）＝狓１；犳２（狓）＝犵（１－犳１／槡犵）；犵（狓）＝１＋９∑
狀

犻＝２
狓犻／（狀－１） ０狓犻１；

犻＝１，２，…，狀 连续凸

ＺＤＴ２ 犳１（狓）＝狓１；犳２（狓）＝犵（１－（犳１／犵）２）；犵（狓）＝１＋９∑
狀

犻＝２
狓犻／（狀－１） ０狓犻１；

犻＝１，２，…，狀 连续凹

ＺＤＴ３
犳１（狓）＝狓１；犳２（狓）＝犵（１－犳１／槡犵－（犳１／犵）ｓｉｎ（１０π犳１））；

犵（狓）＝１＋９∑
狀

犻＝２
狓犻／（狀－１）

０狓犻１；
犻＝１，２，…，狀 不连续

ＤＴＬＺ１

犳１（狓）＝１２狓１狓２…狓犕－１（１＋犵（狓犕））

犳２（狓）＝１２狓１狓２…（１－狓犕－１）（１＋犵（狓犕））
…
犳犕－１（狓）＝１２狓１（１－狓２）（１＋犵（狓犕））

犳犕（狓）＝１２（１－狓１）（１＋犵（狓犕））
犵（狓犕）＝狓犕＋∑狓犻∈狓犕（狓犻－０．５）

２－ｃｏｓ（２０π（狓犻－０．５））

０狓犻１；
犻＝１，２，…，狀 ∑

犕

犻＝１
犳２犻＝０．５

ＤＴＬＺ２

犳１（狓）＝（１＋犵（狓犕））ｃｏｓ（狓１π／２）…ｃｏｓ（狓犕－１π／２）
犳２（狓）＝（１＋犵（狓犕））ｃｏｓ（狓１π／２）…ｓｉｎ（狓犕－１π／２）
…
犳犕（狓）＝（１＋犵（狓犕））ｓｉｎ（狓１π／２）
犵（狓犕）＝∑狓犻∈狓犕（狓犻－０．５）

２

０狓犻１；
犻＝１，２，…，狀 ∑

犕

犻＝１
犳２犻＝１

文中所有仿真的实验平台为Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）
２ＤｕｏＰ８６００，２．０ＧＢＲＡＭ，实验环境为ＭＡＴＬＡＢ
７．１２．０．ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、ＺＤＴ３算法的种群大小为
２００，ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２算法的种群大小为５００，分别
将测试函数ＺＤＴ１～ＺＤＴ３的变量个数分别扩展为
１００、３００、５００、１０００．将ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２的变量扩
展为２００、５００，目标维度犕设为３．对应的迭代次
数为５００，分别独立运行２０次．ＣＣＭＯＰＳＯ中的变
异概率为０．１，学习因子犮１、犮２为１．４９５，惯性权重
为０．７２９，这里我们选取分组大小为５０进行仿真
实验．
４１　犘犪狉犲狋狅前沿对比分析
４．１．１　二维目标测试函数

２０次实验得到的统计Ｐａｒｅｔｏ前沿对比图如
图７～图９所示．ＺＤＴ１测试函数的Ｐａｒｅｔｏ前沿如
图７所示．其中图７（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）分别为变量个
数为１００，３００，５００，１０００的ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、
ＧＤＥ３、ＣＣＭＯＰＳＯ的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比图，其中

ＣＣＭＯＰＳＯ变量分组为犛＝５０．同理，ＺＤＴ２测试函
数的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比如图８所示，ＺＤＴ３测试函数
的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比如图９所示．

从图７～图９的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比图中可以看
出，通过ＣＣＭＯＰＳＯ得到的Ｐａｒｅｔｏ在变量个数为
１００、３００、５００、１０００时均明显优于ＮＳＧＡＩＩ．从图７
（ａ）、图８（ａ）、图９（ａ）可以看出，当变量个数为１００
时，通过ＣＣＭＯＰＳＯ所得到的Ｐａｒｅｔｏ前沿在多样
性上优于ＭＯＥＡ／Ｄ，但是在收敛性上比ＭＯＥＡ／Ｄ
差，两者各有优劣；ＣＣＭＯＰＳＯ与ＧＤＥ３相比，ＺＤＴ１
和ＺＤＴ２测试函数的Ｐａｒｅｔｏ前沿收敛性和多样
性略差，ＺＤＴ３的Ｐａｒｅｔｏ前沿略好．但是随着变量数
目的增加，如图７（ｂ）～（ｄ）、图８（ｂ）～（ｄ）以及图９
（ｂ）～（ｄ）所示，ＭＯＥＡ／Ｄ和ＧＤＥ３的Ｐａｒｅｔｏ前沿
明显恶化，通过ＣＣＭＯＰＳＯ得到的Ｐａｒｅｔｏ前沿在
解集的收敛性和多样性方面明显优于ＭＯＥＡ／Ｄ和
ＧＤＥ３．除此之外，传统ＭＯＰＳＯ算法在大变量情况
下难以得到Ｐａｒｅｔｏ前沿．
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图７　测试函数ＺＤＴ１的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比

图８　测试函数ＺＤＴ２的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比
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图９　测试函数ＺＤＴ３的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比

４．１．２　三维目标测试函数
２０次实验得到的统计Ｐａｒｅｔｏ前沿对比图如下

所示．ＤＴＬＺ１测试函数的Ｐａｒｅｔｏ前沿如图１０所
示．其中图１０（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）分别为变量个数为
２００时ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３、ＣＣＭＯＰＳＯ所
求Ｐａｒｅｔｏ前沿对比图，图１０（ｅ）、（ｆ）、（ｇ）、（ｈ）分别
为变量个数为５００时ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３、
ＣＣＭＯＰＳＯ所求的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比图，其中ＣＣ
ＭＯＰＳＯ变量分组为犛＝５０．同理，ＤＴＬＺ２测试函数
的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比如图１１所示．从图１０、图１１的
Ｐａｒｅｔｏ前沿对比图中可以看出，当目标维度增加后，
通过ＣＣＭＯＰＳＯ得到的Ｐａｒｅｔｏ前沿的多样性和收
敛性在ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２变量个数为２００，５００时均
明显优于ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ以及ＧＤＥ３．

综上所述，从Ｐａｒｅｔｏ前沿的角度分析可以得出：
在处理大规模变量的多目标优化问题时，ＣＣＭＯＰＳＯ
相对于ＭＯＰＳＯ有了明显的提升，而且比算法ＮＳＧＡ
ＩＩ和ＭＯＥＡ／Ｄ以及ＧＤＥ３的效果更好．为了更客
观的说明该算法的性能，本文将通过加法二进制ε
指标值、超体积指标值（犎犞）和算法运行时间进一
步说明．

４２　算法性能分析
４．２．１　ε指标值对比

ε指标［２３］是由Ｚｉｔｚｌｅｒ等人提出的一种用于评
价解集收敛性能的指标，该指标使用任意给出的两
个优化问题的解集犃和犅来判断解集的收敛性，
其中
犐犃＝犐ε＋（犃，犅）＝Ｉｎｆε∈"

｛狕２∈犅，狕１∈犃：狕１ε＋狕２｝，
犐犅＝犐ε＋（犅，犃）＝Ｉｎｆε∈"

｛狕２∈犃，狕１∈犅：狕１ε＋狕２｝．
以最小化为例，以上公式中，对于ε＞０当且仅当１
犻狀时，有狕１犻ε＋狕２犻，则狕１ε＋狕２（狕１ε占优狕２）．对
于输出对（犐犃０，犐犅＞０），表示犃严格优于犅；
（犐犃＞０，犐犅＞０）表示犃与犅无法相互比较，但如果有
犐犃＜犐犅，则可以判断犃弱优于犅；同理可得，如果有
（犐犃＜犐犅０），则可以认为犃弱优于犅．

在对比实验中，本文用字母犆、犖、犕和犌来分
别表示４种算法ＣＣＭＯＰＳＯ、ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、
ＧＤＥ３所产生的解集．加法二进制ε指标值如表２，
在ＣＣＭＯＰＳＯ与ＮＳＧＡＩＩ的对比中，所有测试函
数的犐（犆，犖）＜０，且犐（犖，犆）＞０，这说明在所有情
况下，ＣＣＭＯＰＳＯ所求解集均严格优于ＮＳＧＡＩＩ．
在ＣＣＭＯＰＳＯ与ＭＯＥＡ／Ｄ的对比中，当ＺＤＴ１、
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图１０　测试函数ＤＴＬＺ１的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比
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图１１　测试函数ＤＴＬＺ２的Ｐａｒｅｔｏ前沿对比
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ＺＤＴ２、ＺＤＴ３的变量个数为１００时，犐（犆，犕）＞０，
犐（犕，犆）＜０，这说明当变量个数为１００时，ＭＯＥＡ／
Ｄ优于ＣＣＭＯＰＳＯ．但是当ＺＤＴ１、ＺＤＴ３变量个数
为３００、５００、１０００时，犐（犆，犕）＜０，犐（犕，犆）＞０，这说
明ＣＣＭＯＰＳＯ严格优于ＭＯＥＡ／Ｄ，另外，当ＺＤＴ２
变量个数为３００、５００时，犐（犆，犕）＜０，犐（犕，犆）＜０，
犐（犆，犕）＜犐（犕，犆），这说明当ＺＤＴ２变量个数增加

时，ＣＣＭＯＰＳＯ优于ＭＯＥＡ／Ｄ．当目标维度为３时，
犐（犆，犕）＜０，且犐（犕，犆）＞０，这说明在ＤＴＬＺ１和
ＤＴＬＺ２问题下，ＣＣＭＯＰＳＯ所求解集均严格优于
ＭＯＥＡ／Ｄ．同理，在ＣＣＭＯＳＰＯ与ＧＤＥ３的对比
中，ＺＤＴ１、ＺＤＴ３变量为１００和ＺＤＴ２变量为１００、
３００的情况下，ＣＣＭＯＰＳＯ弱优于ＧＤＥ３，其他情况
均严格优于ＧＤＥ３．

表２　加法二进制指标值

ε指标值 ＣＣＭＯＰＳＯ与ＮＳＧＡＩＩ
犐（犆，犖） 犐（犖，犆）

ＣＣＭＯＰＳＯ与ＭＯＥＡ／Ｄ
犐（犆，犕） 犐（犕，犆）

ＣＣＭＯＰＳＯ与ＧＤＥ３
犐（犆，犌） 犐（犌，犆）

ＺＤＴ１
１００ －０．９９０ ０．９９８ 　０．０７６ －０．２９３ －０．１６０ －０．１１４
３００ －１．０００ １．３７０ －０．７０９ ０．６９４ －０．３９３ ０．２９２
５００ －１．０００ １．６７８ －０．８８９ ０．８９６ －０．５１２ ０．４３６
１０００ －１．０００ １．６０１ －０．９９８ １．１５７ －０．６６５ ０．５３７

ＺＤＴ２
１００ －０．８６６ ０．７６１ 　０．１０３ －０．１９３ －０．２５７ －０．１４３
３００ －１．０００ ２．２３７ －０．１５１ －０．０８１ －０．４０７ －０．０１４
５００ －０．９８７ ２．７６３ －０．１０１ －０．０３２ －０．６３３ ０．３９５
１０００ －０．９９９ ３．３８９ －０．０２７ １．８２８ －０．７０８ ０．４６１

ＺＤＴ３
１００ －０．５１３ ０．３９１ 　０．２１５ －０．３９９ －０．２０９ －０．０２１
３００ －０．８６１ １．２１７ －０．６２１ ０．４０６ －０．５３２ ０．４０６
５００ －０．８６２ １．６１８ －０．８１３ ０．６３２ －０．７９５ ０．６４９
１０００ －０．８５１ １．６９２ －０．８２５ ０．７６６ －０．８１５ ０．７８２

ＤＴＬＺ１ ２００ －０．８２２ ０．８２０ －０．３２９ 　０．３８５ －０．１４１ 　０．１５９
５００ －１．００２ １．０４４ －０．３２１ ０．３７６ －０．２２０ ０．２３５

ＤＴＬＺ２ ２００ －１．４６１ １．２５９ －０．４８９ 　０．７８５ －０．３１４ 　０．２０９
５００ －２．０１０ １．８８１ －０．５３０ １．１２６ －０．６３１ ０．５１２

综上所述，由加法二进制ε指标值的对比结果
可以得出：ＣＣＭＯＰＳＯ在大规模变量优化问题上产
生的解集要优于ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３产生
的解集．
４．２．２　超体积指标值（犎犞）对比

超体积是指被非支配解集覆盖的目标空间区域
大小．超体积度量方法，也被称为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，在
理论上具有良好的数学性质，即在所有的一元测度
中，它是一个能够判定非支配解集犡不比另一个非
支配解集犢差的方法［２４］．

对于一个前沿上的解集犘ｆｒｏｎｔ，超体积的计算公
式为

犎犞（犘ｆｒｏｎｔ）＝Λ（∪
狆∈犘ｆｒｏｎｔ

｛狓｜狆狓狓ｒｅｆ｝）．
上式中，Λ即Ｌｅｂｅｓｇｕｅ的测度，狓ｒｅｆ为参照点．

对于两目标优化问题，犎犞是坐标区域的面积；对于
三目标优化问题，犎犞是三维空间构成的体积；对于
大于三个目标的优化问题，犎犞表示为超体积值．
犎犞的值越大，解集的质量越高．

为了同时评估算法的收敛性和多样性，本文
采用超体积指标（犎犞）对ＣＣＭＯＰＳＯ、ＮＳＧＡＩＩ、
　　　　　　

ＭＯＥＡ／Ｄ以及ＧＤＥ３所求解集进行对比．算法分别
独立运行２０次，得到的超体积对比结果如图１２～
图１５所示．由于ＭＯＰＳＯ算法难以产生Ｐａｒｅｔｏ前
沿，故认为超体积指标为无穷小．

图１２为分别对测试函数ＺＤＴ１在１００、３００、５００、
１０００变量大小情况下，用ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３
和ＣＣＭＯＰＳＯ独立运行２０次，得到的超体积指标
值对比图．与ＺＤＴ１相同，图１３和图１４分别是测试
函数ＺＤＴ２和ＺＤＴ３的超体积指标值对比图．图１５
为分别对测试函数ＤＴＬＺ１和ＤＴＬＺ２在２００、５００变
量大小情况下得到的超体积指标值对比图．表３是
２０次仿真结果所产生解集的超体积指标平均值．对
比结果显示：通过变量随机分解策略，ＣＣＭＯＰＳＯ算
法所得解集的超体积指标值均优于ＮＳＧＡＩＩ．当变
量个数为１００时，ＭＯＥＡ／Ｄ求得的解集的超体积指
标略优于ＣＣＭＯＰＳＯ，ＧＤＥ３求得的解集的超体积
指标略差于ＣＣＭＯＰＳＯ，但随着变量增加到３００、
５００、１０００时，ＭＯＥＡ／Ｄ所得解集的超体积指标值明
显减小，而ＣＣＭＯＰＳＯ所求解集的超体积指标值仍
保持较大值，明显优于ＭＯＥＡ／Ｄ和ＧＤＥ３所求解集．
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图１２　测试函数ＺＤＴ１用ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３和ＣＣＭＯＰＳＯ算法得到的超体积指标对比

图１３　测试函数ＺＤＴ２用ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３和ＣＣＭＯＰＳＯ算法得到的超体积指标对比
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图１４　测试函数ＺＤＴ３用ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３和ＣＣＭＯＰＳＯ算法得到的超体积指标对比

图１５　测试函数ＤＴＬＺ１／ＤＴＬＺ２用ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３和ＣＣＭＯＰＳＯ算法得到的超体积指标对比
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表３　超体积指标平均值
超体积指标平均值ＣＣＭＯＰＳＯＮＳＧＡＩＩＭＯＥＡ／ＤＧＤＥ３

ＺＤＴ１
１００ ０．８２０ ０．３２８ ０８８８ ０．７９５
３００ ０８３７ ０．２９５ ０．５３９ ０．７０９
５００ ０８５２ ０．２９８ ０．４８８ ０．６７１
１０００ ０８５０ ０．３０９ ０．６０７ ０．４０７

ＺＤＴ２
１００ ０．５６０ ０．０６８ ０６１８ ０．５１２
３００ ０７２３ ０．０２５ ０．６３７ ０．６３３
５００ ０７４６ ０．０２６ ０．６６１ ０．５７８
１０００ ０８５０ ０．３１０ ０．４０８ ０．６０３

ＺＤＴ３
１００ ０．７３１ ０．４０７ ０８８６ ０．６５１
３００ ０８４３ ０．３２２ ０．５２９ ０．６２８
５００ ０８５９ ０．２９７ ０．４７７ ０．５４６
１０００ ０８６４ ０．３０５ ０．５４４ ０．４３７

ＤＴＬＺ１ ２００ ０９９４ ０．６８１ ０．７８２ ０．８５３
５００ ０９９３ ０．５６７ ０．６５６ ０．７７５

ＤＴＬＺ２ ２００ ０９８６ ０．５７６ ０．６８３ ０．７６８
５００ ０９２３ ０．４９８ ０．５８７ ０．７５９

综上所述，由超体积指标值的对比结果可以得
出，ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３大规模变量全局优化
问题上产生的解集比ＣＣＭＯＰＳＯ所产生的解集差．
４．２．３　算法运行时间

衡量一个算法优劣的重要指标为算法的运行效
率．为了比较４种算法的运行效率，本文统计了２０次
４种算法在变量为１００、３００、５００、１０００时，ＺＤＴ１、
ＺＤＴ２、ＺＤＴ３、ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２测试函数运行至５００
代所耗费的时间的平均值（单位：ｓ），如表４所示．

表４　算法运行时间
算法运行时间／ｓＣＣＭＯＰＳＯＮＳＧＡＩＩＭＯＥＡ／ＤＧＤＥ３

ＺＤＴ１
１００ ５５７ ８７．３ ６０．９ ５８．４
３００ ９７６ １５７．１ １１３．２ １０８．５
５００ １０８３ ２１２．６ １５１．７ １３４．９
１０００ １２４８ ４０５．２ ２８４．６ ２３７．１

ＺＤＴ２
１００ ５３９ ８３．４ ５８．６ ６０．５
３００ ９０５ １４６．８ １０２．８ ９８．３
５００ １０４２ ２１０．９ １５６．１ １４２．７
１０００ １１８３ ３９１．５ ２７４．６ ２５１．８

ＺＤＴ３
１００ ６７１ ９３．２ ７８．９ ７５．９
３００ １０２８ １５９．５ １２１．７ １１２．５
５００ １０８４ ２３０．１ １７９．２ １６４．０
１０００ １３２９ ４４７．２ ３０７．４ ２８７．１

ＤＴＬＺ１ ２００ １６４２ ３３１．７ ２８５．４ ２４３．９
５００ ２０７５ ４６４．２ ３８７．１ ３２２．０

ＤＴＬＺ２ ２００ １７７４ ３６８．６ ３２７．２ ２８６．２
５００ ２３１１ ５１６．４ ４３９．５ ３６４．５

综上所述，ＮＳＧＡＩＩ算法的运行时间大于其他
３种算法的运行时间．随着优化问题中决策变量数
目的增加，ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３的运行时间
呈递增趋势，而ＣＣＭＯＰＳＯ的运行时间相对保持平
稳，决策变量数目的增加对算法的运行效率影响较
小．其原因是ＣＣＭＯＰＳＯ采用了变量分解策略，当

变量数目增加时，平均每一组的变量增加数目相对
要少，因此非支配排序所消耗的时间影响较小．综
上，ＣＣＭＯＰＳＯ相比ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ和ＧＤＥ３，
算法复杂度明显降低．
４．２．４　对比实验结果

从Ｐａｒｅｔｏ前沿、加法二进制ε指标、超体积指
标值（犎犞）、算法运行时间的对比结果表明：引入变
量随机分解策略的ＣＣＭＯＰＳＯ在求解含有大规模
变量的优化问题的求解精度以及算法的运行效率整
体上均优于ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、ＧＤＥ３，随着变量
维度的增加，优势更加明显．ＭＯＰＳＯ在大规模变量
优化问题的求解上难以收敛到最优前沿，且求解精
度差于ＣＣＭＯＰＳＯ．综上，ＣＣＭＯＰＳＯ算法在解决
大规模变量的多目标函数中，变量维度越高，它比多
目标算法ＭＯＰＳＯ、ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ以及ＧＤＥ３
具有越好的多样性与收敛性，同时使得计算复杂度
明显降低．

５　结　论
本文提出的变量随机分解策略，将合作协同进

化框架融合于多目标粒子群优化算法（ＭＯＰＳＯ），
提出了基于变量分解的多目标粒子群优化算法
（ＣＣＭＯＰＳＯ）．通过对标准测试函数ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、
ＺＤＴ３、ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２的变量个数扩展后进行的
仿真实验，与多目标进化算法ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ、
ＧＤＥ３进行对比，用加法二进制ε指标、超体积指标
（犎犞）和算法运行时间对算法性能进行分析，实验
结果表明：ＣＣＭＯＰＳＯ相比ＮＳＧＡＩＩ、ＭＯＥＡ／Ｄ和
ＧＤＥ３，在求解精度和运行效率上都有显著提升．但
实验表明，当目标函数为多模态时，还是会存在传统
粒子群优化算法易陷入局部最优的缺陷，该算法在
求解此类问题上仍有待进一步深入研究．
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