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在影响力最大化问题中寻找种子节点的替补节点
马茜　　马军

（山东大学计算机科学与技术学院　济南　２５０１０１）

摘　要　在线社会网络的发展为市场营销提供了新的机遇和挑战．对于广告投放者来说，面临的问题是如何从一
个有狀个用户的社会网络中，选取犽（０＜犽狀）个有影响力的用户，称作种子节点，通过提供报酬、试用品等方式激
活他们，让他们为产品做宣传，通过口口相传的方式使尽可能多的用户了解或者购买该产品．这个问题也被称作影
响力最大化（ＩｎｆｌｕｅｎｃｅＭａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ），简称ＩＭ问题．ＩＭ问题的相关工作往往会默认所选出的犽个种子节点均可被
激活．而在实际应用中，受各种因素的影响，狋（０＜狋犽）个种子节点很有可能无法激活．因此该文的研究问题是如何
选取替补节点来代替不能被激活的种子节点，该文称该问题为在影响力最大化中寻找替补种子节点（Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｓ
ＤｉｓｃｏｖｅｒｙｉｎＩｎｆｌｕｅｎｃｅＭａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ），简称ＳＤＩＭ问题．ＳＤＩＭ问题的提出有利于解决营销中面临的实际问题，帮助
广告投放者更顺利地完成营销目标．为此，该文首先给出了ＳＤＩＭ问题的形式化定义，并提出对该问题求解的优化
函数．在证明了该问题属于ＮＰ难的基础上，说明了基于该文提出的优化函数得到的贪心算法具有精度保证．该文
首先利用社会网络的无尺度特性，给出了保留网络中度较大的节点作为初始候选节点集的策略，在此基础上，分别
提出了３个求解ＳＤＩＭ问题的算法：（１）找出恰好狋个替补节点的全局静态贪心算法ＧＳＧ；（２）在选择种子节点的
同时选取狋′（狋′狋）个替补节点的预选式贪心算法ＧＩＡ，可防止新选的狋个替补节点中仍存在不能被激活的节点；
（３）可以改善ＧＳＧ算法执行时间且不影响精度的全静态算法ＡＳ．由于ＧＳＧ运行时间过长，我们对其进行了ＣＥＬＦ
优化，在实验中我们称其为ＧＳＧＣＥＬＦ．实验结果表明：根据节点度减少候选节点数量的方法不会影响各算法的效
果，却可以有效地减少运行时间；ＧＳＧＣＥＬＦ选出的替补节点的影响力很接近原始种子节点集的效果；ＧＩＡ具有更
好的鲁棒性，同时传播效果也十分接近ＧＳＧＣＥＬＦ；ＡＳ与ＧＳＧＣＥＬＦ这类有ＣＥＬＦ优化的贪心算法相比，运行时
间是ＧＳＧＣＥＬＦ的１０％～５０％，且传播效果不受影响．
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１　引　言
近几年来，Ｆａｃｅｂｏｏｋ、Ｔｗｉｔｔｅｒ、微博、微信等在

线社会网络的兴起和快速发展，使得信息能够以前
所未有的速度扩散，同时用户的身份发生了转变，由
信息的被动接收者变为主动参与者．在社会网络中，
每个用户都可以成为信息源，通过信息的快速传播
来影响更多的人．社会网络中这种影响力传播有着
广泛的应用价值，比如推荐系统、市场营销、广告投
放、谣言控制、专家发现等．其中，影响力传播在广告
营销方面的应用越来越受到重视，例如微博营销、网
络营销等．在社会网络中选择一些有影响力的用户，
通过提供试用品或者折扣等方式，让这些用户向其
他用户推荐该产品，通过口碑效应使得网络中了解
或者购买该产品的用户数量达到最多．同传统的广
告方式相比，这种方式投入更少，广告投放更精准．
选择哪些用户投放广告才能影响最多的用户，这个
问题被称作影响力最大化问题．

影响力最大化问题可定义为：在给定的社会网
络中寻找大小为犽（犽为大于等于１的整数）的种子
节点集合犛，激活这些种子节点并通过这些种子节
点的传播使网络中的其他节点被激活，最终使整个
网络中被激活节点的期望数目犚（犛）达到最大．

犚（犛）也被称作犛的影响力．
在影响力最大化问题中，种子节点的规模是固

定的，一般与企业的广告预算有关．尽管在影响力最
大化方面已存在大量的相关工作，但这些工作大都
只考虑了从网络的所有节点中选定哪些节点组成种
子节点集合可以影响最多的节点，并未考虑从全部
网络节点中选择种子节点的现实性，也未考虑这些
种子节点能否被激活．

通信技术的发展使得社会网络用户规模庞大，
根据２０１５年１月《中国互联网络发展状况统计报
告》①，截止２０１４年１２月，我国微博用户规模为
２．４８８亿，微信用户数量突破５亿．社会网络规模如
此庞大，加上影响力传播的模拟本身复杂度高，直接
从网络中的所有节点中选取种子节点或本文提出的
替补节点计算量都十分巨大；且企业在对产品进行
营销时，考虑到产品受众、效益等因素，也要对种子
节点进行一些限制．一般来说，企业会找名人、明星
等有一定知名度的用户进行推广．另一方面，企业在
实际营销中，受预算、用户喜好等一些因素的限制，
有些种子节点可能无法激活．例如，企业在有限的预
算内，通过影响力最大化算法在一个社会网络中选
出了犽个有影响力的用户作为种子节点，但通过提
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供报酬、试用品、折扣等方式只能说服其中犽－狋
（０＜狋犽）个用户，还有狋个用户不愿为该产品做宣
传．在这种情况下，一种做法是从网络中重新选取犽
个种子节点．这种做法没有考虑到原来已经同意为
产品做宣传的犽－狋个种子节点可能不会全部出现
在新的种子集合中，企业面临着违约的风险；且新选
出的种子节点集与原来的种子节点集会有大量重
合，选择过程中有很多重复性计算．因此，本文要做
的工作是在保留原来能激活的犽－狋个种子节点的
基础上，从未被选择的节点中重新寻找狋个替补节
点，使得传播效果与原来的种子节点的传播效果尽
可能接近．

本文的主要贡献是：（１）对ＳＤＩＭ问题给出了
形式化的定义，并且给出了具有子模性质的组合优
化函数帮助设计贪心近似算法；（２）提出可以利用
社会网络的无尺度特性对节点进行预处理，减少候
选节点数量以提高算法的执行效率；（３）分别提出
了３个ＳＤＩＭ问题的求解算法：（ａ）通过对ＩＭ问题
中静态贪心算法的扩展，提出了寻找狋个替补节点
的ＧＳＧ算法；（ｂ）提出了在选择种子节点的同时选
取狋′（狋′狋）个替补种子节点的预选式贪心算法
ＧＩＡ，可解决选出的替补节点中仍存在无法激活的
节点的问题；（ｃ）ＧＳＧ、ＧＩＡ都存在着效率低的问
题，为了提高选择效率，本文利用模拟传播过程中的
静态优势，提出了ＧＳＧ的优化算法———全静态算法
ＡＳ．实验结果表明：减少候选节点数量的方法不会
影响各算法的精度，且可以有效地减少运行时间；带
ＣＥＬＦ优化的ＧＳＧ算法选出的替补节点效果最好；
ＧＩＡ算法结果比预期好，效果很接近ＧＳＧＣＥＬＦ，
且具有很好的实用性和鲁棒性；与ＧＳＧＣＥＬＦ相
比，ＡＳ运行时间可降低数倍且精度无损失．

本文第２节介绍相关工作；第３节定义ＳＤＩＭ
问题并进行分析；第４节提出有效的求解算法并分
析算法复杂性；第５节展示实验结果；第６节对全文
进行总结并对未来工作进行展望．

２　相关工作
ＩＭ问题就是如何选取犽个种子节点进行传播，

从而最大程度地影响整个网络的问题．这个问题最早
是由Ｄｏｍｉｎｇｏｓ和Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｍ［１］提出来的．Ｋｅｍｐｅ
等人［２］将该问题定义为离散优化问题，证明了这个
问题是ＮＰ难的，并提出用贪心算法来近似求解，即
每一步都选择当前最有影响力的节点加入种子节点

集．这种方法具有（１－１／ｅ）的求解精度，但该算法复
杂度高，无法适用于大规模网络．针对这一缺陷，很
多优化策略被提出以优化该算法使其能在大规模
网络中运行．Ｌｅｓｋｏｖｅｃ等人［３］根据问题的子模性
（ｓｕｂｍｏｄｕｌａｒ）提出了ＣＥＬＦ优化策略，可使算法的
执行效率提升７００多倍．Ｇｏｙａｌ等人［４］对ＣＥＬＦ进
一步优化提出了ＣＥＬＦ＋＋．Ｃｈｅｎ等人［５］从原图中
移去不参与传播的边，在生成的较小的子图上计算
影响力的传播．Ｃｈｅｎｇ等人［６］指出文献［５］中的方法
由于子模性无法得到保证，所以要进行大量的模拟．
他们针对这个问题进行改进提出了ＳｔａｔｉｃＧｒｅｅｄｙ算
法．该算法精度不受影响，效率可提升两个数量级．
另一方面，还有很多工作从减少贪心算法中参与种
子节点选择的节点数量的角度来提高选择效率．
Ｌｕｏ等人［７］提出首先用ＰａｇｅＲａｎｋ算法对网络中的
节点排序，再从排序较高，即较有影响力的节点中选
择种子节点．Ｃｈｅｎ等人［８］和Ｗａｎｇ等人［９］分别提出
用划分社区的方法减少参与种子节点选择的节点数
量，从而获得更好的运行时间．

此外，也有很多工作使用启发式方法来提高问题
的求解效率．如Ｃｈｅｎ等人［５］提出了ＤｅｇｒｅｅＤｉｓｃｏｕｎｔ
算法，根据节点的度对每个节点加入种子集合中能
增加的影响力做简单估算．Ｋｉｍｕｒａ和Ｓａｉｔｏ［１０］提出
了基于最短路径的传播模型，并给出了有效的算法
来估算影响力的传播．Ｃｈｅｎ等人［１１］用最大影响力
路径来估算影响力的传播，并据此提出了ＰＭＩＡ算
法，具有良好的性能和精确度．Ｊｕｎｇ等人［１２］提出的
ＩＲＩＥ算法对所有节点的影响力进行排序，选择排名
最靠前的节点作为种子节点；在选择一个种子节点
后，估算网络中剩下节点的影响力重新排序选择，该
方法比ＰＭＩＡ可扩展性更强．Ｃｈｅｎｇ等人［１３］分析发
现贪心算法获得的解集是一种自洽排序，因此他们
提出了一个迭代的框架ＩＭＲａｎｋ，将任意给定的初
始排序通过迭代调整的方式得到自洽排序，这种方
法能大大降低计算复杂度，且精度和贪心算法相当．

影响力最大化是应用性很强的问题，因此，还有
很多工作致力于改善该问题模型的实用性．如
Ｇｏｙａｌ等人［１４］研究如何利用已知的用户行为历史信
息计算用户间影响力的传播概率，以便更好地对传
播效果进行估算；Ｃａｒｎｅｓ等人［１５］、Ｓｈｉｒａｚｉｐｏｕｒａｚａｄ
等人［１６］考虑了有多条信息同时传播的情况，研究了
存在竞争关系的影响力最大化问题；Ｂｈａｇａｔ等人［１７］

将投入、收益等经济因素加入模型中希望取得收益
最大化；Ｇｕｏ等人［１８］从对用户进行推荐的角度提出
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了个性化影响力最大化问题等．
虽然上述工作能够帮助企业更快速更准确地挖

掘出种子节点集合，但产品推广要达到理想效果的
前提是要激活所有的种子节点．以前的工作都默认
选出的所有种子节点都是可以激活的，然而在实际
应用中，受许多不可控因素的影响，很有可能无法激
活某些种子节点，如激活某个种子节点用户的费用
过高超出企业的预算、种子节点用户对企业的产品
不感兴趣或者不愿意做推广等．Ｌａｐｐａｓ等人［１９］提
出在社会网络中寻找那些能够达到当前传播效果的
节点———效应者（ｅｆｆｅｃｔｏｒ），即要求效应者能激活特
定的节点集合，这对营销问题来说过于精确．在营销
中，对于一般的商品，企业通常只要求最终卖出的产
品数量，而不要求一定要卖给某些特定的用户．Ｌｉ
等人［２０］提出在社会网络中寻找种子节点继任者这
个问题，与本文的出发点相似．但这篇文章设定从未
激活种子节点的邻居节点中寻找继任者，这种方法
难以保证全局最优，且社会网络中的营销模式和传
统的推销模式有所不同，文中提到的“一个推销员退
休则从他的同事中寻找继任者”的应用场景在社会
网络营销中不适用．因此，本文提出从全局网络中寻
找种子节点替补者的方法，这种方法更适用于社会
网络，效果也更好．

３　犛犇犐犕问题
本节在独立级联模型的传播框架下，对ＳＤＩＭ

问题进行了定义和介绍．本文采用的数学符号及含
义如表１所示．

表１　本文采用的数学符号及含义
符号 含义 符号 含义
犌社会网络结构图 犜替补节点集合
犛犌中的种子节点集合 犛′含替补节点的新种子节点集合
犛１能激活的种子节点集合 犆候选节点集合
犛２不能激活的种子节点集合犮候选节点个数
犽种子节点个数 狆狌，狏节点狌激活节点狏的概率
狋不能激活的种子节点个数λ全局传播概率

３１　独立级联模型及影响力最大化问题
在解决ＩＭ问题的过程中，要用传播模型来模

拟现实中影响力的传播，常用的模型有独立级联模
型（ＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔＣａｓｃａｄｅＭｏｄｅｌ）和线性阈值模型
（ＬｉｎｅａｒＴｈｒｅｓｈｏｌｄＭｏｄｅｌ）等．本文采用的是独立级
联模型．独立级联模型将社会网络抽象为一个有向
图犌＝（犞，犈，犘），其中犞代表节点集合，犈代表节点

之间的有向边集，每条有向边（狌，狏）∈犈都关联一个
传播概率狆狌，狏，表示狌通过边（狌，狏）激活狏的概率．
在独立级联模型中，节点有两种状态：活跃（ａｃｔｉｖｅ）
或非活跃（ｉｎａｃｔｉｖｅ）．每个节点同一时刻只能处于一
种状态中，且节点可从非活跃状态变为活跃状态，反
之则不可．犛狋表示在时刻狋（狋０）被激活的节点集
合．初始时，种子节点集犛被激活，犛０＝犛．在狋＋１时
刻，每个在狋时刻被激活的节点狌∈犛狋，有且仅有一
次机会去尝试激活它仍处于非活跃状态的邻居节点
狏，激活成功的概率为狆狌，狏，这一时刻被激活的节点
集合为犛狋＋１．这个过程重复直到某一时刻，整个网
络都没有激活的情况发生，即犛狋＝｛｝．

由于无法精确求解犛最终能激活的期望节点数
目犚（犛），所以一般用蒙特卡洛模拟来代替．蒙特卡洛
模拟分为两种，一种是按照独立级联传播过程直接模
拟［３４，１０］，还有一种方式是图快照（ｓｎａｐｓｈｏｔ）［５６］．快
照是指对图犌中的每一条边（狌，狏）以狆狌，狏的概率保
留下来获得一个图犌的子图．一个快照可以看作是
对影响力传播图犌取样获得的一个实例，命名为
犌′．在求解犚（犛）时，可提前获取狉个犌′，犚（犛）是在
所有犌′中从犛出发可到达的节点数目的平均值．

定义１．　给定一个社会网络犌＝（犞，犈，犘）及
种子节点的数目犽，ＩＭ问题要从网络中寻找一个集
合犛使得

犛＝ａｒｇｍａｘ
犛犞，狘犛狘＝犽

（犚（犛）） （１）
３２　犛犇犐犕问题定义

定义２．　给定一个社会网络犌＝（犞，犈，犘），使
用影响力最大化算法找到的含有犽个节点的种子集
合犛＝犛１∪犛２，｜犛｜＝犽，犛１∩犛２＝．其中犛１是能
激活的种子节点集合，犛２是不能激活的种子节点集
合，｜犛２｜＝狋．目标是从剩下的节点中找到一个替补
集合犜，满足犜犞＼犛，且｜犜｜＝狋．犜与犛中能被激
活的种子节点组成新集合犛′＝犛１∪犜，使得犛′最终
在社会网络中的传播结果与原来的种子节点集犛
的传播结果的差值最小，即

犛′＝ａｒｇｍｉｎ
狘犛′狘＝犽

（犚（犛）－犚（犛′）） （２）
　　由于犛是提前给定的且认为是最优的，可认为
犚（犛）是固定的，所以目标函数也可记作

犛′＝ａｒｇｍａｘ
狘犛′狘＝犽

犚（犛′） （３）
　　定理１．　ＳＤＩＭ问题是ＮＰ难的．
ＳＤＩＭ问题由经典的ＩＭ问题衍生而来，是ＩＭ

问题的一个特例．根据定义可知，ＳＤＩＭ可看作是在
犞＼犛中寻找狋个种子节点的ＩＭ问题，而ＩＭ问题是
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ＮＰ难的［１］，所以该问题也是ＮＰ难的．
由于ＳＤＩＭ问题是ＮＰ难的，且社会网络规模

很大，所以只能近似求解．文献［２］中指出对一个非
负单调且具有子模性质（对任意集合犛、犜及元素狏，
若犛犜，则有犳（犛∪｛狏｝）－犳（犛）犳（犜∪｛狏｝）－
犳（犜））的函数犳，犛为通过贪心算法选取的犽个元素
集合，则有犳（犛）（１－１／ｅ）犳（犛），犛为最优解．显
然，本文中的目标函数（３）具有单调子模性，因此我
们有定理２．

定理２．　在ＳＤＩＭ问题中使用贪心算法获得
的解有（１－１／ｅ）≈６３％的精度保证．
ＳＤＩＭ问题同ＩＭ问题一样，也存在着无法精确

计算节点影响力的问题，我们同样也使用模拟的方
法来获得节点影响力的近似值．无论是直接模拟还
是图快照的方式，耗时都很长，而贪心算法又需要对
大量的节点进行模拟．为此，本文希望在分析数据、
传播模型以及问题本身特点的基础上，提出更高效
的算法来解决ＳＤＩＭ问题．

４　算　法
本节提出了解决ＳＤＩＭ问题的策略．首先对节

点进行过滤，生成候选节点集，减少参与替补节点选
择的节点个数，提高算法效率；然后提出了３种算法
分别从候选节点中选择替补节点．
４１　选取候选节点

在求解ＳＤＩＭ问题之前，我们首先对参与替补
节点选择的节点进行过滤，即筛选出影响力较大的
节点作为候选节点．研究表明，大部分社会网络是无
标度网络［２１］，即少量节点拥有大量连接，而大部分
节点拥有少量连接．例如在微博网络中，名人、明星
等往往有大量的用户关注，而普通用户一般受到的
关注较少．因此，理论上不必让所有节点都参与替补
节点的选取．这种做法不但可以提高算法的选择效
率，在应用上也有实际意义．企业在考虑让谁替自己
做宣传时，更多的是选择影响力大、粉丝数目多的用
户，这样才能取得更好的效果．

选取候选节点就是对网络中节点的影响力作评
估、去掉一些影响力较小的节点的过程．有很多度量
方法可以对节点的影响力进行评估，如节点的度
（ｄｅｇｒｅｅ）［２１］、中心性（ｃｅｎｔｒａｌｉｔｙ）［２１］、用ＰａｇｅＲａｎｋ［２２］、
Ｈｉｔｓ［２３］算法进行排序等．在本文中我们利用节点的
度对节点进行过滤，即只从度大于等于犱的节点中
选择替补节点．中心性、排序等度量方法虽然对节点

影响力的评估更准确一些，但计算复杂度高，在大
规模网络中耗时很长，并且在这一步只需对节点的
影响力做粗略评估，无太高的精度要求．节点的度
一般代表着用户在社会网络中的粉丝数量或者朋友
数量，计算简单，本身就是一种常见且有效的度量
指标［２４］．
４．２　选取替补节点

在ＳＤＩＭ问题中，当犛中大部分的种子节点都
不能被激活时，要选取的替补节点数目较多，既要保
证替补节点的传播效果和原始种子节点的效果尽可
能接近，还要保证算法的可扩展性使其能在大规模
网络中运行，因此本文通过对ＩＭ问题中的静态贪
心算法（ＳｔａｔｉｃＧｒｅｅｄｙ）［６］进行扩展提出了ＧＳＧ算
法，并在进一步分析贪心算法选择过程及问题特性
的基础上提出了ＧＩＡ算法．ＧＩＡ直接采用了ＩＭ问
题中的静态贪心算法来选择替补节点，但选择策略
与ＧＳＧ不同．ＧＳＧ算法存在着运行时间长、可扩展
性差的问题，因此本文又对其进行了优化提出了
ＡＳ算法．
４．２．１　全局静态贪心算法（ＧｌｏｂａｌＳｔａｔｉｃＧｒｅｅｄｙ）

在ＳＤＩＭ问题的贪心算法中，每次选择加入当
前集合犛′后能激活的节点数目与原来的种子集合犛
能激活的节点数目相差最小的那个节点作为替补节
点．由于犛是提前给定的，且本文在对犚（犛）的模拟
过程中使用了静态化方法，可认为犚（犛）是固定的，
所以可以将每次加入犛′后能激活节点数目最多的
那个节点作为替补节点．在算法１中，１～４步是初
始化及生成狉个快照图的过程，５～１４步为选取替
补节点的过程．当要选择一个替补节点时，需要将当
前所有候选节点狏∈犆＼（犛∪犛′）依次加入到当前种
子节点集犛′中，并计算它在狉个快照图上能影响的
节点个数的总和犃犱犱狏（７～９），最后将在狉个快照图
上影响节点数目的平均值犃犱犱狏／狉最大的节点加入
犛′（１２）．

算法１．　全局静态贪心算法（ＧＳＧ）．
输入：有向图犌＝（犞，犈，犘），含有犽个种子节点的集合

犛，未激活种子节点数目狋，含有犽－狋个能激活的
种子节点集合犛１，候选节点集合犆，快照图数目狉

输出：含有犽个节点的新种子节点集合犛′
１．Ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ犛′＝犛１
２．ＦＯＲ犻＝１ｔｏ狉ｄｏ
３．对犌中的每一条边（狌，狏）以狆狌，狏的概率保留生成

犌′＝（犞′，犈′）
４．ＥＮＤＦＯＲ
５．ＦＯＲ犻＝１ｔｏ狋ｄｏ
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６．Ｓｅｔ犃犱犱狏＝０ｆｏｒａｌｌ狏∈犆＼（犛∪犛′）
／／犃犱犱狏是在狉个快照图上｛犛′∪狏｝的影响力总和

７．ＦＯＲ犼＝１ｔｏ狉ｄｏ
８． ＦＯＲａｌｌ狏∈犆＼（犛∪犛′）ｄｏ
９． 犃犱犱狏＝犃犱犱狏＋｜犅犉犛（犌′犼，｛犛′∪狏｝）｜

／／ＢＦＳ表示宽度优先搜索
１０．ＥＮＤＦＯＲ
１１．ＥＮＤＦＯＲ
１２．犛′＝犛′∪｛ａｒｇｍａｘ

狏∈犆＼（犛∪犛′）
｛犃犱犱狏／狉｝｝

１３．ＥＮＤＦＯＲ
１４．ＲＥＴＵＲＮ犛′

４．２．２　预选式贪心算法（ＧｒｅｅｄｙＩｎＡｄｖａｎｃｅ）
在选取种子节点的时候，提前考虑部分种子节

点不能被激活的情况，多选一部分节点作为替补．这
是在应用中较为实际的一种做法，可以防止选出的
替补节点中仍存在无法激活的节点．在本文中，假设
要选取的种子节点的个数为犽，则用ＩＭ问题中常用
的贪心算法选取犽＋狋′个节点，狋′狋，并按选取的顺
序排列，前犽个节点为种子节点．当狋个种子节点不
能激活时，则选取犽＋１到犽＋狋的节点作为替补节
点．若替补节点中仍有节点无法激活，则继续依次向
后选取．

图１　节点影响力的重叠

在ＩＭ问题中，用贪心算法选择种子节点集合
犛时，每次选择将增加影响力最多的节点加入犛．假
设图１中ＩＭ贪心算法的选择序列犇为１、２、３、４、
５．若要选择两个种子节点，则犛＝｛１，２｝．此时在剩
下的节点中，节点３、４、５加入犛能增加的影响力分
别为７、５、４，节点３加入犛中增加影响力的能力要

优于网络中的其他节点．当犛中有节点未能激活
时，网络中的其他节点加入犛能增加的影响力可能
会有不同程度的增加．例如，当种子节点２不能激活
时，节点３加入犛能增加的影响力由７变为８．此
时，除非有其他节点与不能激活的种子节点有大量
的影响力重叠使得该节点的影响范围大幅度增加，
使其加入犛能增加的影响力超过了节点３加入犛
能增加的影响力，否则节点３仍是增加影响力最多
的节点．

与ＧＳＧ相比ＧＩＡ的优势是，当新选出的替补
节点，例如节点３，仍无法激活时，ＧＩＡ可以根据序
列犇中的顺序直接将４选为替补节点尝试激活，而
ＧＳＧ却要重新运行选取替补节点．

算法２．　预选式贪心算法（ＧＩＡ）．
输入：按ＩＭ贪心算法选择顺序排列的、含有犽＋狋′个节

点的序列犇，狋′狋，其中前犽个节点组成种子节
点集合犛，未激活种子节点数目狋，含有犽－狋个能
激活的种子节点集合犛１

输出：含有犽个节点的新种子节点集合犛′
１．Ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ犛′＝犛１
２．ＦＯＲ犻＝１ｔｏ狋ｄｏ
３．犛′＝犛′∪犇犽＋犻
／／犇犽＋犻是序列犇中第犽＋犻个节点

４．ＥＮＤＦＯＲ
５．ＲＥＴＵＲＮ犛′

４．２．３　全静态算法（ＡｌｌＳｔａｔｉｃ）
贪心算法效率低的原因是，每选择一个节点，都

要进行大量的模拟以估算将该节点加入种子节点集
后能增加的影响力，影响力指从该节点出发能到达
的节点个数．进行大量模拟的原因是新加入的节点
可能与已选出的种子节点的影响范围有重叠．例如
在图１中，假设｛１，２｝是已选出的能激活的种子节
点．当考虑将３加入时，３与｛１，２｝的影响范围有重
叠部分———节点２０，所以要重新计算将３加入后
｛１，２，３｝的影响力，进而判定节点３是否是增加影响
力最多的节点．

在文献［２３，６］等以前的贪心算法以及ＧＳＧ算
法中，每选一个种子节点或替补节点都要将所有候
选节点狏依次加入犛′中求影响力值，选择加入后影
响力最大的那个节点作为种子节点或替补节点．因
此选择狋个节点就需要在所有快照图上对｜犛′｜＋犮
个节点搜索狋次．为了避免这种重复搜索，提高效
率，在算法３中，我们利用快照图的静态优势，提前
记录犛′和各个候选节点狏在每个子图犌′上能影响
的节点集合犆狅狏犲狉犛′，犆狅狏犲狉狏（２～８），然后求这两个
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集合的并集就可得到将狏加入犛′后的覆盖范围
（１３）．这样只需对每个候选节点及犛′的影响范围搜
索一次，可大量减少算法的运行时间，且候选节点数
量有限，无需大量的存储空间．

算法３．　全静态算法（ＡＳ）．
输入：有向图犌＝（犞，犈，犘），含有犽个种子节点的集合

犛，未激活种子节点数目狋，含有犽－狋个能激活的
种子节点集合犛１，候选节点集合犆，快照图数目狉

输出：含有犽个节点的新种子节点集合犛′
１．Ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ犛′＝犛１
２．ＦＯＲ犼＝１ｔｏ狉ｄｏ
３．对犌中的每一条边（狌，狏）以狆狌，狏的概率保留生成犌′犼
４．犆狅狏犲狉（犌′犼，犛′）＝犅犉犛（犌′犼，犛′）

／／犆狅狏犲狉（犌′犼，犛′）为在犌′犼中从犛′出发能到达的节
点集合

／／ＢＦＳ表示宽度优先搜索
５．ＦＯＲａｌｌ狏∈犆＼（犛∪犛′）
６． 犆狅狏犲狉（犌′犼，狏）＝犅犉犛（犌′犼，狏）
７．ＥＮＤＦＯＲ
８．ＥＮＤＦＯＲ
９．ＦＯＲ犻＝１ｔｏ狋
１０．Ｓｅｔ犃犱犱狏＝０ｆｏｒａｌｌ狏∈犆＼（犛∪犛′）

／／犃犱犱狏是在狉个快照图上｛犛′∪狏｝的影响力总和
１１．ＦＯＲａｌｌ狏∈犆＼（犛∪犛′）
１２．ＦＯＲ犼＝１ｔｏ狉
１３． 犃犱犱狏＝犃犱犱狏＋｜犆狅狏犲狉（犌′犼，犛′）∪犆狅狏犲狉（犌′犼，狏）｜
１４．ＥＮＤＦＯＲ
１５．ＥＮＤＦＯＲ
１６．犐狀犳＿犕犪狓＿狏＝ａｒｇｍａｘ

狏∈犆＼（犛∪犛′）
犃犱犱狏

１７．犛′＝犛′∪｛犐狀犳＿犕犪狓＿狏｝
１８．ＦＯＲ犼＝１ｔｏ狉
１９．犆狅狏犲狉（犌′犼，犛′）＝犆狅狏犲狉（犌′犼，犛′）∪犆狅狏犲狉（犌′犼，犐狀犳＿犕犪狓＿狏）
２０．ＥＮＤＦＯＲ
２１．ＥＮＤＦＯＲ
２２．ＲＥＴＵＲＮ犛′

４．２．４　算法复杂性分析
该节主要对算法１和算法３进行复杂性分析，

算法２与算法１复杂度在同一数量级上．算法１包
含两部分：生成狉个快照图和在快照图上寻找替补
节点．生成狉个快照图的时间复杂度为犗（狉犿），犿
为犌中边的数量．在替补节点选择部分，算法１要在狉
个子图上对犮＋犽－狋个节点搜索狋次，所以算法１的
时间复杂度为犗（狉犿）＋Ο（（犮＋犽－狋）狉狋犿′），犿′为快
照图犌′边数的平均值，犮为候选节点的个数．算法１
每次只需读取一个快照图进行搜索，空间复杂度为
为犗（狀＋犿）．算法３也需生成狉个快照图，但只需在
狉个快照图上对犮＋犽－狋个节点搜索一次并存储搜

索结果．因此算法３的时间复杂度为犗（狉犿）＋
犗（（犮＋犽－狋）狉犿′），空间复杂度为犗（狀＋犿）＋犗（（犮＋
犽－狋）犾），犾为候选节点或种子节点在一个快照图上
能到达的边数的平均值．

５　实　验
５１　实验设置

本文在两个真实数据集上进行了实验．数据集１
为腾讯微博数据，从ＫＤＤＣＵＰ２０１２数据集①中抽取
获得，其中节点为微博中的用户，有向边代表用户之间
的关注关系，该数据集包含６３２２个节点和１４８０４４条
边，还包括一些其他信息，如行为信息、用户属性等．
数据集２为Ｅｐｉｎｉｏｎｓ信任网络②，节点代表网站
会员，狌到狏的有向边代表狌信任狏，该数据集包含
４９２８７个节点和４８７１８２条边．

独立级联模型中的参数狆狌，狏要提前给出，这个
概率过大会使影响力传播对算法不敏感，过小则导
致传播效果不明显，因此这个概率一般不超过
０．１［５］，常见做法是直接设为０．０１．在微博数据集
中，在设置激活概率时我们将边的权重狑狌，狏考虑了
进去，即狆狌，狏＝狑狌，狏×λ，λ为全局传播概率．边的权
重表示节点之间关系的强度，当节点狏与节点狌之
间的关系更紧密时，狏更易受到狌的影响，所以这样
设置可以提高模型的合理性．边的权重包括了三部
分内容：两个节点之间的内容相似性（共同关键词的
比例）、行为亲密度（狌对狏评论、转发所占比例）、共
同粉丝数量．我们将所有边的权重狑狌，狏规约到０～１
之间．为使激活概率在一个合理的范围内，在微博数
据集中我们将λ设置为０．１，因此整个网络的传播
概率狆狌，狏在０～０．１之间．在Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集中，激
活概率均设为狆狌，狏＝λ＝０．０１．

在实验中我们将求节点影响力值的模拟次数设
为２００００次，算法中快照图个数狉＝１００．犛是由文
献［６］中提出的ＳｔａｔｉｃＧｒｅｅｄｙＣＥＬＦ算法获得，且在
ＧＩＡ中也用该算法预选取替补节点．不能激活的种
子节点集合犛２则是从犛中随机选出的．

本文比较了５种替补节点的选择策略，由于
ＧＳＧ算法运行时间过长，在实验中我们对ＧＳＧ进
行了ＣＥＬＦ优化，称优化算法为ＧＳＧＣＥＬＦ．除了
带ＣＥＬＦ优化的全局静态贪心算法（ＧＳＧＣＥＬＦ）、
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预选式贪心算法（ＧＩＡ）和全静态算法（ＡＳ）外，还有
Ｄｅｇｒｅｅ、Ｒａｎｄｏｍ算法参与了比较．Ｄｅｇｒｅｅ是一种基
于节点度的启发式算法，只考虑候选节点的邻居节
点数量，即按照每个候选节点在一步之内能到达的
节点个数排序，选择前狋个节点作为替补节点．Ｒａｎ
ｄｏｍ方法则是从候选节点中随机选取狋个节点作为
替补节点．
５２　实验结果
５．２．１　保留候选节点度的取值犱不同对各算法挖

掘出的替补节点的影响
为了验证两个数据集的无尺度特性，我们对两

个数据集的度分布进行了分析．在图２、图３中，横
坐标代表节点的度，纵坐标代表该度值所对应的节
点个数与总节点个数的比值，以ｌｏｇ的形式表示．从
图２、图３可以看出，两个数据集的节点的度均服从
幂律分布，即少量节点的度很大，大部分节点的度都
很小．据此我们可以根据节点的度对节点进行过滤，
只保留度较大的节点作为候选节点．

图２　Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集节点的度分布

图３　微博数据集节点的度分布

为了评估保留度值不同的候选节点集对各个算
法选出的替补节点的影响力及运行时间的影响，我
们按节点的度过滤保留了不同规模的候选节点集，
再从候选节点集中运行不同算法选取替补节点，与
能激活种子节点组成新的种子节点集犛′．在图４～
图７中，横坐标犱代表节点度的取值，即保留度值大
于等于犱的节点作为候选节点．随着保留候选节点
度的增大，保留的候选节点个数会减少．图４中横坐
标对应的候选节点个数分别为３７０１，２０１２，１３３２，
９５０，７０２，５４１，４３５，３６３，图５中横坐标对应的候选节
点个数为１０８９，８２７，６６６，５５５，４６９，４２４，３７８，３４３．
图４、图５的纵坐标表示不同算法获得的新种子节
点集合犛′的影响力值，图６、图７的纵坐标表示算
法的运行时间．在图４、图５中，犚（犛）为原来种子节
点集犛的影响力值．由于犛′中部分节点为犛中的可

图４　Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集中不同算法获得的犛′的影响力随
候选节点度的取值犱变化的情况（犽＝２０，狋＝１０，
λ＝０．０１）

图５　微博数据集中不同算法获得的犛′的影响力随候选
节点度的取值犱变化的情况（犽＝２０，狋＝１０，λ＝０．１）

图６　Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集中不同算法获得犛′的运行时间随
候选节点度的取值犱变化的情况（犽＝２０，狋＝１０，
λ＝０．０１）
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图７　微博数据集中不同算法获得犛′的运行时间随候选
节点度的取值犱变化的情况（犽＝２０，狋＝１０，λ＝０．１）

激活种子节点，为了尽量排除这部分种子节点的影
响能力不同对犛′的结果造成的影响，我们保留了犛
中影响力排前１０的节点作为可激活节点，各算法获
得犛′的影响力值越接近犚（犛）越好．

候选节点度的取值犱越大，候选节点集包含越
少的节点，理论上选出的种子节点效果也应越差，即
犚（犛）越小．但从图４、图５中可以看出，犚（犛）并没有
随候选节点的减少而呈下降趋势，只是出现了轻微
的波动．这是由于绝大部分种子节点出自度较高的
节点集合，去掉度较小的节点不会对种子节点的选
择造成影响，所以没有出现下降．另外，由于无法精
确计算各节点的影响力值，只能通过大量的蒙特卡
洛模拟来估算，而模拟存在一定的不确定性，所以，
同一节点在不同次的模拟中可能出现不同的影响力
值．这种不确定性不仅会影响节点影响力的模拟结
果，还会影响种子节点的选择．例如一个节点在从候
选节点集犆１选择种子节点的过程中模拟出的效果
很好而被选为种子节点，而在从另一个候选节点集
犆２的选择中模拟出的效果不好而没有被选为种子
节点，被另一个节点代替．尽管增加模拟的次数可大
大降低这种不确定性，但仍不能完全消除，所以会出
现波动．在图４、图５中，各个算法挖掘出的含有替
补节点的犛′的影响力也没有随候选节点个数的减
少而发生下降．各算法挖掘出的犛′也存在波动现
象，一是由于犛′中包含犛中的部分节点，受犛波动
的影响犛′也会出现波动，从图中可以看出各算法结
果的波动情况与犚（犛）的波动情况有一定的相似性．
二是替补节点选择的过程也受到节点影响力模拟的
不确定性影响，但各算法出现的波动都比较轻微．
图４中候选节点度的取值由２５增加为２００，保留的
候选节点个数由３７０１降低到３６３，各算法（Ｒａｎｄｏｍ
除外）从这两个候选集中选取的替补节点的效果
差值基本都在１０之内．这其中ＧＳＧＣＥＬＦ、ＧＩＡ和
ＳＣ的结果重叠在一起，都比较接近原始种子节点集

的结果．作为对照的Ｄｅｇｒｅｅ和Ｒａｎｄｏｍ效果要差于
本文提出的３种方法，Ｄｅｇｒｅｅ要好于Ｒａｎｄｏｍ．Ｄｅｇｒｅｅ
方法选择网络中除犛中的节点外度最大的狋个节
点，因此它不受候选节点度值变化的影响，它的影响
力变化是由保留的可激活种子节点不同和模拟结果
不同造成的，影响力变化的幅度也是最小的，不超过
５个节点．Ｒａｎｄｏｍ算法波动幅度最大，因为随着保
留的候选节点的度变大，Ｒａｎｄｏｍ方法可能会从候
选节点集中选出度更大的替补节点，效果会更好．

在运行时间上，从图６、图７可以看出，ＧＩＡ、ＡＳ、
ＧＳＧＣＥＬＦ算法的运行时间都会随着候选节点数
目的减少而减少．其中ＧＩＡ、ＧＳＧＣＥＬＦ在一个数
量级上，都需要较长的运行时间，且运行时间下降得
十分明显；相比之下ＡＳ算法的运行时间就要少的
多．实验说明根据节点的度对节点进行过滤的方法能
有效地降低运算时间，尤其是对ＧＳＧＣＥＬＦ、ＧＩＡ
这类较耗时的贪心算法来说．

根据节点的度对节点过滤的方法有很强的应用
价值，由于网络用户数量巨大，企业在进行产品推广
时可以直接从有一定知名度的网络用户中选择种子
节点或者替补节点，而不必从全部网络用户中寻找，
可以省去大量的计算时间，且不会影响产品的传播
效果．
５．２．２　未激活种子节点占种子节点总数的比值狋／犽

不同对各算法挖掘出的替补节点的影响
为了评估不同比例的未激活种子节点对不同

算法的效果及运行时间的影响，我们在含有２０和
５０个种子节点的集合中分别随机选择不同比例的
未激活种子节点，然后利用各个算法寻找对应数目
的替补节点．在图８～图１１中，图中横坐标为未激活
种子节点占种子节点总数的比值，即狋／犽，图８、图９
的纵坐标为算法选出的含替补节点的新种子节点集
犛′的影响力值，犚（犛）为原始种子节点集犛的影响力
值，各算法选出的犛′的影响力越接近犚（犛），说明选择
的替补节点效果越好．在图８和图９中，我们还分别
使用各自的种子节点集多次求犚（犛），用来验证影响
力模拟是否会对各算法结果造成严重干扰．图１０、
图１１的纵坐标代表各算法选择替补节点的运行时间．

在图８、图９中，因为分别对各自的同一组种子
节点犛模拟了多次，所以犚（犛）出现波动完全是由
影响力模拟造成的，从图中可以看出波动非常轻微，
说明充分大的模拟次数（２００００次）可以使模拟结果
保持相对稳定，不会对各算法的结果造成太大的干
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图８　Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集中不同算法获得的犛′的影响力随
未激活种子节点所占比例狋／犽变化的情况（犽＝２０，
λ＝０．０１，｜犮｜＝９５０）

图９　Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集中不同算法获得的犛′的影响力随未
激活种子节点所占比例狋／犽变化的情况（犽＝５０，λ＝
０．０１，｜犮｜＝９５０）

图１０　Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集中不同算法的运行时间随未激活
种子节点所占比例狋／犽变化的情况（犽＝２０，λ＝
０．０１，｜犮｜＝９５０）

图１１　Ｅｐｉｎｉｏｎｓ数据集中不同算法的运行时间随未激活
种子节点所占比例狋／犽变化的情况（犽＝５０，λ＝
０．０１，｜犮｜＝９５０）

扰．随着未激活种子节点所占比例的上升，各算法与
原始种子节点集传播效果之间的差距都会增大．原
始种子节点集是网络中可以产生最优传播效果的一
个节点组合，替补节点可以弥补因部分种子节点不
能激活导致的传播效果方面的损失，但一般情况下
不能与原始种子节点相媲美，所以未激活种子节点越
多，新种子节点集犛′中含有的替补节点越多，与犚（犛）

差距越大．在各算法中，Ｒａｎｄｏｍ效果最差，Ｄｅｇｒｅｅ
次之，Ｒａｎｄｏｍ和Ｄｅｇｒｅｅ与ＧＳＧＣＥＬＦ等算法的
差距十分明显．ＧＳＧＣＥＬＦ、ＧＩＡ和ＡＳ三者重叠在
一起．理论上ＧＩＡ效果应比ＧＳＧＣＥＬＦ、ＡＳ差，但
实验结果显示并非如此．经过分析我们认为造成这
种现象的原因是：网络规模大，网络的传播概率很
小，各个节点的影响力范围有限，节点之间影响力
重叠情况不严重；有着相似影响力的节点较多，节
点之间的可替代性强．在图８中，当狋／犽＝０．９５时，
２０个种子节点中有１９个种子节点被替换，贪心算法
ＧＳＧＣＥＬＦ选出的节点集的影响力由原始种子节
点集的８０４．８降至７３５．６，每替换一个节点只带来
平均３．６个节点的影响力损失，可说明有影响力节
点之间的可替代性强．Ｄｅｇｒｅｅ算法完全没有考虑节
点之间影响力的重叠，当狋／犽＝０．９５时，Ｄｅｇｒｅｅ比
ＧＳＧＣＥＬＦ、ＡＳ等算法效果下降了５％左右，Ｄｅｇｒｅｅ
算法的表现也比理论上要好，说明节点间影响力的
重叠较少．由于只保留了度较大的节点作为候选节
点，Ｒａｎｄｏｍ方法也有很好的表现，但效果仍比
ＧＳＧ、ＧＩＡ等算法差了１０％～２０％．

图１０、图１１展示了不同算法的运行时间．由于
ＧＩＡ是在选择种子节点的同时选择替补节点，所以
默认它的运行时间不变．ＧＳＧＣＥＬＦ和ＧＩＡ的运
行时间在同一数量级上．ＧＳＧＣＥＬＦ的运行时间随
狋／犽的上升而上升，由于进行了ＣＥＬＦ优化，上升幅
度不大．ＡＳ运行时间只需ＧＳＧＣＥＬＦ、ＧＩＡ的
１０％～５０％，在近５００００节点规模的网络中寻找
４０个替补节点只需６ｍｉｎ，而ＧＳＧＣＥＬＦ算法需要
３９ｍｉｎ．Ｒａｎｄｏｍ和Ｄｅｇｒｅｅ的运行时间很少，但是效
果比ＧＳＧＣＥＬＦ、ＡＳ等下降了５％～２０％不等．对于
营销问题来说，提高５％～２０％的影响力就能增加
５％～２０％的客户，有很大的社会和经济效益．且在
实际传播过程中，网络规模更大，传播概率可能要远
大于实验设置值，所以尽管ＧＳＧＣＥＬＦ、ＧＩＡ、ＡＳ
算法耗时长一些，但更有应用价值．这其中ＡＳ算法
实用性最强，既可取得不逊于ＧＳＧＣＥＬＦ、ＧＩＡ的
效果，运行时间却少得多．
５．２．３　全局传播概率λ不同对各算法挖掘出的替

补节点的影响
为了评估不同的全局传播概率对不同算法的运

行结果及运行时间的影响，我们在不同的λ取值下
寻找替补节点．图１２、图１３的横坐标均为微博数据
集中全局传播概率λ的取值，图１２的纵坐标为算法
选出的含替补节点的新种子节点集的影响力，图１３
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的纵坐标为算法的运行时间．从图１２可以看出，
ＧＳＧＣＥＬＦ、ＧＩＡ、ＡＳ的运行结果依旧重叠在一
起，均随λ的增大而增大，且都非常接近原始种子节
点集的影响力犚（犛）．这说明随着激活概率的增加，
文中提出的方法仍可以有效地弥补因部分种子节点
无法激活带来的损失．图１３展示了各算法的运行时
间随λ变化的情况．随着λ的增加，ＧＳＧＣＥＬＦ、
ＧＩＡ所需运行时间均大幅度增加，其中ＧＩＡ变化幅
度最大，当λ＝０．１时，用ＧＩＡ寻找１０个替补节点
只需运行几分钟，当λ＝０．５５时，ＧＩＡ需运行１．２ｈ．
由于对ＧＳＧ进行了ＣＥＬＦ优化，ＧＳＧ变化幅度较
小，但传播概率较大时仍需要很长的运行时间，与
ＧＩＡ在同一数量级，而ＡＳ的运行时间只需ＧＳＧ
ＣＥＬＦ的一半甚至更低．Ｄｅｇｒｅｅ、Ｒａｎｄｏｍ拥有良好的
时间性能，不受λ变化的影响，但Ｄｅｇｒｅｅ和Ｒａｎｄｏｍ
选出的替补节点的影响力稍差．

图１２　微博数据集中不同算法获得的犛′的影响力随全局
激活概率λ变化的情况（犽＝２０，狋＝１０，｜犮｜＝６６６）

图１３　微博数据集中不同算法的运行时间随全局激活概
率λ变化的情况（犽＝２０，狋＝１０，｜犮｜＝６６６）

６　总　结
本文介绍并定义了在影响力最大化问题中，当

部分种子节点无法激活时，如何从全局社会网络中
寻找替补节点，减少因种子节点无法激活带来损失

的问题．通过对问题进行分析，我们提出了解决方
法：首先对网络中的节点进行过滤，保留度较大的节
点作为候选节点；然后提出了ＧＳＧ、ＧＩＡ和ＡＳ这
３种算法分别从候选节点中选择替补节点．在两个
真实数据集上的实验表明：（１）根据节点的度对节
点过滤的方法不会影响算法的效果且可以有效地减
少运行时间；（２）提出的３种算法选出的替补节点
均可以很好地代替未激活的种子节点．这其中，ＧＳＧ
算法有良好的精度保证；ＧＩＡ算法有很好的鲁棒
性；ＡＳ是对ＧＳＧ的改进，运行时间只需ＧＳＧ的１／狉
而不影响所选替补节点的效果，具有很强的实用性．

在未来的工作中，我们将从问题实用性的角度
出发，为每个节点赋予一个激活费用值．当有种子节
点不能激活时，考虑如何在预算固定的情况下选择
更合适数目的替补节点使产品传播地更广泛．
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ｓｔｕｄｙｔｈｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎ，ｓｐｒｅａｄｉｎｇａｎｄｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆｔｈｅｓｏｃｉａｌ

５８６３期 马　茜等：在影响力最大化问题中寻找种子节点的替补节点



ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ．Ａｍｏｎｇｔｈｅｍｉｎｆｌｕｅｎｃｅｍａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｈａｓ
ｂｅｅｎｓｔｕｄｉｅｄｅｘｔｅｎｓｉｖｅｌｙｉｎｒｅｃｅｎｔｙｅａｒｓ．Ａｄｖｅｒｔｉｓｅｒｓｃｏｎｖｉｎｃｅ
ｓｏｍｅｉｎｆｌｕｅｎｔｉａｌｐｅｏｐｌｅ，ｃａｌｌｅｄｓｅｅｄｓｉｎｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍ，ａｎｄ
ｃｒｅａｔｅｗｏｒｄｏｆｍｏｕｔｈａｄｖｅｒｔｉｓｉｎｇｆｏｒｔｈｅｐｒｏｄｕｃｔ．Ａｓｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｉｓＮＰｈａｒｄ，ｍｏｓｔｗｏｒｋｓａｒｅｄｅｄｉｃａｔｅｄｔｏｐｒｏｐｏｓｉｎｇ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｔｏｆｉｎｄｔｈｅｓｅｅｄｓｗｈｉｃｈｃａｎｔｒｉｇｇｅｒａｌａｒｇｅ
ｃａｓｃａｄｅｏｆａｄｏｐｔｉｏｎ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｍｏｓｔｏｆｔｈｅｗｏｒｋｓｉｇｎｏｒｅｔｈｅ
ｆａｃｔｔｈａｔｎｏｔａｌｌｔｈｅｓｅｅｄｓｃａｎｂｅｃｏｎｖｉｎｃｅｄ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅ
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