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收稿日期：２０２００８１５；在线发布日期：２０２０１２３１．本课题得到国家自然科学基金（６１７７３１０３，６１７０２３１７）资助．马连博，博士，教授，中国计
算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为进化计算、机器学习、工业系统优化．Ｅｍａｉｌ：ｍａｌｂ＠ｓｗｃ．ｎｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．常凤荣（通信作者），硕士研
究生，主要研究方向为进化计算和智能优化算法．Ｅｍａｉｌ：１７３８９１９９３６＠ｑｑ．ｃｏｍ．张桓熙，本科生，主要研究方向为智能优化算法．王兴伟，
博士，教授，国家杰出青年科学基金获得者，主要研究领域为计算机网络与机器学习．黄　敏，博士，教授，国家杰出青年科学基金获得
者，长江学者，主要研究领域为调度优化、物流仿真等．郝　飞，博士，副教授，主要研究方向为社交计算、普适计算、大数据分析和处理．

基于形式概念分析的大规模全局协同进化优化算法
马连博１）　常凤荣１）　张桓熙１）　王兴伟２）　黄　敏３）　郝　飞４）

１）（东北大学软件学院　沈阳　１１０８１９）
２）（东北大学计算机科学与工程学院　沈阳　１１０８１９）
３）（东北大学信息科学与工程学院　沈阳　１１０８１９）
４）（陕西师范大学计算机科学学院　西安　７１００６２）

摘　要　随着复杂网络及大数据技术的发展，大规模全局优化方法已成为复杂工程系统的重要支撑技术．解决大
规模全局优化问题的关键在于如何识别决策变量之间的相互依赖关系并根据这些依赖关系进行有效的变量分组．
针对该问题，本文提出了一种基于形式概念分析的大规模全局协同进化优化算法，首次将数据分析领域的形式概
念分析思想引入决策变量依赖关系分析和自适应分组过程中，进而处理大规模全局优化问题．该算法基于协同进
化框架，利用形式概念分析的外延与内涵结构特征，将决策变量转换为形式概念文本，通过文本向量矩阵运算进行
决策变量的自适应分组，使其满足高内聚低耦合原则．最后，该算法在大规模（１０００维）ＣＥＣ２０１３测试集上进行了
性能对比实验．实验结果表明，该算法在１１个测试问题上（总计１５个测试问题）获得了最好的解精度，同时求解的
收敛性达到最优．

关键词　形式概念分析；协同进化；进化计算；优化算法；大规模全局优化
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ｔｈｅｅｘｔｅｎｔａｎｄｉｎｔｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｆｏｒｍａｌｃｏｎｃｅｐｔａｎａｌｙｓｉｓｔｏｃｏｎｖｅｒｔｄｅｃｉｓｉｏｎ
ｖａｒｉａｂｌｅｓｉｎｔｏｆｏｒｍａｌｃｏｎｔｅｘｔｓ，ａｎｄｒｅａｌｉｚｅｓａｄａｐｔｉｖｅｇｒｏｕｐｉｎｇｏｆｄｅｃｉｓｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅｓｔｈｒｏｕｇｈｔｅｘｔ
ｖｅｃｔｏｒｍａｔｒｉｘｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎｇｒｅｓｕｌｔｍｅｅｔｓｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｈｉｇｈｃｏｈｅｓｉｏｎａｎｄｌｏｗ
ｃｏｕｐｌｉｎｇ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｗａｓｃｏｎｄｕｃｔｅｄｏｎｔｈｅｌａｒｇｅ
ｓｃａｌｅ（１０００ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ）ＣＥＣ２０１３ｂｅｎｃｈｍａｒｋｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍａｃｈｉｅｖｅｓｔｈｅｂｅｓｔｓｏｌｕｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙｏｎ１１ｔｅｓｔｐｒｏｂｌｅｍｓ（ａｔｏｔａｌｏｆ１５ｔｅｓｔｐｒｏｂｌｅｍｓ），
ａｎｄｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｏｐｔｉｍａｌ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｆｏｒｍａｌｃｏｎｃｅｐｔｓａｎａｌｙｓｉｓ；ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅｃｏｅｖｏｌｕｔｉｏｎ；ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ；ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｇｌｏｂａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

１　引　言
１１　研究问题

随着工业互联网与大数据等技术的发展，工业
工程系统的规模和复杂性日益增加［１２］，大规模全
局优化（ＬａｒｇｅＳｃａｌｅＧｌｏｂａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＬＳＧＯ）技
术受到了广泛关注．ＬＳＧＯ是复杂工程优化系统的
重要组成部分，一般采用进化算法（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＥＡ）作为搜索引擎，在复杂高维空间中
寻找全局最优解．然而，随着工程问题中决策变量的
增加以及变量之间相互耦合关系的复杂化，ＥＡ算

法难以处理，甚至无法处理这些问题．该情况也称为
维度灾难问题［３４］：首先，目标问题的搜索空间随着
决策变量数量的增长而呈指数级扩大，导致优化过
程的局部最优解不断增加；其次，变量之间的耦合
（或交互）关系更加复杂，难以使用已有ＥＡ进行降
维优化．ＥＡ是基于自然生物进化机制的启发式搜
索算法，无需目标问题的梯度信息，具有较好的鲁棒
性，适合求解复杂ＮＰ难问题［５］．对于中小规模的优
化问题，ＥＡ算法已在各类工业应用系统中取得了
优异的性能表现，能够有效处理各种非线性、强耦
合、混合变量等复杂优化场景［５６］．然而，当目标问题
的决策变量规模超过一定数量级（例如１０００维）时，
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常规ＥＡ算法（通常指针对维数小于１００的问题而
开发的算法［７８］）由于搜索能力有限，即使采用改进
的全局优化算子策略，在解的质量和收敛效率方面
也难以获得满意的效果［９１２］．因此，如何设计高效的
大规模全局ＥＡ优化方法是大数据环境下的复杂工
程系统需要解决的一个迫切问题．
１２　研究现状

目前处理ＬＳＧＯ问题的一个主要思路为采用
分组策略将高维优化问题转化为低维的子问题来求
解．该方法是基于生物群体的社会分工协作机制，利
用分治思想，对决策变量进行分组降维处理．其中，
协同进化（ＣｏｏｐｅｒａｔｉｖｅＣｏｅｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＣＣ）是一种有
效的分组降维处理框架［１３］．主要原理为：根据变量
间的耦合依赖关系，将原始的高维问题转化为若干
个低维的子问题，并对每个子问题分别求解，最后将
各个局部最优解组合成全局最优解．该方法在各种
ＬＳＧＯ问题中取得了较好的求解性能．相对于常规
的ＥＡ算法结构来说，ＣＣ框架具有更强的解决大规
模复杂工程问题的能力．因此本文主要基于ＣＣ框
架，设计新型的分组策略与协同进化处理机制．

传统ＣＣ框架处理ＬＳＧＯ问题的主要步骤如下：
（１）将一个高维决策向量分解为狀个子分量

（子组）；
（２）采用合适的进化优化策略对各子分量进行

优化；
（３）集成所有子组的最优解，形成最终的可行解．
对于可分离的ＬＳＧＯ问题，决策变量可以被分

解为若干个不相交的子分量［２］．每个子分量代表一
个独立的子问题，各子问题的优化过程互不影响．然
而，很多实际ＬＳＧＯ问题是不可分离的［３］，即所有
决策变量之间都存在一定的耦合依赖关系，而无法
根据依赖关系进行分组．对这种问题，很难采用传统
分组方法进行降维处理，需要设计新的分组策略与
协同进化机制．

目前为止，基于不同的分组学习策略，学者提出
了一系列改进的ＣＣ算法［１，１４１５］．例如，ＤＥＣＣＧ［１４］
采用随机分组策略，协同优化相互依赖的变量．然
而，随着决策空间的扩大，该算法会面临一个问题：
相互作用的变量被分入同一组的概率大大降低，而
不具有相互依赖关系的变量放入同一组的概率却有
所提高．实验结果表明［１５］，随机分组策略由于随机
性过大，处理大规模耦合变量时优化效率和求解精
度都较低．为此，有学者将链接学习引入ＣＣ框架
中，提出变量交互学习分组［１６］算法：在优化之前基

于链路学习策略检测变量相关性．该类方法还包括
ＣＣＶＩＬ［１６］、Ｄｅｌｔａ学习［１７］、差分分组［１８］、全局差分分
组［１９］和差分分组ＩＩ［２０］等．实验结果表明，与随机分
组相比，链接学习方法可获得明显的性能改进［２１］，
特别是在可分离的ＬＳＧＯ问题上求解结果较好．然
而，该算法不能高效地处理不可分离的ＬＳＧＯ问
题［２１２２］．

为了解决上述问题，学者们提出了基于贡献的
协同进化（ＣＢＣＣ）［２３］方法及其改进算法，例如
ＣＣＦＲ算法［２４］、ｄＣＣ算法［２５］．该类算法的主要思想
为先评估各个子组对全局适应度的贡献度，进而根
据该贡献度来分配子种群的计算资源．然而，子组贡
献值会在进化过程中逐渐累积，导致某些贡献值过
小的子种群无法获得计算资源而进化停滞，陷入局
部最优或早熟收敛．此外，学者还提出了基于阈值的
分组策略：通过预先设置子组的相关阈值对变量
分组．例如ＲＤＧ［２６］、ＲＤＧ３［２７］算法和ＤＧＳＣ［２８］算
法．ＲＤＧ３通过设置阈值规定子组的大小来解决重
叠的ＬＳＧＯ问题．ＤＧＳＣ算法预先设定子组的数量，
利用聚类对决策变量进行分组，可以避免分组不均
匀问题，节省计算空间．但该类算法忽略了变量之间
的耦合依赖关系，容易将密切依赖的变量划分至不
同子组，难以达到理想的优化效果．

总体来说，ＣＣ框架是处理ＬＳＧＯ问题的有效
方法：可以将任何决策变量通过特定的分组方法静
态地或动态地分配到不同的子组中，将复杂问题分
解为简单子问题．在分组过程中，每个子组代表一个
独立的子问题，各子问题的优化过程互不影响，最后
结合所有子组的解，形成最终的优化结果．据此，变
量分组策略的设计对最终优化性能有显著影响［１８］．
此外，ＬＳＧＯ问题中大量的决策变量之间存在显式
或隐式的相互依赖关系，增加了分组的难度［２９３４］．因
此，设计合理有效的分组方法是解决ＬＳＧＯ问题的
一个关键点．
１３　研究动机

形式概念分析（ＦｏｒｍａｌＣｏｎｃｅｐｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＦＣＡ）
是一种功能强大的数据分析技术［３５］，最初应用于化
学结构检索，用来揭示有机化学品相似的结构和功
能信息［３６］．随后，ＦＣＡ用于处理社区结构检测与社
交网络分析问题，用来检测并可视化社交网络的社
区结构［３７］，提供清晰的拓扑结构视图［３８３９］．值得注
意的是，社交网络的节点拓扑结构与ＬＳＧＯ问题的
变量关系具有相似性．社交网络中，用户具有一定社
交关系（例如用户有共同的兴趣或相似的资料），这
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些用户节点会进行相互之间的社交互动．此类社区
结构具有如下特点：互动较为密切的节点代表连接
密集的顶点，处于同一个社区；而不同社区顶点之间
的互动较少，连接比较稀疏［４０４２］．这些用户及相互之
间的互动关系可映射为ＬＳＧＯ的变量节点及相互
依赖关系．因此，我们可以利用社区结构检测原则来
处理ＬＳＧＯ问题的分组问题，寻找具有共同属性的
节点集合．

基于以上考虑，我们利用ＦＣＡ技术对ＬＳＧＯ
决策变量进行分组优化，并将其引入ＣＣ框架中，衍
生出一种新的ＬＳＧＯ优化算法．具体地，我们利用
网络拓扑结构表示决策变量之间的不同关系，基于
ＦＣＡ思想将连接密集的决策变量划至同一组，同时
遵循高内聚低耦合原则，保证子组内部具有较高的
相关度而子组间的相关度尽可能低［２８］．
１４　本文贡献

本文的主要思路：将ＬＳＧＯ变量分组问题映射
为复杂网络的结构检测问题；基于ＦＣＡ方法及相关
矩阵运算将具有相同外延和内涵的概念变量（第２
部分详细介绍）作为一个子组处理；将上述分组策略
嵌入ＣＣ框架，形成新的ＬＳＧＯ优化算法．

本文的主要贡献包括：
（１）提出基于ＦＣＡ的大规模变量分组学习方

法（ＦＣＡｂａｓｅｄＧｒｏｕｐｉｎｇ，ＦＣＡＧ）．ＦＣＡＧ主要基
于ＦＣＡ来分析变量之间的依赖关系并进行分组．该
方法能够检测出高维空间中依赖关系较为密切的决
策变量并将其划为一组，使得同一子组的变量具有
较高的相关度而子组之间的相关度尽可能低．

（２）提出了一种改进的ＦＣＡ方法，构建基于对
象对象关系的形式文本概念．概念变量被重新定义
为基础概念和添加概念，并可进行衍生操作，进而提
高优化效率．

该工作的首创性在于：在进化计算领域内，首次
引入ＦＣＡ与网络拓扑相结合的思路处理复杂ＬＳＧＯ
问题．实验结果表明，本文所提出的方法在部分可分
离、重叠以及完全不可分离的ＬＳＧＯ问题上获得了
较好的性能表现．
１５　文章结构

本文的结构如下：第２节介绍ＬＳＧＯ问题，形
式概念分析（ＦＣＡ）以及拓扑结构等背景知识；第３
节阐述改进的形式概念分析、基础概念与添加概念
以及提出的ＦＣＡＧ算法；第４节通过实验验证
ＦＣＡＧ在ＬＳＧＯ测试集上的有效性与优势；第５节
得出结论以及对未来研究的展望．

２　背景知识
２１　犔犛犌犗问题

根据决策变量之间的相互依赖关系，ＬＳＧＯ问
题可以分为可分离的ＬＳＧＯ问题和不可分离的
ＬＳＧＯ问题两类．其中，可分离ＬＳＧＯ问题可定
义［４３］为
ａｒｇｍｉｎ狓 犳（狓）＝（ａｒｇｍｉｎ狓１

犳（狓１，…），…，ａｒｇｍｉｎ狓犿
犳（…，狓犿））

（１）其中，狓＝（狓１，…，狓狀）是一个狀维的决策向量，狓１，…，
狓犿是狓中不存在依赖关系的子向量，并且２犿狀．

在ＬＳＧＯ问题中，任意两个决策变量之间的依赖
关系可以根据两者的差分关系来检测［２１，３０３１］．具体
地，决策变量之间的依赖关系可定义为：

定义１．　显式交互．给定一个函数犳（狓１，…，
狓狀），若存在狓，犪１，犪２，犫１，犫２满足式（２），则认为变量
狓犻和狓犼是显式交互关系：

犳（狓）｜狓犻＝犪２，狓犼＝犫１＜犳（狓）｜狓犻＝犪１，狓犼＝犫１∧
犳（狓）｜狓犻＝犪２，狓犼＝犫２＞犳（狓）｜狓犻＝犪１，狓犼＝犫２ （２）

其中，犳（狓）｜狓犻＝犪２，狓犼＝犫１≡犳（狓１，…，狓犻－１，犪２，…，
狓犼－１，犫１，…，狓狀）．若存在狓，犪１，犪２，犫１和犫２（犪１≠犪２，
犫１≠犫２）使得［犳（狓）｜狓犻＝犪２，狓犼＝犫１，犳（狓）｜狓犻＝犪１，
狓犼＝犫２］与［犳（狓）｜狓犻＝犪１，狓犼＝犫１，犳（狓）｜狓犻＝犪２，
狓犼＝犫２］之间建立了强支配关系［３１，４４］，则狓犻与狓犼显
式交互．

变量被视为顶点，变量之间的显式交互关系被
视为连接顶点的边．接下来，所有变量之间的交互关
系可以用图形表示．当且仅当两个变量在图中彼此
显式交互时，两个变量之间会存在一条边．根据图的
特征，我们可以检测顶点之间是否存在边．因此，我
们可以很容易定义任何两个变量之间的其它交互
关系．

定义２．　隐式交互．给定一个函数犳（狓１，…，狓狀），
若变量狓犻和狓犼没有建立直接的强支配关系，但都
与同一变量建立了强支配关系，则称狓犻与狓犼隐式
交互．

定义３．　独立．给定一个函数犳（狓１，…，狓狀），若
变量狓犻与狓犼既不存在显式交互也不存在隐式交互，
那么称它们为独立关系．

基于以上三个定义，ＬＳＧＯ问题可以进一步划
分为（我们以１０个决策变量为例）：

（１）不可分离问题，即不存在独立的变量，犿＝１，
如图１所示；
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（２）部分可分离问题，即存在部分独立的变量，
１＜犿＜狀，如图２所示；

（３）完全可分离问题，即所有的变量均独立，
犿＝狀，如图３所示．

图１　不可分离ＬＳＧＯ问题示意图

图２　部分可分离ＬＳＧＯ问题示意图

图３　完全可分离ＬＳＧＯ问题示意图

在一个不可分离的ＬＳＧＯ问题中，所有决策变
量之间都有显式或隐式的交互关系，这也会导致一
些特殊情况的发生．例如，完全不可分离的ＬＳＧＯ
问题和重叠的ＬＳＧＯ问题，这两个问题难以归类．
２２　形式概念分析（犉犆犃）

形式概念分析（ＦＣＡ）是起源于哲学概念的一
种数据分析技术．在ＦＣＡ中，一个形式概念由外延
和内涵两部分组成．其中，外延是指属于某一概念
的所有对象的集合，内涵则是外延中所有对象共
同拥有的特征的集合．概括来说，形式概念表示了
域中对象与属性之间的关系［４５］．ＦＣＡ的具体描述
如下：

定义４［４５４６］．　形式文本．形式文本犓被定义为
犓＝（犌，犕，犐），其中犌＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝是对象的集
合，犕＝｛犪１，犪２，…，犪犿｝是属性集合，犐是犌与犕的二
元关系．（狓，犪）∈犐表示对象狓具有属性犪，（狓，犪）犐

表示对象狓不具有属性犪，其中狓∈犌，犪∈犕．
如表１所示的形式文本：犌＝｛狓１，狓２，狓３，狓４，

狓５，狓６｝，犕＝｛犪１，犪２，犪３，犪４，犪５，犪６，犪７，犪８｝，犐表示犌
与犕的二元关系．其中，犐（狓１，犪７）＝１表示对象狓１
具有属性犪７，犐（狓２，犪７）＝０表示对象狓２不具有属
性犪７．

表１　形式文本
犌／犕 犪１ 犪２ 犪３ 犪４ 犪５ 犪６ 犪７ 犪８
狓１ １ ０ １ ０ ０ ０ １ ０
狓２ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０
狓３ ０ １ １ ０ ０ １ １ ０
狓４ ０ １ ０ １ １ ０ ０ ０
狓５ ０ １ ０ １ ０ １ ０ １
狓６ １ ０ ０ １ １ ０ １ １

定义５［４５４６］．　概念．若形式文本是一个三元组
犓＝（犌，犕，犐），其中犌与犕均是集合，犐犌×犕是
二元关系．犌中的元素称为对象，犕中的元素称为
属性．

犃↑＝｛犿∈犕｜犵∈犃，（犵，犿）∈犐｝，犃犌
犅↓＝｛犵∈犌｜犿∈犅，（犵，犿）∈犐｝，犅犕

（３）
那么，满足以上关系的集合称为概念．每一个概念用
一个集合对来表示，例如（犃，犅）．其中，犃犌，犅
犕，犃↑＝犅并且犅↓＝犃．犃称为该概念的外延，犅称
为该概念的内涵；犃↑称为犃的内涵，犅↓称为犅的
外延．
２３　拓扑结构

网络的拓扑结构是将所有实体抽象成“点”，把
连接实体的线路作为“线”，用图的形式来表示点与
线之间的关系．这些图被称为拓扑结构图．在本文
中，我们利用网络拓扑结构的思想直观地表示和分
析ＬＳＧＯ问题变量间的相互依赖关系：将决策空间
中的变量抽象为网络节点，将变量之间的依赖关系
抽象为线．这些点与线构建了一个反映ＬＳＧＯ变量
属性的复杂网络，进而可以用网络拓扑相关的模型
与方法进行变量分组处理．

３　基于形式概念的分组算法（犉犆犃犌）
该章节首先给出相关定义，进而阐述ＦＣＡＧ

算法的基本原理与实现过程．
３１　完全拓扑结构

“数”“形”结合的思想是解决复杂问题的有效方
法，而拓扑结构也被认为是解决复杂网络问题的有
效工具［４１］：它可以很好地反应数据之间的关系，将
实体之间的具体关系用概括性的拓扑结构图表示，
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可以简化问题［３９４１］．基于此，为有效地分析和解决复
杂优化问题，可以将大规模优化模型映射为一个复
杂网络，进而采用拓扑结构相关的方法对其要素进
行分析和处理．例如，任意两个决策变量之间的相互
依赖关系可以用拓扑结构来表示，即拓扑结构是变
量之间关系的显式表示．那么，完全拓扑结构就是显
式交互的决策变量所构成的完全图．

完全图是指每一个顶点都与其它顶点有一条边
连接的无向图，也可定义为：

定义６．　完全拓扑结构．给定一个无向图犕＝
（犞，犈），犕中的完全拓扑结构犛是犕的子集，即
犛犕．对于任意两个顶点狏犻，狏犼∈犛，均存在一条边
将狏犻与狏犼相连．

根据以上定义，我们可以得出以下结论：（１）完
全拓扑结构是在无向连通图的基础上形成的，它是
连通图的一部分．当然，连通图本身也可以是一个完
全拓扑结构，其内部也可以包含多个完全拓扑结构；
（２）完全图是任意两个顶点之间都有连接的完全拓
扑结构．在ＬＳＧＯ问题中，任意两个变量可看作连
通图中的任意两个顶点，变量之间的显式交互关系
可替代连接顶点的线．基于此，可以将一个具体的
ＬＳＧＯ问题转换为特定的拓扑结构（无向连通图）．
在复杂网络中，完全图内的每个顶点都与其它顶点
相连，而图与图之间却具有较少的连接，即满足高内
聚低耦合特性．那么，由ＬＳＧＯ问题中的决策变量
及其依赖关系所构成的完全拓扑结构也具有同样的
性质：同一完全图内的决策变量具有更加密集的交
互关系，而图之间的关系则趋向于稀疏．

下面举例说明利用拓扑结构思想处理ＬＳＧＯ
问题的优势．对于一个给定的函数优化问题：
犳（狓）＝狓１狓２狓３＋狓２狓４＋狓４狓５狓６狓７＋狓７狓８＋狓８狓９狓１０，

狓∈［－１，１］，
我们可知该问题是一个完全不可分离的优化问题，
若直接求解，则算法比较复杂，且难以找到最优解．
然而，我们发现该问题中的一部分变量具有隐式的、
甚至是显式的交互关系．若将函数犳（狓）的表达式转
化为相应的拓扑结构，如图１所示，我们可以直观地
分析出变量之间的相互关系，并利用分组学习策略
对其快速求解．由图１可知，函数犳（狓）的决策变量
空间包含３个完全拓扑结构图，分别为｛１，２，３｝，
｛４，５，６，７｝和｛８，９，１０｝．这３个完全拓扑结构图之间
的联系相对稀疏，近似忽略，而其内部的联系相对密
集．因此，在该问题中，我们可以将决策变量划分为

３个子组，每个子组对应于图１中的一个完全拓扑
结构，分别求出这３个拓扑结构的最优解，并形成最
终的全局最优解．
３２　改进的犉犆犃与新邻接矩阵

（１）研究动机
常规ＦＣＡ方法获得的形式文本包含对象和属

性两个标签．此形式文本的内容是通过判断对象与
属性之间的关系得到的包含“０”或“１”的统计数据．
形式本文的目的是分析出ＬＳＧＯ问题中变量之间
的相互关系，并尽可能合理地将这些变量进行分组
处理，降低问题的求解难度．原则上，我们首先可以
通过定义１、２、３判断变量之间的交互关系．然后，将
任意两个或多个变量之间的关系以形式文本方式来
表示．

然而，传统的形式文本结构是基于对象属性关
系，并不符合ＬＳＧＯ问题变量的映射．这就需要将
其对象属性关系转化为对象对象关系，进而构建
新的形式文本．

（２）构建改进的形式文本与邻接矩阵
改进的ＦＣＡ构建过程如下：
首先，将所有的决策变量映射为ＦＣＡ中的对

象，将变量之间的依赖关系映射为对象对象的二元
关系．若两个变量之间存在显式交互关系，则相应的
二元关系为“１”，否则为“０”．最终可得到如表２所示
的形式文本（与３．１节中“一个给定的函数优化问
题”公式所对应）．进一步地，表２的形式文本可以用
三元组犓表示，犓＝（犌，犌，犐），其中犌＝｛狓１，狓２，…，
狓１０｝，犐是犌与犌的二元关系．（狓犻，狓犼）∈犐表示变量
狓犻与狓犼显式交互，（狓犻，狓犼）犐表示变量狓犻与狓犼独
立，其中狓犻∈犌，狓犼∈犌．

表２　改进的形式文本
犌／犌狓１ 狓２ 狓３ 狓４ 狓５ 狓６ 狓７ 狓８ 狓９ 狓１０
狓１ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
狓２ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
狓３ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
狓４ ０ １ ０ １ １ １ １ ０ ０ ０
狓５ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ ０ ０
狓６ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ ０ ０
狓７ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ ０ ０
狓８ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １ １
狓９ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １
狓１０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ １

为了有效地控制决策变量和实现矩阵运算，我
们定义一个新邻接矩阵．

定义７．　新邻接矩阵．令犌有狀个变量，这些
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变量按照从狓１到狓狀的顺序排列，则新邻接矩阵犜可
以统一表示为

犜＝
狋犻犼＝１，ｉｆ狓犻ｅｘｐｌｉｃｉｔｉｎｔｅｒａｃｔｓｗｉｔｈ狓犼，ａｎｄ犻≠犼
狋犻犼＝１，ｉｆ犻＝犼
狋犻犼＝０，
烅
烄

烆 其他
（４）其中犻，犼∈［１，２，…，狀］．

新邻接矩阵犜与拓扑结构中原始邻接矩阵的
主要区别在于：犜的所有对角元素都设置为“１”，而
原始邻接矩阵的主对角元素为“０”．这是考虑到实际
问题中任意一个决策变量与其本身都应为显式交互
关系．

为了区分原始形式文本，我们将新邻接矩阵犜作
新的形式文本犉犆犃（犌）＝（犌，犌，犐），即犉犆犃（犌）≡犜．
因此，与表２所对应的新邻接矩阵犜可进一步表示
为式（５）．

犜＝

１１１０００００００
１１１１００００００
１１１０００００００
０１０１１１１０００
０００１１１１０００
０００１１１１０００
０００１１１１１００
００００００１１１１
０００００００１１１

烄

烆

烌

烎０００００００１１１

（５）

３３　基础概念与添加概念
矩阵运算是ＦＣＡ的一个重要环节．为此，我们

根据ＬＳＧＯ问题特点，重定义了ＦＣＡ的矩阵运算，
并根据已有知识衍生出基础概念和添加概念．最后，
对其进行证明．

定义８［４６］．　矩阵运算．一个大小为狀×狀的矩
阵犜对应于一个包含狀个变量的形式文本，犜′表示
犜的转置．令犆＝犜犜′，则犮犻犼＝｛狀犽∈犌｜狋犻犽＝１，
狋′犽犼＝１，犽＝１，…，狀｝（犻＝１，…，狀，犼＝１，…，狀，犮犻犼是矩
阵犆中的元素，狋犽犼表示矩阵犜中的元素）．

由定义８可得到式（６）所示的矩阵运算结果
（“犪”代表“１０”）．

证明．　由定义８可得：犮犻犼＝｛狀犽∈犌｜狋犻犽＝１，
狋′犽犼＝１，犽＝１，…，狀｝，狋犽犼表示矩阵犜中的元素．进一
步可得狋′犽犼＝狋犼犽，犮犻犼＝｛狀犽∈犌｜狋犻犽＝１，狋′犽犼＝１，犽＝
１，…，狀｝．因此，犮犻犼表示同时与第犻个变量和第犼个
变量具有显式交互关系的变量． 证毕．

犆＝
１２３１２３１２３２ ００ ０ ０００
１２３１２３４１２３２４４４ ４ ０００
１２３１２３１２３２ ００ ０ ０００
２２４２２４５６７４５６７４５６７４５６７７００
０４０４５６７４５６７４５６７４５６７７００
０４０４５６７４５６７４５６７４５６７７００
０４０４５６７４５６７４５６７４５６７８７８８８
０００７ ７７７８７８９犪８９犪８９犪
００００ ００ ８８９犪８９犪８９犪
００００ ００ ８８９犪８９犪８９

烄

烆

烌

烎犪
（６）

定理１［４６］．　一个犿×狀的矩阵犜对应于一个
形式文本，犜′表示犜的转置，令犆＝犜犜′，令犡＝
｛狓∈犌｜狓犐犮犻犼｝，则（犡，犮犻犼）为基础概念．

证明．　犡↑＝｛犿∈犕｜狓∈犡，（狓，犿）∈犐｝＝
犮犻犼，犡犌；犮↓犻犼＝｛狓∈犌｜犿∈犮犻犼，（狓，犿）∈犐｝＝犡，
犮犻犼犕，则（犡，犮犻犼）是一个概念． 证毕．

通过定理１提取出式（６）中的基础概念有：
（｛１，１｝，｛１，２，３｝）；（｛１，２｝，｛１，２，３｝）；（｛１，３｝，｛１，２，
３｝）；（｛１，４｝，｛２｝）；（｛２，２｝，｛１，２，３，４｝）；（｛２，３｝，
｛１，２，３｝）；（｛４，４｝，｛２，４，５，６，７｝）；（｛４，５｝，｛４，５，６，
７｝）；（｛６，７｝，｛４，５，６，７｝）等．

定理２［４６］．　若（犡１，犅１）和（犡２，犅２）均是概念，
则（（犡１∪犡２）↑↓，犅１∩犅２）也是一个概念．

证明．（犡１，犅１）和（犡２，犅２）均是概念，可知犡１＝
犅↓
１，犡↑

１＝犅１，犡２＝犅↓
２，犡↑

２＝犅２（犡１∪犡２）↑↓↑＝
（犅↓

１∪犅↓
２）↑＝犅１∩犅２；（犅１∩犅２）↓＝（犡↑

１∩犡↑
２）↓＝

（犡１∪犡２）↑↓．因此，（（犡１∪犡２）↑↓，犅１∩犅２）是一个
概念． 证毕．

通过定理２提取出的添加概念有（｛１，２，３｝，
｛１，２，３｝），（｛４，６，７｝，｛４，５，６，７｝），（｛４，５，６，７｝，
｛４，５，６，７｝）等．
３４　分组过程

正如第１部分所描述，大规模全局优化面临两
个挑战：（１）搜索空间随着决策变量数目的增长而
呈指数级扩大，导致优化过程中局部最优解的数量
不断增加；（２）变量之间的相互作用关系更复杂，使
用已有的分组优化策略失效．处理这两类挑战的
核心在于如何有效地识别出变量之间的依赖关系
并合理地对其分组．虽然目前已有很多分组策
略［２３２５］，但是它们在某些问题上表现不佳，例如部
分可分离的ＬＳＧＯ问题和完全不可分离的ＬＳＧＯ
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问题等．
算法１．　ＦＣＡＧ算法整体框架．
ＢＥＧＩＮ
１．当前进化代数犌犲狀＝０
２．迭代次数犜
３．随机生成的种群犘犗犘
４．调用ＦＣＡＧ算法
５．当前迭代次数犆狔犮犾犲＝０
６．ＷＨＩＬＥ评价次数犉犲狊＜最大评价次数犕犪狓＿犉犲狊
７．当前迭代次数犆狔犮犾犲自加１
８．　ＦＯＲ犻＝１ＴＯ犵狉狅狌狆＿狀狌犿／犵狉狅狌狆＿狀狌犿为子

组数目／
９．　　其它子组保持不变，优化犵狉狅狌狆＿犻
１０．　　ＷＨＩＬＥ当前进化代数＜迭代次数犜
１１．　　　在子种群中进行交叉变异等操作［４７］

１２．　　　评估新种群［４７］

１３．　　　当前进化代数犌犲狀加１
１４．　　ＥＮＤＷＨＩＬＥ
１５．　ＥＮＤＦＯＲ
１６．　更新犉犲狊［４７］
１７．ＥＮＤＷＨＩＬＥ
ＥＮＤ
针对以上两类问题，我们首次引入形式概念分

析与完全拓扑结构相结合的思想，提出基于形式概
念分析的大规模全局协同进化优化算法（ＦＣＡＧ），
处理大规模决策变量分组与优化问题．算法１是协
同进化优化算法的整体框架．对于复杂的ＬＳＧＯ问
题，由于难以直接获得满足条件的概念，ＦＣＡＧ根
据相关知识将概念分为基础概念和添加概念，由基
础概念逐渐派生出添加概念（定理２），可以简化获
取概念的难度．
ＦＣＡＧ算法的具体过程如下：
（１）将决策变量之间的交互关系抽象为对象对

象间的关系，并将新的形式文本转化为矩阵（算法２
第２行）．

（２）执行矩阵运算（定义８），并从结果矩阵中提
取基础概念（算法３第２～８行）．矩阵运算主要根据
数据的位置，为每个数据赋予唯一标记，即定义７的
排序值．

算法２．　ＦＣＡＧ算法．
输入：变量集合犌＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝
输出：外延与内涵相等的概念
ＢＥＧＩＮ
１．声明一个空集合犛犲狋
２．根据定义１和定义７构建形式文本犉犆犃（犌），并

转换为相对应的矩阵犜
３．根据定义８做矩阵运算，获得犆
４．ＢＥＧＩＮ
５．声明一个空集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋
６．调用基础概念算法，将获得的值赋给集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋
７．调用添加概念算法
８．ＥＮＤ
９．ＦＯＲ集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋中的每一个概念
１０．　ＩＦ概念的外延与内涵相等
１１．　　将当前概念加入到集合犛犲狋
１２．　ＥＮＤＩＦ
１３．ＥＮＤＦＯＲ
ＥＮＤ
（３）为避免冗余操作，算法在向集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋

添加基础概念之前，需要检验待加入的概念是否已
存在于集合（算法３第４～５行）．这样设计能够保证
底层的概念具有唯一性．另外，由于矩阵犆为对称
矩阵，提取基础概念时只需检测上三角元素（算法３
第３行）．所有添加概念均通过基础概念的集合运
算获得（算法４第４～５行）．同样，在确认添加概念
时，也要进行检测（算法４第６～８行），保证集合
犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋中无重复概念．

算法３．　基础概念．
输入：矩阵犆
输出：基础概念犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋
ＢＥＧＩＮ
１．声明一个空集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋
２．ＦＯＲ犻＝１ＴＯ狀
３．ＦＯＲ犼＝犻ＴＯ狀
４． ＩＦ集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋不包含当前的基础概念ＴＨＥＮ
５． 将当前的基础概念添加到集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋
６． ＥＮＤＩＦ
７．ＥＮＤＦＯＲ
８．ＥＮＤＦＯＲ
ＥＮＤ
算法４．　添加概念．
输入：基础概念
输出：添加概念
ＢＥＧＩＮ
１．将集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋赋值给集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋１
２．声明一个空集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋２
３．ＤＯ
４．ＦＯＲ在集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋１中的任意两个概念（犡１，犅１），

（犡２，犅２）
５．　犅１与犅２取交集，并赋值给犅
６．　ＩＦ集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋不包含犅的外延与犅所组成

的概念
７．　　将该概念加入到集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋和犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋２
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８．　ＥＮＤＩＦ
９．ＥＮＤＦＯＲ
１０．将集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋２赋值给集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋１
１１．清空集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋２
１２．ＥＮＤＤＯ
１３．ＵＮＴＩＬ犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋１为空集
ＥＮＤ
与现有的静态以及随机分组方式不同，ＦＣＡＧ

将数据分析技术与拓扑结构相结合，图形化地分析
变量之间的内在关系，将完全图内的决策变量划分
至同一子组．该方法保证了同一子组内部变量均为
显式交互关系，不同子组间为隐式交互或独立关系，
同时也为搜索最优解提供了分组降维支持．
３５　算法复杂度分析

学者对大规模问题的另一个担忧是时间复杂
度．ＦＣＡＧ算法的时间复杂度主要体现在获取添加
概念的过程．如算法４所示：算法从犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋１中
获得添加概念，并且每向集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋加入一个
添加概念时都需要检测一次当前集合犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋是
否已经包含已经加入的添加概念．另外，为了保证获
得所有的概念，在算法４的最外层存在ＤＯ循环，其
终止条件是犮狅狀犮犲狆狋狊犲狋１中不再含有概念．因此
ＦＣＡＧ的时间复杂度最大为：犗（犖３），其中犖为决
策变量的数目．

４　实验验证
本章节主要通过实验仿真来验证ＦＣＡＧ算法的

搜索性能．本文在测试算法性能时采用了ＣＥＣ２０１３
ＬＳＧＯ基准测试集．ＣＥＣ２０１３大规模全局优化基准
测试函数集被广泛用于测试ＬＳＧＯ算法的性能［４８］．
其中，犳１～犳３用于测试完全可分离的大规模全局优
化问题；犳４～犳１１用于测试部分可分离大规模全局
优化问题（犳４～犳７表示有可分离子组的测试函数；
犳８～犳１１表示无可分离子组的测试函数）；犳１２～犳１４用
于测试重叠的大规模全局优化问题；犳１５用于测试完
全不可分离的大规模全局优化问题．
ＦＣＡＧ与其它对比算法均采用ＳａＮＳＤＥ作为

子组优化引擎．ＳａＮＳＤＥ是差分进化（ＤＥ）［４９］的变
种算法，在进化过程中根据问题本身的特点自动调
整参数．在参数设置方面，每个算法在每个基准测试
函数上独立运行２５次．根据文献［４８，５０］的建议，本
文将最大评价次数（犕犪狓＿犉犲狊）设置为３×１０６，种群

规模为１００，决策变量的维度为１０００．为了证明算法
ＦＣＡＧ的有效性，我们使用的受到广泛认同且经典
有效的比较算法有：

（１）ＳａＮＳＤＥ［４７］算法，被广泛地用于优化协同
进化（ＣＣ）算法中的子组．

（２）ＣＢＣＣ３ＤＧ２［２０］算法，在著名的差分分组策
略的基础上进行了改进，并将分组策略与基于贡献
的协同进化算法相结合．

（３）ＤＥＣＣＧ［１４］算法，使用随机策略实现分组，
也是其它论文中使用最多的对比算法．

（４）ＳＨＡＤＥＩＬＳ［５１］算法，是一种新的混合算
法．它迭代地结合了差分进化算法和局部搜索方法，
并表现出了优异的效果．

（５）ＭＯＳ［５２］算法，会自动为每个函数和搜索阶
段选择最合适算法的混合算法．

表３列出了各个算法（ＦＣＡＧ、ＳａＮＳＤＥ、ＣＢＣＣ３
ＤＧ２和ＤＥＣＣＧ）在ＣＥＣ２０１３ＬＳＧＯ基准测试函数
上的均值对比结果．根据表３提供的数据，我们可知
ＦＣＡＧ算法的整体性能优于其它对比算法．具体
为：ＦＣＡＧ在完全可分离测试函数中有２／３的优化
结果优于ＳａＮＳＤＥ和ＣＢＣＣ３ＤＧ２算法．ＦＣＡＧ在
部分可分离测试函数中分别有７／８的数据优于这三
种对比算法．在完全不可分离测试函数中ＦＣＡＧ
优于对比算法ＣＢＣＣ３ＤＧ２和ＤＥＧＣＣＧ．

表３　犉犆犃犌与犛犪犖犛犇犈、犆犅犆犆３犇犌２和犇犈犆犆犌
整体性比较（犠／犜／犔表示胜／平／负的次数）

犠／犜／犔 ＳａＮＳＤＥ ＣＢＣＣ３ＤＧ２ ＤＥＣＣＧ
犳１～犳３ １／１／１ ２／１／０ ０／０／３
犳４～犳１１ ７／１／０ ７／１／０ ７／１／０
犳１２～犳１４ ３／０／０ ３／０／０ ２／０／１
犳１５ ０／０／１ １／０／０ １／０／０
犛狌犿 １１／２／２ １３／２／０ １０／１／４

接下来，我们将结合其它统计的实验数据进行
更进一步的对比分析．
４１　有效性比较
４．１．１　与ＳａＮＳＤＥ、ＣＢＣＣ３ＤＧ２、ＤＥＣＣＧ比较

表４给出了算法ＦＣＡＧ以及基础比较算法的
实验数据（“ｍｉｎ”表示最好的优化值，“ｍｅａｎ”表示均
值“ｓｔｄ”表示标准差）．从表４可知，ＤＥＣＣＧ算法在
问题犳１，犳２（完全可分离的测试函数）中表现最好，
取得了最好的均值．但在部分可分离和重叠的测试
函数中，ＤＥＣＣＧ没有表现出特别大的优势．这是因
为它采用的是随机分组机制，着重于分组数量与分
组大小，忽略了变量之间的交互性．在测试函数犳２
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和犳３中，我们提出的算法与其它算法的优化结果相
比差别较小．这也说明了我们提出的算法在完全可
分离的大规模优化问题中也有一定的效果．当然这
也反映出另一个问题：在ＣＥＣ２０１３ＬＳＧＯ基准测
试函数中对完全可分离的ＬＳＧＯ问题来说，在评价
次数一定的情况下，子组的规模与数量对最终的优
化结果有影响，但是不是关键性因素．
表４　犉犆犃犌、犛犪犖犛犇犈、犆犅犆犆３犇犌２和犇犈犆犆犌在犆犈犆２０１３
犔犛犌犗基准函数上运行的结果（最佳结果已通过加粗表示）
ｆｕｎｃｔｉｏｎＳｔａｔｅｓＳａＮＳＤＥＣＢＣＣ３ＤＧ２ＤＥＣＣＧ ＦＣＡＧ

犳１
ｍｉｎ６．１４Ｅ＋０３３．０８Ｅ＋０４７．５９犈－０７２．１５Ｅ＋０４
ｍｅａｎ３．５２Ｅ＋０４１．６０Ｅ＋０５３．５９犈－０６９．６３Ｅ＋０４
ｓｔｄ２．６２Ｅ＋０４２．５９Ｅ＋０５３．１８犈－０６８．２８Ｅ＋０４

犳２
ｍｉｎ８．７０Ｅ＋０３８．８６Ｅ＋０３１．２９犈＋０３８．２１Ｅ＋０３
ｍｅａｎ８．９８Ｅ＋０３９．６１Ｅ＋０３１．３１犈＋０３８．５１Ｅ＋０３
ｓｔｄ３．６０Ｅ＋０２６．９４Ｅ＋０２３．５６犈＋０１３．７５Ｅ＋０２

犳３
ｍｉｎ２．０８Ｅ＋０１２．０８Ｅ＋０１２．０２犈＋０１２．０８Ｅ＋０１
ｍｅａｎ２．０８Ｅ＋０１２．０８Ｅ＋０１２．０２犈＋０１２．０８Ｅ＋０１
ｓｔｄ９．０９Ｅ－０３４．４０Ｅ－０３４．２８犈－０３８．６６Ｅ－０３

犳４
ｍｉｎ３．８５Ｅ＋０９５．０５Ｅ＋０７５．４３Ｅ＋１０２．３２犈＋０７
ｍｅａｎ４．１４Ｅ＋０９７．１７Ｅ＋０７９．６１Ｅ＋１０３．６９犈＋０７
ｓｔｄ２．６５Ｅ＋０８３．２１Ｅ＋０７５．０７Ｅ＋１０２．１９犈＋０７

犳５
ｍｉｎ２．７５Ｅ＋０６１．６５Ｅ＋０６７．３０Ｅ＋０６１．４５犈＋０６
ｍｅａｎ３．３６Ｅ＋０６１．６７Ｅ＋０６７．９５Ｅ＋０６１．６１犈＋０６
ｓｔｄ５．６７Ｅ＋０５１．５５Ｅ＋０５１．０５Ｅ＋０６１．９１犈＋０５

犳６
ｍｉｎ１．０５犈＋０６１．０５犈＋０６１．０５犈＋０６１．０５犈＋０６
ｍｅａｎ１．０５Ｅ＋０６１．０５Ｅ＋０６１．０６Ｅ＋０６１．０６Ｅ＋０６
ｓｔｄ４．７７Ｅ＋０３１．９１Ｅ＋０３３．２１Ｅ＋０３１．４８Ｅ＋０３

犳７
ｍｉｎ２．４１Ｅ＋０６２．１２Ｅ＋０４１．７６Ｅ＋０８１．４６犈＋０３
ｍｅａｎ２．９９Ｅ＋０６４．１０Ｅ＋０４２．２６Ｅ＋０８１．７１犈＋０３
ｓｔｄ６．７８Ｅ＋０５３．３１Ｅ＋０４６．１７Ｅ＋０７３．００犈＋０２

犳８
ｍｉｎ１．２９Ｅ＋１２７．５５Ｅ＋０９１．０９Ｅ＋１５３．５０犈＋０９
ｍｅａｎ２．５６Ｅ＋１２４．０１Ｅ＋１０２．１８Ｅ＋１５１．８５犈＋１０
ｓｔｄ１．１９Ｅ＋１２３．１２Ｅ＋１０１．０８Ｅ＋１５２．５３犈＋１０

犳９
ｍｉｎ２．５２Ｅ＋０８１．０６Ｅ＋０８３．９９Ｅ＋０８８．３５犈＋０７
ｍｅａｎ２．６４Ｅ＋０８１．４６Ｅ＋０８５．５０Ｅ＋０８１．２６犈＋０８
ｓｔｄ１．２４Ｅ＋０７３．０３Ｅ＋０７９．４６Ｅ＋０７２．９０犈＋０７

犳１０
ｍｉｎ９．２９Ｅ＋０７９．２８Ｅ＋０７９．２７Ｅ＋０７９．２７犈＋０７
ｍｅａｎ９．３１Ｅ＋０７９．３６Ｅ＋０７９．２９Ｅ＋０７９．２８犈＋０７
ｓｔｄ１．５９Ｅ＋０５８．４３Ｅ＋０５１．５６Ｅ＋０５１．１７犈＋０５

犳１１
ｍｉｎ１．１４Ｅ＋０８１．１６Ｅ＋０７３．０８Ｅ＋１０４．２５犈＋０６
ｍｅａｎ１．８８Ｅ＋０８６．９９Ｅ＋０７５．５３Ｅ＋１０８．２９犈＋０６
ｓｔｄ６．７６Ｅ＋０７１．９５Ｅ＋０８２．７０Ｅ＋１０４．０５犈＋０６

犳１２
ｍｉｎ１．４３Ｅ＋０４１．４１Ｅ＋０５３．６６犈＋０３４．４４Ｅ＋０３
ｍｅａｎ７．９３Ｅ＋０４５．７３Ｅ＋０５４．８４犈＋０３４．５３Ｅ＋０３
ｓｔｄ９．８０Ｅ＋０４４．５２Ｅ＋０５２．６８犈＋０３８．８５Ｅ＋０１

犳１３
ｍｉｎ７．９９Ｅ＋０７２．８７Ｅ＋０８５．７３Ｅ＋０９５．５１犈＋０７
ｍｅａｎ１．５５Ｅ＋０８３．６１Ｅ＋０８７．１１Ｅ＋０９６．７６犈＋０７
ｓｔｄ１．２１Ｅ＋０８８．８５Ｅ＋０７１．４６Ｅ＋０９１．３７犈＋０７

犳１４
ｍｉｎ７．０３Ｅ＋０７１．３３Ｅ＋０８４．６２Ｅ＋１０２．８２犈＋０７
ｍｅａｎ１．５４Ｅ＋０８１．８９Ｅ＋０８８．７２Ｅ＋１０３．７３犈＋０７
ｓｔｄ１．２２Ｅ＋０８４．００Ｅ＋０７３．４５Ｅ＋１０１．３０犈＋０７

犳１５
ｍｉｎ３．１５犈＋０６３．９５Ｅ＋０６７．５９Ｅ＋０６３．８４Ｅ＋０６
ｍｅａｎ３．６８犈＋０６４．２９Ｅ＋０６１．６８Ｅ＋０７４．１９Ｅ＋０６
ｓｔｄ６．０７犈＋０５３．６６Ｅ＋０５１．５１Ｅ＋０７２．６３Ｅ＋０５

在部分可分离的测试函数集（犳４～犳１１）中，我们
所提出的算法明显优于其它三种对比算法，其次是
ＣＢＣＣ３ＤＧ２算法．ＣＢＣＣ３ＤＧ２采用深度优先搜索
策略将具有交互关系的变量划分至同一子组．对于
函数犳６来说，算法ＦＣＡＧ与其它三种算法有着及
其接近的优化效果．结合图５（犳６），我们可以看到
ＦＣＡＧ算法在优化初期没有达到最好的效果，随着
优化的进行，在四种算法中逐步取得最好的表现．
ＦＣＡＧ在函数犳７，犳９，犳１０以及犳１１中也有着惊人的
表现，收敛速度以及收敛值均达到最优．在重叠以及
完全不可分离的测试函数集中，我们提出的算法同
样表现优异．在犳１２～犳１４这三个测试函数中，ＦＣＡＧ
在最优解、均值以及稳定性方面都表现出了很好的性
能，优化效果远优于其它对比算法．ＦＣＡＧ在函数
犳１５中的优化效果也优于ＣＢＣＣ３ＤＧ２和ＤＥＣＣＧ．

ＦＣＡＧ取得以上优异效果的原因主要在于它
所采用的分组思想：ＦＣＡＧ将彼此之间有显式交互
关系的决策变量（即满足构成完全拓扑结构条件的
变量）划分于同一个子组，相互之间独立（即不存在
交互）或者存在隐式交互的变量划为至不同的子组．
这样的分组方式，保证了在同一子组内的变量相互
影响、交互密集，不同子组间的交互稀疏．每个子组
在不受外界影响的条件下独立进化，在一定的评价
次数内找到最优解．虽然ＳａＮＳＤＥ、ＣＢＣＣ３ＤＧ２和
ＤＥＣＣＧ算法也使用了分组策略，但是它们的分组
结果不能满足高内聚低耦合的原则，即没有保证同
一子组内的变量彼此间均是显式交互关系．因此，这
些分组策略得到的子组内部决策变量不足以构成完
全拓扑结构．这也造成了ＳａＮＳＤＥ、ＣＢＣＣ３ＤＧ２和
ＤＥＣＣＧ的分组结果不够合理，影响了最终的优化
结果．将彼此之间为显式交互关系的变量分在同一
子组，使得子组间的依赖性相对较低，子组内变量的
依赖性足以达到构成完全拓扑结构的条件是我们解
决ＬＳＧＯ问题的出发点，也是ＦＣＡＧ算法的核心．
４．１．２　与ＳＨＡＤＥＩＬＳ、ＭＯＳ比较

接下来，我们将ＦＣＡＧ与最新的ＳＨＡＤＥＩＬＳ
和ＭＯＳ算法在ＣＥＣ２０１３ＬＳＧＯ基准测试函数集
上进行对比实验．由于ＳＨＡＤＥＩＬＳ和ＭＯＳ算法
的原始实验数据没有公布，我们在ＴＡＣＯ（优化器
自动比较工具包）［５３］网站上进行了对比，并且参考
了ＳＧＣＣ［４］中关于ＳＨＡＤＥＩＬＳ和ＭＯＳ的数据．
ＦＣＡＧ算法与ＳＨＡＤＥＩＬＳ和ＭＯＳ的对比结果如
表５所示．
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表５　算法犉犆犃犌与犛犎犃犇犈犐犔犛和犕犗犛比较
（最佳结果已通过加粗表示）

ｆｕｎｃｔｉｏｎ ＦＣＡＧ ＳＨＡＤＥＩＬＳ ＭＯＳ
犳１ ８．０４Ｅ＋０４ ２．６９Ｅ－２４ ０００犈＋００
犳２ ８．４２Ｅ＋０３ １．００Ｅ＋０３ ８３２犈＋０２
犳３ ２．０８Ｅ＋０１ ２．０１Ｅ＋０１ ９１７犈－１３
犳４ ２８７犈＋０７ １．４８Ｅ＋０８ １．７４Ｅ＋０８
犳５ １．５３Ｅ＋０６ １３９犈＋０６ ６．９４Ｅ＋０６
犳６ １．０６Ｅ＋０６ １．０２Ｅ＋０６ １４８犈＋０５
犳７ １．８６Ｅ＋０３ ７４１犈＋０１ １．６２Ｅ＋０４
犳８ ７９９犈＋０９ ３．１７Ｅ＋１１ ８．００Ｅ＋１２
犳９ １０５犈＋０８ １．６４Ｅ＋０８ ３．８３Ｅ＋０８
犳１０ ９．２８Ｅ＋０７ ９．１８Ｅ＋０７ ９０２犈＋０５
犳１１ ７．６１Ｅ＋０６ ５１１犈＋０５ ５．２２Ｅ＋０７
犳１２ ４．５６Ｅ＋０３ ６１８犈＋０１ ２．４７Ｅ＋０２
犳１３ ６．５５Ｅ＋０７ １００犈＋０５ ３．４０Ｅ＋０６
犳１４ ２．０７Ｅ＋０７ ５７６犈＋０６ ２．５６Ｅ＋０７
犳１５ ３．８１Ｅ＋０６ ６２５犈＋０５ ２．３５Ｅ＋０６

由表５可知，ＳＨＡＤＥＩＬＳ的性能表现更好一
些．但是，ＦＣＡＧ也具有优势．在函数犳４，犳５，犳７，
犳８，犳９和犳１１中，ＦＣＡＧ具有比ＭＯＳ更出色的性能，
并且在函数集犳４，犳８和犳９中优于其他两种算法．值
得注意的是，这两种对比算法是混合算法：ＳＨＡＤＥ
ＩＬＳ使用重新启用技术，迭代地结合了差分进化算
法和局部搜索方法；ＭＯＳ则会自动为每个函数和搜
索阶段选择最合适算法．ＦＣＡＧ仅采用基本分组策
略和ＳａＮＳＤＥ优化器．因此，如果将ＦＣＡＧ与这些
先进技术相结合，则有很大可能取得更好的优化
效果．
４２　性能比较
４．２．１　稳定性比较

实验数据的标准差反映了一组数据与其平均值
的偏离程度，进而可以反映算法的稳定性．因此，我
们通过比较ＦＣＡＧ算法与ＳａＮＳＤＥ、ＣＢＣＣ３ＤＧ２
和ＤＥＣＣＧ算法的实验数据标准差来判断其稳定
性．首先，我们以单个测试函数为基准分析了各个算
法的稳定性．图４给出了ＦＣＡＧ、ＳａＮＳＤＥ、ＣＢＣＣ３
ＤＧ２和ＤＥＣＣＧ算法在各个测试函数上的实验
数据———标准差．从该图，我们可以看出ＦＣＡＧ在
问题犳４，犳５，犳７，犳８，犳１１，犳１２，犳１３和犳１４上取得的标准
差（稳定性）要优于其它对比算法．在犳２，犳３，犳６，犳９
和犳１５问题中，各个算法的稳定性基本相同．ＦＣＡＧ
在以上测试函数中有着较高的稳定性是因为：它根
据ＬＳＧＯ问题本身的特点，利用变量之间的依赖关
系实现分组降维．它将完全拓扑结构内的变量划分
至同一子组，保证了同一子组内的变量有着最紧密
的交互关系，而不是通过设置阈值等忽略变量间内
部关系的方式实现分组．

图４　ＦＣＡＧ与ＳａＮＳＤＥ、ＤＥＣＣＧ和ＣＢＣＣ３ＤＧ２稳定性比较

在问题犳１中，ＤＥＣＣＧ的稳定性要优于其他对
比算法，这得益于它所采用的分组过程以及优化策
略：ＤＥＣＣＧ将高维变量随机分解成若干恒定大小
的组，然后采用自适应加权策略，使用优化引擎优化
权重向量．当子组的规模较小时，ＤＥＣＣＧ能很好地
解决问题，但是随着维度的增加，子组的规模也逐步
扩大，ＤＥＣＣＧ不能够高效地解决问题．表４和图４
分别反映出ＤＥＣＣＧ目前在寻找最优解和稳定性
方面存在不足之处．ＤＥＣＣＧ在犳１和犳２测试函数中
表现较好，但是在其他测试函数上性能一般．另外，
从算法整体的稳定性来看，ＤＥＣＣＧ相比于其它算
法波动较大，稳定性不高．

相对于其它对比算法，ＣＢＣＣ３［５４］是基于贡献的
优化框架．ＤＧ２［２０］是一种改进的微分分组（ＤＧ）［２］
算法，首先通过估计舍入误差的大小来寻找一个可
靠的阈值，然后结合深度优先搜索策略进行分组．在
ＤＧ２中，阈值的大小能够随着问题的改变而改变．
但是在某些极端情况下，会造成阈值向一方倾斜，导
致分组不合理，在某些问题上算法性能达不到预期
效果．表４中的实验结果也显示出ＣＢＣＣ３ＤＧ２算
法在处理完全可分离、重叠及完全不可分离的测试
问题时，性能还有待提高．
４．２．２　收敛性比较

收敛性是判定算法性能好坏的重要指标，反映
算法能否快速有效地收敛至最优解．图５分别给出
了各算法在１５个测试函数中的收敛曲线．每条收敛
曲线上的３０个点（等间距获取）都为算法运行２５次
的平均值．

从这些收敛曲线可以看出，ＦＣＡＧ算法在绝大
部分测试函数上表现出更快的收敛速度，并且收敛至
较小的优化值．特别是在部分可分离函数（犳４～犳１１）
中，ＦＣＡＧ的收敛速度以及收敛值均发挥了最优
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图５　ＦＣＡＧ与ＳａＮＳＤＥ、ＤＥＣＣＧ和ＣＢＣＣ３ＤＧ２收敛性比较

１２３１７期 马连博等：基于形式概念分析的大规模全局协同进化优化算法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



的表现力．在重叠函数（犳１２～犳１４）中，每个算法都有
各自的优势．ＤＥＣＣＧ在犳１２中，收敛速度以及收敛
值均达到最优．ＳａＮＳＤＥ与ＣＢＣＣ３ＤＧ２在犳１３，犳１４
上最先实现收敛，但是最终的收敛结果差强人意．在
这两个函数中，ＦＣＡＧ在进化前期没有较好的表
现，但是它在整个进化过程中一直保持着良好的收
敛趋势，并且最终取得了更优的收敛值．ＦＣＡＧ、
ＳａＮＳＤＥ和ＣＢＣＣ３ＤＧ２算法在函数犳１～犳３和犳１５
中具有极其相似的收敛曲线和收敛值．总体而言，
ＦＣＡＧ在ＣＥＣ２０１３ＬＳＧＯ基准测试函数中的优化
性能超过了其它对比算法．

对于以上结果的内在原因，我们可进行如下总
结：ＤＥＣＣＧ算法采用基于随机分组方式，在完全可
分离的测试问题中取得较好的效果．但是当决策变
量之间存在复杂的交互关系时，ＤＥＣＣＧ没有达到
预期效果．ＦＣＡＧ的优异表现，一方面要归功于其
所采用的分组策略：它保证了子组内的任意两个决
策变量均是显式交互关系，充分发挥变量间正向促
进作用．另一方面，ＦＣＡＧ所使用的ＳａＮＳＤＥ优化
引擎不但考虑了小步长和大步长之间的权衡，而且
能够根据进化过程中的统计学习经验对突变策略和
交叉概率进行自适应调整，进而提升寻优能力．

５　总　结
本文首次将形式概念分析（ＦＣＡ）的思想引入

大规模决策变量的依赖关系分析与分组学习过程，
提出基于ＦＣＡ的大规模全局协同进化优化算法，解
决复杂的大规模全局优化问题．首先，基于ＦＣＡ的
分组学习框架主要基于ＦＣＡ的外延与内涵等形式，
对决策变量进行形式文本转换，进而根据该文本
向量的特征信息进行矩阵运算，识别变量之间的依
赖关系和对其自适应的分组．该方式以高内聚低耦
合为基本原则，保证子组内部具有较高的相关度而
子组间的相关度尽可能低．最后，将提出的分组方法
嵌入到ＣＣ框架中，形成新的大规模全局优化方法
（ＦＣＡＧ）．

在实验中，ＦＣＡＧ与ＳａＮＳＤＥ、ＣＢＣＣ３ＤＧ２、
ＤＥＣＣＧ、ＳＨＡＤＥＩＬＳ和ＭＯＳ等算法进行了充分
的对比分析．实验结果表明，ＦＣＡＧ在处理部分可
分离，重叠以及完全不可分离大规模问题时取得了
较好的优化效果．然而，我们也看到ＦＣＡＧ在某些
问题中（例如函数犳１）的优化性能需要进一步提升．

因此，在未来研究中，我们将ＦＣＡＧ与更多的优化
策略相结合（例如基于贡献的大规模全局优化策略
等），提高算法的搜索能力与鲁棒性．此外，将ＦＣＡＧ
应用于实际工程问题的求解也是下一步的研究重点．
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５２３１７期 马连博等：基于形式概念分析的大规模全局协同进化优化算法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》




