
书书书

第４５卷　第５期
２０２２年５月

计　　算　　机　　学　　报
ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４５Ｎｏ．５
Ｍａｙ２０２２

　

收稿日期：２０２１０３０６；在线发布日期：２０２１０９１２．本课题得到国家重点研发计划（２０２１ＹＦＢ２９００８００）、国家自然科学基金（６１８７１２７２）、广
东省自然科学基金（２０２０Ａ１５１５０１０４７９，２０２１Ａ１５１５０１１９１１）、深圳市科技计划（ＧＧＦＷ２０１８０２０５１８３１０８６３，２０２００８１１１８１７５２００３）资助．
梁正平，博士，副教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为计算智能、大数据分析．Ｅｍａｉｌ：ｌｉａｎｇｚｐ＠ｓｚｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．刘　程，硕士
研究生，主要研究方向为智能优化．王志强，教授，主要研究领域为计算智能、多媒体技术．明　仲，博士，教授，主要研究领域为人工智
能、大数据分析．朱泽轩，博士，教授，主要研究领域为计算智能、生物信息学．

基于存档和权值扩展的大规模多目标优化算法
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摘　要　由于不同目标之间相互冲突且搜索空间巨大，现有大规模多目标优化算法的综合性能尚存在较大改进
空间．为合理均衡算法的搜索效率与搜索质量，提升算法的综合性能，本文提出一种基于存档和权值扩展的大规
模多目标优化算法（ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ）．该算法总体采用进化计算框架，基于大规模决策变量与小规模权值变量之
间的问题转换进行求解．其核心是在进化过程中选取高质量代表性解及其对立点构建存档高效引导种群的进化
方向，并引入权值扩展策略逐步扩大算法的搜索空间，在确保算法搜索效率的同时，提升搜索质量．为验证
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的有效性，将其与６个先进的大规模多目标优化算法在最新的大规模多目标基准测试问题集
ＬＳＭＯＰ上进行对比，实验结果表明ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ对于大规模多目标优化问题的求解具有明显的竞争优势．

关键词　大规模多目标优化；进化计算；问题转换；存档；权值扩展
中图法分类号ＴＰ１８　　　犇犗犐号１０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０２２．００９５１

犔犪狉犵犲犛犮犪犾犲犕狌犾狋犻犗犫犼犲犮狋犻狏犲犗狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀犃犾犵狅狉犻狋犺犿犅犪狊犲犱狅狀
犃狉犮犺犻狏犲犪狀犱犠犲犻犵犺狋犈狓狋犲狀狊犻狅狀

ＬＩＡＮＧＺｈｅｎｇＰｉｎｇ　ＬＩＵＣｈｅｎｇ　ＷＡＮＧＺｈｉＱｉａｎｇ　ＭＩＮＧＺｈｏｎｇ　ＺＨＵＺｅＸｕａｎ
（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犛狅犳狋狑犪狉犲犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犛犺犲狀狕犺犲狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犲狀狕犺犲狀，犌狌犪狀犵犱狅狀犵　５１８０６０）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｄｕｅｔｏｔｈｅｃｏｎｆｌｉｃｔｂｅｔｗｅｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｂｊｅｃｔｉｖｅｓａｎｄｔｈｅｈｕｇｅｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅ，ｔｈｅ
ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｅｘｉｓｔｉｎｇｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｓｔｉｌｌ
ｈａｓｌａｒｇｅｒｏｏｍｆｏｒｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｂａｌａｎｃｅｔｈｅｓｅａｒｃｈｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙａｎｄｓｅａｒｃｈｑｕａｌｉｔｙ
ｒｅａｓｏｎａｂｌｙ，ａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏｐｏｓｅｓａ
ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎａｒｃｈｉｖｅａｎｄｗｅｉｇｈｔｅｘｔｅｎｓｉｏｎ
（ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ）．ＬＳＭＯＥＡＡＷＥａｄｏｐｔｓｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｌａｒｇｅｓｃａｌｅｄｅｃｉｓｉｏｎｖａｒｉａｂｌｅｓａｎｄｔｈｅｓｍａｌｌｓｃａｌｅ
ｗｅｉｇｈｔｖａｒｉａｂｌｅｓ．ＬＳＭＯＥＡＡＷＥｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆｔｗｏｅｓｓｅｎｔｉａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ．Ｏｎｅｉｓｔｈｅａｒｃｈｉｖｅ
ｓｔｒａｔｅｇｙｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｈｉｇｈｑｕａｌｉｔｙｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｉｒｏｐｐｏｓｉｔｅｐｏｉｎｔｓｉｎｅａｃｈ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｃａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｇｕｉｄｅｔｈｅｒａｔｉｏｎａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ．Ｔｈｅ
ｏｔｈｅｒｉｓｔｈｅｗｅｉｇｈｔｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙ，ｗｈｉｃｈｃａｎｇｒａｄｕａｌｌｙｅｘｐａｎｄｔｈｅｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅｏｆｔｈｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｖｅｒｉｆｙｉｔｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥｉｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｓｉｘｓｔａｔｅｏｆｔｈｅ
ａｒｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｎｔｈｅｌａｔｅｓｔｔｅｓｔｓｕｉｔｅＬＳＭＯＰ．Ｔｈｅ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔＬＳＭＯＥＡＡＷＥｈａｓｏｂｖｉｏｕｓｃｏｍｐｅｔｉｔｉｖｅａｄｖａｎｔａｇｅｓｉｎｓｏｌｖｉｎｇ
ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ；ｐｒｏｂｌｅｍｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ；
ａｒｃｈｉｖｅ；ｗｅｉｇｈｔｅｘｔｅｎｓｉｏｎ

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



１　引　言
现实生活和生产中存在许多涉及多个目标的优

化问题［１５］．由于不同的目标之间可能相互冲突，通
常不存在某个单独的解可以使得所有目标函数同时
达到最优，而需要获取多个不同的解以实现各个目
标之间的权衡．基于种群的进化算法可同时获得多
个满足帕累托支配关系的最优解，对于多目标优化
问题的求解具有天然的优势，现已成为解决多目标
优化问题的最常用方法［６１１］．

然而，对于包含成百上千个决策变量的大规
模多目标优化问题（ＬａｒｇｅＳｃａｌｅＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅ
ＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍｓ，ＬＳＭＯＰｓ），如大规模公共
交通网设计问题［１２］、大规模投资组合优化问题［１３］、
大规模资源分配问题［１４］等，随着决策变量数目的线
性增加，搜索空间的体积和复杂性将呈指数级增大，
导致维度诅咒［１５］，使得常规多目标进化算法的优化
性能在求解ＬＳＭＯＰｓ时快速下降．为解决这一问题，
学者们提出了一系列专门针对ＬＳＭＯＰｓ的进化算法，
称之为大规模多目标进化算法（ＬａｒｇｅＳｃａｌｅＭｕｌｔｉ
ＯｂｊｅｃｔｉｖｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＬＳＭＯＥＡｓ）．

现有ＬＳＭＯＥＡｓ主要包括基于分而治之思想的
决策变量分析类算法［１６１７］和协同演化类算法［１８１９］、
基于降维思想的问题转换类算法［２０２１］等．其中，基于
决策变量分析的ＬＳＭＯＥＡｓ根据决策变量的特性
将决策变量划分为不同的类别组并分别进行优化，
通过问题规模的降低来提升搜索效率．基于协同进
化的ＬＳＭＯＥＡｓ通过特定的分组策略，将决策变量
分为若干小组，对应多个子种群分别进化，再通过子
种群间的协同实现对整个问题的优化，有利于减缓
决策变量的迅速增加带来的挑战，并可采用并行方
式提升搜索效率．基于问题转换的ＬＳＭＯＥＡｓ将
ＬＳＭＯＰｓ从大规模困难问题转换为小规模简单问
题，基于对小规模问题的优化来实现对大规模问题
的优化，同样有利于应对决策变量的迅速增加并具
有较好的搜索效率．此外，也有不对决策变量进行划
分或降维，而通过对子代生成相关算子的改进来提升
算法在ＬＳＭＯＰｓ上竞争力的ＬＳＭＯＥＡｓ［２２２３］．总体
而言，现有ＬＳＭＯＥＡｓ在解决ＬＳＭＯＰｓ时已取得一
定的效果，但仍存在较大的改进空间．例如，基于决
策变量分析的ＬＳＭＯＥＡｓ虽然通过决策变量分类
一定程度上减小了问题的规模，但所产生的类别较
少，分解出的子问题仍可能是大规模问题．基于协同

演化的ＬＳＭＯＥＡｓ在子问题间存在关联关系时，需
要依次反复优化，所需计算资源庞大．基于问题转换
的ＬＳＭＯＥＡｓ用单个权值对应多个决策变量，限制
了原始决策空间的搜索范围，导致最终解的质量
难以保证．改进子代生成算子的ＬＳＭＯＥＡｓ虽然相
较于传统进化算法可增强在决策空间中的搜索效
率，但总体提升有限，难以应对决策变量快速增加的
情形．

针对现有ＬＳＭＯＥＡｓ中存在的不足，本文提出
一种基于存档和权值扩展的大规模多目标优化算法
（ＬＳＭＯＥＡｂａｓｅｄｏｎＡｒｃｈｉｖｅａｎｄＷｅｉｇｈｔＥｘｔｅｎｓｉｏｎ，
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ），在确保整体搜索效率的同时，提
升算法的搜索质量，实现算法综合性能的改进．
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ总体采用进化计算框架和问题转
换思想，通过单个权值与多个决策变量的对应，将
大规模决策变量多目标优化问题转换为小规模权
值变量多目标优化问题，再基于问题转换函数将
对小规模权值变量多目标问题的优化映射回对大
规模决策变量多目标问题的优化．ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ
在每轮迭代过程中，基于拥挤距离选择多个非支配
解及其对立点构建存档，并以此为种群持续提供有
效的进化方向，实现对决策空间的高效搜索．与此同
时，为避免问题转换对决策空间搜索范围的限制，
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在进化过程中对种群中的个体进
行动态判断，若某个体所生成后代的质量累计不够
理想，则将该个体所对应权值向量的维度进行扩展，
逐步扩大算法搜索空间，以较好地均衡算法的搜索
效率与搜索质量．

本文的主要贡献和工作如下：
（１）提出一种基于非支配解及其对立点的存档

策略，持续引导种群的有效进化方向，实现对决策空
间的高效搜索．

（２）提出一种基于权值扩展策略的问题转换方
法，通过动态提升权值向量的维度，逐步扩大算法的
搜索空间，对算法的搜索效率与搜索质量进行合理
均衡．

（３）在最新大规模多目标优化基准测试问题集
ＬＳＭＯＰ的１０８个测试用例上，与６个先进的大规
模多目标优化算法进行对比，证明ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ
在解决ＬＳＭＯＰｓ时具有明显的竞争优势．

本文第２节介绍背景知识；第３节介绍所提算
法的主要内容；第４节介绍实验方案和实验结果，并
进行相关分析；最后总结全文并对未来工作进行
探讨．
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２　背景知识
本节介绍ＬＳＭＯＰｓ的定义、ＬＳＭＯＥＡｓ的研究

现状和问题转换方法的基本思想．
２１　犔犛犕犗犘狊定义

不失一般性，一个具有狀维决策变量和犿个目
标的多目标优化问题，可以用以下数学形式表示［６］：

ｍｉｎ犉（狓）＝（犳１（狓），犳２（狓），…，犳犿（狓））Ｔ
ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ狓∈Ω （１）

其中，狓＝｛狓１，…，狓狀｝是决策空间Ω中的狀维决策
变量，犉（狓）是待求解的犿个目标函数．当决策变量
的数目狀大于１００时，通常称为ＬＳＭＯＰｓ．若狓和狔
是一个多目标优化问题的两个不同解，所对应目标
函数值均满足犳犻（狓）犳犻（狔），犻∈｛１，２，…，犿｝，并且
至少存在一个目标函数满足犳犼（狓）＜犳犼（狔），犼∈
｛１，２，…，犿｝，则称狓支配狔．不被决策空间中其他任
何解支配的解称为帕累托最优解．所有帕累托最优
解的集合称为帕累托最优解集（ＰａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌＳｅｔ，
ＰＳ），所有帕累托最优解对应目标向量的集合称为
帕累托最优前沿（ＰａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌＦｒｏｎｔ，ＰＦ）．
２２　犔犛犕犗犈犃狊研究现状

近年来，随着各类ＬＳＭＯＰｓ的不断涌现，学者
们提出了一系列针对ＬＳＭＯＰｓ的ＬＳＭＯＥＡｓ．根据
决策变量处理方式的不同，现有ＬＳＭＯＥＡｓ大致可
分为以下几类：

（１）基于决策变量分析的ＬＳＭＯＥＡｓ
该类ＬＳＭＯＥＡｓ主要基于分而治之思想，根

据决策变量的特性将决策变量划分为不同类别分
别进行优化，且将得到的结果直接组合作为最终
的优化结果，不考虑分组之间可能存在的关联关
系．ＭＯＥＡ／ＤＶＡ［１６］通过判断多次扰动决策变量后
所产生的各个解是否相互非支配，将决策变量分为
收敛变量，多样变量和混合变量，并采用ＤＥ算子分
别对三类决策变量组进行优化．ＬＭＥＡ［１７］则基于多
次扰动决策变量后所产生解集与超平面法线的角
度，将决策变量聚类为收敛性变量组和多样性变量
组，并分别采用收敛性策略和多样性策略进行处理．
Ｓ３ＣＭＡＥＳ［２４］同样将决策变量分为多样性相关变量
和收敛性相关变量，并基于变量间的相互关系，进一步
将收敛性相关变量分成多个子组．Ｓ３ＣＭＡＥＳ中每
个子种群只收敛到一个解，最终通过多个子种群的
同时进化得到一组近似帕累托最优解．ＳＭＯＥＡＤ［２５］
基于参考向量对变量进行分析，在每个搜索方向上

均基于多次扰动决策变量后所产生解集的投影来测
量决策变量的收敛相关度，据此对决策变量进行分
组，并使用自适应尺度化策略对每个分组进行优化．
基于决策变量分析的ＬＳＭＯＥＡｓ存在的不足是由
于所产生的决策变量类别较少，对应每类决策变量
的子问题仍可能是大规模问题，算法的总体搜索效
率尚待提升．

（２）基于协同进化的ＬＳＭＯＥＡｓ
该类ＬＳＭＯＥＡｓ同样基于分而治之思想，通过

特定的分组策略，如随机分组［２６］、线性分组［２７］、有
序分组［２８］、差异分组［２９３２］等，将决策变量分成若干
小组分别进行优化，并通过子种群间的协同实现对
整个问题的优化．ＣＣＧＤＥ３［１８］采用随机分组策略，
将决策变量随机划分成等长的多组形成多个子种
群，然后采用ＧＤＥ３［３３］对各子种群分别进行优化，
并利用快速非支配排序获得每个子种群的最优非支
配解，在此基础上再获得整个问题的最优解集．
ＭＯＥＡ／Ｄ２［１９］将协同进化框架与基于分解的多目标
优化算法ＭＯＥＡ／Ｄ［７］相结合，使得算法能够同时对
ＬＳＭＯＰｓ的决策空间和目标空间进行分解，可有效
提升算法的性能．ＣＣＬＳＭ［３４］则通过决策变量间的
依赖关系，将相互依赖的变量分在同一小组，并通过
交互分组方式提升协同进化框架对ＬＳＭＯＰｓ的优
化能力．基于协同进化的ＬＳＭＯＥＡｓ存在的不足是
当子问题之间存在关联关系时，对一个子问题的优
化会导致其余子问题的最优值发生变化，需要耗费
大量评估次数来平衡各组之间的影响，所需计算资
源庞大．

（３）基于问题转换的ＬＳＭＯＥＡｓ
该类ＬＭＯＥＡｓ基于降维思想，通过问题转换

方式，将原始大规模决策变量优化问题映射到一个
小规模权值变量优化问题，再基于问题转换函数将
对小规模问题的优化映射回对原始大规模问题的优
化．ＷＯＦ［２０］提出了一种加权优化框架，将决策变量
划分为等长的多组，每组对应一个权值变量，对权值
变量的优化即为对原决策空间中某子空间的搜索．
在此基础上，ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ［３５］引入一个组
长度池，在进化过程中通过分组长度的自适应变化来
扩大在决策空间中的搜索范围，并采用ＭＭＯＰＳＯ［３６］
对权重向量进行优化．ＬＳＭＯＦ［２１］在决策变量空间
中将一组参考解与一组权值向量关联，利用权值变
量重构决策空间，并通过犎犞指标函数简化目标空
间，从而加快搜索效率．ＴＡＳＥ［３７］通过张量分解将高
维决策空间的异构变量优化问题转换为几个互不相
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关的低维子分量优化问题，并设计了一种跨种群匹配
方案，根据子种群中个体的匹配程度将多个子种群准
确地重构为整个种群．基于问题转换的ＬＳＭＯＥＡｓ
存在的不足是由于一个权值对应一组决策变量，导
致对决策空间的搜索不彻底，所获得最终解的质量
有待改进．

除上述类型的ＬＳＭＯＥＡｓ，学者们也提出了一
些其它的ＬＳＭＯＥＡｓ．例如，ＬＭＯＣＳＯ［２２］不对决策
变量进行特别处理，而通过一种新的粒子更新策
略来提升粒子群算法对ＬＳＭＯＰｓ的优化性能．
ＤＧＥＡ［２３］通过一种可平衡多样与收敛的预选策略
来选择父代种群，并根据种群中支配解的数目自适
应决定构造收敛方向向量还是多样方向向量，通过
方向向量引导子代的生成，以有效平衡种群的多样
性和收敛性．ＳｐａｒｓｅＥＡ［３８］则通过对每维决策变量的
打分生成二进制掩码，并基于决策变量与二进制掩
码的乘积来生成具有稀疏特性的子代，以满足稀疏
型ＬＳＭＯＰｓ的优化需要．ＬＭＯＥＡＤＳ［３９］在每个参
考向量中选取最接近原点的个体进行有向采样并引
导子代的生成，侧重提高种群的收敛性，同时互补地
使用非支配排序与参考向量进行环境选择，侧重保
持种群的多样性．这些算法虽然相较于传统进化算
法在一定程度上能增强在决策空间中的搜索效率，
但对于高维决策空间仍难以进行有效搜索．
２３　问题转换

基于问题转换的优化方法最初由Ｚｉｌｌｅ等人在
文献［２０］中提出，其优化过程如下：

首先，将待优化ＬＳＭＯＰｓ的决策变量分为若干
组，并给每组赋予一个权值，种群中的每个个体对应
一个权值向量．如图１所示，狓为原始决策空间中含
狀个决策变量的个体，假设将其线性均分为犽组，狑
即为与狓对应的犽维权值向量．

图１　决策变量与权值对应关系示意图
在每轮迭代过程中，先采用子代生成算子对权

值向量集进行操作，生成权值向量的子代．再基于问
题转换函数，将所生成的权值向量子代转换为原决
策空间中的子代．最后，在原决策空间进行环境选
择，生成新的下一代种群．问题转换函数犜的一般
形式如下：

狓ｎｅｗ＝犜（狑，狓） （２）
其中，狑为权值向量，狓为原决策空间中的个体，狓ｎｅｗ
为转换后在原决策空间中新生成的个体．

３　犔犛犕犗犈犃犃犠犈算法
本节介绍ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ算法的主要框架和

核心策略，并对算法的时间复杂性进行分析．
３１　犔犛犕犗犈犃犃犠犈的整体框架

ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的整体框架如算法１所示．首
先，初始化种群犘并建立存档犃，同时将犘中个体与
犃中个体关联．然后，基于决策变量分组，生成与种
群犘对应的低维权值向量集犠．犘中每个个体包含
４个属性，其中个体的犻犱属性为其在种群中的序
号，犳犻犱属性表示其父代的犻犱属性，犪犻犱属性表示其
所对应存档个体在犃中的序号，犫狀属性用于判断个
体是否处于进化瓶颈，犳犻犱和犫狀的初始值为０．犃中
每个个体包含２个属性，分别为表示其序号的犻犱属
性和记录与其关联的犘中个体数的犮狅狌狀狋属性，
犮狅狌狀狋的初始值为０．犠＝｛狑１，…，狑狀｝中的元素为与
犘中个体逐一对应的权值向量，狀为犘中个体的数
量．每个权值向量狑犻＝（狑犻，１，…，狑犻，犽）中元素个数
及取值的初始化和动态变化分别如３．３节和３．５节
所示．

算法１．　ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ算法的整体框架．
输入：犖（种群大小）
输出：犘（优质解）
１．初始化种群犘；
２．建立存档犃；／／算法２
３．生成权值向量集合犠；
４．ｗｈｉｌｅ不满足结束条件ｄｏ
５．　基于问题转换生成子代犗；／／算法３
６．　通过环境选择得到下一代种群犘和对应的犠；
７．　更新存档犃；／／算法２
８．　对犠进行权值扩展；／／算法４
９．ｅｎｄｗｈｉｌｅ
１０．ｒｅｔｕｒｎ犘
在每轮迭代中，先采用子代生成算子对权值向

量集犠进行操作，生成犠的子代集犠′，再基于存档
犃将犠′转换为原决策空间中的子代犗．随后，对犘
和犗的并集进行环境选择，生成新的下一代种群及
其对应的权值向量集．接着，对存档犃进行更新操
作，并重新建立犘中个体与犃中个体的关联关系．
最后，基于新种群中个体的犫狀属性值，对处于进化
瓶颈的个体所对应权值向量进行扩展．当达到结束
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条件时，输出优质解．
３２　建立／更新存档

ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在种群初始化后建立存档，并
在每轮迭代的环境选择之后对存档进行更新，基于
种群中的高质量解为后续进化持续提供有效的方
向，实现对决策空间的高效搜索．ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ
在更新存档时不保留之前存档中的个体，而仅基于
当前种群的状态，其建立和更新存档的方式完全一
致，如算法２所示．

算法２．　建立／更新存档．
输入：犘（种群），犖（种群大小）
输出：犘（更新属性后的种群），犃（存档）
１．犃＝；
２．基于拥挤距离从犘中选取λ个非支配个体放入犃中；
／／λ为存档大小的一半

３．计算犃中所有个体的对立点，并把它们放入犃中；
４．犚＝｛１，２，…，２λ｝；
５．ｆｏｒ犻＝１ｔｏ犖ｄｏ
６．　ｉｆ犚＝ｔｈｅｎ
７．　　从｛１，２，…，２λ｝中随机选取一个数狉，狆犻．犪犻犱＝狉；
８．　ｅｎｄｉｆ
９．　ｂｒｅａｋ；
１０．　从犚中随机选一个数狉；
１１．　ｉｆ＋＋犪狉．犮狅狌狀狋犖／２λｔｈｅｎ
１２．　　狆犻．犪犻犱＝狉；
１３．　ｅｌｓｅ
１４．　　犚＝犚－｛狉｝；
１５．　ｅｎｄｉｆ
１６．ｅｎｄｆｏｒ
１７．ｒｅｔｕｒｎ犘，犃

　　首先，将存档犃清空．然后，基于拥挤距离从当
前种群犘的非支配解中选取λ个作为一半存档个
体．若犘中非支配层上的个体数目不足λ，则继续基
于拥挤距离从犘的第二非支配层选取，依此类推，
直到选够为止．其中，犘中非支配解的层序为基于
帕累托支配关系进行划分．接着，为进一步提升种
群在后续进化过程中的多样性能，同时尽量避免
陷入局部最优的情形，基于对立点的概念，将前述
λ个个体的对立点也作为存档个体放入犃中．设狓＝
（狓１，狓２，…，狓狀），狓犻的上限为狓ｍａｘ

犻，下限为狓ｍｉｎ犻，则狓
的对立点狓′中每个元素狓′犻的定义如下：

狓′犻＝狓ｍａｘ犻＋狓ｍｉｎ犻－狓犻 （３）
在存档操作的最后环节（算法２，第４～１６行），采用
随机方式，将当前种群中的个体与存档中的个体均
匀关联，为后续在问题转换过程中使用存档引导种
群的进化方向，并生成子代个体做好准备．

图２为二维空间中基于当前种群构建存档的示
意图．其中，黑色加粗曲线表示ＰＳ，圆点和三角形为
当前种群中的个体，且三角形为非支配解．狆１，狆２，
狆３，狆４，狆５为基于拥挤距离选取的非支配解，作为存
档中的一半个体．五角形分别为狆１，狆２，狆３，狆４，狆５的
对立点狆′１，狆′２，狆′３，狆′４，狆′５，作为存档中的另一半个
体．从图２中可见，将基于拥挤距离选取的非支配解
及其对立点作为存档，有利于提升后续进化过程中
种群的多样性，同时也有利于快速搜索决策空间中
其它尚未搜索的区域．

图２　基于拥挤距离和对立点的存档示意图

３３　权值向量初始化与问题转换函数
根据文献［１６１７］等，在进化过程中对多样性变

量和收敛性变量分开处理，可促进种群多样性和收
敛性的平衡，有利于提升算法的综合性能．同时，权
值向量的维度越小，对应的搜索空间越小，完成整个
搜索所需的评价次数越少．

为此，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ首先通过聚类方式［１７］，
将待优化问题的决策变量仅分为多样性变量和收敛
性变量两类．然后，采用随机方式，为种群中每个个
体的每类决策变量分别对应一个初始值，完成权值
向量的初始化．

具体而言，对包含狀个决策变量的个体狓＝
（狓１，…，狓狀），首先将其决策变量聚类为多样性决策
变量集犇：｛狓犱１，…，狓犱‖犇‖｝和收敛性决策变量集犆：
｛狓犮１，…，狓犮‖犆‖｝，其中犇和犆分别表示犇和犆中元
素的个数．然后为犇和犆分别随机对应一个［０，１］区
间的权值狑犱和狑犮．此时，二元组（狑犱，狑犮）即为个体
狓所对应的初始权值向量狑．

对于问题转换函数的设计，为尽可能扩大通过
转换生成的新个体在原决策空间的分布范围，提升
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算法的搜索能力，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ采用了如下线性
变换方程［２０］作为权值向量到原决策空间个体的转
换函数：

狓ｎｅｗ犻＝
狓犻－２狑犼（狓犻－狓ｍｉｎ犻）， 狑犼∈［０，０．５］
狓犻＋（２狑犼－１）（狓ｍａｘ犻－狓犻），狑犼∈（０．５，１烅烄烆 ］（４）

其中，狑犼为权值向量狑＝（狑１，…，狑犽）中的某个权
值，狓犻为原决策空间中个体狓＝（狓１，…，狓狀）的某个
决策变量，且狓与狑关联，同时决策变量狓犻与权值
变量狑犼对应．狓ｎｅｗ＝（狓ｎｅｗ１，…，狓ｎｅｗ狀）即为基于狓和狑
生成的新个体．在ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ中，由于最初只
将决策变量分为收敛和多样两类，故每个权值向量
的长度犽的初始值为２，后续则通过３．５节所示方
式，不断进行扩展．

式（４），当狑犼∈［０，０．５］时，新生成决策变量
狓ｎｅｗ犻的取值范围为［狓ｍｉｎ犻，狓犻］；当狑犼∈（０．５，１］时，
狓ｎｅｗ犻的取值范围为（狓犻，狓ｍａｘ犻］，故通过式（４）可实现对
原问题整个决策空间的探索．
３４　基于问题转换的子代生成

基于问题转换的子代生成伪代码如算法３所
示．在每个子代个体的生成过程中，首先采用轮盘赌
方式，从权值向量集犠选取两个权值向量狑犪和狑犫
作为父代个体．由于进化过程中ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ会
采用３．５节所示方式，对种群中所生成子代质量累
计较差个体所对应的权值向量进行动态扩展，导致
进化过程中各权值向量的维度可能存在差异．在进
一步操作前，需先对所选取权值向量狑犪和狑犫的维度
进行对齐．具体而言，若狑犪和狑犫的维度不一致，则选
取两者中维度大的作为基准，对维度小的权值向量
进行扩展．然后，对对齐后的狑犪和狑犫进行ＤＥ操作，
生成子代权值向量狑′犻．本文采用的ＤＥ算子为文献
［４０］中提出的ＤＥ／ｒａｎｄ／１．

算法３．　基于问题转换生成子代．
输入：犘（种群），犠（权值向量集），犃（存档），犖（种群大小）
输出：犗（子代）
１．ｆｏｒ犻＝１ｔｏ犖ｄｏ；
２．　采用轮盘赌的方式从犠中选择狑犪和狑犫，并对齐

狑犪和狑犫的维度；
３．　对对齐后的狑犪和狑犫进行ＤＥ操作，生成狑′犻；
４．　根据狑犪还原狑′犻的维度；
５．　基于还原后的狑′犻和犪狆犪．犪犻犱，使用式（４）生成狅犻；
６．　狅犻．犳犻犱＝狆犪．犳犻犱；
７．ｅｎｄｆｏｒ
８．ｒｅｔｕｒｎ犗
接着，基于狑犪的维度对狑′犻进行还原．之后，再根

据狑犪所关联个体狆犪的犪犻犱属性值，从存档犃中选出
个体犪狆犪．犪犻犱，并基于还原后的狑′犻和犪狆犪．犪犻犱，使用式（４）
生成原决策空间中的子代个体狅犻．最后，将狆犪的犻犱
值作为狅犻的犳犻犱值．

图３展示了对两个权值向量的维度进行对齐和
还原的过程．在对齐时，首先基于两个权值向量的维
度值，将维度大的权值向量中的权值进行线性均匀
分组，然后采用逐一插入相同权值形式，对维度小的
权值向量进行扩展，从而使两者具有相同的维度．
图３（ａ）和图３（ｃ）分别为将一个３维权值向量对齐
到一个６维和一个７维权值向量的示意图．还原过
程与对齐过程刚好相反，通过均匀间隔抽取权值的
方式来形成新的权值向量．图３（ｂ）和图３（ｄ）分别为
将一个６维和一个５维权值向量还原到一个３维权
值向量的示意图．

图３　权值对齐和权值还原示意

在算法３中，值得注意的是，第５行基于权值向
量狑′犻生成子代个体狅犻时，并不使用狑′犻直接关联的
狆犪，而是使用狆犪所对应的存档个体犪狆犪．犪犻犱，目的是基
于存档更好地提高狅犻的质量，进而提高算法的整体
搜索效率．
３５　权值扩展

基于问题转换的优化方法通过对低维权值向量
的优化来提升高维决策变量优化的效率，可极大降
低大规模优化问题的求解难度．但由于一个权值变
量对应一组决策变量，导致同组内的决策变量不能
独立变化，限制了决策空间的搜索范围．为合理均衡
算法的搜索效率与搜索质量，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ采用
了对权值向量进行自适应动态扩展的策略．

具体而言，在初始化时，由于采用纯随机形式，
种群中的个体通常距离ＰＳ较远，故如３．３节所示，
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仅采用二维形式的权值向量，以利于种群的快速进
化．在进化过程中，则基于所生成子代个体的质量，
对每个个体的状态进行动态判断．若某个体所生成
子代的质量累计较差，则可认为该个体所对应的权
值向量已在优化过程中到达瓶颈，需要对该权值向
量的维度进行扩展，以扩大后续进化过程中在决策
空间中的搜索范围，进而有机会找到更高质量的解．

图４为通过权值扩展扩大搜索区域的示意图．
其中，左边坐标中边长为１的正方形为二维权值向
量（狑１，狑２）的搜索区域，右边坐标中边长为１的正方
体为三维权值向量（狑１，狑２，狑３）的搜索区域．显然，当
权值向量的维度从二维扩展至三维时，其对应的搜
索区域显著扩大．由于基于问题转换的优化框架是
通过对权值向量的优化来间接实现对原问题的优
化，且权值向量与原问题种群中的个体一一关联，因
此对权值向量搜索区域的扩展即对应扩展了在原问
题决策空间中的搜索区域，从而有利于在原问题决
策空间中找到更高质量的解．

图４　通过权值扩展扩大搜索区域示意

权值扩展的伪代码如算法４所示．首先，将犘
中非支配且犳犻犱值不为０的个体组成的集合定义为
高质量子代个体集犙．犘中犳犻犱值为０的个体为直
接源自上一代种群的个体，此类个体组成的集合用
犝表示．对于犝中每个个体，若在前一次参与了子
代生成，且所生成子代个体在环境选择后不在犙
中，说明该个体未能生成高质量子代，将该个体的
犫狀属性值加１．若某个体的犫狀属性值累计达到了阈
值β，则对其对应的权值向量进行扩展，并重置其犫狀
属性为０．

算法４．　权值扩展．
输入：犘（种群），犗（子代），犠（权值向量集）
输出：犘（更新属性后的种群），犠（扩展后的权值向量集）
１．犘中非支配且犳犻犱≠０的个体构成集合犙；
２．犘中犳犻犱＝０的个体构成集合犝；
３．ｆｏｒ犻＝１ｔｏ犝ｄｏ
４．犚＝；
５．ｆｏｒ犻＝１ｔｏ犖ｄｏ
６．ｉｆ狅犼．犳犻犱＝狌犻．犳犻犱ｔｈｅｎ

７． 犚＝犚∪｛狌犻｝；
８．ｅｎｄｉｆ
９．ｅｎｄｆｏｒ
１０．ｉｆ犚≠且犚∩犙＝ｔｈｅｎ
１１．将犘中与狌犻对应个体的犫狀值加１；
１２．ｅｎｄｉｆ
１３．ｅｎｄｆｏｒ
１４．将犘中所有个体的犳犻犱置为０；
１５．ｆｏｒ犻＝１ｔｏ犖ｄｏ
１６．ｉｆ狆犻．犫狀＝βｔｈｅｎ／／β为权值扩展的阈值
１７．ｉｆ狑犻中关联犇的元素个数犇／２ｔｈｅｎ
１８． 将狑犻中的多样性权值个数扩展一倍；
１９．ｅｌｓｅｉｆ犇／２＜狑犻中关联犇的元素个数＜犇
２０． 将狑犻中的多样性权值个数扩展至犇；
２１．ｅｎｄｉｆ
２２．ｉｆ狑犻中关联犆的元素个数犆／２ｔｈｅｎ
２３． 将狑犻中的收敛性权值个数扩展一倍；
２４．ｅｌｓｅｉｆ犆／２＜狑犻中关联犇的元素个数＜犆
２５． 将狑犻中的收敛性权值个数扩展至犆；
２６．ｅｎｄｉｆ
２７．将狆犻的犫狀置为０；
２８．ｅｎｄｉｆ
２９．ｅｎｄｆｏｒ
３０．ｒｅｔｕｒｎ犘，犠
值得注意的是，在算法４的第１７～２５行，

ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ对权值向量中关联多样性决策变
量集犇和收敛性决策变量集犆的元素分别进行扩
展，以充分发挥分别处理多样性决策变量和收敛性
决策变量所具有的优势．以权值向量狑犻中与犇关联
的某一元素狑犻，犼为例，权值向量的具体扩展方式如
下：设狑犻中关联犇的元素个数为犱，若犱犇／２，则
在每个狑犻，犼后插入一个与狑犻，犼具有相同取值的元
素，以形成新的权值向量；若犇／２＜犱＜犇，则在
狑犻中前面犇－犱个与犇关联的元素狑犻，犼后插入一
个与狑犻，犼具有相同取值的元素，形成新的权值向量；
若犱＝犇，则不再对权值向量狑犻进行扩展．

总体而言，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ采用自适应方式对
权值向量逐步进行动态扩展，虽然会因为搜索空间
的逐步扩大而导致搜索效率的降低，但同时也有利
于逐步提高种群中解的质量，可在搜索效率和搜索
质量方面达到较好的均衡，有利于算法综合性能的
提升．
３６　时间复杂性分析

ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的每一轮迭代包括基于问题
转换的子代生成、环境选择、存档更新和权值扩展．
其中，基于问题转换的子代生成首先采用ＤＥ算子
产生权值向量的子代，再使用问题转换公式生成原
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决策空间中的子代，其时间复杂度为犗（犽狀犖），其中
犽为当前权值向量的维度，狀为原决策空间的维度，
犖为种群中个体的数目．ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ采用文献
［４１］的环境选择算子，其时间复杂度为犗（犿犖２），其
中犿为目标函数的数目．存档更新包括生成新的存
档，以及将种群中的所有个体与存档个体逐一关联，
其时间复杂度为犗（犿犖）．权值扩展首先判断种群中
的每个个体是否处于瓶颈状态，然后对处于瓶颈的
个体所对应权值向量进行扩展，其时间复杂度为
ｍａｘ（犗（犖２），犗（犽犖））．由于ＬＳＭＯＰｓ中决策变量
的维度值通常远大于目标函数的数目和种群中个体
的数目，故在每一轮迭代过程中，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ
总的时间复杂度为犗（犽狀犖）．

４　实验设计与分析
本节将ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ与６个先进的ＬＳＭＯＥＡｓ

在最新的大规模多目标基准测试问题集ＬＳＭＯＰ［４２］
上进行对比实验，并对ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ中存档策略
和权值扩展策略的有效性进行单独验证，同时对
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ中独有参数的敏感性进行分析．
４１　测试问题集

所采用的基准测试问题集ＬＳＭＯＰ包括９个大
规模多目标问题ＬＳＭＯＰ１～ＬＳＭＯＰ９．这９个问题
分别包含了多种具有挑战性的特性：不规则ＰＦ、多
模、决策变量之间不可分离、决策变量与目标函数完
全相关等．各问题的详细属性如表１所示．

表１　犔犛犕犗犘各测试问题的特性
问题 ＰＦ形状 模态 可分离性 相关性

ＬＳＭＯＰ１ 线性 单模 完全可分离 可分离相关性
ＬＳＭＯＰ２ 线性 混合 部分可分离 可分离相关性
ＬＳＭＯＰ３ 线性 多模 混合 可分离相关性
ＬＳＭＯＰ４ 线性 混合 混合 可分离相关性
ＬＳＭＯＰ５ 凹 单模 完全可分离 重叠相关性
ＬＳＭＯＰ６ 凹 混合 部分可分离 重叠相关性
ＬＳＭＯＰ７ 凹 多模 混合 重叠相关性
ＬＳＭＯＰ８ 凹 混合 混合 重叠相关性
ＬＳＭＯＰ９ 凹 混合 完全可分离 完全相关

ＬＳＭＯＰ中各问题的目标数和决策变量数均可
扩展，为全面测试ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的整体表现，分
别在目标数为２和３，决策变量数为２００、５００、１０００、
２０００、３０００、５０００，共１０８个ＬＳＭＯＰ１～ＬＳＭＯＰ９的
测试实例上进行实验．
４２　对比算法与参数设置

（１）对比算法
所选择的６种对比算法分别为ＭＯＥＡ／ＤＶＡ［１６］、

ＣＣＧＤＥ３［１８］、ＷＯＦＳＭＰＳＯ［２０］、ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ［３５］、
ＬＳＭＯＦ［２１］和ＬＭＯＥＡＤＳ［３９］．其中，ＭＯＥＡ／ＤＶＡ为
决策变量分析类算法，ＣＣＧＤＥ３为协同进化类算法，
ＷＯＦＳＭＰＳＯ、ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ和ＬＳＭＯＦ为问
题转换类算法，ＬＭＯＥＡＤＳ为对子代生成进行改
进的算法．

（２）参数设置
为公平地比较各个算法，为各算法设置相同的

种群大小和评估次数，分别为１００和１０００００．各算
法子代生成过程中所用到算子ＳＢＸ、ＰＭ和ＤＥ的
参数设置如表２所示．ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ中用于控制
存档大小的参数λ设为５，权值扩展阈值β设为１０．
各对比算法的其它独有参数，分别按照各自原始文
献中的数值进行设置．

表２　子代生成算子参数设置
参数名 参数值

ＳＢＸ交叉概率（犘犮） １．０
变异概率（犘犿） １／犇
交叉分布指标（η犮） ２０
变异分布指标（η犿） ２０
ＤＥ交叉概率（犆犚） １
缩放因子（犉） ０．５

４３　性能指标
为客观测试ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的综合性能，采用

多目标优化领域广泛使用的反转世代距离（Ｉｎｖｅｒｔｅｄ
ＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌＤｉｓｔａｎｃｅ，ＩＧＤ）［４３４４］和超体积（Ｈｙｐｅｒ
ｖｏｌｕｍｅ，ＨＶ）［４５４６］作为评价指标．犐犌犇和犎犞均能
同时评价算法的收敛性和多样性．

（１）犐犌犇
犐犌犇的定义如下：

犐犌犇（犘，Ω）＝
∑
狓∈犘
犱犻狊（狓，Ω）

｜犘｜ （５）
其中，犘是ＰＦ上一组均匀分布的参考点，而Ω是
种群中非支配解的集合，犱犻狊（狓，Ω）是狓与Ω中的点
之间的最小欧几里得距离．犐犌犇通过计算真实ＰＦ
与算法所获得解集之间的接近程度来评价算法的综
合性能．犐犌犇的值越小，表示算法的性能越好．

（２）犎犞
犎犞的定义如下：

犎犞（犙）＝Λ（∪
狆∈犙
｛狓狆狓狓狉犲犳｝） （６）

其中，犙是算法求得的帕累托前沿面上近似解集，
狓狉犲犳表示参考点．犎犞通过计算目标空间参考点与算
法所获得解集之间的体积来对算法进行评估，犎犞
越大表明算法的性能越好．
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４４　实验结果与分析
分别基于所有测试实例上获得的犐犌犇值和

犎犞值及对应的标准差，采用置信水平为９５％的
Ｗｉｌｃｏｘｏｎ秩和检验［４７］，对ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ和其它
６个对比算法的性能进行衡量．符号－、＋和＝分别
代表比较算法的犐犌犇值或犎犞值明显差于、优于和
类似于ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ．

（１）２目标上各算法的实验结果与分析
表３和表４分别列出了ＬＳＭＯＰ上５４个２目标

测试实例的犐犌犇值和犎犞值统计结果．可以看出，
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在绝大部分测试实例上取得了最

佳的犐犌犇值，在几乎全部的测试实例上取得了最佳
的犎犞值，说明其所采用的存档策略和权值扩展策
略在２目标的ＬＳＭＯＰ上具有优秀的总体性能．
ＭＯＥＡ／ＤＶＡ和ＣＣＧＤＥ３在各测试实例上的性能
表现明显不如其它算法，说明仅采用变量分组和协同
进化的方式尚难以较好的处理ＬＳＭＯＰｓ．相对而言，
基于问题转换的ＷＯＦＳＭＰＳＯ、ＷＯＦＭＭＯＰＳＯ
ＲＤＧ和ＬＳＭＯＦ通过对转换后小规模权值向量的
优化来实现对原大规模决策变量的优化，既有利
于降低优化规模，同时整体上依然是从全局角度
进行优化，从而在处理ＬＳＭＯＰｓ时具有较好的整体

表３　犕犗犈犃／犇犞犃、犆犆犌犇犈３、犠犗犉犛犕犘犛犗、犠犗犉犕犕犗犘犛犗犚犇犌、犔犛犕犗犉、犔犕犗犈犃犇犛和犔犛犕犗犈犃犃犠犈在测试问题为犔犛犕犗犘１～
犔犛犕犗犘９的２目标问题上获得的犐犌犇值统计结果（均值和标准差）（每个实例算法中的最好结果加粗突出显示）

测试
问题

目标
维度 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ ＣＣＧＤＥ３ ＷＯＦＳＭＰＳＯ ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ ＬＳＭＯＦ ＬＳＭＯＥＡＤＳ ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ

ＬＳＭＯＰ１

２００２．３４４３ｅ!０（３．６３ｅ１）（）１．４９１２ｅ!０（７．５９ｅ２）（）４．６８８６ｅ２（２．４６ｅ３）（）３．９２８１ｅ１（４．１７ｅ２）（）５．６５９１ｅ１（３．７５ｅ２）（）３．３７７４ｅ１（２．６３ｅ３）（）１．２２３６犲２（７．３４犲８）
５００７．４７９２ｅ!０（２．１２ｅ１）（）１．５７４３ｅ!０（２．４１ｅ１）（）７．４２３１ｅ２（２．９４ｅ３）（）４．０６２５ｅ１（１．０７ｅ２）（）５．６９０７ｅ１（２．８２ｅ２）（）３．５５３６ｅ１（５．７４ｅ２）（）１．１６５６犲２（２．０２犲８）
１０００９．７６９７ｅ!０（１．３８ｅ１）（）１．４７２４ｅ!０（１．９２ｅ２）（）７．３７７３ｅ２（１．８３ｅ３）（）４．１３０２ｅ１（１．７５ｅ２）（）６．１５３２ｅ１（２．０６ｅ２）（）３．７７３６ｅ１（３．８４ｅ３）（）１．２２５４犲２（８．８１犲６）
２０００１．０７０１ｅ!１（１．５１ｅ１）（）１．４７９２ｅ!０（１．２４ｅ１）（）７．４３５６ｅ２（９．９９ｅ４）（）５．７２９４ｅ１（５．８２ｅ４）（）６．２１７６ｅ１（１．７２ｅ２）（）３．６７３７ｅ１（７．７４ｅ３）（）４．５０５１犲２（４．６７犲３）
３０００１．１０２６ｅ!１（９．４６ｅ２）（）１．５６５５ｅ!０（１．１５ｅ１）（）７．５８７７ｅ２（４．０６ｅ４）（）６．４６２７ｅ１（７．１６ｅ３）（）６．４９４１ｅ１（２．４９ｅ２）（）３．９９８４ｅ１（５．７４ｅ２）（）４．５６６７犲２（４．６４犲４）
５０００１．１５０２ｅ!１（３．２６ｅ２）（）１．７０３５ｅ!０（５．６７ｅ２）（）７．４６７９ｅ２（３．２２ｅ３）（）９．２５６４ｅ１（６．４６ｅ３）（）６．５１８８ｅ１（１．１９ｅ２）（）３．５６３７ｅ１（４．８３ｅ３）（）３．１３１４犲２（２．６３犲４）

ＬＳＭＯＰ２

２００１．４９１８ｅ１（１．３３ｅ３）（）８．４１６５ｅ２（６．００ｅ５）（）１．３２８９ｅ２（５．７９ｅ４）（）７．０１３２ｅ２（３．１５ｅ３）（）３．９２３４ｅ２（１．７３ｅ４）（）７．７７３８ｅ２（５．９５ｅ３）（）７．５５８２犲３（６．１８犲７）
５００７．３４６４ｅ２（２．２７ｅ４）（）６．５３１３ｅ２（４．８６ｅ６）（）９．３７９７ｅ３（２．５３ｅ４）（）４．１６２７ｅ２（５．１７ｅ２）（）２．３３９４ｅ２（５．７９ｅ４）（）５．４７４８ｅ２（６．７５ｅ４）（）６．２６０２犲３（４．４５犲６）
１０００４．０４２１ｅ２（６．５１ｅ４）（）３．８７５７ｅ２（２．２５ｅ５）（）７．４６２８ｅ３（４．４０ｅ４）（）４．２６４６ｅ２（３．２５ｅ２）（）１．８１１８ｅ２（７．１３ｅ４）（）３．５６３７ｅ２（７．８４ｅ４）（）６．３２５６犲３（８．４５犲７）
２０００２．２９７８ｅ２（９．２７ｅ４）（）２．２７８５ｅ２（８．４１ｅ５）（）６．５５１９ｅ３（６．３８ｅ５）（）２．２３７０ｅ２（５．０５ｅ５）（）１．３１４６ｅ２（５．６８ｅ４）（）３．４８４６ｅ２（３．８４ｅ５）（）５．１５４１犲３（３．３５犲８）
３０００１．７３８０ｅ２（６．７４ｅ４）（）１．８６７３ｅ２（７．８５ｅ５）（）５．５０２５ｅ３（１．１６ｅ４）（）１．７３５７ｅ２（６．２６ｅ６）（）１．１３５９ｅ２（２．３０ｅ４）（）３．４６３７ｅ２（８．７３ｅ５）（）５．１５４１犲３（３．３５犲８）
５０００１．３８４２ｅ２（１．１６ｅ３）（）１．０１３２ｅ２（１．７６ｅ４）（）５．１６９３ｅ３（８．５７ｅ５）（）１．２０４８ｅ２（３．２６ｅ６）（）１．０３５７ｅ２（１．３４ｅ３）（）３．３７３８ｅ２（２．５７ｅ４）（）４．１４１４犲３（１．８５犲９）

ＬＳＭＯＰ３

２００２．６７４０ｅ!２（２．４７ｅ２）（）３．９５４７ｅ!１（８．２４ｅ１）（）１．４４７７ｅ!０（１．０７ｅ１）（）１．４４０９ｅ!０（１．１７ｅ１）（）１．５３２０ｅ!０（９．４６ｅ４）（）１．５６８４ｅ!０（７．７４ｅ７）（）１．２５２６犲!０（５．１３犲２）
５００１．３０００ｅ!３（１．５８ｅ３）（）３．４２４６ｅ!１（１．４７ｅ１）（）８．４７９３ｅ１（２．２５ｅ３）（）１．５６８０ｅ!０（３．６１ｅ２）（）１．５６５６ｅ!０（２．６７ｅ４）（）１．５４７８ｅ!０（８．７５ｅ８）（）１．０４１５犲!０（７．６３犲２）
１０００１．２４６６ｅ!３（６．８１ｅ２）（）３．１７３０ｅ!１（３．９０ｅ１）（）８．４８４２犲１（２．４２犲３）（!）２．５７４０ｅ!０（７．１７ｅ２）（）１．５７３６ｅ!０（１．６５ｅ４）（）１．５４０３ｅ!０（５．７４ｅ７）（）９．０１８９ｅ１（８．４２ｅ２）
２０００１．１９０４ｅ!３（４．９３ｅ２）（）２．５７４９ｅ!１（５．１４ｅ１）（）８．４９９７犲１（２．２５犲３）（!）２．７７０５ｅ!０（５．１５ｅ２）（）１．５７７２ｅ!０（７．３１ｅ５）（）１．５３０９ｅ!０（７．７８ｅ７）（）１．１１７３ｅ!０（９．０６ｅ２）
３０００７．８３１８ｅ!２（１．０３ｅ３）（）２．７０１４ｅ!１（１．１８ｅ１）（）８．５２１２犲１（２．７９犲３）（!）６．６２７９ｅ!０（３．１５ｅ２）（）１．５７８５ｅ!０（１．２０ｅ４）（）１．５２５２ｅ!０（８．８６ｅ８）（）１．１４３５ｅ!０（８．３６ｅ２）
５０００１．９８８４ｅ!３（５．９８ｅ２）（）２．８７８１ｅ!１（７．４０ｅ２）（）８．５１３２犲１（５．５１犲３）（!）８．０２３６ｅ!０（４．１７ｅ２）（）１．５７９５ｅ!０（１．５２ｅ５）（）１．５３０６ｅ!０（１．７４ｅ８）（）１．０１８９ｅ!０（８．０２ｅ２）

ＬＳＭＯＰ４

２００１．７２６６ｅ１（７．６４ｅ４）（）７．０３０７ｅ２（６．６３ｅ４）（）６．０２８８ｅ２（２．７７ｅ３）（）１．３２８８ｅ１（３．０７ｅ１）（）９．６７７６ｅ２（１．９５ｅ３）（）２．５６３７ｅ２（３．３７ｅ２）（）２．３４８８犲２（３．９０犲７）
５００１．２２０７ｅ１（６．９５ｅ４）（）１．１４８７ｅ１（１．３１ｅ４）（）３．５５４２ｅ２（１．１０ｅ３）（）７．０２４２ｅ２（３．１０ｅ３）（）５．１４３５ｅ２（３．０１ｅ４）（）２．０６３５ｅ２（８．７３ｅ４）（）１．５１０６犲３（１．９７犲６）
１０００７．４０１２ｅ２（２．９５ｅ４）（）５．４３７９ｅ２（４．１５ｅ５）（）２．０２２２ｅ２（４．５３ｅ４）（）５．０７２６ｅ２（６．８２ｅ３）（）３．３４９３ｅ２（１．４１ｅ３）（）２．３６７８ｅ２（８．４７ｅ４）（）１．１７４９犲３（３．４３犲８）
２０００４．４０３５ｅ２（１．８０ｅ４）（）３．２８４７ｅ２（３．４３ｅ４）（）１．２５６５ｅ２（３．３８ｅ４）（）３．３０１６ｅ２（５．０８ｅ６）（）２．４０８２ｅ２（１．８５ｅ３）（）２．４７４７ｅ２（４．７４ｅ４）（）９．７１２４犲３（６．９５犲７）
３０００３．２４０８ｅ２（５．６２ｅ４）（）２．４８５１ｅ２（４．８０ｅ４）（）９．６７４１ｅ３（３．６８ｅ４）（）２．２５７３ｅ２（３．５７ｅ８）（）２．３９０９ｅ２（２．０８ｅ３）（）２．１７８４ｅ２（１．１４ｅ５）（）７．５１６６犲３（６．９７犲７）
５０００２．３０２５ｅ２（１．８３ｅ４）（）１．８３５２ｅ２（５．６１ｅ５）（）７．５９７５ｅ３（２．５０ｅ１）（）２．０２５８ｅ２（７．０４ｅ７）（）１．７０１９ｅ２（１．５０ｅ１）（）２．０７４７ｅ２（７．０３ｅ２）（）６．３７６９犲３（４．４３犲８）

ＬＳＭＯＰ５

２００８．５２４８ｅ!０（６．７０ｅ２）（）８．２２２３ｅ１（３．７３ｅ１）（）８．４１６７ｅ２（５．７５ｅ３）（）６．５７１２ｅ２（１．７５ｅ１）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ９）（）７．３８４６ｅ１（７．７４ｅ３）（）６．４８９３犲２（１．１８犲３）
５００１．６６９４ｅ!１（１．４３ｅ１）（）９．３９８６ｅ!０（７．９２ｅ１）（）１．６４３６ｅ１（１．２０ｅ２）（）７．０１６３ｅ２（８．０５ｅ１）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ９）（）７．３７４８ｅ１（７．８４ｅ３）（）４．２５１８犲２（１．６３犲３）
１０００２．０１０６ｅ!１（４．８２ｅ１）（）８．７８３０ｅ!０（５．０３ｅ２）（）１．６１２９ｅ１（５．７３ｅ３）（）６．８７８５ｅ１（９．４５ｅ１）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ９）（）７．３４７７ｅ１（４．７４ｅ４）（）５．４０２９犲２（５．１７犲４）
２０００２．２７３７ｅ!１（５．８５ｅ１）（）３．６５１６ｅ!０（１．６０ｅ１）（）１．７９７３ｅ１（８．６５ｅ３）（）８．９８６７ｅ１（５．０５ｅ!０）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ９）（）７．３７４７ｅ１（７．４８ｅ３）（）７．１０９３犲２（１．０８犲３）
３０００２．３９３０ｅ!１（２．０１ｅ１）（）３．４４８０ｅ!０（６．４７ｅ２）（）１．７１００ｅ１（３．３４ｅ３）（）２．４２７６ｅ!０（３．６３ｅ５）（）７．４２０９ｅ１（６．５０ｅ１）（）７．３５４８ｅ１（５．７４ｅ２）（）７．２５７８犲２（１．０３犲３）
５０００２．４３７９ｅ!１（６．０２ｅ!１）（）４．６０１４ｅ!０（６．７０ｅ３）（）１．５９１２ｅ１（１．０４ｅ３）（）２．６５２６ｅ!０（２．６４ｅ５）（）７．４２０９ｅ１（２．０４ｅ１）（）７．３４６７ｅ１（７．７４ｅ３）（）７．３３３９犲２（８．９７犲４）

ＬＳＭＯＰ６

２００４．２２０８ｅ!１（２．６８ｅ!１）（）６．４４２８ｅ１（１．６４ｅ１）（）１．１９７６ｅ１（２．７６ｅ２）（）３．７０７２ｅ１（２．５５ｅ２）（）３．５７４４ｅ１（１．３１ｅ３）（）３．５６３７ｅ１（２．６３ｅ３）（）９．１０６３犲２（３．９３犲４）
５００３．２００６ｅ!３（４．６８ｅ!３）（）７．１１８６ｅ１（６．３２ｅ７）（）１．３８３０ｅ１（１．３５ｅ２）（）５．７２８９ｅ１（５．０５ｅ２）（）３．２００８ｅ１（４．１３ｅ４）（）３．６６３６ｅ１（８．２７ｅ３）（）８．６０６５犲２（３．１５犲３）
１０００８．３１１０ｅ!２（１．４６ｅ!２）（）７．６１８９ｅ１（７．６２ｅ４）（）１．６１２９ｅ１（５．７３ｅ３）（）７．８２０４ｅ１（２．４７ｅ２）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ１６）（）３．６３６３ｅ１（８．０３ｅ４）（）５．９３５７犲２（１．８７犲４）
２０００１．１９３０ｅ!３（８．７０ｅ!２）（）７．４１６２ｅ１（２．１６ｅ３）（）１．５６６７ｅ１（３．３４ｅ２）（）５．５７０４ｅ１（４．４３ｅ１）（）３．０８８２ｅ１（４．９１ｅ６）（）３．６６３６ｅ１（９．５９ｅ４）（）５．２８２４犲２（２．９０犲４）
３０００１．８６１６ｅ!３（５．０１ｅ!２）（）７．４７９６ｅ１（１．４５ｅ３）（）３．１４１７ｅ１（２．５５ｅ２）（）７．５６０４ｅ１（７．８４ｅ１）（）３．０７７７ｅ１（１．９８ｅ６）（）３．５３３７ｅ１（５．６２ｅ４）（）５．９３４６犲２（４．１４犲４）
５０００１．５９５８ｅ!４（３．２２ｅ１）（）７．４６２２ｅ１（１．０３ｅ２）（）２．９３５６ｅ１（３．０７ｅ３）（）６．２６８５ｅ１（４．２６ｅ１）（）３．０７００ｅ１（２．５４ｅ!０）（）３．５７４５ｅ１（５．８３ｅ３）（）７．８７８４犲２（６．２５犲４）

ＬＳＭＯＰ７

２００１．６２９４ｅ!４（２．１４ｅ!３）（）２．４２６６ｅ!１（１．９０ｅ!１）（）１．４８４３ｅ!０（７．６１ｅ４）（）２．４５０３ｅ!０（５．６３ｅ!０）（）１．４７２６ｅ!０（２．４９ｅ３）（）１．５２０９ｅ!０（４．６８ｅ５）（）１．３０６６犲!０（９．６９犲３）
５００５．５９６０ｅ!４（１．４８ｅ!３）（）５．５３３１ｅ!２（３．４９ｅ!１）（）１．１４１９犲!０（９．９２犲２）（!）１．７４０８ｅ!０（７．９３ｅ４）（）１．５００８ｅ!０（６．３２ｅ４）（）１．５２０３ｅ!０（６．０６ｅ６）（）１．３４８８ｅ!０（９．９９ｅ３）
１０００７．１２３５ｅ!４（２．５０ｅ!３）（）１．１８５５ｅ!３（７．３０ｅ!１）（）１．０６３９犲!０（５．００犲２）（!）１．５４０７ｅ!０（５．９３ｅ４）（）１．５１０２ｅ!０（６．９３ｅ４）（）１．５３８２ｅ!０（４．７６ｅ５）（）１．１６５２ｅ!０（２．５５ｅ２）
２０００８．３７６５ｅ!４（７．６０ｅ!２）（）１．７１６０ｅ!３（１．６６ｅ!１）（）１．０５９７犲!０（５．３０犲２）（"）１．５１３２ｅ!０（７．６４ｅ４）（）１．５１４２ｅ!０（２．２０ｅ４）（）１．５３０８ｅ!０（２．２４ｅ４）（）１．０６００ｅ!０（１．７２ｅ２）
３０００８．７６３５ｅ!４（２．２４ｅ３）（）２．０１６０ｅ!３（１．６６ｅ１）（）１．０２８５犲!０（６．５９犲４）（!）１．５１５１ｅ!０（４．３８ｅ４）（）１．５１５１ｅ!０（３．４８ｅ４）（）１．５２０４ｅ!０（１．９２ｅ６）（）１．１６００ｅ!０（１．７２ｅ３）
５０００９．１５５３ｅ!４（６．３５ｅ２）（）１．６２９９ｅ!３（４．７０ｅ１）（）１．０４０６犲!０（９．０５犲５）（!）１．５１３６ｅ!０（６．０７ｅ３）（）１．５１５６ｅ!０（１．０７ｅ３）（）１．５１１３ｅ!０（４．０７ｅ４）（）１．２２８８ｅ!０（５．６６ｅ２）

ＬＳＭＯＰ８

２００７．３０３５ｅ!０（５．２９ｅ１）（）３．２９８９ｅ１（３．２６ｅ１）（）９．７２９１ｅ２（２．２３ｅ３）（）４．２２８２ｅ１（３．２３ｅ２）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ１６）（）７．７３６７ｅ１（４．６９ｅ３）（）４．９７３１犲２（４．４７犲４）
５００１．６６９４ｅ!１（１．４３ｅ１）（）１．９３８５ｅ!０（１．８３ｅ１）（）１．６４３６ｅ１（１．２０ｅ２）（）９．７２３１ｅ１（２．０３ｅ３）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ１６）（）７．９４７４ｅ１（７．８８ｅ３）（）１．８５３７犲２（４．１５犲５）
１０００１．７６８５ｅ!１（２．０７ｅ１）（）２．６５７７ｅ!０（９．９８ｅ２）（）１．５５０９ｅ１（８．１６ｅ３）（）７．５８９２ｅ１（２．２７ｅ３）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ１６）（）７．７７４７ｅ１（９．３０ｅ２）（）３．５４３４犲２（４．３３犲５）
２０００１．９６７９ｅ!１（１．８５ｅ２）（）２．８９３５ｅ!０（１．７６ｅ１）（）１．５３７３ｅ１（３．５１ｅ３）（）１．０３９７ｅ!０（３．０７ｅ１）（）７．４２０９ｅ１（１．３６ｅ１６）（）７．２８５５ｅ１（６．６７ｅ３）（）３．８５７０犲２（１．０１犲４）
３０００２．０１７７ｅ!１（１．９４ｅ１）（）３．０１６０ｅ!０（６．１４ｅ２）（）１．５７１３ｅ１（６．５０ｅ４）（）１．５３３６ｅ!０（７．０７ｅ１）（）７．４２０９ｅ１（７．８６ｅ２）（）７．３５８８ｅ１（６．０８ｅ２）（）４．１６５０犲２（９．１１犲５）
５０００２．０８６９ｅ!１（３．７０ｅ２）（）３．３４８９ｅ!０（７．４４ｅ２）（）１．５１８２ｅ１（７．０４ｅ１）（）１．６２６８ｅ!０（８．２６ｅ１）（）７．４２０９ｅ１（６．６０ｅ１）（）７．１９５０ｅ１（８．９０ｅ３）（）４．１６３８犲２（６．３６犲５）

ＬＳＭＯＰ９

２００６．８５０２ｅ!０（１．５５ｅ１）（）８．７７９７ｅ１（５．５２ｅ１）（）８．１００４ｅ１（０．００ｅ!０）（）８．１００４ｅ１（０．００ｅ!０）（）８．１００４ｅ１（０．００ｅ!０）（）５．８７４７ｅ１（８．５８ｅ３）（）４．３０１９犲２（１．１７犲７）
５００３．６３２０ｅ!１（１．３８ｅ!０）（）１．２９６５ｅ!０（１．０６ｅ１）（）７．４２０６ｅ１（１．１８ｅ１）（）８．１００４ｅ１（０．００ｅ!０）（）８．０９５４ｅ１（６．４７ｅ４）（）５．８３６７ｅ１（６．１１ｅ２）（）３．９０５３犲２（３．０７犲７）
１０００４．８３５７ｅ!１（２．６５ｅ!０）（）３．６０５０ｅ!０（４．３１ｅ１）（）６．２１３８ｅ１（２．０５ｅ２）（）６．０９２４ｅ１（１．０５ｅ８）（）８．０７３８ｅ１（１．８０ｅ３）（）５．８２７６ｅ１（５．０３ｅ３）（）３．７７０２犲２（５．０５犲７）
２０００５．６３８０ｅ!１（２．７７ｅ!０）（）４．４０８０ｅ!０（９．８３ｅ１）（）６．００８５ｅ１（９．４９ｅ２）（）８．０６２７ｅ１（４．７５ｅ６）（）８．０６５２ｅ１（３．０７ｅ３）（）５．８４７４ｅ１（３．６４ｅ４）（）２．７０５９犲２（４．８７犲７）
３０００６．０４４２ｅ!１（１．６９ｅ４）（）３．６９９８ｅ!０（５．２９ｅ３）（）５．５９０１ｅ１（７．８０ｅ３）（）６．０５２４ｅ１（３．５５ｅ６）（）８．０４０２ｅ１（６．０６ｅ５）（）５．８１３６ｅ１（５．６６ｅ３）（）２．７０５９犲２（４．８７犲７）
５０００６．１５１６ｅ!１（５．０５ｅ３）（）３．７３３０ｅ!０（６．０６ｅ２）（）７．６１４９ｅ１（３．０５ｅ４）（）７．０７２４ｅ１（７．５０ｅ６）（）８．０３３３ｅ１（３．０５ｅ２）（）５．８６７９ｅ１（５．０４ｅ４）（）２．１７２２犲２（５．５５犲７）

!

／／" ０／５４／０ ０／５４／０ ８／４５／１ ０／５４／０ ０／５４／０ ０／５４／０

９５９５期 梁正平等：基于存档和权值扩展的大规模多目标优化算法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



表４　犕犗犈犃／犇犞犃、犆犆犌犇犈３、犠犗犉犛犕犘犛犗、犠犗犉犕犕犗犘犛犗犚犇犌、犔犛犕犗犉、犔犕犗犈犃犇犛和犔犛犕犗犈犃犃犠犈在测试问题为犔犛犕犗犘１～
犔犛犕犗犘９的２目标问题上获得的犎犞值统计结果（均值和标准差）（每个实例算法中的最好结果加粗突出显示）

测试
问题

目标
维度 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ ＣＣＧＤＥ３ ＷＯＦＳＭＰＳＯ ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ ＬＳＭＯＦ ＬＳＭＯＥＡＤＳ ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ

ＬＳＭＯＰ１

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）１．８８３８ｅ１（７．９３ｅ２）（）５．２３３３ｅ１（３．１５ｅ３）（）１．７９３４ｅ１（４．３０ｅ３）（）１．０８８４ｅ１（７．３０ｅ３）（）１．９６５２ｅ１（４．４８ｅ４）（）５．６９２３犲１（９．３８犲７）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）４．９０５７ｅ１（３．４６ｅ３）（）２．１１０３ｅ１（５．３４ｅ４）（）１．１０８９ｅ１（８．０４ｅ３）（）２．１９６１ｅ１（３．５８ｅ４）（）５．６９３６犲１（７．７８犲７）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）４．９１２３ｅ１（１．９２ｅ３）（）３．２１０４ｅ１（７．３３ｅ３）（）１．１１４０ｅ１（８．５８ｅ３）（）２．１９６５ｅ１（４．４７ｅ４）（）５．６８１４犲１（１．８０犲６）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）４．９０７９ｅ１（１．２３ｅ３）（）３．２１８４ｅ１（４．３０ｅ３）（）１．１６５８ｅ１（６．４０ｅ４）（）２．１９６４ｅ１（３．８３ｅ４）（）５．６８２４犲１（６．８０犲６）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）４．８８９３ｅ１（８．１４ｅ４）（）４．２１５２ｅ１（３．５５ｅ４）（）１．０８４１ｅ１（１．１９ｅ２）（）２．３９６４ｅ１（４．４７ｅ３）（）５．６６８２犲１（７．５０犲６）
５００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）４．９０４４ｅ１（３．５２ｅ３）（）４．２１６３ｅ１（３．２３ｅ３）（）１．０７８５ｅ１（１．０５ｅ２）（）２．５９６３ｅ１（６．３６ｅ４）（）５．２６５８犲１（６．８８犲３）

ＬＳＭＯＰ２

２００３．９９１５ｅ１（３．３１ｅ３）（）４．６３４１ｅ１（１．７２ｅ３）（）５．６７３２ｅ１（６．８４ｅ４）（）５．０４６２ｅ１（１．３４ｅ３）（）５．３３７２ｅ１（６．４９ｅ５）（）５．６５３５ｅ１（４．８３ｅ４）（）５．７２６７犲１（１．８７犲７）
５００４．８６５０ｅ１（２．７４ｅ４）（）５．２２３９ｅ１（４．４８ｅ４）（）５．７２６４ｅ１（４．９０ｅ４）（）５．１４２６ｅ１（１．９２ｅ３）（）５．５３７６ｅ１（７．０６ｅ４）（）５．６３５４ｅ１（７．６２ｅ４）（）５．７５３４犲１（１．２４犲６）
１０００５．２８８１ｅ１（１．９１ｅ３）（）５．４７７７ｅ１（１．１２ｅ３）（）５．７５３９ｅ１（７．０９ｅ４）（）５．３７６２ｅ１（３．９４ｅ３）（）５．６０９８ｅ１（８．０９ｅ４）（）５．５６３７ｅ１（４．３６ｅ２）（）５．７７１３犲１（５．２３犲８）
２０００５．５１９０ｅ１（１．８０ｅ３）（）５．５６２６ｅ１（７．６９ｅ５）（）５．７６７６ｅ１（１．１１ｅ４）（）５．６７７４ｅ１（２．１２ｅ３）（）５．６７４１ｅ１（９．２２ｅ４）（）５．５７４７ｅ１（４．６３ｅ４）（）５．７８０３犲１（８．２３犲８）
３０００５．５８９７ｅ１（２．２８ｅ３）（）５．６４２７ｅ１（６．６５ｅ５）（）５．７８６１ｅ１（７．６５ｅ５）（）５．６２６７ｅ１（５．３２ｅ３）（）５．６９７９ｅ１（２．９９ｅ４）（）５．６５３６ｅ１（３．５７ｅ３）（）５．７９２３犲１（４．７８犲８）
５０００５．６４２６ｅ１（１．４８ｅ３）（）５．７０７３ｅ１（１．６８ｅ４）（）５．７９３４ｅ１（１．８０ｅ４）（）５．７１５２ｅ１（６．９２ｅ３）（）５．７１３２ｅ１（１．８２ｅ３）（）５．７１３６ｅ１（４．５７ｅ４）（）５．７９８７犲１（８．６７犲９）

ＬＳＭＯＰ３

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
５００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）

ＬＳＭＯＰ４

２００３．７０８２ｅ１（４．４１ｅ４）（）４．８８６０ｅ１（１．７１ｅ２）（）５．０６８７ｅ１（３．３１ｅ３）（）４．４８１３ｅ１（４．４８ｅ４）（）４．５８４６ｅ１（１．７３ｅ３）（）４．３３２６ｅ１（４．４８ｅ４）（）５．５３０７犲１（８．５８犲６）
５００４．３０１７ｅ１（１．１４ｅ３）（）４．７２５２ｅ１（８．０６ｅ４）（）５．３７８７ｅ１（１．１９ｅ３）（）５．１６１４ｅ１（３．４５ｅ４）（）５．１５８５ｅ１（３．７６ｅ４）（）４．７６３７ｅ１（５．８７ｅ４）（）５．６２８５犲１（１．１２犲６）
１０００４．８７１７ｅ１（７．３５ｅ３）（）５．１３５２ｅ１（１．０１ｅ４）（）５．５８８７ｅ１（７．５９ｅ３）（）５．０９５７ｅ１（５．３８ｅ４）（）５．３９２９ｅ１（１．７８ｅ３）（）４．９８３６ｅ１（４．２６ｅ５）（）５．６６７５犲１（１．７３犲５）
２０００５．２４３７ｅ１（６．２９ｅ４）（）５．４１０５ｅ１（４．６５ｅ４）（）５．６８４１ｅ１（４．１８ｅ４）（）５．５６４１ｅ１（４．４３ｅ４）（）５．５２６６ｅ１（２．２８ｅ３）（）５．３２４８ｅ１（４．８４ｅ４）（）５．７０９３犲１（１．３３犲５）
３０００５．３９８９ｅ１（１．２７ｅ３）（）５．５２０２ｅ１（６．０４ｅ４）（）５．７２３９ｅ１（５．２４ｅ４）（）５．５５４６ｅ１（７．３５ｅ３）（）５．５３４４ｅ１（２．５８ｅ３）（）５．４８２６ｅ１（６．２６ｅ３）（）５．７３９３犲１（２．２８犲７）
５０００５．５２１５ｅ１（８．１３ｅ４）（）５．６０７２ｅ１（６．３２ｅ５）（）５．７５２０ｅ１（０．００ｅ!０）（）５．６５３５ｅ１（７．０５ｅ３）（）５．６２４９ｅ１（０．００ｅ!０）（）５．４８２６ｅ１（６．２６ｅ３）（）５．７６６３犲１（１．５３犲７）

ＬＳＭＯＰ５

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．５２６０ｅ１（４．２４ｅ３）（）１．０９６２ｅ１（６．３４ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．６５１５ｅ２（４．４８ｅ４）（）２．６３７２犲１（２．８４犲４）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）１．９９４２ｅ１（８．７０ｅ３）（）１．５９６２ｅ１（３．３５ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．０４３１ｅ１（２．２６ｅ６）（）２．８２４６犲１（１．５６犲４）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．０３２１ｅ１（５．３３ｅ３）（）１．７９５２ｅ１（３．６５ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．１４３０ｅ１（４．６３ｅ４）（）２．７５７１犲１（４．１５犲４）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）１．９１３９ｅ１（３．６４ｅ３）（）１．７９２６ｅ１（６．４５ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．３５３１ｅ１（４．６１ｅ４）（）２．５５７１犲１（１．１０犲３）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）１．９５６１ｅ１（２．００ｅ３）（）１．７７２６ｅ１（３．３３ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．０３９５ｅ１（２．７２ｅ３）（）２．６６００犲１（１．３０犲３）
５００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．０５７７ｅ１（０．００ｅ!０）（）９．０９２５ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．１０９３ｅ１（４．８３ｅ４）（）２．６８５７犲１（９．０４犲３）

ＬＳＭＯＰ６

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．００９１ｅ１（９．１４ｅ３）（）２．７９３６ｅ２（２．２７ｅ３）（）１．９８５１ｅ２（２．４２ｅ３）（）１．００８３ｅ１（５．６２ｅ４）（）１．８０１２犲１（２．１１犲３）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）１．８３７１ｅ２（３．５１ｅ３）（）１．８９０１ｅ１（１．９７ｅ２）（）４．４６１５ｅ２（３．１５ｅ３）（）３．４５７７ｅ２（１．９６ｅ４）（）１．０２１１ｅ１（４．３４ｅ６）（）２．２５９０犲１（１．６９犲４）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）５．０６７７ｅ２（１．３８ｅ３）（）１．９７６１ｅ１（１．８７ｅ２）（）６．９７３５ｅ２（３．５１ｅ３）（）６．９６０３ｅ２（１．３６ｅ５）（）１．３５３１ｅ１（５．２６ｅ６）（）２．５４６９犲１（６．８５犲４）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）７．０２２６ｅ２（４．３１ｅ３）（）１．９０８１ｅ１（２．５５ｅ２）（）９．９１２５ｅ２（４．４１ｅ３）（）８．９１００ｅ２（３．１５ｅ５）（）１．５９２８ｅ１（４．９５ｅ３）（）２．７４９９犲１（４．１５犲４）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）７．５６２６ｅ２（３．０２ｅ３）（）１．４０００ｅ１（１．５５ｅ２）（）９．８６１６ｅ２（３．１３ｅ３）（）９．５５５６ｅ２（１．１３ｅ５）（）１．６９７４ｅ１（３．３７ｅ５）（）２．６５０７犲１（９．１４犲４）
５００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）８．１４４２ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．３４３７ｅ１（０．００ｅ!０）（）１．２１１５ｅ１（３．５７ｅ３）（）１．００７８ｅ１（０．００ｅ!０）（）１．７８２４ｅ１（４．３９ｅ４）（）２．１７６０犲１（９．０８犲４）

ＬＳＭＯＰ７

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）
５００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）

ＬＳＭＯＰ８

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）１．１９９６ｅ１（１．０４ｅ１）（）２．５１５５ｅ１（２．１２ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．０５６３ｅ１（３．３４ｅ６）（）２．８０１７犲１（９．３５犲６）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．１６４８ｅ１（６．６９ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．０３７３ｅ１（４．３１ｅ７）（）３．０１４２犲１（５．３９犲５）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．０９４２ｅ１（３．６９ｅ３）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．１４７４ｅ１（４．３８ｅ６）（）２．９９４５犲１（８．６４犲５）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．０９１７ｅ１（８．３４ｅ４）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．２０３３ｅ１（６．３４ｅ６）（）２．９４４３犲１（９．６４犲５）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．０８８９ｅ１（２．５７ｅ５）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．０１６４ｅ１（７．５４ｅ６）（）２．９５６８犲１（５．７２犲５）
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性能．ＬＭＯＥＡＤＳ在绝大多数测试实例上取得了
仅次于ＷＯＦＳＭＰＳＯ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ性能，原
因在于其通过对理想点的采样引导子代生成，并互
补地使用非支配排序与参考向量进行环境选择的方
式发挥了较好的作用．此外，ＷＯＦＳＭＰＳＯ在１０００
至５０００维ＬＳＭＯＰ３，以及５００至５０００维ＬＳＭＯＰ７
上的犐犌犇表现优于ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ，原因在于
ＷＯＦＳＭＰＳＯ采用ＳＭＰＳＯ作为优化器，通过多种
变异算子增强了个体的突变概率，并通过压缩因子
对粒子的速度进行限制，一定程度上有利于解决高
维度的重叠相关多模问题．需要注意的是，各算法在

ＬＳＭＯＰ３和ＬＳＭＯＰ７问题上的犎犞值均为０，表明
所有算法对于多模的ＬＳＭＯＰ３和ＬＳＭＯＰ７都很难
收敛到参考点空间之内．

为更直观展示ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ与各对比算法
在处理２目标ＬＳＭＯＰ问题时的性能表现，图５根据
表１各测试问题的特性，列出了代表性问题ＬＳＭＯＰ１、
ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８和ＬＳＭＯＰ９在２目标１０００维
测试实例上的犐犌犇值变化曲线．从图中可以看出，
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ８和ＬＳＭＯＰ９
的测试实例上具有明显的性能优势，在ＬＳＭＯＰ３的
测试实例上则与ＷＯＦＳＭＰＳＯ具有基本相当的最佳
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性能．值得注意的是，在进化早期，需要进行分类操作
的ＭＯＥＡ／ＤＶＡ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ没有对应的犐犌犇
值，原因是此时对个体的评估仅用于决策变量分类，
尚未启动种群的进化．紧接之后，由于ＬＳＭＯＥＡ
ＡＷＥ初期仅对应低维的权值向量且采用了存档策
略，从而在各个测试实例上均具有较快的收敛速度．
此后，对于ＬＳＭＯＰ１和ＬＳＭＯＰ８的测试实例，存档

策略和权值扩展策略在后续进化过程中所起作用比
较明显．对于ＬＳＭＯＰ９的测试实例，由于ＬＳＭＯＥＡ
ＡＷＥ在初期即已获得接近ＰＳ的解集，后续进化过
程中性能提升不明显．对于ＬＳＭＯＰ３的测试实例，
由于其为多模问题，所有算法最终获得的犐犌犇值均
不是非常理想，但总体而言，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在收
敛速度和最终性能上仍具有较强的竞争力．

图５　在２目标１０００维ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８和ＬＳＭＯＰ９测试实例上进行３０次独立运行，ＭＯＥＡ／ＤＶＡ、
ＣＣＧＤＥ３、ＷＯＦＳＭＰＳＯ、ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ、ＬＳＭＯＦ、ＬＭＯＥＡＤＳ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的平均犐犌犇值曲线

为进一步展示ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ与各对比算法在
处理２目标ＬＳＭＯＰ问题时在目标空间的表现，图６
列出了代表性问题ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８
和ＬＳＭＯＰ９在２目标１０００维测试实例上各算法运
行结果与真实ＰＦ的对比图，并通过局部放大对细
节进行展示．需特别注意的是，由于个别算法在
ＬＳＭＯＰ３测试实例上的运行结果非常差，导致
ＬＳＭＯＰ３测试实例对比图的纵坐标需乘上１０５才可
进行整体展示．从图中可以看出，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ
在ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ８、ＬＳＭＯＰ９的测试实例上的

运行结果与真实ＰＦ的距离最近且分布均匀．在
ＬＳＭＯＰ３的测试实例上，虽然ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ运
行结果的分布较其它算法均匀，但与ＰＦ的距离属
于次优．ＭＯＥＡ／ＤＶＡ和ＣＣＧＤＥ３在各测试实例上
的运行结果与真实ＰＦ有明显较大的距离，说明这
两个算法在搜索空间中的搜索效率较低，难以快速
向ＰＦ方向收敛．ＬＭＯＥＡＤＳ在ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ８、
ＬＳＭＯＰ９的测试实例上取得了仅次于ＷＯＦＳＭＰＳＯ
和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的性能，说明其所采用的子代生
成和环境选择策略可以较有效地确保种群的多样性
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图６　在２目标１０００维ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８和ＬＳＭＯＰ９测试实例上ＭＯＥＡ／ＤＶＡ、ＣＣＧＤＥ３、ＷＯＦＳＭＰＳＯ、
ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ、ＬＳＭＯＦ、ＬＭＯＥＡＤＳ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的帕累托前沿对比图
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和收敛性．总体而言，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ通过在问题
转换框架中进一步引入存档策略和权值扩展策略，
可更好地均衡问题转换过程中的搜索效率和搜索质
量，从而取得最佳的整体性能．

（２）３目标上各算法的实验结果与分析
表５和表６分别列出了ＬＳＭＯＰ上５４个３目标

测试实例的犐犌犇值和犎犞值的统计结果．可以看出，
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在绝大多数测试实例上取得了最佳
的犐犌犇值和犎犞值，进一步验证了ＬＳＭＯＰＡＷＥ所

采用存档策略和权值扩展策略的有效性．ＬＭＯＥＡＤＳ
在３目标的１０００、２０００、３０００和５０００维ＬＳＭＯＰ９上取
得了较好的犐犌犇值和犎犞值，原因在于ＬＭＯＥＡＤＳ
的环境选择策略互补地使用非支配排序和参考向量
的方式有利于解决ＰＦ断开的问题．而ＷＯＦＳＭＰＳＯ
在３目标的１０００、２０００、３０００和５０００维ＬＳＭＯＰ７上
取得较好的犎犞值，原因在于ＷＯＦＳＭＰＳＯ通过多
种变异算子增强了个体的突变概率，一定程度上有利
于维持高维度的重叠相关多模问题上种群的多样性．

表５　犕犗犈犃／犇犞犃、犆犆犌犇犈３、犠犗犉犛犕犘犛犗、犠犗犉犕犕犗犘犛犗犚犇犌、犔犛犕犗犉、犔犛犕犗犈犃犇犛和犔犛犕犗犈犃犃犠犈在测试问题为犔犛犕犗犘１～
犔犛犕犗犘９的３目标问题上获得的犐犌犇值统计结果（均值和标准差）（每个实例算法中的最好结果加粗突出显示）
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５０００６．１４５３ｅ２（４．７３ｅ３）（）５．１６９１ｅ２（１．９１ｅ３）（）５．２３７４ｅ２（２．８６ｅ３）（）５．３６５１ｅ２（１．９３ｅ３）（）６．２９７８ｅ２（４．３８ｅ３）（）４．２８７８ｅ２（７．１８ｅ５）（"）４．２８０３犲２（４．９４犲８）

ＬＳＭＯＰ３

２００１．０３０７ｅ!２（３．９５ｅ!１）（）９．８５１０ｅ!０（６．９１ｅ１）（）８．６０７２ｅ１（１．３６ｅ６）（）８．６０６０ｅ１（６．０６ｅ６）（）７．６８９８ｅ１（２．０４ｅ２）（）８．６３７７ｅ１（６．８６ｅ３）（）７．１７４３犲１（７．７４犲４）
５００５．２８３９ｅ!２（２．６１ｅ!２）（）１．０５０３ｅ!１（１．８８ｅ１）（）８．６０７２ｅ１（２．０７ｅ３）（）２．６０７６ｅ!０（２．０４ｅ!１）（）８．４２５２ｅ１（１．２５ｅ２）（）８．６７４７ｅ１（６．４６ｅ２）（）６．３６７２犲１（１．２６犲３）
１０００３．３２１７ｅ!２（１．２８ｅ!２）（）１．２４１２ｅ!１（１．８９ｅ!０）（）８．６０７２ｅ１（１．３６ｅ１６）（）１．５４１２ｅ!１（１．８９ｅ!０）（）８．６０５０ｅ１（３．４９ｅ４）（）８．６６３６ｅ１（８．６４ｅ２）（）６．７２３７犲１（５．１６犲３）
２０００２．４４０７ｅ!２（１．７３ｅ!２）（）１．３８４８ｅ!１（２．７３ｅ!０）（）８．６０７２ｅ１（１．３６ｅ１６）（）１．３７９８ｅ!１（２．４４ｅ３）（）８．６０６８ｅ１（３．９４ｅ５）（）８．６５３６ｅ１（５．６７ｅ４）（）７．９５４２犲１（８．７２犲４）
３０００４．５３１６ｅ!２（３．１０ｅ!２）（）１．３６９８ｅ!１（２．４０ｅ３）（）８．６０７２ｅ１（１．３６ｅ１６）（）１．４８４８ｅ!１（２．６３ｅ!０）（）８．６０６７ｅ１（４．０１ｅ５）（）８．６０５２ｅ１（３．８３ｅ３）（）７．７３５３犲１（１．５７犲３）
５０００５．９５４５ｅ!２（４．９１ｅ!２）（）１．１１５１ｅ!１（４．７９ｅ１）（）８．６０７２ｅ１（２．０３ｅ６）（）１．１０７４ｅ!１（４．７８ｅ１）（）８．６０６３ｅ１（２．９７ｅ５）（）８．６０５４ｅ１（３．６４ｅ３）（）８．１５００犲１（２．０１犲４）

ＬＳＭＯＰ４

２００２．８９６６ｅ１（８．４８ｅ３）（）３．６７６６ｅ１（１．１９ｅ２）（）２．４９１０ｅ１（１．３８ｅ２）（）３．９６３７ｅ１（２．１９ｅ２）（）３．０３１３ｅ１（２．８７ｅ４）（）１．４６４７ｅ１（７．５７ｅ３）（）１．３５７４犲１（７．３６犲６）
５００１．９９０８ｅ１（３．６９ｅ４）（）２．１５７９ｅ１（２．２７ｅ３）（）１．３５６８ｅ１（１．３６ｅ２）（）２．０５６９ｅ１（３．２７ｅ３）（）２．１６１３ｅ１（１．１２ｅ３）（）１．０５６１ｅ１（２．１４ｅ３）（）８．９４４５犲２（４．２５犲５）
１０００１．２９１１ｅ１（１．４８ｅ３）（）１．３３９４ｅ１（２．３６ｅ３）（）９．０９４１ｅ２（１．７３ｅ３）（）１．３６９３ｅ１（７．３６ｅ３）（）１．４０１９ｅ１（１．１９ｅ３）（）６．８５７８ｅ２（５．３５ｅ３）（）６．１５８０犲２（３．３６犲７）
２０００８．９２２６ｅ２（１．８６ｅ３）（）８．７２５４ｅ２（１．０２ｅ３）（）６．７８９６ｅ２（３．５６ｅ３）（）８．８２６４ｅ２（４．３２ｅ３）（）９．７１２８ｅ２（１．８６ｅ３）（）６．４５７８ｅ２（３．７８ｅ５）（）５．９３９２犲２（６．５４犲６）
３０００７．３６９３ｅ２（１．１０ｅ３）（）７．０４７３ｅ２（１．３７ｅ３）（）６．１２０５ｅ２（２．４９ｅ３）（）７．７４５３ｅ２（１．３７ｅ３）（）８．４２５３ｅ２（９．５２ｅ３）（）５．６５８４ｅ２（５．７５ｅ５）（）５．２７２５犲２（１．２２犲６）
５０００６．６７２２ｅ２（２．１５ｅ４）（）５．９４９０ｅ２（２．４６ｅ３）（）５．７９４０ｅ２（１．３０ｅ３）（）６．７４９６ｅ２（４．４６ｅ３）（）６．９０４３ｅ２（１．５６ｅ３）（）５．３５７５ｅ２（４．５５ｅ６）（）４．７７８３犲２（４．６４犲７）

ＬＳＭＯＰ５

２００６．３２７９ｅ!０（３．５８ｅ１）（）５．６２８２ｅ!０（３．４５ｅ１）（）３．３６１７ｅ１（８．９１ｅ２）（）１．１２８２ｅ!０（４．４５ｅ１）（）４．８４６３ｅ１（２．７３ｅ２）（）５．３１４６ｅ１（４．４７ｅ１）（）１．３４６４犲１（１．１６犲３）
５００１．３１０７ｅ!１（７．４６ｅ１）（）７．３１８７ｅ!０（１．１１ｅ１）（）３．８１７５ｅ１（４．２５ｅ２）（）７．０２６３ｅ１（６．２６ｅ１）（）５．４０８１ｅ１（２．１８ｅ４）（）５．３４５４ｅ１（６．７４ｅ２）（）２．０１８３犲１（１．２６犲３）
１０００１．６７７１ｅ!１（３．６６ｅ１）（）６．２４１１ｅ!０（３．２２ｅ１）（）２．９９６３ｅ１（４．４８ｅ２）（）５．７１５２ｅ１（７．５３ｅ３）（）５．４１７８ｅ１（１．４３ｅ３）（）５．３７４７ｅ１（４．５４ｅ３）（）２．１４６１犲１（５．５４犲３）
２０００２．０１５６ｅ!１（８．５４ｅ１）（）５．６３４８ｅ!０（３．１７ｅ１）（）４．１４６３ｅ１（５．９６ｅ２）（）５．６０７５ｅ１（５．４６ｅ４）（）５．４０９５ｅ１（２．４６ｅ５）（）５．３４３１ｅ１（３．３５ｅ３）（）２．３５５４犲１（１．９２犲３）
３０００２．０２６９ｅ!１（３．６１ｅ１）（）６．２２５３ｅ!０（４．８４ｅ１）（）３．９７４１ｅ１（７．８５ｅ２）（）５．４５９８ｅ１（５．４０ｅ６）（）５．４０９４ｅ１（７．４０ｅ６）（）５．３３６６ｅ１（３．４６ｅ４）（）２．１３７０犲１（１．７９犲３）
５０００２．０５３７ｅ!１（３．８６ｅ１）（）６．１９７５ｅ!０（９．７２ｅ１）（）４．２７５８ｅ１（５．１１ｅ２）（）５．６３６２ｅ１（５．４７ｅ６）（）５．４０９８ｅ１（１．３４ｅ５）（）５．３０５２ｅ１（３．０２ｅ３）（）２．２４１９犲１（２．５０犲３）

ＬＳＭＯＰ６

２００４．９６４５ｅ!３（９．２４ｅ!２）（）１．８０８３ｅ!２（５．９２ｅ!１）（）７．５６９７ｅ１（１．２２ｅ１）（）４．１０８３ｅ!２（３．９２ｅ!１）（）６．７８２１ｅ１（２．５４ｅ２）（）７．６５６３ｅ１（４．３６ｅ２）（）５．６８８２犲１（１．９１犲４）
５００２．６０６４ｅ!４（１．０８ｅ!４）（）３．５７７８ｅ!３（１．３７ｅ!２）（）１．２８６８ｅ!０（４．１３ｅ６）（）１．５４７４ｅ!３（３．３７ｅ!２）（）７．５９２９ｅ１（５．９６ｅ２）（）７．６３６７ｅ１（５．５５ｅ２）（）５．３０２７犲１（６．３３犲４）
１０００３．２３６６ｅ!４（６．６９ｅ!３）（）３．６５０１ｅ!３（２．１５ｅ!２）（）１．１０９９ｅ!０（３．４６ｅ１）（）３．７６３２ｅ!３（４．１５ｅ!２）（）７．４９７９ｅ１（１．７８ｅ２）（）７．６５７８ｅ１（３．７４ｅ２）（）５．２４０５犲１（１．７９犲４）
２０００３．７０７０ｅ!４（９．３０ｅ!３）（）４．６７７７ｅ!３（１．４９ｅ!２）（）１．１９５８ｅ!０（２．１３ｅ１）（）４．９７３６ｅ!３（４．４４ｅ!２）（）７．６２３９ｅ１（２．０４ｅ２）（）７．４０４６ｅ１（３．１６ｅ２）（）５．３０１０犲１（７．９１犲４）
３０００３．８６００ｅ!４（３．７３ｅ!３）（）４．２７７１ｅ!３（１．５０ｅ!３）（）８．６５５６ｅ１（３．９５ｅ１）（）４．５７８５ｅ!３（６．５４ｅ!３）（）７．８１８７ｅ１（３．３７ｅ２）（）７．２７４３ｅ１（４．０３ｅ２）（）５．２３２３犲１（１．３２犲４）
５０００４．４９２４ｅ!４（５．３１ｅ!３）（）３．４８２８ｅ!３（２．４８ｅ!３）（）６．６２６８ｅ１（２．６８ｅ２）（）５．４３２８ｅ!３（３．４５ｅ!３）（）８．０９４３ｅ１（１．８５ｅ２）（）７．２４４６ｅ１（４．４３ｅ２）（）５．３７０８犲１（１．０９犲４）

ＬＳＭＯＰ７

２００１．９４０９ｅ!２（２．０３ｅ!２）（）１．８７８６ｅ!０（４．０１ｅ２）（）９．２３６７ｅ１（５．３１ｅ３）（）１．０６８６ｅ!０（４．０７ｅ２）（）９．９１０４ｅ１（３．１９ｅ２）（）８．４６３７ｅ１（４．４０ｅ５）（）７．３２６８犲１（２．８８犲３）
５００３．２８４０ｅ!３（２．３６ｅ!３）（）１．２６３８ｅ!０（５．４２ｅ３）（）８．６５４１ｅ１（２．７４ｅ３）（）１．０４６３ｅ!０（７．７５ｅ３）（）８．９０８１ｅ１（４．５５ｅ３）（）８．４６４６ｅ１（３．１４ｅ５）（）４．７７０４犲１（３．７０犲３）
１０００１．５５０６ｅ!３（２．３６ｅ!３）（）１．０８３７ｅ!０（５．１２ｅ４）（）５．５６６７ｅ１（１．０２ｅ２）（）１．００８４ｅ!０（５．６４ｅ３）（）８．６２５４ｅ１（３．７８ｅ３）（）８．３３４５ｅ１（３．５１ｅ２）（）４．２０９１犲１（２．２１犲３）
２０００２．２７５０ｅ!３（３．１６ｅ!３）（）１．００８５ｅ!０（４．５１ｅ４）（）５．０３３２ｅ１（１．７１ｅ３）（）９．８７２２ｅ１（２．１５ｅ４）（）８．５０８５ｅ１（３．３６ｅ４）（）８．４４３６ｅ１（６．１３ｅ４）（）３．５７２２犲１（２．８４犲３）
３０００２．９７０９ｅ!３（４．６９ｅ!２）（）９．８５４２ｅ１（３．３３ｅ４）（）４．９２９３ｅ１（１．８９ｅ３）（）９．９４４２ｅ１（５．３８ｅ４）（）８．４５０３ｅ１（１．００ｅ３）（）８．３２４６ｅ１（４．６４ｅ３）（）３．９７３４犲１（９．７８犲３）
５０００２．９７１８ｅ!３（３．０８ｅ!３）（）９．６８９４ｅ１（８．４８ｅ５）（）４．７７６３ｅ１（１．７３ｅ３）（）９．４７９３ｅ１（７．７５ｅ５）（）８．４２１５ｅ１（２．６９ｅ５）（）８．２６４６ｅ１（５．０５ｅ４）（）４．２１００犲１（６．２３犲３）

ＬＳＭＯＰ８

２００７．５９０４ｅ１（１．６６ｅ２）（）４．０７０９ｅ１（１．９１ｅ１）（）１．７５２０ｅ１（７．８９ｅ２）（）６．３９７６ｅ１（３．６６ｅ２）（）３．６３７５ｅ１（７．０９ｅ５）（）２．８４６４ｅ１（４．６４ｅ３）（）９．５３７８犲２（７．７３犲５）
５００６．３６２５ｅ１（１．９２ｅ４）（）９．６６８８ｅ１（４．９６ｅ４）（）２．１０５０ｅ１（１．５４ｅ１）（）６．３５２４ｅ１（３．９２ｅ４）（）３．５９４４ｅ１（１．７４ｅ４）（）２．５６３１ｅ１（３．７２ｅ３）（）８．２０７３犲２（７．０５犲５）
１０００７．２１４７ｅ１（１．０５ｅ１）（）９．５７２４ｅ１（１．７７ｅ４）（）２．２６８９ｅ１（１．１２ｅ１）（）６．０７６５ｅ１（４．９１ｅ１）（）３．３４５８ｅ１（７．３９ｅ３）（）２．５２６１ｅ１（５．１６ｅ４）（）５．２６０３犲２（４．１７犲７）
２０００６．６００２ｅ１（１．６８ｅ２）（）９．５２８３ｅ１（２．６６ｅ４）（）１．０３７２ｅ１（６．４７ｅ３）（）３．６３７５ｅ１（７．０９ｅ５）（）３．４００２ｅ１（１．９４ｅ２）（）２．３８４５ｅ１（３．１５ｅ４）（）７．７６５７犲２（５．７２犲５）
３０００７．２４２４ｅ１（５．２８ｅ２）（）９．５１５２ｅ１（５．９５ｅ５）（）１．０３９１ｅ１（１．３０ｅ２）（）４．０８６７ｅ１（１．９９ｅ１）（）３．４４９１ｅ１（１．１５ｅ２）（）２．４５６１ｅ１（１．７０ｅ４）（）７．８０７６犲２（２．９５犲５）
５０００７．７７７５ｅ１（１．０６ｅ１）（）９．５０１８ｅ１（８．７１ｅ５）（）１．１１１０ｅ１（１．１２ｅ２）（）４．４７４５ｅ１（９．２６ｅ１）（）３．３６５５ｅ１（１．９６ｅ３）（）２．３４８６ｅ１（４．１５ｅ４）（）７．７６０４犲２（５．１９犲７）

ＬＳＭＯＰ９

２００２．２５５３ｅ!１（１．２６ｅ!０）（）２．６７６３ｅ!０（１．２５ｅ１）（）１．５３７９ｅ!０（５．０３ｅ９）（）２．１４３５ｅ!０（４．２５ｅ１）（）１．５３７９ｅ!０（０．００ｅ!０）（）６．３４６３ｅ１（４．１６ｅ２）（）６．２１８７犲１（１．４３犲１）
５００９．０６９２ｅ!１（２．７４ｅ!０）（）２．６３９４ｅ!１（６．６４ｅ１）（）１．５３７９ｅ!０（０．００ｅ!０）（）１．３７４５ｅ!０（５．１９ｅ１）（）１．５３７９ｅ!０（０．００ｅ!０）（）６．０５７５ｅ１（５．６７ｅ３）（"）６．０１６７犲１（５．１７犲２）
１０００１．１８９０ｅ!２（３．８１ｅ!０）（）２．７１８６ｅ!１（６．４５ｅ１）（）１．１４４９ｅ!０（９．９６ｅ４）（）６．４５３４ｅ１（１．４９ｅ１）（）１．２７５９ｅ!０（２．２７ｅ１）（）５．８３６３犲１（８．８５犲３）（!）６．１８４９ｅ１（１．４９ｅ１）
２０００１．４０６８ｅ!２（１．６２ｅ!０）（）３．２０４３ｅ!１（３．５４ｅ１）（）１．１４４０ｅ!０（９．０２ｅ４）（）７．４３６４ｅ１（７．８４ｅ２）（）１．４０６８ｅ!０（２．２７ｅ１）（）５．８２３５犲１（４．６４犲５）（!）８．３１６７ｅ１（１．４９ｅ１）
３０００１．４７９１ｅ!２（１．５０ｅ!０）（）３．２１１５ｅ!１（１．６１ｅ!０）（）９．５７１５ｅ１（３．２５ｅ１）（）１．０３４４ｅ!０（４．１５ｅ!１）（）１．１４４６ｅ!０（２．３７ｅ４）（）５．８３６７犲１（８．７５犲４）（!）６．７１６９ｅ１（３．０２ｅ２）
５０００１．５１８６ｅ!２（１．４８ｅ!０）（）３．１７８７ｅ!１（５．９２ｅ１）（）１．１４６８ｅ!０（３．９３ｅ３）（）１．１７６６ｅ!０（７．１８ｅ１）（）１．１８１５ｅ!０（５．２６ｅ２）（）５．８２３６犲１（３．４６犲４）（!）７．４１８３ｅ１（１．０８ｅ１）

!

／／" ０／５４／０ ０／５４／０ ０／５３／１ ０／５４／０ ０／５４／０ ４／４６／４

３６９５期 梁正平等：基于存档和权值扩展的大规模多目标优化算法

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



表６　犕犗犈犃／犇犞犃、犆犆犌犇犈３、犠犗犉犛犕犘犛犗、犠犗犉犕犕犗犘犛犗犚犇犌、犔犛犕犗犉、犔犛犕犗犈犃犇犛和犔犛犕犗犈犃犃犠犈在测试问题为犔犛犕犗犘１～
犔犛犕犗犘９的３目标问题上获得的犎犞值统计结果（均值和标准差）（每个实例算法中的最好结果加粗突出显示）

测试
问题

目标
维度 ＭＯＥＡ／ＤＶＡ ＣＣＧＤＥ３ ＷＯＦＳＭＰＳＯ ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ ＬＳＭＯＦ ＬＳＭＯＥＡＤＳ ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ

ＬＳＭＯＰ１

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）６．１９１７ｅ１（３．３９ｅ２）（）３．１９５３ｅ１（２．９６ｅ３）（）４．１９０７ｅ１（２．１５ｅ２）（）２．１９１６ｅ１（４．６５ｅ３）（）９．９８１４犲２（３．９６犲５）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）６．１４９６ｅ１（６．２３ｅ２）（）３．９４４６ｅ１（２．４６ｅ４）（）１．９３９５ｅ１（７．６８ｅ３）（）２．３０２６ｅ１（８．２５ｅ４）（）９．５３３０犲２（９．７７犲５）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）６．１６３４ｅ１（２．２５ｅ２）（）２．３３６３ｅ１（５．５７ｅ３）（）１．３３１１ｅ１（１．３９ｅ２）（）２．８６６３ｅ１（６．６３ｅ３）（）６．５１６７犲１（２．４３犲４）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）６．１５２４ｅ１（８．８２ｅ３）（）３．０３３６ｅ１（２．７８ｅ３）（）１．０２７８ｅ１（２．５５ｅ３）（）２．７９５５ｅ１（４．０９ｅ３）（）７．４７２５犲１（４．２４犲５）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）５．８３６１ｅ１（７．９３ｅ３）（）２．３７９３ｅ１（５．４６ｅ４）（）９．９９９９ｅ２（３．４１ｅ３）（）２．３２１５ｅ１（７．２６ｅ４）（）８．２６１８犲１（５．３３犲５）
５００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）５．６０４２ｅ１（５．４６ｅ２）（）２．０１４７ｅ１（２．４７ｅ３）（）１．００６０ｅ１（２．７４ｅ３）（）２．５３７６ｅ１（３．８３ｅ３）（）８．３６８５犲１（３．１３犲５）

ＬＳＭＯＰ２

２００７．０３７５ｅ１（９．０８ｅ３）（）７．０４７６ｅ１（２．９６ｅ３）（）７．４４５６ｅ１（３．２５ｅ３）（）４．６１３５ｅ１（４．３６ｅ４）（）６．９１０８ｅ１（３．９４ｅ３）（）７．２５５７ｅ１（４．２７ｅ３）（）８．１８９５犲１（４．１３犲６）
５００７．５９８３ｅ１（４．６５ｅ３）（）７．８０９２ｅ１（２．５８ｅ３）（）７．９７１２ｅ１（３．４６ｅ３）（）５．７５３５ｅ１（２．３６ｅ４）（）７．７４８３ｅ１（５．４２ｅ３）（）７．９５３６ｅ１（４．８３ｅ３）（）８．２６６２犲１（２．７０犲６）
１０００７．８０１０ｅ１（１．２４ｅ２）（）８．０３８２ｅ１（１．４１ｅ３）（）８．０２８３ｅ１（４．１０ｅ３）（）７．４６４６ｅ１（８．７６ｅ３）（）７．９５５６ｅ１（３．３７ｅ３）（）８．１８４７ｅ１（４．８３ｅ４）（）３．８２５２犲１（１．９７犲４）
２０００７．８８７２ｅ１（１．１０ｅ２）（）８．１３７５ｅ１（２．２１ｅ３）（）８．１４６４ｅ１（５．１２ｅ３）（）８．０５７４ｅ１（７．８４ｅ４）（）８．０５０２ｅ１（２．９２ｅ３）（）８．２９４７ｅ１（３．８３ｅ３）（）３．６６１９犲１（８．６２犲５）
３０００７．９０８６ｅ１（１．２１ｅ２）（）８．２０６８ｅ１（１．５６ｅ３）（）８．１２５９ｅ１（４．９２ｅ３）（）８．１４６８ｅ１（３．０６ｅ３）（）８．０９５４ｅ１（５．５５ｅ３）（）８．３２６８ｅ１（４．７３ｅ３）（）３．４４７５犲１（１．３５犲６）
５０００７．９６８４ｅ１（９．２５ｅ３）（）８．２２５９ｅ１（８．８４ｅ４）（）８．１６０７ｅ１（２．５１ｅ３）（）７．９１３５ｅ１（７．３３ｅ４）（）８．１１１７ｅ１（４．２６ｅ３）（）８．３５４７ｅ１（４．７９ｅ３）（）３．５４７５犲１（３．１５犲６）

ＬＳＭＯＰ３

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）３．５６９３犲１（４．４５犲５）
５０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９２９ｅ２（２．７５ｅ５）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）３．５４３３犲１（６．４７犲５）
１００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９２１ｅ２（１．０３ｅ５）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）６．９９８７犲２（５．７５犲５）
２００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９２４ｅ２（１．３６ｅ５）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．１９８５犲２（２．１１犲４）
３００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９２８ｅ２（１．６９ｅ５）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．０６１４犲１（４．６６犲６）
５００００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）９．０９４０ｅ２（２．３１ｅ５）（）９．０９０９ｅ２（０．００ｅ!０）（）１．０８１７犲１（１．６１犲６）

ＬＳＭＯＰ４

２００４．５５１７ｅ１（１．２０ｅ２）（）４．０４０９ｅ１（１．３４ｅ２）（）５．５３７９ｅ１（１．７６ｅ２）（）４．７６５７ｅ１（２．５８ｅ３）（）４．８５８６ｅ１（４．５８ｅ３）（）４．５４７９ｅ１（７．３３ｅ４）（）１．０４９７犲１（７．６１犲５）
５００５．９５８３ｅ１（６．５０ｅ３）（）６．００６１ｅ１（１．０１ｅ２）（）６．９３０２ｅ１（２．６９ｅ２）（）６．５５５７ｅ１（２．６８ｅ３）（）６．０４６０ｅ１（３．６３ｅ３）（）６．３１６９ｅ１（６．２６ｅ４）（）１．１７５９犲１（４．６０犲４）
１０００６．９０７９ｅ１（７．９０ｅ３）（）７．０５７４ｅ１（２．８８ｅ３）（）７．５９８４ｅ１（６．７８ｅ３）（）７．２６３７ｅ１（５．６８ｅ３）（）７．０５５７ｅ１（２．７３ｅ３）（）７．３４９４ｅ１（５．３７ｅ５）（）４．３７９３犲３（４．６７犲４）
２０００７．５３６０ｅ１（５．６０ｅ３）（）７．６８１９ｅ１（２．１３ｅ３）（）７．８６３３ｅ１（６．８０ｅ３）（）６．６１３７ｅ１（６．４７ｅ３）（）７．６０９２ｅ１（２．１５ｅ３）（）７．８９７３ｅ１（４．９５ｅ４）（）３．０１６１犲３（１．０７犲４）
３０００７．６３３７ｅ１（１．１８ｅ２）（）７．８８５９ｅ１（５．６２ｅ３）（）７．９８５９ｅ１（３．６１ｅ３）（）７．８１２６ｅ１（２．０８ｅ１）（）７．８１０７ｅ１（６．５４ｅ３）（）８．０７７６ｅ１（７．４７ｅ４）（）２．９９７１犲２（４．３５犲４）
５０００７．７６７４ｅ１（６．２３ｅ３）（）８．０５７６ｅ１（３．５４ｅ３）（）８．０７５０ｅ１（４．４４ｅ３）（）８．０３７３ｅ１（５．５４ｅ３）（）８．００００ｅ１（２．７８ｅ３）（）８．２１８３ｅ１（４．３３ｅ５）（）７．９１６７犲２（４．３９犲５）

ＬＳＭＯＰ５

２０００．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）０．００００ｅ!０（０．００ｅ!０）（）２．９６３３ｅ１（５．６０ｅ２）（）３．４６３５ｅ１（４．８４ｅ７）（）３．４６０３ｅ１（１．７６ｅ４）（）３．４６８４ｅ１（４．７４ｅ８）（）８．８１７６犲２（６．７９犲４）
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为更直观展示ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ与各对比算法
在处理３目标ＬＳＭＯＰ问题时的性能表现，图７列
出了代表性问题ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８和
ＬＳＭＯＰ９在３目标１０００维测试实例上的犐犌犇值变
化曲线．从图中可以看出，各算法的对比效果大致与
２目标测试实例上所得结论相同．存在较大差异的
是ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在３目标ＬＳＭＯＰ９测试实例上
的性能，相较于２目标时有所衰减．原因是该测试实
例的ＰＦ不规则，中间存在很多断裂带，当目标数为
３时ＰＦ断裂带的数目相较于目标数为２时会大大
增加，导致ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ基于均匀参考向量的环

境选择会遗漏掉一些有效的解，从而在性能上有所
下降．

为进一步展示ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ与各对比算法
在处理３目标ＬＳＭＯＰ问题时在目标空间的表现，
图８列出了代表性问题ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８
和ＬＳＭＯＰ９在３目标１０００维测试实例上各算法运
行结果与真实ＰＦ的对比图，并通过局部放大对细
节进行展示．从图中可以看出，各算法的对比效果同
样大致与２目标测试实例上所得结论相同．存在较大
差异的依然是ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在３目标ＬＳＭＯＰ９
测试实例上的性能相较于２目标时有所衰减，原因
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图７　在３目标１０００维ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８和ＬＳＭＯＰ９测试实例上进行３０次独立运行，ＭＯＥＡ／ＤＶＡ、ＣＣＧＤＥ３、
ＷＯＦＳＭＰＳＯ、ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ、ＬＳＭＯＦ、ＬＭＯＥＡＤＳ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的平均犐犌犇值曲线

亦同样在于该测试实例的ＰＦ不规则，中间存在很
多断裂带．

（３）全部测试实例上各算法整体性能的对比
为直观展示各算法在全部１０８个２目标和３目

标ＬＳＭＯＰ测试实例上的整体性能，采用θＤＥＡ［４８］
中提出的平均得分计算方法，依次在ＬＳＭＯＰ１～
ＬＳＭＯＰ９上对所有算法进行打分，分数越小表示算
法的性能越好．图９给出了各算法在ＬＳＭＯＰ１～
ＬＳＭＯＰ９上的得分，可以看出ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在
整体性能上具有明显的竞争优势．

（４）各算法时间复杂度与运行时间对比
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在每轮迭代的时间复杂度由

基于问题转换的子代生成环节决定，为犗（犽狀犖），其
犽为当前权值向量的维度，狀为原决策空间的维度，
犖为种群中个体的数目．对比算法ＷＯＦＳＭＰＳＯ、
ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ和ＬＳＭＯＦ亦为基于问题转
换类的方法，由于子代生成方式总体类似，它们的时
间复杂度与ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ处于同一量级，前两者

为犗（犽狀犖），后者为犗（狉狀犖），其中狉表示参考点的
数目．ＭＯＥＡ／ＤＶＡ的时间复杂度由决策变量关联
度分析环节决定，为犗（狀２）．ＣＣＧＤＥ３和ＬＭＯＥＡＤＳ
的时间复杂度由基于非支配排序的环境选择决定，
为犗（犿犖２）．对于ＬＳＭＯＰｓ，狀通常大于犽犖但小于
犿犖２，故可认为各基于问题转换类算法的时间复杂度
介于ＣＣＧＤＥ３／ＬＭＯＥＡＤＳ与ＭＯＥＡ／ＤＶＡ之间．

为直观展示各算法在全部１０８个２目标和３目
标ＬＳＭＯＰ测试实例上的运行时间，采用θＤＥＡ［４８］
中提出的平均得分计算方法，依次在ＬＳＭＯＰ１～
ＬＳＭＯＰ９上对所有算法进行打分，分数越小表示算
法的运行时间越短．由图１０可以看出，各问题转换
类算法的平均运行时间得分介于ＭＯＥＡ／ＤＶＡ和
ＣＣＧＤＥ３／ＬＭＯＥＡＤＳ之间，与上述时间复杂度的
理论分析印证．同时，虽然ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的初始
权值向量维度仅为２，但在运行过程中会自适应扩
展权值向量的维度，故其在各测试实例上的运行时
间得分与其它问题转换类算法相比有大有小．
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图８　在３目标１０００维ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ３、ＬＳＭＯＰ８和ＬＳＭＯＰ９测试实例上ＭＯＥＡ／ＤＶＡ、ＣＣＧＤＥ３、ＷＯＦＳＭＰＳＯ、
ＷＯＦＭＭＯＰＳＯＲＤＧ、ＬＳＭＯＦ、ＬＭＯＥＡＤＳ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的帕累托前沿对比图
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图９　ＭＯＥＡ／ＤＶＡ、ＣＣＧＤＥ３、ＷＯＦＳＭＰＳＯ、ＷＯＦＭＭＯＰＳＯ
ＲＤＧ、ＬＳＭＯＦ、ＬＭＯＥＡＤＳ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在
ＬＳＭＯＰ１～ＬＳＭＯＰ９上的平均犐犌犇得分，得分越小
表现越好

图１０　各算法在ＬＳＭＯＰ１～ＬＳＭＯＰ９上的平均运行时间得分

４５　对犔犛犕犗犈犃犃犠犈的深入分析
本部分通过策略独立性分析和参数敏感度实

验对ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ进行深入分析．本小节从策
略独立性和参数敏感性两个方面，进一步深入分析
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ．

（１）策略独立性实验
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ包括存档和权值扩展两个核

心策略，为独立验证这两个策略对算法性能的影响，
设计３个不同的对比算法，分别命名为ＬＳＭＯＥＡ、
ＬＳＭＯＥＡＡ和ＬＳＭＯＥＡＷＥ，在目标数为２、决策
变量数为１０００的９个ＬＳＭＯＰ测试实例上进行实
验．其中，ＬＳＭＯＥＡ中不采用本文提出的存档策略
和权值扩展策略，仅使用最基础的问题转换框架，
ＬＳＭＯＥＡＡ为使用问题转框架和存档策略的算
法，ＬＳＭＯＥＡＷＥ为使用问题转框架和权值扩展策
略的算法．此外，ＬＳＭＯＥＡ和ＬＳＭＯＥＡＡ采用线
性分组策略将决策变量分为固定的４组，每个个体对
应一个４维权值向量．在２目标１０００维ＬＳＭＯＰ测试
实例上进行３０次独立运行，ＬＳＭＯＥＡ、ＬＳＭＯＥＡＡ、

ＬＳＭＯＥＡＷＥ和ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的平均犐犌犇值
曲线如图１１所示．

从图１１可以看出，ＬＳＭＯＥＡＡ和ＬＳＭＯＥＡＷＥ
在９个测试实例上的表现均优于ＬＭＯＥＡ，说明存
档策略和权值扩展策略对算法的性能均具有提升作
用．与此同时，ＬＳＭＯＥＡＡ相对ＬＳＭＯＥＡＷＥ表
现更好，原因是ＬＳＭＯＥＡＷＥ虽然可通过权值扩
展扩大在决策空间中的搜索范围，但由于前期的搜
索可能会陷入局部最优，导致其性能在部分问题上
与ＬＳＭＯＥＡ接近．而ＬＳＭＯＥＡＡ在每轮迭代过
程中对存档进行及时更新，可为种群的进化持续提
供有效的指导方向，有利于种群质量的不断提升，从
而在大部分测试实例上的性能相较ＬＳＭＯＥＡＷＥ
更优．ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的表现明显优于３个对比
算法，说明存档策略与权值扩展策略具有很强的互
补性．

（２）参数敏感性实验
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ包括两个独有的参数，分别为

用于控制存档种群大小的λ和用于控制权值扩展的
阈值β．同样在目标数为２、决策变量数为１０００的
９个ＬＳＭＯＰ测试实例上，就这两个参数的取值对
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ性能的影响程度进行实验．

首先，在ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ中将λ的取值分别设
置为２、３、４、５、７、１０、１５．在２目标１０００维ＬＳＭＯＰ
测试实例上进行３０次独立运行的平均犐犌犇值曲线
如图１２所示，可以看出λ总体上为非敏感参数．由
于存档种群的大小对算法运行时间有一定影响，综
合考虑不同λ取值对各测试实例犐犌犇值的影响，
４．４节的实验中将λ的值设为５．

其次，在ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ中将β的取值分别设
置为１、３、５、８、１０、１２、１５、２０．同样在２目标１０００维
ＬＳＭＯＰ测试实例上进行３０次独立运行，它们的平
均犐犌犇值曲线如图１３所示．可以看出，β的取值在
除ＬＳＭＯＰ６以外的其它测试实例上基本不敏感，
但当β的取值小于８时，在ＬＳＭＯＰ１、ＬＳＭＯＰ５、
ＬＳＭＯＰ８问题上明显较敏感．原因在于ＬＳＭＯＰ１
和ＬＳＭＯＰ５均为Ｓｐｈｅｒｅ函数组成的单模问题且变
量之间不存在关联关系，当权值扩展阈值较低时，容
易导致问题的搜索空间快速增大．ＬＳＭＯＰ８尽管是
混合问题，然而组成问题的函数仍然包括Ｓｐｈｅｒｅ函
数，同样对于β的取值较敏感．为确保算法在各类测
试问题上均具有较好的综合性能，４．４节的实验中
将β的值设为１０．
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图１１　在２目标１０００维ＬＳＭＯＰ测试实例上进行３０次独立运行，ＬＳＭＯＥＡ、ＬＳＭＯＥＡＡ、ＬＳＭＯＥＡＷＥ和
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的平均犐犌犇值曲线
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图１２　参数λ的敏感性实验结果

图１３　参数β的敏感性实验结果

５　结论和未来工作
针对现有大规模多目标优化算法的不足，本文

提出了一个基于存档与权值扩展策略的算法
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ．其中，存档策略通过选取代表性的
高质量解及其对立点构建存档，可有效引导种群向
靠近ＰＳ的方向移动，提高算法的搜索效率．权值扩
展策略则通过对处于进化瓶颈的个体所对应权值向
量进行动态自适应扩展，不断扩大决策空间的搜索
范围，从根本上解决了现有问题转换方法存在的搜
索空间受限问题，有利于提高最终的搜索质量．在最
新大规模多目标基准测试问题集ＬＳＭＯＰ上的实验
表明，相比同类算法，ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ在综合性能
上具有明显的竞争优势．

未来工作中，如何在各类带约束ＬＳＭＯＰｓ和
各类实际应用ＬＳＭＯＰｓ上进一步验证和改进
ＬＳＭＯＥＡＡＷＥ的性能，具有重要的研究价值．此
外，基于任务间的知识迁移，多任务优化在优化速度
和优化性能方面均具有较大的优势［４９５０］，如何将多
任务优化与大规模多目标优化有机融合，是未来非
常值得探索的工作．

本文所提算法的源代码已在ｈｔｔｐｓ：／／ｇｉｔｈｕｂ．
ｃｏｍ／ＣＩＡＳＺＵ／ＬＣ公开．
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１７９５期 梁正平等：基于存档和权值扩展的大规模多目标优化算法
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