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摘　要　最小种子集合选取问题（犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题）的目标是选择一个种子集合犛，在影响传播结束后，它不仅需

要影响一定数量的用户（如犑个用户），同时犛是最小的集合．虽然该问题得到了广泛的研究，但是现有工作却忽略

了一个重要事实，即地理位置信息对于犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题是非常重要的．在许多真实的应用中，例如位置敏感的口

碑营销，都有地理位置的需求．因此，该文将地理位置因素融入到犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题中，提出了位置敏感的犑ＭＩＮ

Ｓｅｅｄ问题，并证明了该问题是ＮＰｈａｒｄ问题．该问题的一个挑战是如何高效且有效地计算给定区域的影响范围．为

了解决这个挑战，该文对现有的树模型进行扩展，设计出一种高效且有效的近似模型．基于此模型，该文首先提出

了朴素的贪心算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ．ＭＳＧｒｅｅｄｙ虽然有近似保证，但其计算量太大．为满足在线查询的需求，该文又提

出了另外两种高效的算法Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ和ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ．大量真实数据的实验结果表明：文中算法能有

效地解决位置敏感的犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题．
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１　引　言

近年来，随着互联网和 Ｗｅｂ２．０技术的迅猛发

展，社会网络得到了工业界和学术界越来越多的关

注和研究，例如Ｔｗｉｔｔｅｒ、Ｆａｃｅｂｏｏｋ、微信和微博．社

会网络作为沟通现实人类世界的桥梁，俨然已经成

为信息传播、交互沟通和知识共享的重要媒介和平

台．社会网络分析领域的一个关键性问题是影响传

播问题，其传播手段是病毒式营销．病毒式营销是一

种广告策略，它通过个体之间的社会关系，利用“口

碑效应”来推销产品或思想．现有的广告策略是直接

选取大量的用户并对其进行产品或思想的宣传［１］，

而病毒式营销的思想是选取一定量的初始用户（给

这些用户提供奖励或免费的产品），利用这些用户的

社会关系，如朋友、家人和合作者，在个体之间进行

产品或思想的传播．传播过程中，用户会从对产品的

不知道状态转换成对产品的知道状态，这种状态发

生转换的用户称之为被影响的用户．影响传播结束

后，所有被影响用户的总数称为初始用户的影响范

围．最近调查研究表明，人们更加倾向于从朋友、家

人或亲属获得的信息，而不是像电视一类的一般广

告媒介［２］．因此，病毒式营销是最为有效的营销手段

之一．

社会网中病毒式营销的过程可以描述如下：首

先，广告商会选取一个初始用户集合，为了激励初始

用户在社会网中传播其产品或思想，广告商会给予

每个初始用户免费的产品或奖励．我们将这些初始

用户称之为种子节点．传播被初始化后，产品或思想

就会通过社会网中用户的关系进行传播．很多模型用

来描述上述的传播过程，现在被广泛使用的两个模型

是独立级联模型ＩＣ（ＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔＣａｓｃａｄｅＭｏｄｅｌ）和

线性阈值模型ＬＴ（ＬｉｎｅａｒＴｈｒｅｓｈｏｌｄＭｏｄｅｌ）．

考虑病毒式营销中这样一种场景：某公司希

望在社交网中通过病毒式营销手段来推销其新产

品，由于费用有限，它希望用于病毒式营销的初始

种子用户最少（这样提供给种子用户的奖励最少），

同时传播结束后最终能影响一定数量的用户（如

犑）．该问题就是最小种集选取问题（犑ＭＩＮＳｅｅｄ）．

犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题的目标是至少影响社会网中一定

量的用户（如犑），同时用于病毒式营销的种子节点

个数最少．

我们使用图１来具体描述犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题．

图１将４个朋友之间的关系抽象成一个有向图．其

中节点分别代表４个朋友成员，即犔犻犾狔、犔狌犮狔、犜狅犿

和犑狅犺狀，边代表成员之间的关系，如（犔犻犾狔，犑狅犺狀）表

示犔犻犾狔是犑狅犺狀的朋友．边上的概率表示在病毒式营

销中一个节点对另一个节点的影响力，如狑（犔犻犾狔，

犑狅犺狀）＝０．８，表示犔犻犾狔对犑狅犺狀的影响力是０．８．假

设在图１中，我们的目标是找到一个最小种子集合，

它满足至少影响该社交网中３个朋友成员的条件．

由于节点犔犻犾狔对节点犑狅犺狀的影响路径有两条，分

别为〈犔犻犾狔，犑狅犺狀〉和〈犔犻犾狔，犔狌犮狔，犑狅犺狀〉，所以在ＩＣ

模型下，集合｛犔犻犾狔｝对犑狅犺狀的影响为１－（１－０．８）·

（１－０．６·０．７）＝０．８８４．以此类推，可以计算出｛犔犻犾狔｝

的最终影响范围为３．５７．通过计算发现，没有比集

合｛犔犻犾狔｝更小的集合满足至少影响３个朋友成员的

条件，所以目标种集为｛犔犻犾狔｝．

图１　犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题的社会网

犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题的实际意义是利用最小的花

费同时达到明确的病毒式营销目标．然而，现在的研

究忽略了一个重要的事实，即对于犑ＭＩＮＳｅｅｄ问

题，位置信息是十分重要的．许多真实的实际应用，

如位置敏感的口碑营销，对犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题有位

置限制的要求．例如，社会网系统（如Ｔｗｉｔｔｅｒ）通过

定位空间区域（如哈尔滨市南岗区）中的一定量的潜

在客户为新企业（如餐厅）提供市场营销的服务．具

体描述为，企业希望特定空间区域中至少一定量的

用户（如犑）被影响，同时用于病毒式营销的初始费

用（种子节点个数）最少．当公司的费用有限时，选取

的种子节点是至关重要的，它们自身可以不在公司

指定的区域中，但它们在影响传播中能够影响到指

定区域中的朋友、朋友的朋友等等．通过这种病毒式

营销，公司可以花费最少的资源并且保证公司附近

至少一定量的用户知道该公司．

６０３２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１７年
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上面的问题我们将其称为位置敏感的最小种子

集合问题（ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题），它可以描述如

下：给定位置敏感的社会网络，其中每个用户都包含

经度和纬度的地理位置，包含特定位置区域犚和整

数犑的查询犙，ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题的目标是选择

初始用户集合，在影响传播结束后，该集合至少能影

响特定位置区域中犑个用户，且该集合是满足上述

条件的最小集合．

尽管ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题在病毒式营销领域

中非常重要，但是现在的研究尚未考虑该问题．首

先，大部分涉及病毒式营销的研究都致力于影响最

大化问题，该问题旨在选择犽个种子节点，在影响传

播结束后，这犽个种子节点带来的影响范围最大．很

明显，本文问题与影响最大化问题的给定条件和追

求目标是不同的．其次，虽然有一些研究的研究问题

与本文问题相似，但是它们并没有考虑到位置因素，

不能直接用来解决本文的问题．

ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题存在三方面的挑战：第１点

是获得用户的位置信息．非常幸运的是，现实世界中

存在很多位置敏感的社会网络，如Ｇｏｗａｌｌａ（ｈｔｔｐ：／／

ｓｎａｐ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ／ｄａｔａ／ｌｏｃｇｏｗａｌｌａ．ｈｔｍｌ），它们

自身内部含有每个用户的位置信息．另外，也有一些

研究［３４］致力于从社会网中获得用户的位置信息．

通过对这些研究中涉及的技术进行学习和实现，可

以获得社交网中用户的位置信息，进而为 ＬＡ犑

ＭＩＮＳｅｅｄ问题的研究提供了支持．第２点是如何

满足高性能需求．例如在上面的例子中，大量的企业

希望在进行营销服务的同时，系统能够尽快地给出

解决方案，因此这就需要设计高效的算法满足有效

且高效地支持在线ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题查询．在

前人工作的基础上可以提出ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题

的一种朴素的解决方法，即利用已有影响最大化问

题算法和已有犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题算法进行求解．该

方法虽然能有效地解决ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，但

不能满足其高性能的需求，因为影响最大化问题和

犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题本身就是 ＮＰｈａｒｄ问题，它们不

得不枚举大量的节点来选取种子节点，并且不能剪

枝掉影响力较小的节点．我们借鉴文献［５］中的思想

设计出高效的算法，在不损失太多影响精度的基础

上，提高算法的高效性．第３点是有效且高效地计算

特定区域上的影响范围．由于计算特定区域上的影

响范围是＃Ｐｈａｒｄ问题，即没有多项式时间的算法

能够准确求解出特定区域上的影响范围，所以本文

在基于树的近似模型的基础上进行了相应的扩展，

使得扩展后的模型能够很好地近似求解特定区域上

的影响范围．

本文的主要贡献如下：

（１）据我们所知，本文首次将地理位置因素引入

到犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，将其定义为ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ

问题，并形式化了该问题．

（２）本文在基于树的近似模型的基础上进行了

相应的扩展，使得扩展后的模型能很好地近似求解

查询区域上的影响范围．

（３）本文证明了ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题是ＮＰｈａｒｄ

问题，并且提出朴素的贪心算法框架 ＭＳＧｒｅｅｄｙ，

用于解决ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，证明了它的绝对误

差值和比例误差值．

（４）本文提出两种高效的贪心算法Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ

算法和ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ算法，它们可以满

足高效性，同时又不会损失太多精度．

（５）大量真实数据集上的实验结果证明了本文

算法的有效性和高效性．

本文第２节介绍相关工作；第３节进行问题定

义；第４节描述贪心算法框架 ＭＳＧｒｅｅｄｙ，并证明

其绝对误差值和比例误差值；第５节描述Ｂｏｕｎｄ

ｂａｓｅｄ算法；第６节描述ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ

算法；第７节阐述实验结果；第８节进行总结．

２　相关工作

现在大部分关于病毒式营销的研究都集中于影

响最大化问题，其目标是寻找社会网中最终影响范

围最大的犽个节点．当前，针对影响最大化问题的研

究主要分为贪心算法和启发式算法两大类．贪心算

法的研究核心思想是爬山思想，即每次迭代选择的

节点都是能带来最大影响值的节点，通过局部的最

优解来近似全局的最优解．贪心算法的优点是所求

种集的精度相对较高，与理论最优解有１－１／犲－ε

的近似比．但是其存在严重的效率问题，算法的复杂

度较高，执行时间较长，很难扩展到大规模的社会网

络中．针对此缺点，已经存在大量的研究致力于相应

的改善．启发式算法并不是基于局部最优解来近似

全局最优解的思想，它的思想是利用设定的启发策

略来选择最有影响力的节点，这样就避免了复杂地

计算节点影响的准确值，从而大大地缩短了运行时

间，提高了效率，但是不可避免地导致算法的精度较

差，难以和贪心算法相比较．

虽然影响最大化问题的初始条件和追求的目标
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和本文的ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题完全不同，但是我们

可以对影响最大化问题的算法进行一些改变，用其形

成一种朴素的方法来近似地求解ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ

问题．将影响最大化问题中每个节点的影响范围限

制在给定的特定区域内，然后多次调用影响最大化

问题的算法，直到满足ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题的目

标，算法停止．令犽表示种子节点个数．具体描述为，

最初设置犽＝１，每次迭代，犽增加１．每次迭代都调

用一次改变后的影响最大化问题的算法，计算犽个

种子节点给查询区域带来的影响犐．如果犐犑，则迭

代停止，返回犽；否则犽增加１，进行下一轮迭代．虽然

该方法可以解决本文问题，但是相当耗时，存在严重

的效率问题．由于影响最大化问题本身是ＮＰｈａｒｄ，

上述方法又多次调用影响最大化问题的算法，导致

该方法的计算代价相当大．因此，我们应该设计更高

效的算法来解决ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题．

关于病毒式营销的另一些研究所致力于的问题

与最小种集问题十分相似，它们将其称之为目标集

合选择ＴＳＳ（ＴａｒｇｅｔＳｅｔＳｅｌｅｃｔｉｏｎ）问题．ＴＳＳ问题

最初是由文献［６］提出的，其目的也是选择种集，但

是该种集主要影响整个网络中所有的节点，同时是

满足上述条件的最小集合．在ＴＳＳ问题中，底层的

传播模型是确定线性阈值模型ＤＬＴ（Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ

ＬｉｎｅａｒＴｈｒｅｓｈｏｌｄ），它与线性阈值模型的唯一不同

之处在于，社会网中所有节点的阈值是固定的．

随后，一些学者也对ＴＳＳ问题进行了研究
［６８］．

在文献［６］中，Ｃｈｅｎ推导出 ＴＳＳ问题的非近似结

果．具体为，对任意固定的ε＞０，ＴＳＳ问题的近似比

不小于犗（２ｌｏｇ
（１－ε）狀），除非犖犘犇犜犐犕犈（狀狆

犾狅狔犾狅犵（狀））．

在文献［７８］中，ＢｅｎＺｗｉ等人通过考虑图的树宽参

数探索了 ＴＳＳ问题的难易程度．他们设计了一个

运行时间为狀犗
（狑）的准确算法用于解决ＴＳＳ问题，其

中狑是底层社会网络的树宽．随后，文献［９１０］提

出一些剪枝策略用于解决ＴＳＳ问题．最近，Ｌｏｎｇ和

Ｗｏｎｇ
［１１］提出了犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，其底层传播模型

是ＩＣ模型和ＬＴ模型．

与现有的研究工作不同，本文研究的问题是

ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，并且旨在实现实时的在线

查询．

３　问题定义

３１　预备知识

社会网是一个由社会个体成员以及个体成员之

间的社会关系所组成的一种复杂的网络结构．在有

关社会网的研究中，通常将社会网建模为图犌＝

（犞，犈，犠），其中图犌中节点集合犞＝｛狏１，狏２，…，狏狀｝

中的节点对应社会网中个体成员；图犌中边的集合

犈犞×犞 对应社会网中个体成员之间的社会关系；

集合犠＝｛狑１，狑２，…，狑狀｝对应社会网中个体的权

重．我们将位置敏感的社会网络建模为有向图犌＝

（犞，犈），其中犞 中的节点表示网络中的用户，犈代表

用户之间的关系．犞 中的每个节点都有一个地理位

置（狓，狔），其中狓表示经度，狔表示纬度．

影响传播模型定义了社会网络中影响力传播的

方式和机制，它是研究本文ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题的

基础．目前学术界对影响传播模型已经进行了深入

的研究，其中被广为研究的两个影响传播模型分别

是ＩＣ模型和ＬＴ模型．这两个模型分别从不同的角

度对影响传播过程进行了阐述，ＩＣ模型是从概率角

度，ＬＴ模型是从阈值角度．

给定初始活跃节点集合犛后，ＩＣ模型的影响传

播过程如下：在时间０，仅仅活跃集合犛中的节点为

活跃状态，其余节点皆为非活跃状态；如果节点狏在

时间狋从非活跃状态变为活跃状态，则节点狏试图

以一定概率去激活其处于非活跃状态的后继节点．

节点狏成功激活其后继节点狑 的概率为狆（狏，狑）．

如果节点狏成功激活节点狑，则节点狑在时间狋＋１

变为活跃状态．如果节点狏没有成功激活节点狑，则

节点狑在时间狋＋１仍为非活跃状态．该过程一直持

续到没有节点被激活为止．该过程结束后，将集合犛

激活的节点集合称为集合犛 的影响范围．需要注意

的是，上述过程中节点狏对于其所有的邻居节点均

有且仅有一次机会去尝试激活，而且节点狑 一旦被

激活则不能从活跃状态恢复到非活跃状态．

ＬＴ模型是基于阈值的，并且多个处于活跃状态

的节点尝试影响同一个后继节点的行为不是独立的，

影响成功与否取决于所有活跃节点对后继节点影响

权重的和是否超过后继节点的阈值．在ＬＴ模型中，

定义犖（狏）表示节点狏的前驱节点集合，节点狏受其

活跃的前驱结点 狑 影响的程度由权重狆（狑，狏）

衡量．每个节点都有一个阈值θ狏，θ狏∈［０，１］．该阈值

表明了节点从非活跃状态转变到活跃状态的难易程

度，阈值越大表明其越不容易被影响，相反则越容易

被影响．同ＩＣ模型类似，在时间０，只有活跃集合犛

中的节点处于活跃状态，其余节点皆处于非活跃状

态；如果节点狏在时间狋变为活跃状态，则节点狏将

其影响权重狆（狏，狌）加到其处于非活跃状态的后继

８０３２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１７年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



节点狌上．如果狌的所有处于活跃状态的前驱结点

对狌的影响权重累加和超过狌的阈值θ狌，则节点狌

在时间狋＋１变成活跃节点．该过程一直重复进行下

去，直到没有节点被激活为止．ＬＴ模型体现了影响

累计的特性．

独立级联模型ＩＣ是最基本的影响传播模型，它

能很好地反映许多真实情况下的影响传播方式．本

文研究的ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题的底层传播模型采

用ＩＣ模型．

３２　问题定义

在社会网影响传播模型及其相关算法的研究领

域中，通常采用符号σ（犛）表示集合犛的影响值．具

体为将集合犛作为初始活跃节点集合，在给定的影

响传播模型下，经过上述的影响传播过程，最终网络

中被激活的结点个数．

定义１（边际收益）．　在影响传播过程中，影响

值函数σ（·）的边际收益是指在当前活跃节点集合

犛的基础上，额外增加一个节点狏作为初始活跃节

点，所带来的最终影响值的增加量，即

σ狏（犛）＝σ（犛∪ ｛狏｝）－σ（犛） （１）

　　仍以上面的图１为例，假设当前活跃种集犛为

｛犔犻犾狔｝，将节点犑狅犺狀加入到犛 后，节点犑狅犺狀带给

函数σ（·）的边际收益为σ（犛∪｛犑狅犺狀｝）－σ（犛）＝

３．８３－３．５７＝０．２６．

定义２（单调性质）．　犳（·）是将有限集合犛映

射为非负实数的一个函数．当犳（·）的自变量在其定

义区间内增大时，函数值犳（·）也随着增大，则称该

函数为在该区间上具有单调性质．形式化描述为

犛犜，犳（犛）犳（犜）．

定义３（子模性质）．　犳（·）是将有限集合犛映

射为非负实数的一个函数．如果函数犳（·）满足收益

递减性质，即增加任意一个元素狏到集合犛 所带来

的边际收益不低于增加元素狏到犛的超集犜（犛犜）

所带来的边际收益，则称函数犳（·）具有子模性质．

具体为犛犜，狏犜，函数犳（·）具有子模性质，则有

以下不等式成立：

犳（犛∪｛狏｝）－犳（犛）犳（犜∪｛狏｝）－犳（犜）（２）

　　文献［１２］已经证明函数σ（·）在ＩＣ模型和ＬＴ

模型下都具有子模性质和单调性质．

例１．　为了更好地理解单调性质和子模性质，

我们仍以图１为例．假设种集犜 为｛犔犻犾狔｝，设定它

的子集犛为，将节点犑狅犺狀分别加入到种集犜 和

种集犛中．在ＩＣ模型下，很容易计算出σ（）＝０，

σ（｛犔犻犾狔｝）＝３．５７，σ（｛犑狅犺狀｝）＝２．６４，σ（｛犔犻犾狔，

犑狅犺狀｝）＝３．８３．符合函数σ（·）具有的子模性质，即

犜的边际收益σ犑狅犺狀（犜）小于犛的边际收益σ犑狅犺狀（犛），

并且满足σ（｛犔犻犾狔｝）σ（｛犔犻犾狔，犑狅犺狀｝）．

给定位置区域犚，将犞犚定义为位置区域犚 中的

节点集合．图２中虚线框描述了一个位置区域犚，则

犞犚＝｛２，４，５，８，９，１０，１１，１２，１３，１４｝．给定种集犛，在

影响传播过程结束后，犞犚中被集合犛激活的节点总

数称为犛在区域犚 的影响范围（后面为了方便，简

称为影响范围），将其定义为σ（犛，犞犚）．

图２　运行例图

定理１．　函数σ（犛，犞犚）在ＩＣ模型和ＬＴ模型

下都具有子模性质．

证明．　证明方法与文献［１２］证明的思想类似．

在给定初始种集犛和位置区域犚 前提条件下，当将

一个新的节点狏加入到种集犛 中时，节点狏给区域

犚 所带来的影响可能与集合犛 给区域犚 所带来的

影响有重叠．种集犛越大，重叠的影响可能越多，因

此，种集犛的边际收益会小于犛 的任意子集的边际

收益，所以函数σ（犛，犞犚）在ＩＣ模型和ＬＴ模型下都

具有子模性质． 证毕．

定理２．　函数σ（犛，犞犚）在ＩＣ模型和ＬＴ模型

下都具有单调性质．

证明．　假设当前种集为犛，在ＩＣ模型和ＬＴ模

型下，犛在给定区域犚的影响范围为σ（犛，犞犚）．将任

意节点狌加入到当前种集犛中，由于狌在给定区域犚

的影响范围σ（｛狌｝，犞犚）０，所以σ（犛∪｛狌｝，犞犚）

σ（犛，犞犚）．由单调性的定义可知，函数σ（犛，犞犚）在ＩＣ

模型和ＬＴ模型下都具有单调性质． 证毕．

定理３． 计算准确的σ（犛，犞犚）是＃Ｐｈａｒｄ问题．

证明．　设犞犚＝犞，则计算准确的σ（犛，犞犚）变成

计算准确的σ（犛）．由定理１和定理２可知，σ（犛，犞犚）

在ＩＣ模型和ＬＴ模型下都具有子模性质和单调性

质，并且计算准确的σ（犛）是＃Ｐｈａｒｄ
［１３］，所以计算

准确的σ（犛，犞犚）也是＃Ｐｈａｒｄ． 证毕．
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文献［１３］证明了计算给定种集犛的σ（犛）是＃Ｐ

ｈａｒｄ问题，因此准确地计算出σ（Ｓ）的代价非常昂

贵．在病毒式营销领域中，通常采用蒙特卡罗模拟

（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ）方法估计σ（犛）．蒙特卡

罗模拟的主要思想如下：假设初始种集为集合犛，以

犛为活跃节点集合进行多次模拟影响传播过程．在

每次模拟过程中，都需要计算，影响传播过程结束

后，最终被影响的结点个数．然后，取这些模拟过程

结果的平均值作为σ（犛）的估计值．在一个包含１０ｋ

个节点和５０ｋ条边的社会网上进行蒙特卡罗模拟，

进行１００００次模拟影响传播过程获得的准确性已

经足够好，不需要进行２００００次的模拟
［１２］．虽然蒙

特卡罗模拟方法估计σ（犛）的准确度较高，但是每次

模拟过程需要遍历一次图结构，导致该方法代价昂

贵，并且难以扩展到大规模的社会网络中．

定理３表明任何算法都不能在多项式时间内计

算出σ（犛，犞犚）的准确值．为了避免蒙特卡罗模拟方法

的昂贵代价，本文将基于树的近似模型［１３］进行了扩

展，扩展后的模型能够高效地计算影响范围σ（犛，犞犚），

同时也不会损失太多的影响精度．本文的扩展方法

也可以应用到其他的近似模型中．

ＩＣ模型中，当活跃节点狌激活其非活跃的后继

节点狏后，节点狏也会去尝试激活其非活跃的后继

节点狑．上述影响传播过程中，虽然节点狌没有到达

节点狑的直接边，但是节点狌也会以一定的概率去

尝试激活节点狑．受上述启发，我们引入影响路径的

概念．

定义４（影响路径）．　犌＝（犞，犈）是一个边带权

值的有向图，边（狌，狏）上的概率为狆（狌，狏）．定义狆＝

〈狌＝狑１，狑２，…，狑狀＝狏〉表示一条从狌到狏的路径，

其中狑犻表示狌到狏的路径所经过的节点．

显然，在ＩＣ模型下，狌沿着路径狆 影响狏的概

率（或者狏被狌影响的概率）为路径上每条边概率的

乘积，将其定义为犘（狆）＝∏
狀－１

犻＝１

狆（狑犻，狑犻＋１）．狌到狏有

很多不同的路径，沿着不同的路径狌对狏的激活概

率不同．ＩＣ模型中，由于每个节点有且仅有一次机

会去尝试激活其处于非活跃状态的后继节点，所以

狌试图激活狏的最好选择是沿着狌到狏的概率最大

的路径，因此将狌对狏 的影响定义为犘（狌→狏）＝

ｍａｘ｛犘（狆）｜狆是狌到狏的一条路径｝．对于图犌中

的边（狌，狏），如果将边的传播概率狆（狌，狏）转换成边

（狌，狏）的距离权重－ｌｏｇ狆（狌，狏），则图犌中狌到狏的

最大影响概率路径对应于距离权重图中的狌到狏的

最短路径，后面介绍的影响树直接对应于距离权重

图中最短路径组成的树，并且它们可以利用有效的

算法来进行求解，如迪杰斯特拉算法．

给定种集犛，将集合犛对狏的影响定义为犘（犛，狏）．

注意犘（犛，狏）≠∑
狌∈犛

犘（狌→狏），因为集合犛中的不同

节点在影响狏时可能有相关性．解决该问题的一个

较好方法是采用基于树的模型来计算犘（犛，狏）．具

体描述为，为集合犛中的每个节点狌，在图犌中找到

一条狌到狏影响概率最大的路径，然后对这些最大影

响概率路径进行组装，形成一个影响树犜狉犲犲（犛，狏），

其以狏为树根，狌为叶子．如果狏∈犛，则犘（犛，狏）＝１；

否则，狏一定是被影响树犜狉犲犲（犛，狏）中狏的孩子所

影响．由于狏的孩子犮也被集合犛影响，所以狏被犮影

响的概率为犘（犛，犮）·狆（犮，狏）．我们可以通过组合所有

孩子犮对狏的影响，计算出犘（犛，狏）＝１－∏
犮∈犮犺犻犾犱（狏）

（１－

犘（犛，犮）·狆（犮，狏）），其中犮犺犻犾犱（狏）为狏的影响树

犜狉犲犲（犛，狏）中狏的孩子集合．

综上所述，犘（犛，狏）的计算公式如下：

犘（犛，狏）＝

１， 狏∈犛

１－∏
犮∈犮犺犻犾犱（狏）

（１－犘（犛，犮）·狆（犮，狏）），狏烅

烄

烆
犛
（３）

　　例２．　仍以图２为例，假设我们已经选择节点４

和节点８作为种子节点，下面我们详细描述怎样

计算它们对节点１的共同影响犘（｛４，８｝，１）．本文例

子中图的边概率采用权重级联模型，即边（狌，狏）的

概率狆（狌，狏）＝１／｜犖犻狀（狏）｜，其中犖犻狀（狏）是节点狏的

所有前驱节点集合．如节点２的前驱节点集合为

｛０，４，８，９｝，则狆（９，２）＝１／４＝０．２５．由于节点４和８

到节点１的最大影响概率路径都经过节点２，所以

犘（｛４，８｝，１）＝１－（１－犘（｛４，８｝，２）·狆（２，１））．由于

犘（｛４，８｝，２）＝１－（１－狆（４，２））·（１－狆（８，２））＝

０．４３７５，狆（２，１）＝１，所以犘（｛４，８｝，１）＝０．４３７５．

定义５．　在基于树的模型中，可以用如下公式

来近似计算σ（犛，犞犚），

σ（犛，犞犚）＝ ∑
狏∈犞犚

犘（犛，狏） （４）

　　例３．　仍以图２为例，假设我们已经选择节点７

和节点９作为种子节点，图中虚线框表示犞犚，则

犞犚＝｛２，４，５，８，９，１０，１１，１２，１３，１４｝．利用式（３）可

以计算出犘（｛７，９｝，狏），狏∈犞犚，然后利用式（４）可以

计算出犘（｛７，９｝，犞犚）＝６．００８．
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定义６（ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题）．　给定位置敏

感的社会网络犌和查询犙＝（犚，Ｊ），其中犚是位置区

域，Ｊ是正整数．ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题旨在选择最小

的节点集合犛：σ（犛，犞犚）犑．其中犛称为种子集合，

简称种集，犛中的每个节点称为种子节点．形式化为

犛＝｛犞｜犞 为种子集合，｜犞｜＝狀，σ（犞，犞犚）犑｝，

其中

狀＝ｍｉｎ犞｛｜犞｜｜犞 为种子集合且σ（犞，犞犚）犑｝（５）

　　例４．　图２描述了包含１７个节点的位置敏感

的社会网络．给定查询犙＝（犚，犑），其中图中的虚线

框给出了查询区域犚，犑＝５，则ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问

题的目标种集犛 为｛７，９｝，其中，σ（｛７，９｝，犞犚）＝

６．００８，σ（｛９｝，犞犚）＝３．７５，σ（｛７｝，犞犚）＝２．２９．注意

节点７并不在犚中，所以我们不能仅使用犚中的节

点来选择种子节点．

定理４．　ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题在ＩＣ模型和ＬＴ

模型下是ＮＰｈａｒｄ．

证明．　设犞犚＝犞，则ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题变

成犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，由于在ＩＣ模型和ＬＴ模型下，

犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题是 ＮＰｈａｒｄ
［１１］，所以ＬＡ犑ＭＩＮ

Ｓｅｅｄ问题在ＩＣ模型和ＬＴ模型下也是ＮＰｈａｒｄ．证毕．

由于 ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题是 ＮＰｈａｒｄ的，所

以没有多项式时间的算法能够准确地解决该问题．

我们需要设计近似算法来解决该问题．

４　犕犛犌狉犲犲犱狔算法

第３节的定理４已经证明了ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ

问题是ＮＰｈａｒｄ问题，所以没有高效而准确的算法

能够求解该问题．在第２节中，我们描述了一种朴素

的方法求解ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，即调用现存的用

于求解影响最大化问题的算法．虽然该朴素方法能

够求解本文问题，但其相当耗时．主要原因在于需要

迭代地调用已有方法很多次，并且每次迭代过程中，

对已有方法的本次调用与上次调用是相互独立的，从

而导致大量的计算都是重复的，造成了时间的浪费．

受上述启发，我们提出了一种贪心算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ

用于解决ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题．该算法避免了上述

朴素方法的大量重复计算，该算法中每轮迭代是在

上轮迭代结果基础上进行计算选择种子节点．

算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ的主要思想是：初始种集犛

为空集，选择一个非种子节点狌，狌满足将其插入集

合犛 中带来的边际收益最大，并将狌加入到犛 中．

重复上述过程，直到犛至少影响了犑个节点．

算法１．　ＭＳＧｒｅｅｄｙ．

输入：犌（犞，犈）：位置敏感的社会网络；犙＝（犚，犑）：查

询，其中犚是查询区域，犑是正整数

输出：犛：种子集合

１．犛←

２．ＷＨＩＬＥ（σ（犛，犞犚）＜犑）

３． 狌←ａｒｇｍａｘ
狓∈犞－犛

（σ（犛∪｛狓｝，犞犚）－σ（犛，犞犚））

４． 犛←犛∪｛狌｝

５．ＲＥＴＵＲＮ犛

算法１是算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ的伪代码．算法１的

具体描述为：第１行初始种集犛为空集．第２～４行

迭代地选取种子节点．在选取下一个种子节点时，第

２行先判断当前种集犛对给定区域犚 的影响是否不

小于犑，若不小于犑则算法结束，当前种集犛就是目

标种集，第５行返回目标种集犛；否则进行下一次迭

代．每次迭代的过程都是选择给当前种集犛带来最

大边际收益的节点（第３行），并将其加入到当前种

集犛中（第４行）．

例５．　仍然使用例４中的查询．初始犛为空

集，由于犛对犚 的影响σ（，犞犚）＝０小于犑，所以

进行第１轮迭代，选择带来边际收益最大的节点９，

并将节点９加入到犛中，犛变为｛９｝；此时犛的影响

σ（｛９｝，犞犚）＝３．７５＜５，所以进行第２轮迭代，选择

带来边际收益最大的节点７，并将节点７加入到犛

中，犛变为｛７，９｝；此时犛 的影响σ（｛７，９｝，犞犚）＝

６．００８＞５，结束迭代，返回当前种集犛，算法结束．算

法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ求得的目标种集为｛７，９｝．

ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法与影响最大化问题算法类似，

但是算法的终止条件不同，并且它们有不同的理论

结果．前者算法的终止条件是目标种集犛对指定区

域犚 的影响范围σ（犛，犞犚）不小于犑，后者算法的终

止条件是目标种集犛的大小为算法指定的正整数

犽．前者算法求得的目标种集保证了最终被影响的节

点个数，后者算法求得的目标种集保证了初始种集

的大小．

下面我们证明算法１中ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法求得的

种子集合犛的绝对误差值（ａｄｄｉｔｉｖｅｅｒｒｏｒｇｕａｒａｎｔｅｅ）

和比例误差值（ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｇｕａｒａｎｔｅｅ）．

定理５．　函数犘（犛，狏）具有单调性质．

证明． 假设当前种集为犛，在狏的影响树犜狉犲犲（犛，

狏）中，令犘（犛，狏）＝狋．将任意节点狌加入到当前种集

犛中，有犘（犛∪｛狌｝，狏）犘（犛，狏）成立，因为狌对狏

的最大影响概率狆（狌→狏）０．由单调性的定义可

知，函数犘（犛，狏）具有单调性质． 证毕．
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定理６．　函数犘（犛，狏）具有子模性质．

证明．　给定初始种集犛和节点狏，当将一个新

的节点狌加入到种集犛 中时，狌对狏的影响可能与

集合犛对狏的影响有重叠．种集犛越大，重叠的影

响可能越多，因此，种集犛的边际收益会不大于犛

的任意子集的边际收益，所以函数犘（犛，狏）具有子

模性质． 证毕．

定理７（ａｄｄｉｔｉｖｅｅｒｒｏｒｇｕａｒａｎｔｅｅ）．　假设犺是

ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法返回种集犛 的大小，狋是 ＬＡ犑

ＭＩＮＳｅｅｄ问题的最优种集的大小．ＭＳＧｒｅｅｄｙ算

法能够保证犺－狋１／犲·犑＋１，其中犲是自然对数．

证明．　假设犞犚＝犞，则ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题

变成犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题．定理５和定理６表明，函数

犘（犛，狏）具有单调性和子模性质，并且犑ＭＩＮＳｅｅｄ

问题的贪心框架能够保证犺－狋１／犲·犑＋１
［１１］，所

以定理成立． 证毕．

为了方便证明 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法的比例误差值，

我们给出以下相关的概念．假设 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法在

犺轮迭代之后结束，犛犻表示第犻轮迭代之后 ＭＳ

Ｇｒｅｅｄｙ算法求出的种集，其中犻＝１，２，…，犺．犛０表示

ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法初始的种集，即为空集．对任意的

犻＝１，２，…，犺－１，都有σ（犛犻，犞犚）＜犑 成立，并且

σ（犛犺，犞犚）犑．

定理８（ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｇｕａｒａｎｔｅｅ）．　假设

σ′（犛，犞犚）＝ｍｉｎ｛σ（犛，犞犚），犑｝，犺是 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算

法返回的种集犛的大小，狋是ＬＡ犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题

的最优种集的大小．ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法的比例误差值

为犺／狋１＋ｍｉｎ｛犽１，犽２，犽３｝，其中

　犽１＝ｌｎ犑／（犑－σ′（犛犺－１，犞犚）），

　犽２＝ｌｎσ′（犛１，犞犚）／（σ′（犛犺，犞犚）－σ′（犛犺－１，犞犚）），

　犽３＝ｌｎ（ｍａｘ｛σ′（｛狓｝，犞犚））／（σ′（犛犻∪｛狓｝，犞犚）－

σ′（犛犻，犞犚））｜狓∈犞，０犻犺，σ′（犛犻∪｛狓｝，犞犚）－

σ′（犛犻，犞犚））＞０｝．

证明． 假设σ′（犛，犞犚）＝ｍｉｎ｛σ（犛，犞犚），犑｝．定

理证明过程主要分为四部分：第一部分，基于函数

σ′（犛，犞犚）定义一个新问题犘′，其定义为ａｒｇｍｉｎ｛｜犛｜｜

σ′（犛，犞犚）＝σ′（犞，犞犚），犛犞｝．第二部分，将算法１

中的函数σ（犛，犞犚）替换成函数σ′（犛，犞犚），替换后

的算法用于求解犘′问题．文献［１４］研究的是子模集

合覆盖问题，其定义为犣＝ａｒｇｍｉｎ｛∑
犼∈犛

犳犼：狕（犛）＝

狕（犖），犛犖｝，其中狕是定义在有限集合犖的子集上

的函数，且其具有单调性质和子模性质，犳也是定义

在集合 犖 上的函数．令集合 犖 等于集合犞，函数

狕（·）＝σ′（·，犞犚），并且狓∈犞，都定义犳狓＝１．定理１

和定理２表明函数σ（犛，犞犚）具有子模性质和单调性

质，很容易证明函数σ′（犛，犞犚）也具有子模性质和单

调性质．所以，问题犘′就转化成子模集合覆盖问题．

由于求解问题犘′的算法思想和求解子模集合覆盖

问题的算法思想相同，根据文献［１４］中比例误差值

的定理，可以推导出求解问题犘′的算法能够保证比

例误差值为１＋ｍｉｎ｛犽１，犽２，犽３｝，其中

　犽１＝ｌｎ犑／（犑－σ′（犛犺－１，犞犚）），

　犽２＝ｌｎσ′（犛１，犞犚）／（σ′（犛犺，犞犚）－σ′（犛犺－１，犞犚）），

　犽３＝ｌｎ（ｍａｘ｛σ′（｛狓｝，犞犚）／（σ′（犛犻∪｛狓｝，犞犚）－

σ′（犛犻，犞犚））｜狓∈犞，０犻犺，σ′（犛犻∪｛狓｝，犞犚）－

σ′（犛犻，犞犚）＞０｝）．

第三部分证明问题犘′的解与本文ＬＡ犑ＭＩＮ

Ｓｅｅｄ问题的解是一一对应的．第四部分证明算法１

求解本文问题的比例误差值与第二部分推导出的

犘′问题比例误差值相同．本定理的证明方法与

犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题比例误差值的证明方法相同，具体

详细见文献［１３］． 证毕．

定理８给出了 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法比例误差值的

上界，通过这个上界的表达式，可以发现，ＭＳＧｒｅｅｄｙ

算法的比例误差值取决于算法的执行过程．理论上，

贪心算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ的比例误差值不会超过４
［１４］．

虽然 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法能够解决本文问题，但是

在每次贪心选择下一个种子节点时，需要重新计算

所有节点的影响，所以 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法相当耗时．

为了满足在线查询的需求，我们要设计更为有效的

算法，不但能够满足高效性的需求，同时也不会损失

太多的精度．

５　犅狅狌狀犱犫犪狊犲犱算法

算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ虽然能够求解 ＬＡ犑ＭＩＮ

Ｓｅｅｄ问题，但是非常耗时，不具有良好的扩展性，难

以应对大规模的社会网络结构．算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ主

要有两个缺点：第１个缺点是没有区分节点，同等地

对待每个节点，并且在每次迭代过程中都考虑所有

的节点来选择种子节点．针对此问题，我们的解决方

法是对所有节点进行分类．每个节点的类别只能是

候选种子节点和非种子节点中的一种．然后将类别

是候选种子节点的所有节点组成一个候选种集，只

有该集合中的节点有可能成为种子节点，这样就剪

枝掉很多节点，从而避免了对这些节点的影响计算．
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第２个缺点是算法在找下一个给种集犛带来最大边

际收益σ（犛∪｛狓｝，犞犚）－σ（犛，犞犚）的种子节点狓时，

需要更新犛能够影响到的候选种子节点的影响，并

且枚举所有的剩余候选种子节点进行选择节点狓．

然而对于很多节点，由于其影响σ（犛∪｛狓｝，犞犚）非

常小，我们不必计算．对于这样不重要的节点，我们应

该避免其不必要的计算．受上述启发，我们提出了一

种上界策略，即估计σ（犛∪｛狓｝，犞犚）的上界，先访问

上界大的节点，从而避免了对影响小的节点的访问．

５１　候选种集

我们想要识别出一个候选种子节点集合，将其

定义为犆，该集合包含了所有可能成为种子节点的

节点．换句话说，不在候选种子节点集合犆中的节

点不可能成为种子节点．因此，我们只需要考虑集合

犆中的节点来选择目标种集犛．现在对病毒式营销

的研究，将整个节点集合犞 作为候选种集犆，我们的

目标是尽可能地缩小候选种集犆．

很明显，查询区域犚中包含的节点一定是候选

种子节点．另外还有很多节点虽然在查询区域外，但

其对查询区域也有影响，这些节点也有可能是候选

种子节点．这些节点中有的影响值大，有的影响值

小，为了剪枝掉影响值小的节点，我们设置一个影响

阈值θ．如果狌对狏的影响值狆（狌→狏）＜θ，则认为狌

对于狏是不重要的节点．如果狌对于犞犚中每个节点

都不重要，则表示狌对区域犚 的影响非常小，可以

忽略其影响，可以将其剪掉，即狌不是区域犚 的候

选种子节点．

定义７（犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）和犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（狌））． 给定

两个节点狌和狏，如果狆（狌→狏）θ，则狌称为狏的犻狀犳犾狌

犲狀犮犲狉，狏称为狌的犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲．因此，犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）＝

｛狏｜狆（狌→狏）θ｝，犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（狏）＝｛狌｜狆（狌→狏）θ｝．

定义８（候选种集犆）． 给定一个查询犙＝（犚，犑），

如果节点狌是集合犞犚的犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉，则狌是一个候

选种子节点．候选种集犆＝ ∪
狏∈犞犚

犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（狏）．

为了有效地支持在线查询，我们预先计算出图

犌中所有节点的犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（狏）和犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狏），然

后计算出候选种集犆．为了高效地计算出候选种集

犆，我们利用图中节点并基于它们的地理位置信息

建立一棵四叉树，并且利用该四叉树计算查询区域

犚包含的节点集合犞犚．然后对于每个节点狏∈犞犚，

枚举出它的前驱节点狌，如果满足狆（狌→狏）θ，则将

节点狌加入到候选种集犆 中，并继续遍历节点狌的

前驱节点．通过上述的迭代方式可以计算出候选种

集犆．

例６．　图３是图２中节点建立的一棵四叉树，该

四叉树包含树节点犃、犅、犆、犇、犅犆、犅犇、犆犃、犇犃、犇犅

和犇犇．假设θ＝０．０５，根据定义７，可以计算出节点２

的犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（２）＝｛０，３，４，７，８，９｝，犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（２）＝

｛１｝．对于查询犙，查询区域中的节点是候选种子节

点．由于节点０，３，７是节点２的犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉，即它们对

查询区域犚的影响大于０．０５，所以它们也是候选种

子节点．节点１，６，１５对查询区域犚没有影响，所以

它们不是候选种子节点．综上所述，候选种集犆为

｛０，２，３，４，５，７，８，９，１０，１１，１２，１３，１４｝．

图３　四叉树

５２　影响上界

算法 ＭＳＧｒｅｅｄｙ需要更新所有与种集犛有共

同影响的节点的影响值．由于计算σ（犛∪｛狌｝，犞犚）代

价非常大，我们提出一种上界策略，即估计影响值的

上界，然后利用上界值去选择种子节点．

选择第１个种子节点时，我们需要计算出每个

候选种子节点狌∈犞犚的影响值σ（｛狌｝，犞犚），然后选

择影响值最大的节点作为第１个种子节点．最初时，

种集犛为空集，其影响值σ（犛）＝０，则节点狌在种集

犛下的边际收益就是狌的影响值σ（｛狌｝，犞犚）．为了

方便选择种子节点，我们利用候选种集犆 中的节

点，以它们的边际收益值σ（｛狌｝，犞犚）为关键字建立

一个大根堆，则其堆顶的节点就是第１个种子节点．

假设堆顶节点为狏，将其从大根堆中删除，加入到犛

中，犛变为｛狏｝，然后调整大根堆．

在选择第２个种子节点时，首先取大根堆的堆顶

元素，假设为节点狌．如果狌和犛 没有共同影响，即

犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）∩犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）＝，则对任意节点

狑，犘（｛狌，狏｝，狑）－犘（｛狏｝，狑）＝犘（｛狌｝，狑），从而节

点狌在种集犛下的边际收益值保持不变．如果狌和犛

有共同影响，即犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）∩犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）≠，

则需要重新计算σ（犛∪｛狌｝，犞犚）．由于计算σ（犛∪

｛狌｝，犞犚）代价非常大，我们估计其上界值．

令σ（｛狌｝｜犛，犞犚）＝σ（犛∪｛狌｝，犞犚）－σ（犛，犞犚）表

示在当前种集犛下节点狌的边际收益．如果犛对节

点狑 的影响和狌对节点狑 的影响相互独立，则

３１３２１０期 李智慧等：位置敏感的社交网中最小种集选取算法研究
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犘（犛∪｛狌｝，狑）＝犘（犛，狑）＋犘（｛狌｝，狑）－犘（犛，狑）·

犘（｛狌｝，狑），

否则

犘（犛∪｛狌｝，狑）犘（犛，狑）＋犘（｛狌｝，狑）－犘（犛，狑）·

犘（｛狌｝，狑） （６）

并且在狑的影响树犜狉犲犲（狑）中，对于狑的任意孩子

犮，有犘（犛，犮）１，则

犘（犛∪｛狌｝，狑）１－ ∏
犮∈犮犺犻犾犱（狑）

（１－狆（犮，狑）） （７）

　　综上所述，我们可以计算出对节点狑 影响的上

界值犘^（犛∪｛狌｝，狑）、对集合犞犚的影响上界σ^（犛∪

｛狌｝，犞犚）和边际收益的影响上界σ^（｛狌｝｜犛，犞犚），

　　犘^（犛∪｛狌｝，狑）＝ｍｉｎ｛（６），（７）｝，

σ^（犛∪｛狌｝，犞犚）＝∑
狑∈犞犚

犘^（犛∪｛狌｝，狑），

σ^（｛狌｝｜犛，犞犚）＝σ^（犛∪｛狌｝，犞犚）－σ（犛，犞犚） （８）

通常情况下，假设当前种集为犛犻＝｛狊１，狊２，…，

狊犻｝，则有

犘（犛犻∪｛狌｝，狑）犘（犛犻，狑）＋犘（｛狌｝，狑）－

犘（犛犻，狑）·犘（｛狌｝，狑） （９）

犘（犛犻∪｛狌｝，狑）１－ ∏
犮∈犮犺犻犾犱（狑）

（１－狆（犮，狑））（１０）

犘^（犛犻∪｛狌｝，狑）＝ｍｉｎ｛（９），（１０）｝，σ^（犛犻∪｛狌｝，犞犚）＝

∑
狑∈犞犚

犘^（犛犻∪｛狌｝，狑）成立，我们可以利用如下公式估

计出节点狌在种集犛犻下带来的边际收益值σ^（｛狌｝｜

犛犻，犞犚），

σ^（｛狌｝｜犛犻，犞犚）＝σ^（犛犻∪｛狌｝，犞犚）－σ（犛犻，犞犚）（１１）

５３　犅狅狌狀犱犫犪狊犲犱算法

５．２节详细地描述了怎样估计影响值的上界，

在此基础上，我们提出了Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ算法．该算法

用到了一个大根堆犎 和一个映射表犕．借助大根堆

犎 可以快速地找到影响值最大的节点．映射表犕 用

来区分节点狌的边际收益值是初始的影响值σ（｛狌｝，

犞犚），或者是边际收益的估计上界值σ^（｛狌｝｜犛犻，犞犚），

或者是边际收益的准确值σ（｛狌｝｜犛犻，犞犚）．

下面我们描述该算法怎样使用影响的上界值选

择下一个种子节点．假设当前种集为犛犻，大根堆的

堆顶元素为节点狌．如果狌与犛犻没有共同的影响，即

犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）∩犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛犻）＝，则狌的边际收

益值不变，狌仍然是在种集犛犻下边际收益最大的节

点，所以狌为下一个种子节点．如果狌与犛犻有共同的

影响：（１）如果此时狌的边际收益值仍是最初的影

响值σ（｛狌｝，犞犚），我们需要用式（１１）估计出其新的

边际收益的上界值，并将其加入到大根堆中；（２）如

果此时狌的边际收益值是估计值σ^（｛狌｝｜犛犻，犞犚），我

们需要用式（４）计算出其边际收益的准确值σ（｛狌｝｜

犛犻，犞犚），并将其加入到大根堆中；（３）如果此时狌的

边际收益值是准确值σ（｛狌｝｜犛犻，犞犚），则狌为下一个

种子节点．

算法２．　Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ．

输入：犌（犞，犈）：位置敏感的社会网络；犙＝（犚，犑）：查

询，其中犚是查询区域，犑是正整数

输出：犛：种子集合

／／ＯＦＦＬＩＮＥＩＮＤＥＸＩＮＧ

１．预计算所有节点的犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）和犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（狌）

／／ＯＮＬＩＮＥＳＥＡＲＣＨ

２．计算出查询区域犚的候选种集犆

３．用狌∈犆的影响σ（｛狌｝，犞犚）初始化大根堆犎

４．初始化种集犛＝

５．初始化犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）＝

６．ＷＨＩＬＥ（σ（犛，犞犚）＜犑）ＤＯ

７． 初始化映射表犕＝

８． ＷＨＩＬＥ（犎≠）ＤＯ

９．　狌＝犎．犘犗犘（）

１０．　ＩＦ犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）∩犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）＝

　 ＴＨＥＮ犛＝犛∪｛狌｝犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）

＝犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）∪犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）

ＢＲＥＡＫ

１１．ＥＬＳＥＩＦ狌犕

ＴＨＥＮ估计σ^（｛狌｝｜犛，犞犚）

将〈狌，σ^（｛狌｝｜犛，犞犚）〉加到犎

将〈狌，１〉加到犕

１２．ＩＦ狌∈犕 且狌．犳犾犪犵＝＝１

　　　 ＴＨＥＮ计算σ（｛狌｝｜犛，犞犚）

将〈狌，σ（｛狌｝｜犛，犞犚）〉加到犎

　更新犕 中狌的对应项为〈狌，２〉

１３．ＩＦ狌∈犕 且狌．犳犾犪犵＝＝２

　　　ＴＨＥＮ犛＝犛∪｛狌｝犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）

＝犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）∪犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）

　　　ＢＲＥＡＫ

１４．ＲＥＴＵＲＮ犛

算法２给出了Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ算法的伪代码．第

１行表示线下预先计算犞 中所有节点的犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲

集合和犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉集合，然后进行在线查询．第２行

计算出查询区域犚的候选种集犆．第３～１４行主要

借助大根堆犎、映射表犕 和影响的上界来迭代选取

种子节点，直到σ（犛，犞犚）犑成立（第６行），算法停

止，犛就是最后的目标种集．

第３行用候选种子节点的影响初始化大根堆

犎．第４行初始化当前种集犛为空集．第５行初始化
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犛能影响的节点集合犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）为空集，因为犛

为空集．第６～１３行进行迭代的选取种子节点．第７

行初始化映射表犕 为空集．每次迭代，取犎 的第１

个节点狌，检查狌是否与当前种集犛 的影响有相关

性．如果没有相关性（第１０行），则狌是下一个种子

节点，将狌加入到犛，并更新犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛）．如果狌

和犛的影响有相关性，需要利用映射表犕 来判断怎

样计算狌的边际收益．如果狌犕（第１１行），则狌

的边际收益仍是初始影响，需要用式（１１）估计其上

界，将〈狌，σ^（｛狌｝｜犛，犞犚）〉加入到大根堆犎，将〈狌，１〉

加到犕．如果狌∈犕 且狌．犳犾犪犵＝１（第１２行），则狌的

边际收益是在当前种集犛下计算的估计值，需要使

用式（４）计算准确值，将〈狌，σ（｛狌｝｜犛，犞犚）〉加入到

犎，更新犕 中狌 对应的项为〈狌，２〉．如果狌∈犕 且

狌．犳犾犪犵＝２（第１３行），则狌的边际收益是在当前种

集犛下计算的准确值，狌为下一个种子节点，将狌加

入到犛，并更新犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（犛），结束此次迭代．

例７．　我们仍然使用例４的查询区域犚，但是

将犑设为９．首先找到候选种集犆为｛０，２，３，４，５，７，

８，９，１０，１１，１２，１３，１４｝，共有１３个节点．然后用犆

中的节点及影响初始化犎．首先进行第１次迭代，犎

中影响最大的节点为９，它与当前种集犛（空集）无相

关性，所以９为第１个种子节点，９加入到犛中，犛

的影响为３．７５＜９，进行第２次迭代．当前犎 中影响

最大的节点为７，其影响为２．２９，由于节点７与犛有

相关性，且其影响仍是初始影响，所以估计其影响的

上界为２．２７６５，然后更新犎；此时犎 中最大的节点

为３，它也与犛有相关性，且其影响仍是初始影响，

估计其影响的上界为２．２７６５，并更新犎；此时犎 中

最大的节点为７，由于７的影响值为估计值，计算其

准确值为２．２５８，并更新 犎；此时 犎 中最大节点又

为３，计算其准确影响２．２５８，并更新 犎；此时 犎 中

最大节点为７，且其影响为准确值，所以节点７为第

２个种子节点．依次进行迭代，找到种子节点１４、１２

和１０．该算法仅计算了１３个节点的影响就找到了

第１个种子节点，而 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法要计算１７个

节点的影响才能找到第１个种子节点．

６　犘犪狉狋犻狋犻狅狀犃狊狊犲犿犫犾狔犫犪狊犲犱算法

算法２有两个缺陷．第１个缺陷是它要计算出

候选种集犆，并且为犆中的每个节点狌计算其影响

σ（｛狌｝，犞犚）．如果查询区域犚非常大，导致候选种集

犆非常大，进而影响的计算量就十分大．为了避免上

述情况，我们提出一种索引策略，它能够更为高效地

计算候选种集和初始影响．第２个缺陷是将犆中所

有的候选节点都加入到大根堆犎 中．实际上，犆中

也包含许多不重要的候选节点，它们成为真正种子

节点的概率相当小，因此不需要计算它们的初始影

响，也不用将它们加入到犎 中．因此，要尽早地识别

出这些不重要的节点，将其剪枝掉，避免大量多余的

影响计算．为了实现这个目标，我们提出了Ｐａｒｔｉｔｉｏｎ

Ａｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ算法．

在图犌对应的四叉树中，令犞狋表示树节点狋所

包含的图犌 中节点集合．例如图３中四叉树的树节

点犃对应的集合犞犃为｛０，１，２｝．

定义９（树节点的索引表犐）．假设狋是一个树节

点，将犐狋定义为狋的索引，它是树节点狋的犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉

及其影响值的索引列表．每个索引项包含两部分，

第一部分由犞狋中所有节点的犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（如狌）组

成，第二部分是对应的影响σ（｛狌｝，犞狋），即犐狋＝

｛〈狌，σ（｛狌｝，犞狋）〉｜狌∈犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（犞狋）｝，且该表按照

影响值的降序排列．

我们可以采用自底向上的方法有效地计算出所

有树节点的犐索引．具体描述为，首先遍历四叉树中

叶子节点狋中的每个节点，计算出犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（犞狋）和

对应的σ（｛狌｝，犞狋）．然后对每个非叶节点狋，它的

犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉集合就是其孩子节点犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉集合的

并集，即犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（犞狋）＝ ∪
犮∈犮犺犻犾犱（狋）

犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（犞犮），对

于狌∈犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（犞狋），σ（｛狌｝，犞狋）＝∑
犮∈犮犺犻犾犱（狋）

σ（｛狌｝，犞犮）．

定义１０（节点的索引表犉）．　对节点狌，令犉狌

表示狌 能影响到的树节点狋的索引列表，即犉狌＝

｛〈狋，σ（｛狌｝，犞狋）〉｜狌∈犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（犞狋）｝．

例８．　仍以图２和图３为例，可以根据定义９

计算出树节点 犇犅 的犐犇犅 ＝｛〈３，１．５〉，〈７，１．５〉，

〈０，０．５〉｝．根据定义１０可以计算出节点４的犉４＝

｛〈犃，０．５〉，〈犇犅，１〉，〈犆犃，１〉｝．

给定一个查询犙，识别出完全由犞犚中节点组成

的树节点，将其定义为犚犻，犻＝１，２，…，狉；除去所有

犚犻中节点后，犞犚中剩余的节点集合定义为犚０．利用

定义９可以计算出列表犐犚犻，其中犻＝０，１，…，狉．利用

定义１０可以计算出所有节点狌的犉狌．利用这些列

表，可以计算出任意节点狌对区域犚 的影响σ（｛狌｝，

犞犚），即

σ（｛狌｝，犞犚）＝ ∑
０犻狉

σ（｛狌｝，犞犚犻） （１２）
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　　我们提出了算法ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ来

避免算法２的缺陷．该算法根据需要将候选种子节

点加入到大根堆犎 中，并利用新的策略来剪枝不重

要的节点，即利用上界犅犾和下界犅犺进行剪枝．

算法３．　ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ．

输入：犌（犞，犈）：位置敏感的社会网络；犙＝（犚，Ｊ）：查

询，其中犚是查询区域，Ｊ是正整数

输出：犛：种子集合

　／／ＯＦＦＩＮＥＬＩＮＥＩＮＤＥＸＩＮＧ

１．预计算所有节点的犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）和犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（狌）

２．预计算犞犚对应的每个犚犻的索引列表犐犚
犻

３．预计算每个节点狌的索引列表犉狌

／／ＯＮＬＩＮＥＳＥＡＲＣＨ

４．初始化种集犛＝

５．初始化大根堆 犎 的下界犅犺＝０，列表的上界犅犾＝

０，列表的索引下标犱＝０

６．ＷＨＩＬＥ ∪
０犻狉
犐犚
犻
≠ ＤＯ

７．ＦＯＲ犻∈［０，狉］

ＰＯＰ狌犻犱ＦＲＯＭ犐犚
犻

狌犻犱，∑
０犼狉

σ（｛狌犻犱｝，犞犚
犼

（ ）） 加入到犎

８．狌＝Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ（犌，犙）

９． 用狌的边际收益来更新犅犺

１０．犅犾＝∑
０犻狉

σ（｛狌犻犱｝，犞犚
犻
）

１１．ＩＦ犅犺犅犾

ＴＨＥＮ狌＝犎．犘犗犘（）

犛＝犛∪｛狌｝

ＩＦσ（犛，犞犚）犑ＴＨＥＮＲＥＴＵＲＮ犛

１２．　ＥＬＳＥ犱＋＋

算法ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ的主要思想如

下：给定查询区域犚，可以求出其对应的索引列表

犐犚犻，其中犻＝０，１，…，狉．由于索引表犐犚犻都是降序排

列的，所以每次将这狉＋１个索引表的影响值最大的

索引项加入到大根堆犎 中．将这些最大索引项的影

响值的累加和定义为犅犾，由于索引表降序排列，所

以犅犾表示的是所有未访问的候选种子节点的边际

收益的最大值．由于种集犛是变化的，导致索引表

中节点的边际收益不正确，所以采用算法Ｂｏｕｎｄ

ｂａｓｅｄ选择 犎 中边际收益最大的节点狌，并将其边

际收益值σ（｛狌｝｜犛，犞犚）定义为犅犺，它表示的是下一

个种子节点边际收益的下界．很明显，如果犅犺犅犾，

则狌为下一个种子节点，将狌从犎 中删除，调整犎，

并更新犅犺；如果犅犺＜犅犾，则继续将狉＋１个犐索引表

的影响值最大项加入到犎 中，更新犅犺和犅犾．重复上

述过程，直到满足σ（犛，犞犚）不小于犑为止，此时的犛

为目标种集．

算法３给出了ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ算法

的伪代码．算法的具体描述为：第１～３行进行线下

的预计算．第４～１２行进行在线查询，迭代地寻找种

子节点．第４行初始种集犛为空集．第５行初始化下

界犅犺为０，上界犅犾为０，列表的索引下标犱为０．令

每个索引表犐犚犻对应的第犱个影响大的节点为狌犻犱＝

犐犚犻［犱］．在迭代地选择种子节点过程中，按照需要将

候选种子节点加入到大根堆犎 中，即每次将所有索

引表犐犚犻的第犱个影响大的节点狌犻犱及其影响加入到

犎 中（第７行）．由于犎 中的影响可能不是当前种集

犛下的边际收益，所以利用算法２的思想找到犎 中

的边际收益最大的节点（第８行），并用其影响更新

犅犺（第９行），则犅犺表示下一个种子节点在当前种集

犛下边际收益的下界．令犅犾＝∑
０犻狉

σ（｛狌犻犱｝，犞犚犻）（第

１０行），由影响函数的子模性质可知，犅犾表示所有未

访问的候选种子节点在当前种集犛 下的边际收益

上界．很明显，如果犅犺犅犾（第１１行），则找到了下

一个种子节点，将其从犎 中删除，加入到犛中，并判

断犛的影响是否不小于犑．如果满足此条件，则犛为

目标种集，返回犛结束算法；否则结束本轮迭代，进

行下一次迭代．如果犅犺＜犅犾（第１２行），将所有索引

表的第犱＋１个影响大的节点狌犻（犱＋１）加到 犎 中，更

新犅犾，重复上述步骤．

例９．　我们仍然使用例４的查询区域犚，但是

将犑设为９．对于查询犙，我们得到３个完全覆盖的

树节点犅犇、犆犃和犇犅，并找到其对应的犐列表．我

们也得到一个节点２，计算其对应的犐列表．在找第

１个种子节点过程中，我们首先访问４个犐列表中

的第１个节点２、９、１４和７，并将它们和它们对犞犚的

影响加入到犎 中．我们获得犅犺＝３．７５，并且对应的

节点为９．由于此时的犅犾＞犅犺，然后我们依次插入每

个列表对应的第２、３节点到 犎 中，我们得到犅犾＝

３．７５，并且此时犅犺＝３．７５犅犾，对应的节点仍为９，

所以我们得到的第１个种子节点为９．这里我们仅

访问了１０个节点就找到了第１个种子节点，而

Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ算法要访问１３个节点．

７　实　验

数据集．我们使用３个真实数据集进行实验，分

别为Ｇｏｗａｌｌａ、Ｔｗｉｔｔｅｒ和 Ｗｅｉｂｏ．Ｇｏｗａｌｌａ可以从开

放的数据集网站ｈｔｔｐ：／／ｓｎａｐ．ｓｔａｎｆｏｒｄ．ｅｄｕ／ｄａｔａ／
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ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ下载，Ｔｗｉｔｔｅｒ和 Ｗｅｉｂｏ可以分别从网

站ｔｗｉｔｔｅｒ．ｃｏｍ和网站ｗｅｉｂｏ．ｃｏｍ进行爬取，实验中

使用用户经常登录的地点信息作为用户的位置信

息．表１详细地描述了３个数据集的信息．

表１　数据集

数据集 顶点数 边数 平均度 最大入度 最大出度

Ｇｏｗａｌｌａ １９７Ｋ １．９Ｍ　 ９．６７ ７３９．０００ ７３５．０

Ｔｗｉｔｔｅｒ ５５４Ｋ ４．２９Ｍ ７．７５ １．１４３ ６３９．０

Ｗｅｉｂｏ １．０２Ｍ １６６．７Ｍ １６６．２０ １０００．０００ ４９７９．０

边的概率．我们使用权重级联模型和三价模

型来设置边上的概率，前者边（狌，狏）的概率等于

１／｜犖犻狀（狏）｜，其中犖犻狀（狏）是节点狏的所有前驱节点

集合，后者边（狌，狏）的概率随机从｛０．１，０．０１，０．００１｝

中选取．

查询．我们将查询区域犚 分为两种类别，即包

含１００００个节点的小范围查询和包含１０００００个节

点的中等范围查询．我们将犑定义为０～１之间的实

数，表示给定区域犚包含的所有节点的犑部分作为

最终被影响的节点数．实验中，设置犑为０．１、０．２５、

０．５、０．７５和１．

算法．我们与ＩＲＩＥ
［１５］进行比较．为了公平，我们

也为比较的方法进行犻狀犳犾狌犲狀犮犲犲（狌）和犻狀犳犾狌犲狀犮犲狉（狌）

的预先计算．所有的算法都用Ｃ＋＋实现．

实验设置．所有实验都是在具有两个３．０ＧＨｚ

的处理器、４８ＧＢ的ＲＡＭ和运行Ｌｉｎｕｘ系统的机器

上运行．

７１　种子节点个数

我们设置犑从０．１变化到１，并且比较不同方

法的有效性．图４和图５分别表示权重级联模型和

三价模型上的结果．我们在以上３个数据集上进行

了大量的实验，通过观察发现，对于ＩＲＩＥ，我们设置

α＝０．３，对于其他方法，针对不同数据集的不同特

点设置不同的参数θ．我们可以观察到这些方法找

到的种集大小几乎相同，因为它们计算的影响范

围几乎相同，又都是贪心地选择影响范围最大的

节点．

图４　权重级联模型下种集大小

图５　三价模型下种集大小

７２　运行时间

我们评价了不同算法的高效性．图６表示在权

重级联模型下两种类型查询在３个数据集上的结

果，图７表示三价模型下两种类型查询在３个数据

集上的结果．由于ＩＲＩＥ算法在 Ｗｅｉｂｏ数据上的运行

时间超出图的表示范围，所以没有显示出来．我们可

以观察到，ＩＲＩＥ算法最慢主要是因为在每次迭代选

种子节点时，ＩＲＩＥ要更新所有节点的边际收益，而

我们的方法只更新与当前种集有相关性的节点的边

际收益．同时还能观察到ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ

算法比Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ算法高效，Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ算法

比 ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法高效．ＭＳＧｒｅｅｄｙ算法在每轮

迭代时都要更新很多节点的边际收益，而Ｂｏｕｎｄ

ｂａｓｅｄ算法利用估计的上界影响可以剪枝掉大量的

不重要的节点，而算法ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ利

用子查询区域上预计算的结果极大地减小了大根堆

犎，并根据需要将节点加入到 犎 中，计算量极大地

减少了．
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图６　权重级联模型下运行时间

图７　三价模型下运行时间

７３　θ的影响

我们改变θ的值从０．０１～０．０５来评估我们的

算法．图８表示的是数据集Ｇｏｗａｌｌａ上的结果，其他

数据集上的结果同该结果一致．从图８中我们可以

观察到θ的值对选取种集的大小和运行时间的影

响．随着θ值的增加，导致一个节点的影响减小，从

而种集在增大，预计算所需的时间在减少，运行的时

间在减少．

图８　变化θ（犑＝０．１，｜犞犚｜≈１犕）

８　总　结

本文提出了位置敏感的犑ＭＩＮＳｅｅｄ问题，首先

证明了该问题在ＩＣ模型和ＬＴ模型下是 ＮＰｈａｒｄ

问题，然后扩展了现有的基于树的模型，并提出有效

的朴素贪心算法框架 ＭＳＧｒｅｅｄｙ．该算法虽然有理

论保证，但其计算量非常大、十分耗时．为了提高其

效率，本文又提出了两种贪心算法Ｂｏｕｎｄｂａｓｅｄ算

法和 ＰａｒｔｉｔｉｏｎＡｓｓｅｍｂｌｙｂａｓｅｄ算法．实验结果表

明，本文算法既能有效地解决该问题、提供理论保

证，又能高效地实现在线查询．
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