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收稿日期：２０１８１１１３；在线出版日期：２０１９０９０７．本课题得到国家电网公司科技项目“适应于电力系统应用的高性能计算技术研究与开
发”（合同号：ＸＴ７１１９０２２）资助．李亿渊，博士研究生，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究方向为高性能计算．Ｅｍａｉｌ：ｌｉｙｉｙｕａｎ１８＠
ｍａｉｌｓ．ｔｓｉｎｇｈｕａ．ｅｄｕ．ｃｎ．薛　巍，博士，副教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）高级会员，主要研究方向为大规模科学计算、量化不确定分析．
陈德训，博士研究生，高级工程师，主要研究方向为计算机体系结构．王欣亮，博士，主要研究方向为高性能计算、异构计算、并行计算．
许　平，硕士，主要研究方向为高性能计算．张武生，博士，高级工程师，主要研究方向为集群计算、并行计算、分布式计算．杨广文，博士，
教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）高级会员，主要研究方向为计算机体系结构．

稀疏矩阵向量乘法在申威众核架构上的性能优化
李亿渊１），２）　薛　巍１），２）　陈德训１），２）　王欣亮１）　许　平１）　张武生１），２）　杨广文１），２）

１）（清华大学计算机科学与技术系　北京　１０００８４）
２）（国家超级计算无锡中心　江苏无锡　２１４０７２）

摘　要　计算机数值模拟是现代科学和技术发展的重要触发力量．在数值模拟中，求解大规模稀疏线性方程组是
非常重要的一个环节．迭代求解过程中稀疏矩阵向量乘法是耗时最长的计算核心之一，存在严重的数据局部性差、
写冲突、负载不均衡等问题．因此，稀疏矩阵向量乘法已经成为了当前性能优化的难点和研究热点．本文面向国产
众核处理器架构，以申威２６０１０国产众核处理器为平台，针对稀疏矩阵向量乘法，在线程级和指令级并行层面上进
行细粒度的并行算法设计和优化实现．其核心思想是，将众核架构设计精巧的矩阵分层分块技术用于矩阵存储、访
问和任务调度，在保证右端向量数据复用的同时有效实现了负载均衡，避免了申威２６０１０上因频繁缓存判断和细
粒度访问导致的潜在性能问题．通过对ＳｕｉｔｅＳｐａｒｓｅ矩阵集合中的２７１０个算例的测试，该算法可以获得与主核上的
串行算法相比１１．７倍的平均加速和５５倍的最高加速．

关键词　申威众核处理器；并行计算；矩阵向量乘法；矩阵格式；稀疏矩阵计算
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犓犲狔狑狅狉犱狊　Ｓｕｎｗａｙｍａｎｙｃｏｒｅａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ；ｓｐａｒｓｅｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ；ＳｐａｒｓｅＭａｔｒｉｘＶｅｃｔｏｒ
Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ；Ｍａｔｒｉｘｆｏｒｍａｔ；ｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇ

１　引　言
稀疏矩阵向量乘法（ＳｐａｒｓｅＭａｔｒｉｘＶｅｃｔｏｒ

Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ，ＳｐＭＶ）是现代科学计算中一个广泛
使用的计算核心．例如，在数值模拟计算中，通常会
使用迭代法去求解大规模稀疏线性方程组，而稀疏
矩阵向量乘法的效率直接影响了整体的求解效率，
故提高ＳｐＭＶ算法的性能至关重要．

虽然稀疏矩阵向量乘法是一个非常传统的科学
计算问题，但由于矩阵中非零元的排布情况复杂且
无规律可循，计算硬件架构不断升级，故时至今日，
其并行算法的设计与优化实现依然是研究的热点．
随着体系结构的变迁，在不同处理器架构（例如
ｘ８６、ＧＰＵ、申威）上设计更高效的ＳｐＭＶ依然是富
有挑战的研究课题．

虽然在通用处理器和ＧＰＧＰＵ上ＳｐＭＶ的并
行实现已有不少研究成果，但国产众核处理器申威
２６０１０的异构和无缓存架构，相对更低的每核访存
带宽和高的细粒度访存延迟，使得在其上实现高效
ＳｐＭＶ仍值得进一步深入探究．故本文面向国产申
威众核架构，在线程级和指令级并行的层面上，设计
了新的并行稀疏矩阵向量乘法算法（ＳＷＳｐａｒｓｅ
ＭａｔｒｉｘＶｅｃｔｏｒＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ，ｓｗＳｐＭＶ）．

该算法基于ＣＳＲ格式，绑定相邻行形成矩阵
带，并按从核上便笺式存储器的大小将矩阵带分成
若干小矩阵块，以矩阵块为单位进行ＳｐＭＶ的计算
任务调度，解决了数据局部性差和频繁手动缓存判
断引发的性能问题；借助申威２６０１０特有的寄存器
通信机制，最大可能减少写入内存的次数，解决写冲
突的问题；根据小矩阵块中的非零元数量来进行任
务分配，提高负载均衡．
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本文测试了来自ＳｕｉｔｅＳｐａｒｓｅ［１］矩阵集合中的
２７１０个算例以进行算法性能的评估．测试结果显
示，ｓｗＳｐＭＶ可以获得与主核上的串行算法相比
１１．７倍的平均加速和５５．０倍的最高加速，平均有
效内存带宽利用率达到８０％．

２　背　景
２１　申威众核处理器２６０１０

ＳＷ２６０１０处理器，是当今世界领先的超级计算
机“神威·太湖之光”（目前在ＴＯＰ５００中排名第
三）上所使用的处理器，图１展示了其硬件架构．处
理器计算能力可达３ＴＦｌｏｐｓ，理论带宽是１３４ＧＢ／ｓ．
每个ＳＷ２６０１０处理器都有４个核心组（ＣｏｒｅＧｒｏｕｐ，

ＣＧ），每个ＣＧ包括一个主核（ＭａｎａｇｅｍｅｎｔＰｒｏｃｅｓｓ
ｉｎｇＥｌｅｍｅｎｔ，ＭＰＥ），以及一个由６４个从核组成的
从核阵列（ＣｏｍｐｕｔｉｎｇＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＥｌｅｍｅｎｔ，ＣＰＥ）．

每个主核包含一个大小为３２ＫＢ的一级数据缓
存、一个大小为３２ＫＢ的一级指令缓存和一个大小
为２５６ＫＢ的二级缓存，这３类缓存都是由硬件控制
的．每个从核包含一个大小为６４ＫＢ的便笺式存储
器（ＳｃｒａｔｃｈＰａｄＭｅｍｏｒｙ，ＳＰＭ），该存储器也被称为
手动缓存．从核上手动缓存的延迟与带宽和主核上
的一级缓存相似：在流水意义下，每个时钟周期可以
读写一个向量化寄存器的数据（３２字节）．从核上的
向量化长度对于单双精度的并不一致，单精度浮点
运算的长度是１２８ｂｉｔｓ（４个单精度浮点数），而双精
度浮点运算的长度是２５６ｂｉｔｓ（４个双精度浮点数）．

图１　ＳＷ２６０１０硬件架构

　　处理器上的内存控制器支持直接内存访问
（ＤｉｒｅｃｔＭｅｍｏｒｙＡｃｃｅｓｓ，ＤＭＡ）和全局读入／写出
（Ｇｌｏｂａｌｌｏａｄ／ｓｔｏｒｅ，ｇｌｏａｄ／ｇｓｔｏｒｅ）这两种模式的内
存访问．其中ＤＭＡ适合内存与从核缓存之间大量
连续的粗粒度数据访问，而ｇｌｏａｄ／ｇｓｔｏｒｅ适合于内
存和从核寄存器间零散的整型或浮点数的细粒度数
据访问．若使用ＤＭＡ访问零散的数据，则会使带宽
利用率非常低．对一个核组内的６４个从核进行
ＳｔｒｅａｍＴｒｉａｄ测试［２］，测得ＤＭＡ的带宽可以高达
２２．６ＧＢ／ｓ，而ｇｌｏａｄ／ｇｓｔｏｒｅ的带宽只有不到１．５ＧＢ／ｓ．
显然，若条件允许（对内存的访问应尽可能连续，每
次至少访问连续的２５６Ｂ内存空间），应尽量使用
ＤＭＡ．

申威处理器的另一个特性是从核阵列上的低
延迟（小于１１个指令周期）高带宽（集合带宽达
６００＋ＧＢ／ｓ）的寄存器通信技术［２］．从核阵列上的６４
个从核是按照８×８的网格排列在一起的，如图１右
侧．在同行或同列的从核，可以高速互传数据．每个
从核上有一个寄存器发送缓冲区，一个寄存器列接

收缓冲区，和一个寄存器行接收缓冲区．硬件会将一
个从核的寄存器发送缓冲区内的数据发送给另一个
从核的寄存器列接收缓冲区（同列从核）或者寄存器
行接收缓冲区（同行从核）．这个发送过程是自动且
不间断的，直到发送方的寄存器发送缓冲区已空，或
者接收方的寄存器接收缓冲区已满．
１２　稀疏矩阵向量乘法的相关工作

稀疏矩阵向量乘法是用于计算形如等式犃狓＝犫
的方法，其中等式左侧的犃表示稀疏矩阵，狓是参加
计算的已知向量，右侧的犫代表经计算后得到的结
果向量．

图２左上方展现了一个简单的稀疏矩阵向量乘
法的例子，其中，矩形方框代表一个４×８规模的矩
阵，矩形中的字母代表矩阵中的非零元，共１２个，并
由字母犪到犾表示，矩阵上方对应位置的字母表示参
与运算的向量狓，矩阵左侧表示运算后的结果向量犫，
而向量犫中各元素的计算公式见图２左下部分．

因在稀疏矩阵中非零元的数量非常稀少（一般
非零元数量少于同规模稠密矩阵元素数的５％，甚
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图２　稀疏矩阵向量乘法样例及三种基础矩阵存储格式

至低于１％），为了避免大量零元造成的冗余计算和
存储，不能使用和普通稠密矩阵一样的二维数组方
式来保存．选择和使用合适的存储结构来保存稀疏
矩阵中的非零元会直接影响ＳｐＭＶ的算法性能．

在一般对稀疏矩阵的处理中，通常有４种比较
基础的稀疏矩阵存储方式，即坐标列表（Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
Ｌｉｓｔ，ＣＯＯ）、稀疏列压缩（ＣｏｍｐｒｅｓｓＳｐａｒｓｅＣｏｌｕｍｎ，
ＣＳＣ）、稀疏行压缩（ＣｏｍｐｒｅｓｓＳｐａｒｓｅＲｏｗ，ＣＳＲ）以
及ＥＬＬＰＡＣＫ［３］，分别如图２右半部分和图３所示．
其中ＣＯＯ格式使用三元组的形式来保存每个非零
元；而ＣＳＲ与ＣＳＣ则是在ＣＯＯ的基础上，对行坐
标和列坐标进行压缩所得；ＥＬＬＰＡＣＫ格式则与保
存稠密阵的方式较为相似，只是矩阵的列数上进行
了压缩．
ＥＬＬＰＡＣＫ：

犮狅犾＿犻狀犱犲狓＝　
２５××××
２４××××
０１２３６７
０３××××

熿
燀

燄
燅
　　狏犪犾狌犲＝　

犪犫××××
犮犱××××
犲犳犵犺犻犼
犽犾××××

熿
燀

燄
燅
　

图３　ＥＬＬＰＡＣＫ存储格式
算法１是使用ＣＳＲ格式存储稀疏矩阵的串行

稀疏矩阵向量乘法，该片段也是此方向许多相关工
作中的核心计算过程．程序片段中，只有第４行是唯
一真正涉及计算的代码，而正是这行代码体现了稀
疏矩阵向量乘法中固有的几大问题．

算法１．　稀疏矩阵向量乘法犃狓＝犫基于硬件
自动缓存．

输入．犖，ｒｏｗ＿ｐｏｉｎｔｅｒ，ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ，ｖａｌｕｅ，狓
输出．犫
１．ｆｏｒ犻＝０ｔｏ犖－１ｄｏ
２．犫［犻］＝０
３．ｆｏｒ犼＝ｒｏｗ＿ｐｏｉｎｔｅｒ［犻］ｔｏｒｏｗ＿ｐｏｉｎｔｅｒ［犻＋１］－１ｄｏ
４．犫［犻］＝犫［犻］＋ｖａｌｕｅ［犼］×狓［ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ［犼］］
５．ｅｎｄｆｏｒ
６．ｅｎｄｆｏｒ
数据局部性差：无论使用上述的哪一种格式来

存储稀疏矩阵，在乘法计算过程中，对于向量犫和向

量狓的访问，至少存在一个是十分随机且不连续的，
故算法的数据局部性很差．

写冲突：在计算过程中，如果对一个向量犫中的
元素求值涉及多个元素的多次运算被分配在不同的
线程上完成，就会导致多个线程写同一位置数据时
的写冲突问题．

负载不均衡：稀疏矩阵中每行包含的非零元数
量可能不同且差异很大，在由串行算法转为并行算
法时，如果仅仅以行为单位来划分任务给不同的线
程／进程，就会导致负载不均衡的问题，并且这一问
题会随着处理器核数、线程数的增多愈发严重．

针对以上３个固有问题，已有很多研究提出了
相应的改进方案．

基于上述４种基本的存储结构，有诸如Ｋｏｕｒｔｉｓ
等人［４］提出的ＣＳＸ（拓展压缩格式），该方法针对共
享内存的架构，利用矩阵内的子结构来压缩元数据；
以及Ａｓｈａｒｉ等人［５］提出的ＢＲＣ格式，这是一种二
维分块结构，以减少线程发散的问题．

同时，针对ＧＰＵ上的工作也在不断展开．Ｂｏｌｚ
等人［６］第１次在ＧＰＵ上实现了高效的ＳｐＭＶ算
法．而针对ＥＬＬＰＡＣＫ的缺点，Ｂｅｌｌ等人［７］提出了
一种名为ＨＹＢ的混合存储格式，该格式用传统的
ＥＬＬＰＡＣＫ格式来存储原稀疏矩阵中负载均衡的部
分，而使用ＣＯＯ格式去存储矩阵中剩余的负载不
均衡部分，这样就可以避免由于稀疏矩阵中每行非
零元数量不均衡而导致的存储空间过于冗余的问
题．之后也有一些研究工作尝试解决减少ＥＬＬ
ＰＡＣＫ过量填充非零元导致的冗余问题，如Ｍｏｎａ
ｋｏｖ等人［８］提出的ＳＥＬＬ方法．但这些方法并没有
很好地考虑到负载均衡的问题，也缺乏提高数据局
部性的设计．Ｙａｎｇ等人［９］针对准对角矩阵提出了新
的混合压缩算法以提高并行性．

基于ＣＳＲ的存储格式，Ｋｏｚａ等人［１０］提出了
ＣＳＭＲ存储格式，该方法可以使用同一个线程来处
理相邻行的数据，以此来提高数据复用．Ｓｕｎ等
人［１１］面向稀疏对角矩阵，设计了ＣＲＳＤ格式．

为解决ＣＳＲ存储格式的负载均衡问题，Ｇｒｅａｔ
ｈｏｕｓｅ等人［１２］提出了ＣＳＲａｄａｐｔｉｖｅ方法，Ａｓｈａｒｉ等
人［１３］提出了ＡＣＳＲ方法．前者将稀疏矩阵分为两部
分，用不同的方式分别存储非零元多的行和非零元
少的行．后者针对非零元数量非常多的行，采用了
ＮｖｉｄｉａＫｅｐｌｅｒ框架并采用在ＧＰＵ线程上再开启线
程的机制，去进行负载均衡的处理．以上两种方法，
包括Ｍｅｒｒｉｌｌ等人［１４］提出的ＭＣＳＲ方法，都是基于
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原始的ＣＳＲ格式进行的，并没有做过多的预处理．
不过从性能上看，基于ＣＳＲ格式在ＧＰＵ上性能最
好的方法是Ｌｉｕ等人［１５］提出的ＣＳＲ５格式，如图４
所示．
ＣＳＲ５：

　

ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘｖａｌｕｅ ｂｉｔ＿ｆｌａｇｙ＿ｏｆｆｓｅｔｓｅｇ＿ｏｆｆｓｅｔ
２２０２［ ］５４１３

犪犮犲犵
犫犱犳［ ］犺 犜犜犜犉［ ］犉犉犉犉

［ ］｝０１２３ ［ ］｝００１０第０块

［ ］６７０１犻犼［ ］［ ］犽犾 犉犉犜犉［ ］｝０００１ ［ ］｝１０１０第１块

图４　ＣＳＲ５存储格式
该方法以向量化长度为块宽度的单位，将非零

元分成若干块，尽可能使每块内非零元的数量相同．
将不同的块交給ＧＰＵ的不同线程束来完成，并且
使用共享内存来解决同一个线程块内的写冲突，使
用原子操作来保证跨线程块的写冲突．

另外，还有着许多工作在讨论如何使用分块的
方式对稀疏矩阵进行保存，比如Ｂｕｌｕｃ等人［１６］提出
的ＣＳＢ格式，Ｃｈｏｉ等人［１７］提出的ＢＣＳＲ和ＢＥＬＬ
格式，以及Ｌｉａｎｇ等人［１８］提出的ＨＣＣ格式（ＣＯＯ
格式＋ＣＳＲ格式）．

为解决ＳｐＭＶ算法在Ｉｎｔｅｌ架构上的性能瓶颈
问题，Ｌｉｕ等人［１９］基于ＥＬＬＰＡＣＫ提出了名为ＥＳＢ
的新存储格式，该格式通过对非零元的位置进行编
码，以减小带宽需求，并使用列分块来改善存储器访
问的局部性．除此之外，分块也被广泛用于优化
ＣＰＵ上ＳｐＭＶ性能．通过在寄存器上［２０２１］、高速缓
存［２０］中设置分块，利用数据复用来改善ＳｐＭＶ的空
间和时间局部性问题．

算法２．　稀疏矩阵向量乘法犃狓＝犫基于软件
手动缓存系统的串行算法．

输入．犖，ｒｏｗ＿ｐｏｉｎｔｅｒ，ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ，ｖａｌｕｅ，狓
输出．犫
１．ｆｏｒ犻＝０ｔｏ犖－１ｄｏ
２．犫［犻］＝０
３．ｆｏｒ犼＝ｒｏｗ＿ｐｏｉｎｔｅｒ［犻］ｔｏｒｏｗ＿ｐｏｉｎｔｅｒ［犻＋１］－１ｄｏ
４．ｉｆ狓［ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ［犼］］ｉｓｎｏｔｉｎＳＰＭｔｈｅｎ
５． Ｓｗａｐ狓［ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ［犼］］ｉｎｔｏＳＰＭ
６．ｅｎｄｉｆ
７．犫［犻］＝犫［犻］＋ｖａｌｕｅ［犼］×狓［ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ［犼］］
８．ｅｎｄｆｏｒ
９．ｅｎｄｆｏｒ
以上的研究都是针对硬件自动缓存的架构，这

就导致大多研究工作都不再适合申威众核架构．算
法２展示了基于手动缓存的串行算法．该算法中的
矩阵同样采用了ＣＳＲ的存储格式．对该算法的并行
优化工作，除了需解决稀疏矩阵向量乘法固有的几

个问题外，还需降低显式缓存判断的巨大开销以及解
决如何充分利用申威处理器上ＤＭＡ访问的问题．
Ｓｕｎ等人［２２］在申威众核架构上设计了ＳＷＣ

ＳＲＳｐＭＶ算法．该算法基于ＣＳＲ存储格式，对矩阵
行切片，以保证每个行片都可以保存在手动缓存中，
以便对向量狓进行数据复用；并将核组分割成更小
的通信范围，以共享工作线程的公共数据．Ｌｉｕ等
人［２３］在申威架构上也用了类似的对矩阵分块的方
法．这些分块策略更多针对发掘并发性、提升局部性
和增大数据访问粒度提出，对负载均衡等问题缺乏
全面考虑．

通过相关工作分析得出，需要针对申威众核处
理器，设计一种全新的并行稀疏矩阵向量乘法．该算
法需要在解决手动缓存判断和内存细粒度访问问题
的同时，还需要分析并改善稀疏矩阵向量乘法中固
有的数据局部性差、写冲突和负载不均衡的三大
问题．

在第３节中，本文依次提出３种ｓｗＳｐＭＶ的方
法，分别是固定划分法、一维划分法和二维划分法，
并循序渐进地解决之前提到的这些问题．

３　狊狑犛狆犕犞算法设计
３１　固定划分方法

针对申威众核处理器架构，频繁的缓存判断会
对性能产生很大的影响，这一问题需要优先解决．

一个非常直观的想法就是，在进行每次计算时，
需要参与到该次计算中的数据如果都能保证已经在
手动缓存中，那么在计算之前就无需再进行额外的
手动缓存判断了．比如当前步计算犃犻，犼×狓犻＝犫′犼，若
此时能确定犃犻，犼和狓犻这两个数据都已经在手动缓存
ＳＰＭ中，那就可以不必进行缓存判断，直接进行该
次乘法计算．

进而，将单次计算推广到连续多次计算．如，假
设矩阵犃犻－犼，犽－犾是原稀疏矩阵犃的一个子矩阵小块，
表示由矩阵犃的第犻至犼行、第犽至犾列所共同包
含的矩阵空间．那么为了计算与该子矩阵小块相对
应的子结果量犫犻－犼，即犫犻－犼＝犫犻－犼＋犃犻－犼，犽－犾×狓犽－犾，
需要用到的数据为子矩阵小块犃犻－犼，犽－犾中包含的非
零元和狓向量的子向量狓犽－犾中的元素．如果犃犻－犼，犽－犾
和狓犽－犾中的元素已经提前被载入到缓存中，在计算
时就不用再进行任何额外的缓存判断，直接使用算
法１中的计算过程即可．同时，在计算过程中可以发
现，子向量犫犻－犼和狓犽－犾都是可以被复用的，这也提高
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了数据局部性．另外，可以通过将子矩阵犃犻－犼，犽－犾中
的非零元存储在一起，并一起载入至缓存中，以达到
对内存中数据粗粒度访问的目的，利用ＤＭＡ提高
在申威众核处理器上的访存效率，同时，可以延迟到
子矩阵小块犃犻－犼，犽－犾中非零元都完成计算后，再将子
结果量犫犻－犼写出至内存中，以解决将计算结果频繁
写出至内存时造成的写冲突问题．

基于此，本文首先设计了固定划分方法．该方法
包括了预处理阶段和计算阶段．前者分析犃中的非
零元排布，找到较合适的分块方式、存储结构，并按
计算顺序将非零元都存储在内存中；而后者则按照
新的存储顺序，依次完成每个子矩阵小块的矩阵向
量乘法，从而完成整个犃狓＝犫的计算．

下面先介绍算法的预处理部分———构造最合适
的固定划分存储结构，该存储结构包含了原矩阵子
矩阵矩阵小块３个层次．

预处理第１步：假设处理器包含了ＲＯＷＳ×
ＣＯＬＳ个从核，则将原稀疏矩阵均分成ＲＯＷＳ×
ＣＯＬＳ个子矩阵，并分配给所有从核．

预处理第２步：设某从核负责处理的子矩阵是
犃犻－犼，犽－犾，且该从核上的缓存大小只能够同时存储
犔犡个狓向量的元素和犔犅个犫向量的元素，则将子
矩阵犃犻－犼，犽－犾进一步划分成若干个犔犅×犔犡的子矩
阵小块，子矩阵犃犻－犼，犽－犾中的矩阵小块的数量和排布
由非零元的数量和排布所决定．

预处理第３步：将每个子矩阵小块中的非零元
存储在一起，以适应申威处理器上的ＤＭＡ操作．每
个从核负责的所有小块也存储在一起，方便进行预
取操作．小块的存储顺序和计算的顺序一致．即在原
矩阵犃中同行的小块连续排布存储，不同行的小
块，则根据行坐标的顺序依次排布．

预处理第４步：需要记录每个小块负责计算的
犫元素的流向．假设犃犻′－犼′，犽′－犾′是子矩阵犃犻－犼，犽－犾中第
犻′至第犼′行的最后一个矩阵小块，且在矩阵空间上，
在矩阵犃犻′－犼′，犽′－犾′前，还有属于第犻犱号从核的其他小
块犃犻′－犼′，犽″－犾″，则在计算完小块犃犻′－犼′，犽′－犾′后，需要将从
核犻犱上由犃犻′－犼′，犽″－犾″计算得到犫犻′－犼′累加到本从核上
计算完成的犫犻′－犼′上；同样的，假设犃犻′－犼′，犽′－犾′是子矩
阵犃犻－犼，犽－犾中，第犻′至第犼′行的最后一个小块，且在
矩阵空间上，在矩阵犃犻′－犼′，犽′－犾′后，还有属于第犻犱号
从核的其他小块犃犻′－犼′，犽″－犾″，则在计算完犃犻′－犼′，犽′－犾′后，
需要通过寄存器通信将矩阵犃犻′－犼′，犽′－犾′的计算结果
犫犻′－犼′发送给从核犻犱，由从核犻犱进行下一步处理，以
解决写冲突问题；假设犃犻′－犼′，犽′－犾′是原稀疏矩阵犃

中，第犻′至第犼′行的最后一个小块，则在计算完
犃犻′－犼′，犽′－犾′，同累加了其他从核计算得到的犫犻′－犼′后，需
要将犫犻′－犼′写回内存，并初始化手动缓存．

根据上述初始化流程，需要使用８个不同的标
志信号用于不同小块的保存：犫ｏｆｆｓｅｔ和犫ｌｅｎｇｔｈ记录小块
累加的向量犫元素的值；狓ｏｆｆｓｅｔ和狓ｌｅｎｇｔｈ记录小块计算
所需的向量狓的元素值；犻犱ｇｅｔｐｕｔ记录处理完当前小
块后，是否有来自于其他从核的犫元素，如果有，则
保存该犫元素的来源，若没有，则犻犱ｇｅｔｐｕｔ就为当前从
核的犻犱；犻犱ｐｕｔ记录处理完当前小块后，是否需要将犫
元素发送至某个从核，如果需要，则保存发送至的从
核犻犱，若将其直接写入内存，则犻犱ｐｕｔ值为－１，其他
情况下，犻犱ｐｕｔ为当前从核的犻犱．为方便使用同一块内
存区域来保存所有的非零元，也考虑到每个小块中
的非零元分布可能非常的稀疏，故本文选取ＣＯＯ
格式来保存所有的小块，并用狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ和狀狀狕ｌｅｎｇｔｈ来确
定每个矩阵小块中非零元的位置和数量．

图５以一个１６×１６的稀疏矩阵犃为例，展示了
针对拥有２×２从核阵列处理器的固定划分存储结
构，并假设其中每个从核上的缓存大小只能存储２个
向量犫元素（犔犅＝２）和４个向量狓元素（犔犡＝４）．

图５　固定划分方法的预处理阶段
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预处理第１步：如图５中上半部分所示，将原稀
疏矩阵犃根据２×２个从核，等分成了４个子矩阵并
分配给所有从核进行．

预处理第２步：如图５中下半部分所示．每个从
核根据手动缓存可以容纳数据的多少以及非零元的
排布位置，将子矩阵继续分为若干矩阵小块，此处以
最大为２×４的小块为例．划分结果如紫色方块所
示．块中数字从小到大的顺序代表每个从核计算小
块的顺序．注意到，其中有些小块的列数大小要小于
４，这是因为用较小的矩阵已经可以覆盖所有的非零
元，同时也提高有效带宽，在非零元排布允许的情况
下，尽可能少的读入与计算无关的狓元素，如小块５
中的狓５一定不会被用到，就无需读入，相同情况的
还有如小块８，１１，１３等．但有些情况下读入与计算
无关的狓元素是无法避免的，如小块７，读入了与计
算无关的狓１０，这是因为若将这些矩阵拆成２个小
块，则每个矩阵块中的非零元数量及连续的狓向量
元素将过少，将无法满足ＤＭＡ操作对最少连续地
址读写的要求，进而只能采用ｇｌｏａｄ的方式从内存
中读取非零元，反而会使得整体的读取数据效率降
低．相同情况的还有如小块３，１４，１７等．

预处理第３步：将属于同一个小块的非零元储
存在一起，每个从核各自负责的小块也存储在一起，
不同小块的存储顺序与其计算顺序相同，如图５上
编号所示．

预处理第４步：记录每个小块负责计算的犫元
素的流向．例如第０号小块的犻犱ｇｅｔｐｕｔ为０，而犻犱ｐｕｔ为
１，因为空间上第０小块之前没有其他的小块了，但
之后还有６号小块，故０号从核在计算完犫０，犫１的
值后需要将它们通过寄存器通信传给１号从核进行
结果的累加．对应的，第６号小块的犻犱ｇｅｔｐｕｔ为０，而
犻犱ｐｕｔ为－１，因为第６号小块之前有第０小块，并且
第６号小块是原稀疏矩阵犃的第０行至第１行中的
最后一个小块，故在类加完犫０，犫１后需要将结果写
回至内存中．

根据上述的预处理过程，以及用于记录每个小
块信息的８个标志信号，可以得到如算法３所示的
基于固定划分方法的稀疏矩阵向量乘法．

算法３．　处理基于固定划分的每个小块的算
法流程．

输入：狓ｏｆｆｓｅｔ，狓ｌｅｎｇｔｈ，犫ｏｆｆｓｅｔ，犫ｌｅｎｇｔｈ，狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ，狀狀狕ｌｅｎｇｔｈ，
犻犱ｇｅｔｐｕｔ，犻犱ｐｕｔ，ｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ，ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ，ｖａｌｕｅ，狓

输出：犫
１．ＣＡＣＨＥｃ＿ｘ，ｃ＿ｒｏｗ，ｃ＿ｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ，ｃ＿ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ，

ｃ＿ｖａｌｕｅ
２．ｌｏａｄ狓［狓ｏｆｆｓｅｔ：（狓ｏｆｆｓｅｔ＋狓ｌｅｎｇｔｈ－１）］ｔｏ犮＿狓
３．ｌｏａｄｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ［狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ：（狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ＋狀狀狕ｌｅｎｇｔｈ－１）］
ｔｏｃ＿ｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ

４．ｌｏａｄｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ［狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ：（狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ＋狀狀狕ｌｅｎｇｔｈ－１）］ｔｏ
ｃ＿ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ

５．ｌｏａｄｖａｌｕｅ［狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ：（狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ＋狀狀狕ｌｅｎｇｔｈ－１）］ｔｏｃ＿
ｖａｌｕｅ

６．ｆｏｒ犻＝０ｔｏ狀狀狕ｌｅｎｇｔｈ－１ｄｏ
７．ｃ＿ｂ［ｃ＿ｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ［犻］］－犫ｏｆｆｓｅｔ］＋＝ｃ＿ｖａｌｕｅ［犻］×ｃ＿

ｘ［ｃ＿ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ［犻］－狓ｏｆｆｓｅｔ］
８．ｅｎｄｆｏｒ
９．ｉｆ犻犱ｇｅｔｐｕｔｉｓｎｏｔｍｙ＿ｉｄｔｈｅｎ
１０．ｆｏｒ犻＝０ｔｏ犫ｌｅｎｇｔｈ－１ｄｏ
１１．ｃ＿ｂ［犻］＋＝ｇｅｔ（犻犱ｇｅｔｐｕｔ）
１２．ｅｎｄｆｏｒ
１３．ｅｎｄｉｆ
１４．ｉｆ犻犱ｐｕｔｉｓｎｏｔｍｙ＿ｉｄｔｈｅｎ
１５．ｉｆ犻犱ｐｕｔｉｓ－１ｔｈｅｎ
１６．ｓｔｏｒｅｃ＿ｂｔｏ犫［犫ｏｆｆｓｅｔ：（犫ｏｆｆｓｅｔ＋犫ｌｅｎｇｔｈ－１）］
１７．ｆｏｒ犻＝０ｔｏ犫ｌｅｎｇｔｈ－１ｄｏｃ＿ｂ［犻］＝０
１８．ｅｌｓｅ
１９．ｆｏｒ犻＝０ｔｏ犫ｌｅｎｇｔｈ－１ｄｏ
２０．ｐｕｔ（ｃ＿ｂ［犻］，犻犱ｐｕｔ）
２１．ｅｎｄｆｏｒ
２２．ｅｎｄｉｆ
２３．ｅｎｄｉｆ
第１行：表示在从核上的手动缓存的空间，用于

存储ｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ，ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ，狓，犫和ｖａｌｕｅ．
第２行：从狓向量的狓ｏｆｆｓｅｔ位置开始，载入狓ｌｅｎｇｔｈ

个元素到缓存ｃ＿ｘ中，即载入与每个小块计算相关
的狓向量中的元素．

第３～５行：分别从ｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ，ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ和
ｖａｌｕｅ的狀狀狕ｏｆｆｓｅｔ位置开始，载入狀狀狕ｌｅｎｇｔｈ个元素至缓
存空间ｃ＿ｒｏｗ＿ｉｎｄｅｘ，ｃ＿ｃｏｌ＿ｉｎｄｅｘ和ｃ＿ｖａｌｕｅ中，即
依次载入各个小块中的非零元值．

第６～８行：根据缓存中非零元的位置，用相应
的狓元素进行计算后累加至犫元素中．

第１１行：获取从核犻犱ｇｅｔｐｕｔ中传来的犫元素，并
累加至缓存中的犫元素上

第１６～１７行：将缓存中的ｃ＿ｂ中的犫元素值写
回至内存中，并将ｃ＿ｂ初始化．

第２０行：将缓存ｃ＿ｂ中的犫元素，通过寄存器
通信传给从核犻犱ｐｕｔ中．

可以注意到，算法３的第７行之前，并没有如算
法２的第４～６行用于判断手动缓存是否命中的代
码．这是由于通过限制每个矩阵小块的大小可以保
证所有会被用到的狓元素和犫元素一定都在手动缓
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存中，以此来节省频繁的缓存判断所需要付出的高昂
代价．同时将所有的非零元按小块存储，也可以做到
粗粒度的内存访问来适应申威处理器上的ＤＭＡ．

图６展示了基于图５划分方式的算法执行流
程．其中红色箭头表示通过寄存器通信传递向量犫
元素；蓝色虚线表示处理完不同的小块后在缓存内
对向量犫的累加；紫色箭头表示将向量犫的值写出
至内存．设处理每个非零元的时间为单位时间，则黑
色数字表示程序在不同阶段需要花费的时间．而最
下方的数字代表每个从核处理的非零元的数量，红
色表示远超平均值，黄色代表与平均值接近，绿色表
示远低于平均值．

图６　基于图５的计算过程图

以下是对每个从核处理其前２个小块的具体流
程描述：

在从核（０，０）开始计算第０号小块之前，需要从
内存中载入第０号小块内的３个非零元和狓２至狓５．
同时，从核（０，１）载入第６小块和狓１１至狓１２，从核（１，
０）载入第１２小块和狓１至狓３，从核（１，１）载入第１５
小块和狓８至狓１１．

一旦小块中非零元和向量狓元素载入完成，即
可开始计算．以从核（０，０）为例，从核（０，０）需要计算
犫０＝犃０，２×狓２＋犃０，５×狓５和犫１＝犃１，４×狓４．由于在计

算前，已经将狓２至狓５载入至缓存中，所以这里无需
进行缓存判断语句．另，注意到从核（０，０）载入至缓
存中的狓３并没有被使用，不过仍需要载入．就像上
文中分析过的，若在此处改为分别载入狓２和狓４至
狓５，则会导致２个隔断的ＤＭＡ操作，对于ＤＭＡ的
带宽反而更加不利，所以这里会选择载入一下冗余
的狓元素，而不是为了避免载入冗余数据而进行多
次细粒度的隔断ＤＭＡ操作．

从核（０，０）完成计算后，将犫０至犫１通过寄存器
通信传递给从核（０，１）．对于从核（０，０）来说，如果传
递的数据量很小，不足以填满从核（０，０）的寄存器发
送缓冲区和从核（０，１）的寄存器行接收缓冲区，那么
从核（０，０）会马上开始处理第１号小块而不需要等
待从核（０，１）接收数据，否则从核（０，０）会阻塞在消
息传递环节，等待从核（０，１）接收数据．从核（０，１）完
成对于第６号小块的计算之后，将接收来自于从核
（０，０）的犫０至犫１并累加至自己缓存中的犫０至犫１上，
然后将犫０至犫１写回至内存中．

从核（１，１）完成对于第１５小块的计算之后，由
于第１５小块之后还有第１６小块同样需要累加至
犫１０至犫１１，所以不会等待从其他从核传递过来的犫１０
至犫１１，也不会将其写回内存，而是直接开始载入第
１６小块和狓１２至狓１５，并开始完成对于第１６小块的
计算．只有当完成对于第１６小块的计算之后，从核
（１，１）才会接收来自与从核（１，０）的犫１０至犫１１，并在
完成累加之后将犫１０至犫１１写回内存．

在此总结一下固定划分法的特点：
缓存判断：因将原稀疏矩阵犃分成若干个矩阵

小块，每个小块的大小受限，故保证每个小块所需的
向量犫和向量狓都一定在从核的缓存中，无需进行
额外的缓存判断．

细粒度访问：所有的非零元都按照小块为单位
存储在一起，使得数据可以批量载入．而且，非零元
的存储数据和计算顺序一致，可以做预取操作．同
样，对于狓向量，在计算前也会载入连续的狓元素，
以保证ＤＭＡ的效率．

数据局部性：每个小块都是矩阵犃的一个二维
子矩阵，在计算过程中向量狓和向量犫中的元素都
可以被多次复用．

写冲突：通过寄存器通信，传递向量犫元素的值
给同行中其他从核以解决写冲突问题．因寄存器通
信的带宽极高，延迟又极低，故在申威架构上解决写
冲突需花费的代价要比其他平台低廉的多．

可见，固定划分法的ｓｗＳｐＭＶ算法已经可以解
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决绝大多数算法固有的问题，且算法也可以与申威
架构很好的结合．
２２　一维负载均衡划分方法

虽然固定划分方法可以解决数据局部性差、写
冲突、频繁缓存判断和细粒度访问的问题，可却没有
考虑到负载均衡的问题，所以算法的并发效率并
不高．

如图６所示，假设处理每个非零元计算为单位
时间，那么原稀疏矩阵犃中有６０个非零元，理论上
均分给从核的话，只需要１５个单位时间即可完成．
但如图６下方的数字所示，程序总体上会在２５个单
位时间后才完成整个稀疏矩阵向量乘法的计算，比
理论值多出了１０个单位时间．这正是因为每个从核
处理的非零元数量差异过大，从核（０，０）被分配了多
达２５个非零元，远远超出了平均值１５个．相对应从
核（１，０）只被分配了７个非零元，明显过少．

可能更严重的是，在算法中存在非常多的寄存
器通信，而每一次寄存器通信都是一次隐式同步．如
从核（１，０）在完成对第１３号小块的计算之后，需要
将犫向量传递给刚完成对第１６号小块计算的从核
（１，１），这里就存在一次隐式同步．可以发现，在消息
传递之前，从核（１，０）只计算了２＋３＝５个非零元，
而从核（１，１）却计算了６＋８＝１４个非零元．同步之
后，从核（１，０）和从核（１，１）都需要从第１４个单位时
间开始继续计算．故在完整的计算过程中，就算总体
上看每个从核处理的非零元数量相当，若存在频繁
的局部非零元不一致的情况，总时间也会远超出平
均非零元数量所对应的计算时间．

至此，本文以行并行划分方法为基础，设计了一
维负载均衡的方法．与固定划分法相比，一维负载均
衡只升级了预处理部分，即用于存储稀疏矩阵犃的
存储结构．一维负载均衡方法的存储结构包括了４
个层次：原矩阵矩阵带子矩阵小块．由于小块的
保存方式和固定划分法是一致的，所以计算部分只
要延用算法３即可．根据缓存可以存储的向量犫元
素上限犔犅，一维负载均衡法将矩阵犃分割成宽度
为犔犅的若干个矩阵带，并将矩阵带交替地分给不
同行的从核负责，以保证不同行从核间的负载均衡．
此外，进一步均分矩阵带内非零元数量至不同的子
矩阵，分给同行不同的从核负责，以此保证同行内从
核的负载均衡．

图７展示了一维负载均衡划分法的预处理过
程，具体如下：

预处理第１步：如图所示矩阵高度为１６，犔犅＝

２，则分为８个矩阵带，每个矩阵带的非零元数量为
５，１５，５，１２，２，１７，２和２个．

预处理第２步：将矩阵带交替分给不同行的从
核负责．

预处理第３步：假设每行包含了ＣＯＬＳ个从核，
则依次将矩阵带分为ＣＯＬＳ个子矩阵，并尽可能使
各个划分出的子矩阵包含的非零元数量接近．子矩
阵的划分如图７中红线所示，因图中每行包含２个
从核，则每个矩阵带被分成２个子矩阵，红线左侧的
红矩阵归该行从核中的０号从核计算，右侧归１号
从核计算．注意到，这里矩阵中的红色数字的大小顺
序，依然是每个从核对这些矩阵小块的计算顺序，如
（０，０）从核负责计算的小块依次为０，１，２，３，（０，１）
从核负责计算的小块依次为４，５，６，７．

预处理第４步：与固定划分法中预处理的第
２～４步一致，根据从核缓存大小，将子矩阵划分成
若干小块，存储在一起，并记录各个小块的犻犱ｐｕｔ与
犻犱ｇｅｔｐｕｔ．

图７　一维负载均衡划分方法的预处理阶段

一维负载均衡解决了同行上不同从核的负载均
衡问题，这就使得每次由寄存器通信所导致的隐式
同步不会由于某个从核的计算量过大，而拖慢同行
上所有从核的执行效率．另外，交替地把矩阵带交给
不同的从核完成，也可以大概率保证不同行的从核
负载均衡．
２３　二维负载均衡划分方法

虽然一维负载均衡方法可以在大概率使得各从
核负载均衡，不过在交替分配矩阵带前，并没有对矩
阵中的非零元排布进行分析．而基于静态分析的任
务分配总会遇到不同行从核间负载不均衡的情况．
如图７中，第０行从核处理的非零元数量为５＋５＋
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２＋２＝１４个，第１行从核处理的非零元数量为１５＋
１２＋１７＋２＝４６个，第１行的从核明显处理了更多
的非零元．

另外，对于最下方的矩阵带，虽然只有２个非零
元，但依旧被分成了２个子矩阵，交由２个从核处
理，还需要引入通信进行右端向量加和处理，这是得
不偿失的．故本文还需要解决由一维负载均衡方法
带来的细粒度同步问题．

针对以上的两个问题，本节在一维负载均衡的
基础上，针对同一矩阵带中的负载均衡，设计了二维
负载均衡划分方法．该方法也只对存储方式进行了
优化，即只升级了预处理部分，而计算部分，依旧直
接延用算法３即可．二维负载均衡划分法的存储方
式和一维的保持一致，依然包含了原矩阵矩阵带
子矩阵小块这４部分．而与一维划分不同的是，不
再交替地将矩阵带分配给不同行的从核，而是使用
贪心的分配方式，尽可能保证不同行之间的负载均
衡．另一方面，也会将非零元数量较少的矩阵带，直
接交给一个从核去完成，而不再均分给同行上的几
个从核．

图８展示了二维负载均衡划分法的预处理过程：

图８　二维负载均衡划分方法的预处理阶段
预处理第１步：和一维划分时一致，根据犔犅的

大小，将稀疏矩阵犃划分成宽度为犔犅的若干矩
阵条．

预处理第２步：统计每个矩阵带中包含的非零
元数量，并据此进行从大到小的排序．如图所示，矩
阵带犃１０－１１，０－１５包含最多的１７个非零元，故被排在
了第一的位置．需要注意的是，此处的重排并不是物
理上的对矩阵犃中的非零元和向量犫进行重排，而
只是逻辑上的顺序调整，即只是对计算顺序的调整，
额外的开销只是排序所需的时间．因不同矩阵带的

计算是相互独立的，故此调整不会对计算的结果产
生影响．

预处理第３步：用贪心的方法，将不同的矩阵带
交给不同的从核处理，如算法４所示．算法输出的
狊犲狋表示不同行的从核需要负责的矩阵带的编号．算
法４中第３行，Ｓｅｌｅｃｔ函数会在所有ＲＯＷＳ行的从
核中，选择出目前负责非零元数量最少的一行，并将
当前的矩阵带犻分配给它．

算法４．　用贪心算法分配矩阵带给不同的从
核处理．

输入：狋犻犾犲狊，狀狀狕狋犻犾犲，ＲＯＷＳ
输出：ｓｅｔ
１．狀狀狕狊犲狋←０
２．ｆｏｒ犻＝０ｔｏｔｉｌｅｓ－１ｄｏ
３．Ｓｅｌｅｃｔ犻犱ｉｆ狀狀狕狊犲狋［犻犱］ｉｓｍｉｎｉｍａｌ
４．狀狀狕狊犲狋［犻犱］＋＝狀狀狕狋犻犾犲狊［犻］
５．狊犲狋［犻犱］＝狊犲狋［犻犱］∪｛犻｝
６．ｅｎｄｆｏｒ
预处理第４步：将非零元较多的矩阵带，划分成若

干个子矩阵．为了保证算法有较好的并发度，先定义每
个从核需要最少处理的子矩阵数量为狊狌犫犿犪狋狉犻狓ｍｉｎ，再
根据每行从核负责的非零元数量狀狀狕，可以算得每
个子矩阵包含的非零元上限狀狀狕ｍａｘ＝［狀狀狕／狊狌犫犿犪
狋狉犻狓ｍｉｎ］，且如果某矩阵带的非零元数量狀狀狕ｔｉｌｅ超过
狀狀狕ｍａｘ，就认为该矩阵带包含的非零元较多，需要被
进一步划分．进而，将该矩阵带切割成ＭＡＸ（ＣＯＬＳ，
２ｌｏｇ２狀狀狕ｔｉｌｅ

狀狀狕（ ）［ ］
ｍａｘ ）个子矩阵，注意到２ｌｏｇ２狀狀狕ｔｉｌｅ

狀狀狕（ ）［ ］
ｍａｘ 是２

的幂次，以保证每个矩阵带只能被切成１，２，４，８个
子矩阵，保证可以较为灵活的给从核进行任务分配．
以图８为例，只有前３个矩阵带进行了进一步分割．

预处理第５步：将切割好的子矩阵分给相应的
从核处理．因为矩阵带已排序，且子矩阵数量都为
１，２，４，８个，故只要依序分配，就可做到每个从核所
负责的非零元数量几乎相等．

预处理第６步：和固定划分法的第２～４步一
致，将各子矩阵进行分块、存储并记录犻犱ｐｕｔ与犻犱ｇｅｔ．

注意到，在预处理过程中基于贪心的任务划分，
都只是对不同行从核间进行的任务划分，以尽量做
到负载均衡．而对于每个从核而言，其处理对象依然
是子矩阵（对矩阵带进一步划分而成），最小的计算
对象依然是矩阵小块，故不会影响到数据局部性差
等之前已经解决的问题．

二维划分方法的计算过程和固定划分法的一
致，故计算过程只需延用算法３即可．图９展示了基
于图８划分方法后的执行流程．其中的红色箭头表
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示通过寄存器通信传递向量犫，紫色箭头表示将向
量犫写出至内存，黑色表示在不同阶段所需要花费
的时间，最下方的数字表示每个从核处理的非零元
数量，可见，是非常均衡的．另一方面，程序只有在处
理排在前面的、非零元数量较多的矩阵带时，才会需
要使用寄存器通信来解决写冲突．随着程序的运行，
越到后期，每个矩阵带包含的非零元数量会越来越
少，被分成的子矩阵也会越来越少，即参加该矩阵带
计算的从核也会越来越少，也就越不会因为寄存器
通信带来的隐式同步承受额外的代价．

图９　基于图８的计算过程图

在此总结一下二维负载均衡划分法的优势：该
算法在保持了固定划分解决的稀疏矩阵向量乘法固
有的数据局部性差和写冲突的问题，以及与申威架
构结合后带来的缓存判断问题和细粒度访问的问
题，同时做到了不同行之间和同行之内从核之间的
负载均衡，最小化了同步开销，从而真正意义上做到
了所有从核的负载均衡．

４　狊狑犛狆犕犞算法性能测试
４１　实验设计与测试环境

为了覆盖尽可能多的矩阵特性，本节使用了来
自于ＳｕｉｔｅＳｐａｒｓｅ的稀疏矩阵集合中的２７１０个矩阵
作为测试样例，矩阵集中包含了方阵和非方阵，而非
零元数量也从１个到１．１亿个不等，其中非零元大
于１０００个的矩阵占了９０％．

测试平台使用的是申威２６０１０处理器的单个核
组，其理论访存带宽是３４ＧＢ／ｓ．本节将测试４种方
法，包括主核上的串行ＳｐＭＶ算法的标准实现，基
于固定划分的ＳｐＭＶ算法实现、基于一维负载均衡
划分法的ＳｐＭＶ算法实现和基于二维均衡划分法
的ＳｐＭＶ算法实现，３种算法都使用Ｃ语言和Ａｔｈ
ｒｅａｄ线程库实现．所有的测试都采用双精度浮点计
算，量测的计算时间中不包含预处理的时间．

在实现中，３个参数分别设置为犔犅＝２０４８，犔犡＝
２０４８，狊狌犫犿犪狋狉犻狓ｍｉｎ＝４．犔犅，犔犡的大小是根据计算
精度和ＳＰＭ大小决定的，在ＳＰＭ存储空间的划分
上，我们将６４ＫＢ分１６ＫＢ存储右端向量狓，分１６ＫＢ
存储结果向量犢以及３２ＫＢ存储矩阵中的非零元素．
４２　算法性能测试结果及分析

图１０展示了在申威处理器上不同算法计算处
理不同矩阵算例时的性能，评价标准是单位时间内
浮点数的运算次数（ＧＦｌｏｐｓ），数值越高，性能越好．

图１０　申威２６０１０上４种算法性能（ＧＦｌｏｐｓ）

在图１０中可见，在主核上串行算法的性能（灰
色点）在非零元数量不断增加的情况下，出现了明显
下降．这是因为在小规模矩阵下，大部分的向量狓和
向量犫元素都能保留在主核的自动缓存中．但矩阵
规模不断增加，向量狓和向量犫的元素无法再全部存
储在主核的缓存中，导致性能下降．受制于单个主核
的低带宽，其串行算法的最高性能仅为０．４２８ＧＦｌｏｐｓ．

而采用了固定划分法（黄色点）后，性能明显提
升．与主核串行算法相比，性能平均提高了３．７５倍，
而最高加速为７０．５倍，出现在算例“ｆｒｏｎ＿ｇ５００＿
ｌｏｇｎ２０”下（该算例矩阵为行列均为１Ｍ的方阵，非
零元个数略低于９０Ｍ）．而７０．５倍已经超过了从核
的数量（６４个），这是因为与主核串行算法相比，固
定划分法的存储相当于将所有从核的高速缓存“连
接”在了一起形成了一个大缓存，更大的快速缓存，
更好的数据复用性，从而提高了性能．但固定划分法
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很难做到真正的负载均衡，故绝对性能并不算高，其
中最高性能为３．２３ＧＦｌｏｐｓ出现在算例“ｓｐａｌ＿００４”下
（该算例矩阵为１０Ｋ行，３２２Ｋ列，有４６Ｍ的非零元）．

采用一维划分方法（蓝色点）和二维划分方法
（橙色点）后，使得各从核间负载均衡，算法性能会得
到显著提升．前者与串行算法相比，可以获得平均
１１．４倍的加速，最高加速５４．８倍，最高性能为
４．３３ＧＦｌｏｐｓ；后者与串行算法相比平均加速１１．７
倍，最高加速为５５倍，最高性能为４．３５ＧＦｌｏｐｓ．

图１１更直观的展示了包括串行算法在内４种
不同算法在所有测试集上的平均性能和最高性能情
况．与固定划分法相比，一维划分和二维划分，分别
能带来平均１１．４和１１．７倍的性能提升．

图１１　申威２６０１０上４种算法性能对比

具体对比一维划分法和二维划分法可以得出，
在大多数情况下，两者无论在最高性能，还是在平均
加速比和最高加速比下，差异不大．这是因为在测试
矩阵集中，绝大多数的矩阵都可以通过一维划分法
的交替分配方案达到负载均衡．但也有一维负载划
分法无法达到负载均衡的算例，如算例“ｓｌｓ”（该算
例矩阵为１．７Ｍ行，６２Ｋ列，有６．８Ｍ非零元），只有
通过二维划分法才能达到更好的负载均衡，而在该
算例下，二维划分法在性能上可以比一维划分法高
１．７６倍，这也是两种算法间的最高加速效果比．

不过在图１０中也可以看到，对于一些非零元非
常多的算例，二维负载均衡划分法的性能表现并不
佳．如算例“ＮＬＲ”（该算例矩阵是行列都为４．２Ｍ的
方阵，有２５Ｍ非零元），实际性能仅为０．１ＧＦｌｏｐｓ．类
似的问题主要是因为算法的带宽效率较低．图１２展
示了３种划分方法ＳｐＭＶ实现的实际带宽，随着非
零元的增加，算法可以发挥的实际带宽迅速增加，以
算例“ＮＬＲ”为例，在二维划分法上带宽高达２４ＧＢ／ｓ；
最高带宽甚至可以达到２８ＧＢ／ｓ，出现在“ｗｅｂ
Ｇｏｏｇｌｅ”算例．如此高的性能，已经高于了Ｓｔｒｅａｍ
Ｔｒｉａｄ的测试结果．这是由于ＳｔｒｅａｍＴｒａｉｄ对于内
存的读写比例是２∶１，频繁的读写交替会限制申威

处理器上ＤＤＲ３内存带宽的发挥；而ＳｐＭＶ的数据
读入量远远大于数据写出量，所以更有益于ＤＤＲ３
内存带宽的发挥．但高的实际带宽并不意味着高的
计算性能．

图１２　３种算法的实际带宽对比
图１３展示了从核上两种划分方法ＳｐＭＶ实现

的带宽效率，即带宽效率＝有效带宽／实际带宽＝有
效访问量／实际访问量．此处对有效访问量的定义为
计算一次稀疏矩阵向量乘法所需的最少访问量，即
稀疏矩阵犃的大小、向量狓的大小和向量犫的大小
之和．从图１３中可以看出，在二维负载均衡划分下，
大多数算例的带宽效率已经接近１００％，即已经最
大限度地利用了带宽．而固定划分看起来带宽效率
也很高，这是因为其真实带宽过低而造成的．从图中
也可以发现，不同算法的带宽效率并没有什么特定
的规律，这是因为访问效率只和稀疏矩阵的特性有
关，不同矩阵间的差异会非常大，而任何算法的局部
性策略也只能尽可能提高带宽效率，但都不能做到
完美无缺．以算例“ＮＬＲ”为例，在二维划分算法下，
有效带宽仅为０．８５ＧＢ／ｓ，带宽效率仅有３．６％．

图１３　两种算法的有效带宽／实际带宽
如此低的带宽效率主要有两个原因：一方面是

由于非零元在原矩阵中的分布较为平均，导致每个
从核在处理矩阵带时都需要读入大量的狓元素，另
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一方面是由于对于狓的需求跨度很大，这样使得为
了提高内存访问效率而选择的连续访问会读入大量
冗余的狓元素，进一步降低了有效带宽．以上两点
解释了为何即使在并发度非常高的算例上，算法的
性能依旧不甚理想．

最后，将基于二维划分法的ｓｗＳｐＭＶ实现，与
ＧＰＵ上的ＣＳＲ５格式的ＳｐＭＶ实现进行性能对比．
测试用的ＧＰＵ为ＮｖｉｄｉａＧＰＵＫｅｐｌｅｒＫ４０ｍ．因申
威２６０１０的内存带宽上限为２２．６ＧＢ／ｓ，远低于
ＧＰＵ内存带宽，故计算性能无法直接进行比较．
图１４中，将各自算法的有效带宽除以内存带宽上限
进行比较，此处的有效带宽也是只计算初始矩阵按
ＣＳＲ格式的一次读入，狓向量的一次读入与犫向量
的一次输出．这样可以认为算法是在基本相似的带
宽条件下进行性能的比较．因ＳｐＭＶ是典型的带宽
密集型问题，故有限带宽除以带宽上限得到的数字
大小，可以侧面体现出算法的性能．我们的算法平均
能达到５３％的带宽利用率，而ＧＰＵ上的ＣＳＲ５只
能有２９％的利用率．从图１４中也可以看出，总体而
言，我们算法能发挥的带宽能力更高，更有效．但在
某些非零元较多的点上，如图上右下角部分，两种算
法的带宽利用率都很低，这是因为这些矩阵都是极
其稀疏的，平均每行非零元只有十几个甚至几个．而
低稀疏度对申威架构更不友好，这也是在这些算例
上，我们的算法带宽利用率不佳的原因．这也正如之
前分析到的，不同矩阵稀释特性的不同，对申威手动
缓存架构的挑战是巨大的，也无法通过一种固定的
算法，使其对任何矩阵都能做到尽善尽美．

图１４　申威２６０１０上二维负载均衡划分ＳｐＭＶ实现与
ＧＰＵ上ＣＳＲ５ＳｐＭＶ性能对比

５　总　结
稀疏矩阵向量乘法无论在数值计算中，还是在

大数据分析领域，都是非常重要的计算核心．本文设
计并提出了二维负载均衡划分法，通过按照申威
２６０１０高速内存大小，将矩阵以行为基础分成矩阵
带，再以分块的方式计算每个矩阵带内的非零元，从
而解决稀疏矩阵向量乘法固有的数据局部性差、写冲
突和负载不均衡的问题，且充分利用了粗粒度访问
并降低了手动缓存判断次数．使用来自ＳｕｉｔｅＳｐａｒｓｅ
稀疏矩阵集合中全部２７１０个算例，在申威２６０１０处
理器单个核组上对算法进行测试．本文最终提出的
二维负载均衡划分法可以最高获得４．３５ＧＦｌｏｐｓ的
性能，以及与主核上串行算法相比平均１１．７倍加速
和最高５５．０倍加速．
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