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模拟退火算法的弛豫模型与时间复杂性分析
李元香　项正龙　张伟艳
（武汉大学计算机学院　武汉　４３００７２）

摘　要　模拟退火算法的设计思想来源于对金属高温下热运动的模拟，其理论基础是统计物理和气体运动论．本
文将模拟退火算法的运行比拟为气体的运动，基于经典的气体输运理论，特别是ＢＧＫ弛豫方程，提出并建立了模
拟退火算法弛豫时间模型．对此模型进行整体和局部的分析，给出了退火温度和退火过程的马尔科夫链长度的理
论估计．依据理论估计，提出了预退火与全退火的两阶段退火策略，以便算法运行时对马尔科夫链长度进行动态设
置．随后，进一步分析了退火过程的时间复杂性，在此基础上，结合退火温度设置和前期建立的动力系统模型，分析
了模拟退火算法的总体时间复杂性，所得的理论分析结果与早期基于大量实验分析的经验结果一致，并得到了一
个有实用价值的算法停止准则．最后，通过测试问题的求解进行实验分析与验证，实验结果表明了马尔科夫链长度
动态设置法的有效性，与通常的马尔科夫链长度固定设置法比较，动态设置法的马尔科夫链总长度比固定法少
３０％以上，实验结果也表明了本文提出的算法停止准则的有效性，两方面的实验分析也有效地支持了时间复杂性
分析的理论结果．
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中图法分类号ＴＰ３０１　　　犇犗犐号１０．１１８９７／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０２０．００７９６

犃犚犲犾犪狓犪狋犻狅狀犕狅犱犲犾犪狀犱犜犻犿犲犆狅犿狆犾犲狓犻狋狔犃狀犪犾狔狊犻狊犳狅狉
犛犻犿狌犾犪狋犲犱犃狀狀犲犪犾犻狀犵犃犾犵狅狉犻狋犺犿

ＬＩＹｕａｎＸｉａｎｇ　ＸＩＡＮＧＺｈｅｎｇＬｏｎｇ　ＺＨＡＮＧＷｅｉＹａｎ
（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲，犠狌犺犪狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犠狌犺犪狀　４３００７２）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｗｈｉｃｈｃｏｍｅｓｆｒｏｍｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｍａｌｍｏｔｉｏｎｏｆ
ｍｅｔａｌａｔｈｉｇｈｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，ｉｓｏｆｄｅｅｐｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｆｒｏｍｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐｈｙｓｉｃｓａｎｄｇａｓ
ｍｏｖｅｍｅｎｔｔｈｅｏｒｙ．Ｅａｒｌｙｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｅａｒｃｈｅｓｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｎｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｗｅｒｅｍａｉｎｌｙｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎｔｈｅｏｒｙｉｎｔｈｅ
ｒａｎｄｏｍｐｒｏｃｅｓｓ，ａｎｄｏｎｌｙｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｉｎｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ．Ｄｕｅｔｏｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄ
ａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｈａｓｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐｈｙｓｉｃａｌｔｈｅｏｒｙｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏａｎａｌｙｚｉｎｇ
ａｎｄｍｏｄｅｌｉｎｇｂｙａｖａｒｉｅｔｙｏｆｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄｐｈｙｓｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄｓ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｇａｓｍｏｖｅｍｅｎｔ．Ｂｙｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｓｅａｒｃｈｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄ
ａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｔｈｅｇａｓｍｏｖｅｍｅｎｔｔｏｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓｔａｔｅ，ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｖａｌｕｅｄｕｒｉｎｇｔｈｅｓｅａｒｃｈｉｎｇｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｂｅｒｅｇａｒｄｅｄａｓｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅｓ’
ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ．Ｂｕｉｌｔｏｎｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｇａｓｔｒａｎｓｐｏｒｔｔｈｅｏｒｙ，ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙｔｈｅＢＧＫｒｅｌａｘａｔｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ，ａｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｉｍｅｍｏｄｅｌｆｏｒｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｕｓ，ｂｙｓｏｌｖｉｎｇ
ｔｈｅｍｏｄｅｌｉｎｔｅｇｒａｌｌｙａｎｄｐａｒｔｉａｌｌｙ，ｓｏｍｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｉｓｇａｉｎｅｄａｂｏｕｔｔｈｅａｎｎｅａｌｉｎｇ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｔｈｅＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎｌｅｎｇｔｈｓｅｔｔｉｎｇｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｒｅｌａｘａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅｌ，ａｔｗｏｓｔａｇｅａｎｎｅａｌｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｙｉｎｃｌｕｄｉｎｇｐｒｅａｎｎｅａｌｉｎｇａｎｄｆｕｌｌａｎｎｅａｌｉｎｇｉｓｒａｉｓｅｄｔｏｓｅｔ

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



ｔｈｅＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎｌｅｎｇｔｈｄｙｎａｍｉｃａｌｌｙａｌｏｎｇｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｒｏｃｅｓｓ．Ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，ａｒｏｕｇｈ
ｅｓｔｉｍａｔｅｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｄｙｎａｍｉｃａｌＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎｌｅｎｇｔｈｓｅｔｔｉｎｇ，ｗｅｆｉｒｓｔａｎａｌｙｚｅｔｈｅｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆａｓｉｎｇｌｅ
ａｎｎｅａｌｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｒｅｌａｘａｔｉｏｎｔｉｍｅｍｏｄｅｌｉｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅｔｈｅｔｏｔａｌｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ
ｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｂｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅｓｅｔｏｆａｎｎｅａｌｉｎｇｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｔｈｅｐｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｄｙｎａｍｉｃａｌ
ｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌｓ．Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅａｐｐｒｏａｃｈ，ｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｔｏｔａｌｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄ
ａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｄｅｒｉｖｅｄ，ｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈｔｈｅｅａｒｌｙｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓｕｍｍａｒｉｚｅｄ
ｆｒｏｍａｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．Ｔｈｅｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔｒｅｌａｔｅｄｔｏ
ｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ａｎｏｖｅｌｓｔｏｐｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｓｔｏｐｐｉｎｇｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｐｒｏｃｅｓｓｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｏｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ，ｓｅｖｅｒａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｔｕｄｉｅｓａｒｅ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄｏｎＴＳＰｐｒｏｂｌｅｍａｎｄＣＥＣ２０１４ｂｅｎｃｈｍａｒｋｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅ
Ｍａｒｋｏｖｃｈａｉｎｌｅｎｇｔｈｓｅｔｔｉｎｇｂｙｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｍｅｔｈｏｄｃａｎｂｅｌｏｗｅｒ３０％ｔｏｔａｌＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎｌｅｎｇｔｈ
ｔｈａｎｔｈｅｅｍｐｉｒｉｃａｌｆｉｘｅｄｓｅｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄｒｅｄｕｃｅｔｈｅｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｒｅｑｕｉｒｅｄｂｙｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ａｎｄｉｔｇｒｅａｔｌｙｉｍｐｒｏｖｅｓｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｓｔｏｐ
ｃｒｉｔｅｒｉｏｎｉｓａｖａｉｌａｂｌｅｆｏｒｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｒｏｃｅｓｓ．ＵｎｄｅｒｔｈｅｄｙｎａｍｉｃＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎ
ｓｅｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｓｔｏｐｓｅａｒｃｈｉｎｇｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｃｏｎｓｅｃｕｔｉｖｅｓｍａｌｌＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎｌｅｎｇｔｈｉｎｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｅａｒｃｈｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓ．Ｔｈｉｒｄｌｙ，ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ
ａｌｓｏｓｈｏｗｔｈｅｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇ，ｗｈｉｃｈｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ｉｓｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈｔｈｅｅｍｐｉｒｉｃａｌｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ．Ｉｎｓｕｍｍａｒｙ，ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｎａｌｙｓｅｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｌａｘａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅｔｈｅ
ｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｔｈｅｏｒｙ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ；ｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ；ｄｙｎａｍｉｃｓｅｔｔｉｎｇｓ；
ｓｔｏｐｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

１　引　言
模拟退火算法是一个经典的拟物类自然计算方

法，核心思想是模拟金属热浴之后的缓慢降温（退
火）达到能量最低态（即常温固态）的过程，以随机
“跳阱”策略克服局部搜索法的缺陷，搜索优化问题
的全局最优解［１］．自２０世纪８０年代初提出以来［２］，
首先应用于求解组合优化问题，特别是对典型的
ＮＰ难题，旅行商问题（ＴＳＰ）的求解取得了显著成
效．其后，该算法推广到系统建模与复杂数值优化问
题的求解中，获得了广泛的关注和应用，促使其理论
和应用研究取得了长足的进展．现在，模拟退火算法
已融入以群体搜索为特征的自然与演化算法的设计
与应用之中［３６］．

理论上，基于随机过程理论将算法的搜索寻优
看成随机过程，建立其马尔科夫（Ｍａｒｋｏｖ）链模型进
行收敛性分析，得到概率意义下的收敛性定理［７８］，
针对几个典型问题，分析了模拟退火算法求解这些

问题的时间复杂性［９１１］．而大量的工作则是从实际
应用出发的实验研究与分析，以获得有实用价值的
经验结果，从而对算法进行卓有成效的改进，大大提
高其求解效果，如缓慢降温与退火时刻表的确定，回
火退火策略等．这些策略的运用通常需要观察算法
的运行过程与性态，并结合实际问题的特征，从数值
实验中获得有用的启发信息，即从计算中认识问题，
把握问题特征，由此提出与问题相适应的改进策略．
这与其后兴起的以遗传算法为代表的一类演化算
法，或者称为计算智能的思想一脉相承，因此，模拟
退火算法及其改进策略渐渐融入以群体搜索为特征
的演化算法之中，依然焕发着新的活力，有力地促进
了演化算法的设计和应用研究［１２１５］．

在演化算法的时间复杂性分析上，近年也有许
多方法出现．文献［１６］将漂移分析方法引入演化算
法时间复杂性分析，通过定义距离函数来计算算法
每代向最优解前进的平均距离从而获得算法的平均
首次到达时间．文献［１７］提出了基于吸收马尔科夫
链的演化算法计算复杂性分析框架，将演化算法的
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时间复杂度度量表达为马尔科夫链理论中的首次到
达时间．文献［１８］通过研究两个马尔科夫链之间进
行对齐映射，提出一种通用的演化算法时间复杂性
分析的方法，可称为交替分析法（ｓｗｉｔｃｈａｎａｌｙｓｉｓ）．
总体而言，直到目前，对自然与演化类算法的理论分
析主要是以随机过程为理论工具，分析的首要任务
就是建立算法的马尔科夫链模型，得到概率意义下
的收敛性、时间复杂性和收敛速度．

模拟退火算法就是将目标函数的函数值比拟为
物理系统的能量，模拟物理系统趋于能量最小态（平
衡态）的过程，其灵魂就是Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ（梅特罗玻利
斯）准则，驱动算法跳出局部最优的“陷阱”，保持搜
索全局最优解的潜力，控制算法的退火和运行（参见
３．２节算法１的后半部分）．该准则来自于气体运动
论与统计物理学中的Ｇｉｂｂｓ（吉布斯）分布，它描述
了物理（气体）系统宏观上处于平衡态时，各微观态
出现的几率（即统计规律），是系统能量与温度的函
数．因此由上可知，模拟退火算法有着明确的物理背
景，抓住这一点还可以进一步挖掘模拟退火算法的
数学物理模型与理论基础，一方面深化模拟退火算
法设计与分析的理论和应用研究，另一方面，以简单
而经典的、物理背景明确的模拟退火算法为例，以物
理学为基础，将模拟退火算法推广应用于演化算法
的设计与分析，发展一类分析自然与演化算法的数
学物理模型与方法．

事实上，近些年在演化算法研究领域，模拟退火
算法及其物理学基础已经深入地融入一类以群体搜
索为特征的群智能算法的设计、分析与应用之中．如
运用热力学与统计力学的理论建立群体演化的动力
学模型，分析群体演化的动力学特征和多样性保持
策略．文献［１９］仿照模拟退火算法的退火机制，提出
了基于热动力学选择规则的遗传算法，以统计热力
学中的自由能极小定律为依据进行种群的选择和替
换，实现种群系统的能量和熵之间的动态竞争机制，
从而自适应调整算法广域探测和局部搜索之间的均
衡．文献［２０］利用自由能极小原理和熵增原理来实
现演化群体的寻优机制，建立了基于分子运动论的
动力学模型，在此模型的基础上提出了一种近似最
优的群体选择和替换规则．文献［２１］建立了一个多
时间尺度动力系统模型，进而提出了一类求解符号
建模问题的混合演化算法．最近，我们沿着上述思
路，基于弹性力学原理建立了模拟退火算法的常微
分方程动力系统模型［２２］，进而运用弹性力学中的极
小位能原理（与统计物理中系统的能量最小态相对

应）分析了模拟退火算法的收敛性和收敛速度．在动
力系统理论的框架下，获得了有理论意义和对算法
的设计与改进有实用价值的结果，并可推广这类方
法对演化算法进行动力系统建模与分析．

本文将进一步发展这一思想方法，从统计物理
和非均匀气体的输运理论之中汲取思想源泉，获得
理论指导，借鉴分析方法．首先，基于非均匀气体输
运的理论和弛豫方程挖掘模拟退火算法更深层的物
理学基础，建立其弛豫时间模型；然后，对弛豫时间
模型进行整体与局部分析，获得模拟退火算法退火
温度的理论估计，以及弛豫时间或马尔科夫链长度
的理论估计；其次，结合问题特征给出马尔科夫链长
度的动态设置策略和方法，并进行实验检验与分析，
以期获得时间复杂性分析的理论模型和实验依据；
再者，前期运用建立的动力系统模型分析了模拟退
火算法的收敛性［２２］，并给出了收敛速度估计，本文
将结合文献［２２］中给出的收敛速度估计导出模拟退
火算法的一个有效的停止准则；最后，就是基于弛豫
时间模型，在理论分析和实验分析的基础上，对模拟
退火算法进行时间复杂性的理论分析和实验评估．

本文的目的是希望以模拟退火算法为典型例
子，更深入地探究其数学物理基础，以利借鉴推广，
发展自然与演化计算的算法设计与分析方法，建立
更广义的数学物理模型，用于指导算法设计，探讨自
然计算的基础理论．本文第２节简介非均匀气体的
输运理论与弛豫方程，进而建立模拟退火算法的弛
豫时间模型，对此模型进行整体上的分析，获得退火
温度的理论估计；第３节对上述模型进行局部的分
析获得弛豫时间的理论估计，讨论马尔科夫链长度
的动态设置策略和方法；第４节导出算法的停止准
则，基于退火温度和退火时间的理论估计，从总体上
分析模拟退火算法的时间复杂性；第５节进行实验
验证与分析，主要是马尔科夫链长度动态设置方法
的分析检验和算法停止准则的验证，综合两方面的
实验结果，也就验证与支持了时间复杂性分析的理
论结果；第６节是结论与讨论，展望这类数学物理方
法推广应用到以群体搜索为特征的演化算法的可扩
展性和能行性．

２　模拟退火算法的弛豫模型
２１　气体输运的弛豫方程

设有气体系统犛，宏观上处于平衡态，环境温度
犜恒定，但微观上可以处于任何一个可达的微观态，
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因而，系统能量可变，用犈犻表示系统处于微观态犻时
的能量．根据统计物理中的正则系综理论，系统处于
微观态犻的几率分布函数是下列Ｇｉｂｂｓ正则分布［２３］

狆犻＝１犣ｅｘｐ
－犈犻
犽犅（ ）犜 （１）

其中，犽犅是Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ（波尔兹曼）常数，犣＝
∑犻ｅｘｐ（－犈犻／犽犅犜）称为系综配分函数（从数学角
度看，就是一个归一化常数），∑犻表示对所有可能的
微观态求和，指数函数部分称为Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ因子．

气体输运研究建立的经典理论是Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ积
分微分方程，它是从分子碰撞的理论假设导出分布
函数满足的积分微分方程［２４］．这个方程是研究气
体系统非平衡涨落与输运的基础，但是，它显然过于
复杂，不便于求解和分析．此后，针对不同的具体研
究对象，便出现了许多简化该方程的研究成果，其中
有一个简便而且实用的简化方程是由Ｂｈａｔｒａｇａｒ、
Ｇｒｏｓｓ和Ｋｒｏｏｋ三人提出的［２５］．为了简化Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ
积分微分方程，他们提出碰撞间隔理论，得到如下
的弛豫方程，以他们的名字命名为ＢＧＫ方程［２４２５］：

狆
狋＝－

狆－狆０
τ （２）

这个方程的含义是狆－狆０按指数ｅｘｐ（－狋／τ）的
方式衰减．其中，狆０表示气体系统平衡态的几率分
布，而狆是相对于平衡态的扰动态几率分布，τ称为
弛豫时间．

气体系统总是自发地向平衡态趋近，这个过程
就是弛豫过程，故τ的含义就是，气体系统从偏离平
衡态的某扰动状态自发趋于某平衡态附近所需的时
间．从微观上看，一个宏观可观测的平衡状态对应的
微观态的态数最多，这些微观态统称为最可几状态．
设环境温度为犜，气体系统的最可几状态就是能量
最低态，设这个最低能量为犈０，又设相应于一个能
量最低态的任一扰动状态的能量为犈，显然，犈犈０，
犈０可视为常数．将式（１）给出的几率分布函数，代入
弛豫方程（２），当环境温度不变，且气体系统处于近
平衡态时，其能量犈（随而分布函数狆）对空间的变
化不敏感，即与空间变量是弱相关的［２３２５］，忽略这
种弱相关性，而只关注时间变化导致的分布函数和
能量的变化则有

ｄ犈
ｄ狋＝

犽犅犜
τ１－ｅｘｐ犈－犈０犽犅（ ）［ ］犜 （３）

这个形式上的推导将弛豫方程进一步简化为只
与扰动态能量相关的常微分方程．基于此方程，进行

类比和一些理论推演与分析将得到模拟退火算法的
弛豫时间模型，以此为基础可以获得模拟退火算法
设计和改进的思路与方向，如估计弛豫时间和退火
“温度”等．再进一步，就是进行模拟退火算法的时间
复杂性分析．
２２　弛豫时间模型与退火温度

将方程（３）应用于模拟退火算法，设求解的优化
问题为ｍｉｎ

犻∈犛犳（犻），此处，犛为可行解的集合．此时能量
犈比拟为目标函数犳的函数值，不失一般性可假定
函数犳的最小值为零，即ｍｉｎ犻∈犛犳（犻）＝０．设第犽次退
火时的控制参数，称为退火“温度”为犜犽（对应于方
程（３）中的犽犅犜），此时与气体系统平衡态能量相对
应的是目标函数的局部极小值，也即第犽次退火后
获得的平稳解，设为犳犽．又设第犽－１次退火后获得
的平稳解为犳犽－１，从犳犽－１变化到犳犽所需的时间为
τ犽，比拟为模拟退火算法在控制参数犜犽时，第犽次
退火的弛豫时间，则方程（３）变为

ｄ犳
ｄ狋＝

犜犽
τ犽１－ｅｘｐ

犳－犳犽
犜（ ）［ ］
犽

（４）
方程（４）的导出是基于目标函数值犳与气体系统能
量的类比，故而它也应与空间变量弱相关．注意这里
所说的“空间变量”只是一个虚拟概念，与函数本身
的自变量无关．自变量的变化是由算法的退火（或搜
索）过程引起的，而在算法中退火过程就是一个时变
过程，因此，自变量的变化正好映射了时间变化引起
的函数值的变化．

事实上，模拟退火算法的运行及搜索优化解的
过程是按离散搜索步进行的，相应于控制参数犜犽时
的搜索步数（即内层循环次数）犔犽，按早期的随机过
程分析理论，被称为马尔科夫链长度．内层循环过程
模拟的就是气体系统在温度恒定时向平衡态的弛豫
过程，因此，犔犽就是弛豫时间τ犽的离散化表示．于
是，基于气体输运理论，特别是由碰撞间隔理论而简
化的ＢＧＫ弛豫方程（２）导出了方程（４），即为模拟退
火算法的弛豫时间模型，简称弛豫模型．它给出了分
析算法时间复杂性的一个基本理论模型，也是进行算
法设计与改进的理论基础．下面以及其后的３．１节，
将在某些合理的假设下，对方程（４）从整体（积分求
解）和局部（差分求解）两方面进行具体的分析．

第犽－１次退火结束后获得的平稳解犳犽－１，也
是第犽次退火开始时的起始解，对方程（４）在时间区
间［０，τ犽］上积分有

犳犽－犳犽－１＝犜犽１－１τ犽∫τ犽

０
ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ［ ］狋（５）
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根据模拟退火算法的运行机制，此处在理论上
可以认为犳是一个定义在区间［犳犽，犳犽－１］上的随机
变量，设其概率密度分布为ρ（犳）．

但也不可否认该算法在实际运行时会有犳＞犳犽－１
的情形出现，特别是在算法运行的初期尤其如此．不
过，跟踪算法运行过程表明，算法在向后期的退火过
程转变时，这种情形出现的概率会越来越小，以至到
了后期的退火过程犳＞犳犽－１就成了零概率事件．从
另一方面理解，算法的某次“跳阱”而出现犳＞犳犽－１
的情形，也就相当于由这个犳定义了一个新的犳犽－１．

作了以上注解再进一步考察方程（５），运用统计
物理中的各态经历假说［２３］，方程（５）右端第二项的
时间平均等于空间平均．即
１
τ犽∫τ犽

０
ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ狋＝∫犳犽－１

犳犽
ρ（犳）ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ犳（６）

在统计物理中，各态经历假说也称为Ｇｉｂｂｓ系
综平均假设，是平衡态统计物理学的基础［２４］，它给
出了时间到空间的转换．

由Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，从当前解犻（目标函数值为
犳（犻））产生的新解犼（假设其函数值就是犳）被接受的
概率是

狉犽＝ｅｘｐ犳（犻）－犳犜（ ）犽
（７）

模拟退火算法的大量数值实验表明，在同一个
控制参数犜犽下，每个搜索步新产生解的接受概率狉犽
相差无几．从式（７）也可以看出狉犽的大小主要由具
有较高数量级的犜犽决定，即狉犽对新解的函数值犳不
敏感．也就是说，在退火进程中，各个新解犳被接受
的概率几乎相等．若第犽次退火运用Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准
则进行了充分地搜索，即犔犽足够长，则从理论分析
的角度可以近似地将犳看成是区间［犳犽，犳犽－１］上均
匀分布的连续型随机变量［２６］，即有

ρ（犳）＝ １
犳犽－１－犳犽 （８）

式（８）代入式（６）得
１
τ犽∫τ犽

０
ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ狋＝犜犽
犳犽－１－犳犽ｅｘｐ

犳犽－１－犳犽
犜（ ）
犽

（ ）－１
（９）

将式（９）右端的指数函数作Ｔａｙｌｏｒ展开到３次
方，并将计算结果代入式（５）整理后得

犜犽＝１３犳犽－１－犳（ ）犽 （１０）
式（１０）从理论上给出了退火温度一个简单的估计
式，它表明退火温度值的数量级与目标函数取值区

间差值的数量级相当．这个结果为模拟退火算法进
行实际问题求解时的温度的设置提供了有益的参
考，如在初始温度设定时，首先估计目标函数的最大
值和最小值，于是初始温度犜０便可取与它们差值的
数量级相当的某个值．这里有必要说明的是，为了得
到估计式（１０）作了一些假设和近似计算与推导，所
以其中的１／３没有实质上的意义，在进行实际的算
法设计和问题求解时，可以依据问题的特征用一个
恰当的常数代替．

事实上若要精确计算，可以将式（９）右端的指数
函数展开为无穷级数，前面为了演算简单明了，只对
其展开到３次方，舍弃的是一个收敛的级数∑

∞

狀＝４

１
狀！狓

狀，

其中狓＝犳犽－１－犳犽犜犽 ．由于犜犽的数量级通常高于或相
当于函数值的数量级，因此狓是小量，上述舍弃的
级数也是一个较小的数，所以估计式（１０）具有一般
的理论意义．

当然，在对算法进行改进和将算法应用于实际
问题的求解时，可在其后加上一个关于狓的适当函
数，这在数值计算中通常称为正则化项，目的是为了
数值计算的稳定性．而从改进算法的角度出发，可以
依据式（１０）对退火温度进行动态设置，那么被加上
的这个正则化项，主要是为了弥补在理论推导中被舍
弃的那个级数（本文重点讨论模拟退火算法的时间
复杂性，关于动态设置退火温度将另作研究）．但为了
简便也不失一般性，后面的理论分析将仍用式（１０）．

３　马尔科夫链长度的动态设置
３１　弛豫时间估计

上面的２．２节将模拟退火算法的退火过程比拟
为气体系统的弛豫过程，依据方程（４）从整体上对退
火过程进行分析，得到了退火温度的理论估计式．

本小节继续以方程（４）为基础，考察算法运行的
内部细节，对退火过程进行局部的分析．设第犽次
退火时，两个相邻搜索步之间对应一个基本的时间
单位Δ狋犽，称为离散时间步长，由２．２节的讨论显
然有Δ狋犽＝τ犽／犔犽．设从当前解犻产生了新解犼，若新
解犼被接受，与气体运动相比拟，可认为系统经过时
间Δ狋犽从状态犻弛豫到状态犼．以Δ狋犽（不失一般性，
可设Δ狋犽＝１）为离散时间步长，用差商代替导数对
方程（４）进行离散化，立即得到如下的差分方程：

犳（犼）－犳（犻）＝犜犽犔犽１－ｅｘｐ
犳（犻）－犳犽
犜（ ）［ ］
犽

（１１）
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这里需要做点说明，由于犔犽是τ犽的离散化表
示，具有时间的含义，因此，式（１１）两边的符号必须
一致．对于真实气体，其自发的运动使能量趋于下
降，故有犳（犼）＜犳（犻），犳犽比拟为平衡态的能量，则有
犳（犻）＞犳犽，再者显然有犜犽＞０，因此式（１１）两边正负
号一致，不会产生矛盾．但是，模拟退火算法常常要
接受恶化的“差解”，以跳出局部最优的“陷阱”，故常
有犳（犼）＞犳（犻），这时式（１１）两边就会出现符号矛
盾．为了化解这一矛盾可以作如下理解，设想系统经
过Δ狋犽时间从状态犻变迁到状态犼的过程，在其后的
某个时刻会有一个逆过程从状态犼弛豫回到状态犻，
因此，对于犳（犼）＞犳（犻）的情形，就认为方程（１１）是
后面对应的那个逆过程的差分方程．

作了以上说明，避免符号矛盾的简单方法就是
对式（１１）两边取绝对值，于是有第犽次退火时马尔
科夫链长度（也是弛豫时间）的估计式，

犔犽＝ 犜犽
犳（犼）－犳（犻）１－ｅｘｐ犳（犻）－犳犽犜（ ）

犽
（１２）

还有一种情形需要补充说明，如果新解犼没有
被接受，则认为在这一瞬间系统处于停滞，状态没有
改变，也就没有差分方程（１１）．鉴于此，可以将接受
新产生解的搜索步称之为有效搜索步．

式（１２）只是用一次有效的搜索步作为马尔科夫
链长度的估计，显然，由于问题的复杂性和算法运行
时的随机性，难以获得恰当而有用的估计值．但是，
该公式表明了马尔科夫链长度应与问题相关，而且，
为进行算法运行时的估算提供了定量计算依据和可
用的启发信息．由此对每个犜犽，算法运行时就可以
预估与之相对应的退火过程的马尔科夫链长度，即
进行动态设置，而不必如往常那样，取定一个固定长
度．与前面相对应，常规取固定值的方法可称为固定
设置法．
３２　马尔科夫链长度设置

前已阐明，基于单个有效搜索步，式（１２）不足以
给出马尔科夫链长度的有效估算，于是，从概率论中
的大数定理中，自然会想到用多个有效搜索步估计
值的平均进行估算．这个设想很容易办到，只要在
基本模拟退火算法的每次退火之前先执行若干次
Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，记录其中的有效搜索步，并运用
式（１２）或其后的式（１４）计算相应有效搜索步给出的
马尔科夫链长度，然后平均得到此次退火的马尔科
夫链长度估算值．这就相当于将每次退火分为前后
两个阶段，前面可称为预退火阶段，后面则称为全退
火阶段，预退火阶段为全退火阶段预估马尔科夫链

的长度．基于以上说明，就得到了如下改进的模拟退
火算法，简称为动态设置模拟退火算法．

改进的策略就是，在算法的第犽次退火开始前
加入一个预退火循环，即在控制参数犜犽时先执行固
定次数（算法中的犕次循环）的Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，以
确定全退火阶段的马尔科夫链长度犔犽．还有一点细
节是，因为第犽次退火开始时犳犽是未知的，所以，在
算法中设置了一个记忆装置，记录算法运行到当前
所得到的目标函数的最小值犳ｍｉｎ，用以代替式（１２）
或其后的式（１４）中的犳犽．有了上述交待，改进的算
法描述如下．

算法１．　ＳＡＡｗｉｔｈＳＥＴ（犔犽）．
输入：犻０，犜０，犕
输出：犳（犻）
ＩＮＩＴＩＡＬＩＺＥ（犻０，犜０）；
ＢＥＧＩＮ
　犽··＝０；犻··＝犻０；犳ｍｉｎ··＝犳（犻０）；
　ＲＥＰＥＡＴ
　　犔犽··＝０；
　　ＦＯＲ狀··＝１ｔｏ犕ＤＯ
　　　ＢＥＧＩＮ
　　　　ＧＥＮＥＲＡＴＥ（犼ｆｒｏｍ犻）；
　　　　ＩＦ犳（犼）＜犳（犻）ＴＨＥＮ
　　　　　ＢＥＧＩＮ
　　　　　　ＩＦ犳ｍｉｎ＞犳（犼）ＴＨＥＮ犳ｍｉｎ··＝犳（犼）；
　　　　　　ＣＡＬＣ＆ＡＣＣＵＭ（犔犽）；
　　　　　　犻··＝犼；
　　　　　ＥＮＤ；
　　　　ＥＬＳＥＩＦ犳（犼）＞犳（犻）＆
　　　　ｅｘｐ｛［犳（犻）－犳（犼）］／犜犽｝＞狉犪狀犱狅犿［０，１）
　　　　ＴＨＥＮ
　　　　　ＢＥＧＩＮ
　　　　　　ＣＡＬＣ＆ＡＣＣＵＭ（犔犽）；
　　　　　　犻··＝犼；
　　　　　ＥＮＤ；
　　　ＥＮＤ；
　　ＥＮＤＦＯＲ；
　　ＭＥＡＮ（犔犽）；
　　ＦＯＲ狀··＝１ｔｏ犔犽ＤＯ
　　　ＢＥＧＩＮ
　　　　ＧＥＮＥＲＡＴＥ（犼ｆｒｏｍ犻）；
　　　　ＩＦ犳（犼）犳（犻）ＴＨＥＮ
　　　　　ＢＥＧＩＮ
　　　　　　ＩＦ犳ｍｉｎ＞犳（犼）ＴＨＥＮ犳ｍｉｎ··＝犳（犼）；
　　　　　　犻··＝犼；
　　　　　ＥＮＤ；
　　　　ＥＬＳＥＩＦ
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　　　　ｅｘｐ｛［犳（犻）－犳（犼）］／犜犽｝＞狉犪狀犱狅犿［０，１）
　　　　ＴＨＥＮ犻··＝犼；
　　　ＥＮＤ；
　　ＥＮＤＦＯＲ；
　犽··＝犽＋１；
　ＣＡＬＣＵＬＡＴＥ（犜犽）；
　ＵＮＴＩＬｓｔｏｐｃｒｉｔｅｒｉｏｎ；
ＥＮＤ；
算法２中的语句ＣＡＬＣ＆ＡＣＣＵＭ（犔犽）表示先

用式（１２）或其后的式（１４）根据有效搜索步计算马尔
科夫链长度犔犽的估计值，然后与前面已有的犔犽作累
加．ＭＥＡＮ（犔犽）语句表示，预退火阶段结束后对犔犽
作总平均．

４　时间复杂性分析
模拟退火算法的运行时间主要决定于两个因

素：其一是退火温度以及它的递减方式，其二是每次
退火过程的马尔科夫链长度．而这两个因素又相互
关联，互为表里．但从算法的实际运行进程看，其运
行时间主要消耗在一次次的退火过程之中，故以下
小节先重点分析退火过程的时间复杂性．
４１　退火时间分析

在３．１节对退火过程进行的局部分析中，得到
了第犽次退火的马尔科夫链长度（弛豫时间），实际
上也是退火时间的估计式．为了推导演算简便和理
论分析结果的简明，同时也不失本质特征，这里对估
计式（１２）再做化简．使用的手段与２．２节一样，为了
推算简明，首先只将式中的指数函数作Ｔａｙｌｏｒ展开
到３次方，并注意到式（１０）得出
犔犽＝犳（犻）－犳犽

犳（犼）－犳（犻）＋
３
２

犳（犻）－犳（ ）犽２

犳（犼）－犳（犻）（犳犽－１－犳犽）＋
３
２

犳（犻）－犳（ ）犽３

犳（犼）－犳（犻）犳犽－１－犳（ ）犽２ （１３）
回顾２．２节关于犳（也即这里的犳（犻）和犳（犼））所

作的随机变量注解，应有０＜犳（犻）－犳犽犳犽－１－犳犽．
于是，由式（１３）推得如下不等式

犔犽４犳（犻）－犳犽
犳（犼）－犳（犻） （１４）

同样如２．２节关于式（１０）的说明，这里的４也没有
实质上的意义，只当是一个常数犆即可．

其次若要更精确地推算，事实上，式（１２）中的指
数函数可进一步展开为无穷级数，此时有，常数犆＝

∑
∞

狀＝１
３狀－１／狀！．

不等式（１４）还可以进一步简化，就是运用式（８）
来估计（１４）中分母的期望值或均值．因为已假设函
数值犳是区间［犳犽，犳犽－１］上的连续型随机变量，令
狔＝犳（犼）－犳（犻），则它也是连续型随机变量，只是
其取值区间向左平移犳（犻），这里将犳（犻）暂时看成固
定值，而犳（犼）作为随机变量．由概率论知识推得狔
的密度分布函数也是由式（８）给出［２６］，但其期望值
的计算要以犳（犻）为界分两段积分，经过符号变换和
积分上下限的调整有下式
犈［狔］＝ １

犳犽－１－犳犽∫犳（犻）－犳犽

０
犳ｄ犳＋∫犳犽－１－犳（犻）

０
犳ｄ（ ）犳（１５）

此处做点注释：如果将犳（犻）当成条件，在此先验
条件下求随机变量狔的条件期望值犈［狔｜犳（犻）］［２７］，
推得的结果也如式（１５）．

求式（１５）的积分会得到一个含有犳（犻）的表达式，
于是，再将犳（犻）也看成随机变量，有期望值犈［犳（犻）］＝
１／２（犳犽＋犳犽－１），代入后得随机变量狔的期望值犈［狔］＝
１／４（犳犽－１－犳犽）．犈［狔］替换不等式（１４）中的分母立得

犔犽４犆 （１６）
式中已用常数犆替换了式（１４）中的４．不等式（１６）

表明任何一次退火过程的马尔科夫链的长度（或时
间）犔犽均有一个固定的上界．

自从模拟退火算法提出以来，众多学者进行了
大量理论和应用研究，基于大量测试实例和应用问
题求解所作的实验分析也总结出了这样的结论．就
是第犽次退火过程循环到一定次数后，再搜索下去
对目标函数值没有明显地改善，这个现象说明算法
搜索已局部收敛到第犽次退火的平稳解，从算法运
行的效果或效率来看，表明犔犽有一个实验意义上的
上界，Ａａｒｔｓ和Ｋｏｒｓｔ［２８］在他们的著作中做了很好
的全面总结．

与早期研究中的实验分析相印证，表明了这里
的理论分析结果与实验分析得到的经验结果的一致
性，为模拟退火算法研究与应用提供了理论依据．还
有一点细节需要说明，就是从不等式（１４）到不等
式（１６）只对分子做了简单放大处理，如果将分子中
的犳（犻）也用其期望值代入，则不等式（１６）中的系数
为２，但这不影响结果的本质．

算法运行到后期，犔犽的上界还可以更加缩小，
这时就要用到我们前期建立的动力系统模型，引言
中已作介绍．基于弹性力学理论建立了两个常微分
方程动力系统模型，它们分别刻画模拟退火算法前
中期的局部收敛和后期的全局收敛．而且进行了收
敛速度分析，对后期的全局收敛给出了收敛速度和
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衰减因子的估计，且与动力系统模型方程中的阻尼
系数密切相关．关于收敛速度的结果有，第犽次退火
时的收敛速度为α犽＝１／２η犽，η犽是阻尼系数，而且理
论分析和实验验证均表明α犽（或η犽）是随退火次数犽
的增加而递增的，与收敛速度相关联的衰减因子是
γ犽＝犲－α犽狋．

据此关注当前解犳（犻）的衰减或收敛情况：首
先，经过一步衰减到犳（犼）则有近似表示

犳（犼）＝犲－α犽犳（犻） （１７）
如果是犳（犼）＞犳（犻）的情形，参见前面３．１节的

注解．这里为简便起见取Δ狋犽＝１，也无损一般性，因
为犔犽是τ犽的离散化表示．其次，设犳（犻）经过犔个有
效搜索步收敛到第犽次退火后的平稳解犳犽，同样有
犳犽的近似表示

犳犽＝犲－α犽犔犳（犻） （１８）
这里显然有犔犔犽．将式（１７）和式（１８）代入

式（１４）就得到如下不等式
犔犽犆犲α犽

犲α犽－１
（１９）

由于α犽随犽递增，当犪犽很大时不等式（１９）右端
的分式约等于１，这表明算法后期退火过程的马尔
科夫链长度只是中前期的１／４或１／２，可设置为一
个不太大的常数．这也说明了算法后期实际上在进
行快速的局部下降搜索．
４２　总体时间复杂性分析

前已指出，总体而言模拟退火算法的时间复杂
性主要取决于两个因素，即退火温度及其下降的方
式和退火过程的时间或马尔科夫链的长度．上一小
节的分析表明，每次退火过程的时间均有一个上限，
于是整个算法的退火时间就主要由初始温度犜０和
温度的递减速率决定．

按照通常模拟退火算法的设定方式，设温度的
递减因子为β，它是一个接近但小于１的正数，以控
制温度的缓慢下降，因而下降的速率就是１－β，即
犜犽＝β犜犽－１，或

犜犽＝β犽犜０ （２０）
对式（２０）两边取对数有，犽＝ｌｎ（犜犽／犜０）ｌｎβ ．运用

式（１０），选取一个合适的Δ，它体现了终止温度与初
始温度在数量级上的差别，则有算法的一个停止准
则为

犜犽＝犆０（犳犽－１－犳犽）Δ （２１）
这里用犆０替换了式（１０）中的１／３．于是算法终止于
满足下列条件的犽为

犽＞ｌｎ（Δ／犜０）ｌｎβ
（２２）

如，可取犓犳犻狀＝ｌｎ
（Δ／犜０）
ｌｎβ ＋１，ｌｎ（Δ／犜０）ｌｎβ

表示取
整数．这样，运用不等式（１６）就能得到算法运行时马
尔科夫链的总长度

犔狋犪犾＝∑
犓犳犻狀

犽＝１
犔犽４犓犳犻狀犆 （２３）

由前面的分析可知，它与犜０、β和Δ密切相关．
其实，考虑到不等式（１９）及其后面的说明，对马

尔科夫链总长度还可以估计得更细致一点．设定一
个退火“温度”中值犜犿犻犱（如取与犜０相差一个或几个
数量级），令犓犿犻犱＝ｌｎ（犜犿犻犱／犜０）ｌｎβ ＋１，则

犔狋犪犾（３犓犿犻犱＋犓犳犻狀）犆 （２４）
显然，犓犿犻犱＜犓犳犻狀．

举个简单例子说明一下，如取犜犿犻犱＝１／１００犜０，
Δ＝１／１００００犜０，β＝０．９８，则有，犓犿犻犱＝２２８，犓犳犻狀＝
４５６，为总退火次数（即外层循环总次数）．运用式（２３），
犔狋犪犾１８２４犆，用式（２４），犔狋犪犾１１４０犆．由前面的理论
推导可知，这里的犆与目标函数值的大小相关．

从这个简单的举例看到，马尔科夫链的总长度
不大，表明了模拟退火算法的高效性．另一方面，总
体上与问题的关联性不强，也表明了模拟退火算法
具有较好的普适性，对问题的复杂性不敏感．当然，
在实际应用时还是要考察问题的特征，如前述初始
温度犜０的选取，马尔科夫链长度的动态设置等，就
需要与具体问题相结合．

这里除了从理论上分析获得了模拟退火算法总
的时间复杂性式（２３）和式（２４）以外，还提出了一个
算法停止准则，即式（２１），以进一步改进算法，涉及
三个重要的参数，犜０、β和Δ，必定与问题相关．遗憾
的是，虽然基于式（１０）选取一个合适的Δ，式（２１）似
乎是一个有效的停止准则，但是由于算法运行时的
随机性和问题的复杂性，往往在算法运行的前中期
也会出现犆０（犳犽－１－犳犽）Δ的情形，而且很难取到
恰当的Δ值．因此，式（２１）只具有理论上的意义，它明
确了停止准则与退火温度的密切关系．

为了找到实际有效的算法停止准则，注意到
式（１９），它是算法运行到了后期时马尔科夫链长度的
估计值，此时与退火次数犽无关，明显小于中前期退
火过程的马尔科夫链长度，几乎是一个不大的常数．
于是停止准则可设置为若连续若干次退火的马尔科
夫链长度都很小，而且几乎相等，则算法终止．由此，
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得到算法停止时的总退火次数犓犳犻狀、终止温度犜犳犻狀和
Δ，据此即可依式（２４）理论上估计算法运行的马尔科
夫链总长度，即算法总的时间复杂性．在下节的实验
与分析中，将结合具体的测试问题进行详细讨论．

５　实验与分析
５１　马尔科夫链长度动态设置

本小节主要对由弛豫模型导出的马尔科夫链长
度动态设置方法的有效性进行实验分析与验证，同
时为验证时间复杂性分析的理论结果提供基本的实
验方法与依据，也对上述算法停止准则进行初步的
运用和检验．
５．１．１　测试问题与参数设置

选取四个典型的测试问题进行实验分析与验
证．前三个是数值函数优化问题，其中第一个是简单
的单峰函数，即经典的Ｓｐｈｅｒｅ函数，记为犳１，其最
优值为０；第二和第三个是多峰函数，为广泛使用的
测试函数集ＣＥＣ２０１４［２９］中的函数犉４（Ｓｈｉｆｔｅｄａｎｄ
ＲｏｔａｔｅｄＲｏｓｅｎｂｒｏｃｋ’ｓＦｕｎｃｔｉｏｎ）及犉９（Ｓｈｉｆｔｅｄａｎｄ
ＲｏｔａｔｅｄＲａｓｔｒｉｇｉｎ’ｓＦｕｎｃｔｉｏｎ），通过旋转和平移变
换出诸多复杂的特性，分别记为犳２，犳３，其最优值分
别为４００，９００．表１给出了它们的表达式和自变量
取值范围．

表１　数值优化测试问题
函数 表达式 变量取值范围

犳１ ∑
狀

犐＝１
狓２犻 ［－１００，１００］

犳２ 犳４犕２．０４８狓－狅（ ）４（ ）１００（ ）＋１＋犉４ ［－１００，１００］

犳３ 犳８犕５．１２狓－狅（ ）９（ ）（ ）１００ ＋犉９ ［－１００，１００］

第四个是非数值优化问题，以旅行商问题（ＴＳＰ），
作为非数值优化测试问题，它是最典型的组合优化
问题，也是著名的ＮＰ难题．简单描述如下：设有犖
个城市和距离矩阵犇＝［犱犻犼］，其中犱犻犼表示城市犻到
城市犼的距离，犻，犼＝１，…，犖，问题是要找到遍访每
个城市恰好一次的一条回路，且其路径长度最短，此
即目标函数，记为犳４（ＴＳＰ）．

实验的方法是采用３．２小节描述的马尔科夫链
长度动态设置模拟退火算法（ＳＡＡｗｉｔｈＳＥＴ（犔犽））与
马尔科夫链长度固定设置模拟退火算法（ＳＡＡ）进
行对比实验．其相关参数设置根据具体问题不同分
别设置如下：犳１的初始退火温度为犜０＝８０００，犳２为

犜０＝３００００，犳３设置为犜０＝１０００，犳４为犜０＝１００００；
固定设置模拟退火算法的马尔科夫链长引用文
献［２８］根据大量实验和实践给出的经验设置方法，
估计值与问题的维度相关，犔犽＝１００狀，狀为问题维
数．动态设置模拟退火算法中，每次退火的马尔科夫
链长度由算法的预退火过程动态产生，其预退火链
长度也与问题维度关联，设为２狀，但由于式（１２）或
式（１４）有时可能产生较大的数值舍入误差，会造成
计算失真，沿用上述固定设置法，此处设置最大动态
链长阈值为犔ｍａｘ＝１００狀；所有测试问题的退火速率
均设置为β＝０．９５，即犜犽＋１＝β犜犽．

对于固定设置模拟退火算法，根据经验总结的
停止准则是当退火温度达到与问题目标函数最小值
的数量级相当时即可停止，下面的实验中取犜ｍｉｎ＝
０．１．对于动态设置模拟退火算法，运用４．２小节综
合式（１９）和式（２１）给出的停止准则，对函数犳１取
狀＝１０，３０分别进行实验，而对于函数犳２和犳３，由于
它们比较复杂，而模拟退火算法在求解这类复杂函
数优化问题时的效率不高，故只选取狀＝１０进行测
试分析．对三个数值优化问题，算法的新解随机扰动
产生方式均采用文献［３０］中提出的策略，每次随机
扰动一个分量产生新解．

对于ＴＳＰ问题，分别取５０个和１００个城市进
行实验，城市的坐标在［０，１０００］×［０，１０００］的正方
形内随机产生．对每个测试问题均在上述参数设置
下算法独立运行３０次，取３０次运行结果的平均值
作为求解结果．
５．１．２　实验结果与分析

首先进行的是一个基本的对比实验，先用固定
设置模拟退火算法按上述参数设置进行运行求解，
得到各个测试问题的求解结果（即目标函数的近似
最优值）；再运用动态设置模拟退火算法进行求解，
不使用４．２小节提出的停止准则，而以达到固定设
置模拟退火算法的求解结果为停止准则；然后，分别
统计它们的马尔科夫链总长度，进行对比分析．如
表２所示，即是两者在每个测试问题上所需的总马
尔科夫链长犔狋犪犾的对比以及动态设置总链长的标准
差σ．表中可以看出，对于四个问题取不同的维数和
不同的规模进行测试，结果表明动态设置模拟退火
算法在达到同样求解精度时，比固定设置模拟退火
算法所需的计算时间少３０％以上且标准差比均值
要小１～２个数量级．这说明了提出的马尔科夫链长
度动态设置方法的有效性和稳定性，同时也为时间
复杂性分析的理论结果提供了基本的实验依据．
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表２　达到同样求解精确度时固定设置与动态设置总马尔科夫链长对比
函数 固定设置犔狋犪犾 动态设置犔狋犪犾 动态设置链长标准差σ 精确度均值

犳１（狀＝１０） ２．２１×１０５ ８．８２５×１０４ ３．８４５×１０３ ２．７１５Ｅ－０１
犳１（狀＝３０） ６．６３×１０５ １．６７８×１０５ ５．７３６×１０３ １．３５４Ｅ＋００
犳２（狀＝１０） ２．４６×１０５ １．３０２×１０５ １．１１６×１０４ ２．９１９Ｅ＋００
犳３（狀＝１０） １．８×１０５ １．０１３×１０５ ６．７４９×１０３ ７．２９６Ｅ＋００
犳４（狀＝５０） １．１３×１０６ ５．３６０×１０５ ２．３６９×１０４ ５．７０３Ｅ＋０３
犳４（狀＝１００） ２．２５×１０６ １．２２６×１０６ ２．９７８×１０４ ８．３８５Ｅ＋０３

其次，对动态设置模拟退火算法运用４．２节给出
的停止准则（那里要求的“连续若干次”设为２狀，狀为
问题的维数，关于停止准则的实验分析将在下一小节
详细讨论）进行多方面的对比实验，固定设置模拟退
火算法的参数设置如上．表３显示的是它们求解各个
测试问题时的马尔科夫链总长度犔狋犪犾，得到的求解结
果精确度．从表中可以看出，对每个测试问题动态设
置模拟退火算法的求解精确度与固定设置模拟退火
算法的求解精确度基本相当．但是，动态设置模拟退
火算法所需的马尔科夫总链长犔狋犪犾比固定设置模拟

退火算法要少３０％以上，大部分情况下要少５０％以
上，同时动态设置总链长的标准差σ比链长均值要
小１～２个数量级，说明算法具有较好的稳定性．同
时，从动态设置模拟退火算法求解问题精确度的标准
差也能看出算法对问题求解时的稳定性．一方面，进
一步验证了马尔科夫链长度动态设置方法的有效性；
另一方面，也验证了本文提出的停止准则具有实用价
值，也有较好的普适性．后面还将结合时间复杂性分
析对停止准则进行更加细致的实验分析，下面继续从
不同的角度来检验马尔科夫链长度动态设置方法．

表３　动态与固定设置总马尔科夫链长及求解精确度对比
函数 固定设置犔狋犪犾 动态设置犔狋犪犾 动态设置链长标准差σ固定设置精确度均值动态设置精确度均值动态设置精确度标准差σ

犳１（狀＝１０）２．２１×１０５ ８．５４７×１０４ ３．３２１×１０３ ２．７１５Ｅ－０１ ４．２８７Ｅ－０１ ３．３５６Ｅ－０１
犳１（狀＝３０）６．６３×１０５ １．１３２×１０５ ３．８１２×１０３ １．３５４Ｅ＋００ ３．０４６Ｅ＋００ １．５２８Ｅ＋００
犳２（狀＝１０）２．４６×１０５ １．２７０×１０５ １．００４×１０４ ２．９１９Ｅ＋００ ３．３５１Ｅ＋００ １．８１６Ｅ＋００
犳３（狀＝１０） １．８×１０５ ９．１２４×１０４ ６．３６２×１０３ ７．２９６Ｅ＋００ １．１４３Ｅ＋０１ ４．７０１Ｅ＋００
犳４（狀＝５０）１．１３×１０６ ５．６４８×１０５ ３．５２８×１０４ ５．７０３Ｅ＋０３ ５．６６７Ｅ＋０３ ２．７３１Ｅ＋０２
犳４（狀＝１００）２．２５×１０６ １．０３×１０６ ２．５３６×１０４ ８．３８５Ｅ＋０３ ８．７１５Ｅ＋０３ ４．０２８犈＋０２

前文已述及，模拟退火算法的马尔科夫链长度
与算法的初始温度以及退火率都有密切的关联，以
下就是在不同温度和不同退火率设置的情形下，进
行马尔科夫链长度动态设置模拟退火算法的实验验
证与分析．依然如前，与固定设置模拟退火算法作对
比分析，此处为了对比分析的确定性，仅针对较复杂
的测试函数犳２（狀＝１０）进行实验．

首先测试退火率变化的情形，将初始温度固定
为犜０＝３００００，然后实验统计在退火率分别为β＝
０．７，０．８５，０．９，０．９５时，固定设置模拟退火算法以
及动态设置模拟退火算法在求解测试函数犳２（狀＝
１０）时，各自运行的总马尔科夫链长度．需要说明的
是，当β＜０．７时，退火速率过高，算法会出现过早收
敛，故不考虑此种情况．其次测试初始温度变化的
情形，将退火率固定为β＝０．９５，然后实验统计在初
始温度分别设置为犜０＝３０、犜０＝３００、犜０＝３０００和
犜０＝３００００时，固定设置模拟退火算法和动态设置
模拟退火算法求解测试问题时各自运行的总马尔科

夫链长度．

图１　测试函数犳２（狀＝１０）初始温度固定为犜０＝３００００时，
不同退火率下总马尔科夫链长对比图

图１显示的即是固定设置模拟退火算法以及动
态设置模拟退火算法在初始温度固定退火率不同
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时，求解测试函数运行的总马尔科夫链长度的柱状
对比图．

从图中可以看出在不同退火率时，动态设置模
拟退火算法的总马尔科夫链长度都小于固定设置模
拟退火算法的总马尔科夫链长度，约少于５０％．

图２显示的是在退火率固定为β＝０．９５时，设
置不同初始温度的情况下，固定设置模拟退火算法
以及动态设置模拟退火算法求解测试函数运行的总
马尔科夫链长度的柱状对比图．从图中也可以得出
上述相同结论．柱子上端给出的是算法按各自的停
止准则终止时所得的求解结果，数值表明，相同条件
下它们搜索到的最优解基本相当．

图２　测试函数犳２（狀＝１０）退火率固定为β＝０．９５时，
不同初始温度下总马尔科夫链长对比图

本小节的实验从不同方面多角度地验证了基于
弛豫模型导出的马尔科夫链长度动态设置方法的实
用性和有效性，相较于依据经验总结给出的马尔科
夫链长度固定设置方法，动态设置模拟退火算法在
相同条件下进行问题求解时，能达到精度相当的求
解结果，而所需的求解时间大大缩短，提升了算法的
运行效率，此其一．其二，在算法运行时可以较准确
地给出每次退火时有效的马尔科夫链长度或搜步
数，减少无效搜索，明确了模拟退火算法整个搜索过
程的搜索性态．其三，马尔科夫链长度的动态估计为
模拟退火算法时间复杂性分析提供了理论基础，而
动态设置方法的实验验证为进一步进行时间复杂性
的实验分析提供了实验依据和可靠的支撑．
５２　时间复杂性分析

由弛豫模型导出的算法停止准则和理论分析得

到的总体时间复杂性结论是否适用于模拟退火算
法，也必须进行实验验证．实验验证的目的其一是看
实验结果与理论分析的结论是否吻合，以表明理论
模型、理论分析方法和结论的适用性，其二是希望通
过实验获得进一步改进和推广的思路，包括对理论
模型和理论方法的改进，以及对算法的改进，理论模
型与方法进一步推广的可能性．前面的结果从实验
上验证了马尔科夫链长度动态设置方法的有效性，
也为从实验上分析模拟退火算法的时间复杂性和实
验检验停止准则的有效性提供了实验依据和可以借
鉴的实验方法．

准确分析模拟退火算法的总体时间复杂性，首
先需要实验验证停止准则的有效性．由前文式（２１）、
式（１９）和式（１０）可知，算法的停止准则体现的是终
止温度与初始温度在数量级上的差别，从而根据
具体问题给定一个适合的Δ值，但遗憾的是这个
“适合的Δ值”难以做出恰当的选取．由式（１９）可
知，当算法运行至后期时，退火过程的马尔科夫链长
度实际上已是一个不太大的常数．但是由于问题的
复杂性和算法运行中的随机性，根据某次退火过程
具有较短的马尔科夫链链长估计，不足以评估此次
退火是否已进入算法运行的后期阶段．于是，从概率
论的大数定理中自然会想到用多次连续出现小常
数搜索链长的退火过程为判断依据，这就是４．２小
节综合式（１９）和式（２１）提出的停止准则．这个停止
准则可以在算法运行时灵活运用，实验中取连续２狀
（狀为问题的维数或规模）个退火过程的马尔科夫链
长几乎为小常数时之前或之后的某次退火过程作为
算法运行的终止时刻犓犳犻狀，由式（２１）可知相应的退
火温度犜犳犻狀就是Δ．据此，便可估算算法的总体时间
复杂性．
５．２．１　停止准则实验结果与分析

图３～图８分别描绘了使用停止准则的动态设
置模拟退火算法（算法各参数设置与５．１节相同）求
解各个测试问题的收敛曲线，显示了算法在各个测
试问题上的停止时刻，图中纵轴表示函数值，横轴表
示退火次数，即外层循环次数．图中标记的时刻值即
为算法求解相应测试问题的停止时刻，也即是狋表
示的算法终止时的外层循环次数，其中ε为一个小
的正整数．ε的作用是：一方面，判断是否出现了连
续的小常数马尔科夫链长；另一方面也表示，这样的
连续２狀次小常数链长退火过程出现后，可以选取该
时刻之前或之后的某次退火作为最终停止时刻．
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图３　犳１（狀＝１０）算法停止时刻

图４　犳１（狀＝３０）算法停止时刻

图５　犳２（狀＝１０）算法停止时刻

从图３～图８可以看出，对于每个测试问题，依
照本文提出的停止准则均能给出恰当的算法停止时
刻，表明了该停止准则的有效性和较好的普适性．此
外，从表３的“动态设置函数值”一栏中也能看出，模
拟退火算法采用此停止准则，在搜索到测试函数最
优值附近时即终止，表明对于中等规模和中等复杂
度问题的求解，当模拟退火算法趋于全局收敛性时，
停止准则能够有效检测，及时终止算法，避免过多的

图６　犳３（狀＝１０）算法停止时刻

图７　犳４（狀＝５０）算法停止时刻

图８　犳４（狀＝１００）算法停止时刻
无效搜索．然而，由于模拟退火算法固有的单点搜
索的局限性，对于复杂和大规模问题的求解往往
难以搜索到全局最优解，通常在退火温度降低到一
定程度时，会陷入局部最优的陷阱之中．对于这种情
况，停止准则也应能有效地检测和判定，及时终止局
部搜索，避免无效搜索过多而消耗计算资源．为此，
选取较复杂的测试函数犳２和犳３，并将维数增加到
狀＝５０进行实验分析．
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图９和图１０（图例如上说明）分别描绘了使用
停止准则的动态设置模拟退火算法（参数设置同上）
求解较复杂的测试函数犳２（狀＝５０）和犳３（狀＝５０）的
收敛曲线，图中标明了算法终止时刻狋．实验结果表
明，对于较复杂问题的求解，模拟退火算法陷入局部
最优的陷阱，难以收敛到全局最优解时，停止准则能
够有效地检测和判定，及时终止局部搜索，以利于算
法跳出“局部最优的陷阱”．一方面，避免无效搜索过
多地消耗计算资源，另一方面，提供改变寻优方法和
更新搜索策略的判据，如回火策略等，算法能够不失
时机地变换搜索方式和方向．

图９　犳２（狀＝５０）算法停止时刻

图１０　犳３（狀＝５０）算法停止时刻

５．２．２　总体时间复杂性分析
模拟退火算法的总体时间复杂度主要取决于两

个因素，即退火温度及其下降的方式和退火过程的
时间或马尔科夫链的长度，但停止准则是一个必不
可少的条件，它给出算法的终止时刻或总退火次数
犓犳犻狀．然后，可得到终止温度犜犳犻狀或Δ的值，理论上
由式（２３）或者式（２４）估计算法运行的马尔科夫链总
长度，即总体时间复杂性．在实际进行的实验中，可

以由每次退火时动态设置的马尔科夫链长度，直接
统计算法运行的马尔科夫链总长度．

基于弛豫模型方程（４），从理论上得出了模拟退
火算法总体时间复杂性的上界，即不等式（１６）．事实
上由上面的阐述，综合前面两小节关于马尔科夫链
长度动态设置方法的实验验证和停止准则的实验验
证，已经从实验上验证了时间复杂性分析的理论结
果．但为了量化地验证理论分析结果与实验分析结
果的吻合性，本小节设计了一个更直接的实验分析
验证方案．

选取测试函数犳２和犳３，均在维数狀＝１０和狀＝
３０进行单独测试，即将两个测试函数变为四个测试
问题．运用使用停止准则的动态设置模拟退火算法
（算法各参数设置与５．１节相同），对每个测试问题
求解过程运行３０次，统计每次运行的马尔科夫链总
长度，即为实验获得的总体时间复杂度．然后，对比
分析每个测试问题在多次求解中总体时间复杂度的
变化情况．

实验结果绘于图１１和图１２之中，它们分别显
示的是对犳２（狀＝１０，３０）和犳３（狀＝１０，３０）３０次求解

图１１　犳２（狀＝１０，３０）总体时间复杂度波动图

图１２　犳３（狀＝１０，３０）总体时间复杂度波动图
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运行的马尔科夫链总长度，横轴表示运行次数，纵轴
表示马尔科夫链长度．

从图中可以看出，每个测试问题进行３０次求解
运行的马尔科夫链总长度不完全一致，但是相差并
不大，基本上在一个平均值（虚线所示）上下波动，也
即实验验证了模拟退火算法的总体时间复杂性有上
界．这里的实验表明了实验分析结果与理论分析结
果的一致性．

６　结论与展望
由于模拟退火算法的核心思想源于统计热力

学，因此本文继续深入挖掘模拟退火算法的物理学
基础，从统计物理和非均匀气体的输运理论之中汲
取思想理论和分析方法．首先，基于非均匀气体的输
运理论和弛豫方程建立了模拟退火算法的弛豫时间
模型，作为时间复杂性分析的基础和出发点．其次，
通过对弛豫模型的整体与局部分析，从理论上明确
了时间复杂性与退火温度和目标函数值之间的关
系，并据此提出了一个动态设置马尔科夫链长度的
模拟退火算法，它也是对时间复杂性进行实验分析
的基础．然后，进一步导出了时间复杂性的上界（与
目标函数值相关），并与前期建立的动力系统模型相
结合提出了一个有实用价值的算法停止准则．最后，
从不同的方面多角度地进行实验分析和验证，实验
分析表明实验结果与理论分析结果相吻合，也表明
了本文建立的弛豫时间模型，运用的理论分析方法
和得出的结论适用于模拟退火算法，同时也具有推
广意义．

虽然在理论推导过程中做了一些假设和近似计
算，但是，那些假设一方面有统计物理学基础，另一
方面与模拟退火算法的运行性态相适应，具有合理
性，近似计算也在可控的范围之内，因此，不失一般
的理论意义．通过对测试问题的求解，实验结果也从
多方面验证了这些假设的合理性、理论分析结果的
正确性和实用意义．

此外，本文导出的一些理论结果还可以进一步
用于指导算法的改进，如马尔科夫链长度的动态设
置和退火温度的动态设置还有进行深入研究的必
要．其一，理论上做更精确的推导和设计合适的正则
化项，实验上做更全面的分析，以期获得最佳的改进
效果；其二，与前期建立的动力系统模型相结合，导
出停止准则与弹性系数和阻尼系数的关系，并对它
们做出合理的修正，一方面提出更精细的停止准则，

另一方面给出更精准的回火时刻判据，当算法求解
复杂问题陷入局部搜索时，能及时回火．这些为本文
的后续研究提供了思路；其后，将结合动力系统模型
与弛豫时间模型进行更加深入的研究，并发展这里
的模型和理论应用于自然与演化计算的理论分析和
算法设计之中．

诚然，模拟退火算法是一个简单的启发式拟物
算法，还受固有单点搜索的局限，但它的启发式策略
简单有效，物理学背景清晰，便于建立理论分析模
型，挖掘其数学物理基础．然而，在演化算法研究领
域，早已融入了模拟退火算法及其物理学基础，如运
用热力学与统计力学的理论建立群体演化的动力学
模型，并运用于算法设计，分析群体演化的动力学特
征和多样性保持策略［１９２１］．本文提出的弛豫模型也
是源于统计物理和气体运动论，与上述的融合思想
一脉相承；再者，以群体搜索为特征的群智能算法，
如演化算法等，它们的群体本身就可以比拟为气体
运动系统，适合于用统计物理的模型和理论描述，因
此，本文建立的弛豫模型及其建模方法能够自然地
推广到演化计算领域，用于分析一类群智能算法的
时间复杂性．

现在，模拟退火思想从狭义和广义上已全面融
入以群体搜索为特征的群智能启发式算法之中，模
拟退火的启发式策略与群智能、进化型算法的启发
式策略相互融合．故而，这里的模型和理论，以及前
期的动力系统模型和理论，可顺理成章地推广应用
于分析一般的自然与演化计算的算法．因此，这也是
本文的目的所在，希望以模拟退火算法为典型例子，
深入地探究其数学物理基础，以利借鉴推广，发展自
然与演化计算的算法设计与分析方法，建立更广义
的数学物理模型，指导算法的设计和改进，探讨自然
计算的数学物理基础和分析方法．这些将是我们后
续研究工作的重点．
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