
书书书

第４３卷　第１１期
２０２０年１１月

计　　算　　机　　学　　报
ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４３Ｎｏ．１１
Ｎｏｖ．２０２０

收稿日期：２０１９０７１５；在线发布日期：２０１９１２１２．本课题得到国家自然科学基金（６１６７２３９１）资助．李元香，博士，教授，中国计算机学会
（ＣＣＦ）高级会员，主要研究领域为演化计算、并行计算等．Ｅｍａｉｌ：ｙｘｌｉ＠ｗｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．蒋文超，硕士研究生，主要研究方向为演化计算．
项正龙，博士研究生，中国计算机学会（ＣＣＦ）学生会员，主要研究方向为演化计算、基于搜索的软件工程．张伟艳，博士研究生，主要研究
方向为演化计算．

基于弛豫模型的模拟退火算法温度设置方法
李元香　蒋文超　项正龙　张伟艳

（武汉大学计算机学院　武汉　４３００７２）

摘　要　本文基于模拟退火算法的弛豫时间模型和退火温度的理论估计，提出了动态自适应退火温度设置方法，
将退火温度与问题的目标函数值关联．针对数值优化问题，借鉴数值计算中的正则化方法，由温度估计导出了带正
则化补偿项的自适应温度设置公式．针对非数值优化问题，仿照Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，依据温度估计给出了自适应温度
设置的类Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则．两种自适应温度设置方法中均内含自适应回火机制，加强算法全局寻优的能力．进一
步，提出了与温度设置方法相适应的模拟退火算法停止准则，用退火温度值作为算法停止与否的判据．而后，选取
若干典型的测试问题进行了实验验证与分析．实验结果表明，自适应退火方法设置的温度与问题的目标函数值紧
密关联，温度的变化能同步反映算法的搜索状态．实验结果也验证了提出的停止准则的有效性与适用性，同时也验
证了理论分析和推断的正确性．
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ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｒｅｓｏｕｒｃｅ．Ｔｈｏｓｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓａｌｓｏｖｅｒｉｆｙｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ
ａｎｄｉｎｆｅｒｅｎｃｅ．Ｉｎｔｈｅｅｎｄ，ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｔｈａｔａｄａｐｔｉｖｅａｎｎｅａｌｉｎｇ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓｅｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄａｎｄｓｔｏｐｐｉｎｇｃｒｉｔｅｒｉａｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒａｒｅａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｆｏｒｔｈｅ
ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｎｅａｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ；ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓｅｔｔｉｎｇ；ａｄａｐｔｉｖｅｔｅｍｐｅｒｉｎｇ；
ｓｔｏｐｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

１　引　言
当前，源于仿生和模拟自然规律的自然计算方

法研究正方兴未艾，而学习和借鉴自然科学学科中
的经典理论、模型和方法，运用于自然与演化计算的
算法设计方法和理论分析的研究尚显不足．模拟退
火算法就是一个经典的拟物类自然计算算法，核心
思想是模拟金属热浴之后的缓慢降温（退火）达到能
量最低态（即常温固态）的过程，以随机“跳阱”策略
克服局部搜索法的缺陷，搜索优化问题的全局最优
解［１］．该算法自２０世纪８０年代初提出以来［２］，首先
应用于求解组合优化问题，特别是对典型的ＮＰ难
题，旅行商问题（ＴＳＰ）等的求解取得了显著成效．其
后，该算法推广到系统建模与复杂数值优化问题的

求解，获得广泛的关注和应用，促使其理论和应用研
究取得了长足的进展．现在，模拟退火算法已融入以
群体搜索为特征的自然与演化算法的设计与应用
之中［３６］．

模拟退火算法有着明确的物理背景，它将优化
问题的目标函数犳的函数值比拟为物理系统的能
量，模拟物理系统趋于能量最小态（平衡态）的过程，
其灵魂就是Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，以随机跳跃的方式驱
动算法跳出局部最优的“陷阱”，保持搜索全局最优
解的潜力，控制算法的退火和运行．该准则即是来
自于经典的气体运动论与统计物理学中的Ｇｉｂｂｓ分
布，它描述了物理（气体）系统宏观上处于平衡态时，
各微观态出现的几率（即统计规律），是系统能量与
温度的函数．以下算法１给出的是基本模拟退火
算法．
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算法１．　ＳＡＡ（模拟退火算法）．
１．ＩＮＩＴＩＡＬＩＺＥ（犻０，犜０，犔０）
２．ＢＥＧＩＮ
３．犽··＝０；犻··＝犻０；犔犽··＝犔０；
４．ＲＥＰＥＡＴ
５．ＦＯＲ狀··＝１ｔｏ犔犽ＤＯ
５．ＢＥＧＩＮ
７．　ＧＥＮＡＲＡＴＥ（犼ｆｒｏｍ犻）；
８．　ＩＦ犳（犼）犳（犻）ＴＨＥＮ犻··＝犼；
９．　ＥＬＳＥＩＦ
１０．　ｅｘｐ｛［犳（犻）－犳（犼）］／犜犽｝＞狉犪狀犱狅犿［０，１）
１１．　ＴＨＥＮ犻··＝犼；
１２．ＥＮＤＦＯＲ；
１３．犽··＝犽＋１；
１４．ＣＡＬＣＵＬＡＴＥ（犜犽）；
１５．ＣＡＬＣＵＬＡＴＥ（犔犽）；
１６．Ｕｎｔｉｌｓｔｏｐｃｒｉｔｅｒｉｏｎ
１７．ＥＮＤ；
算法１中第１０行就是Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，其中，

犳是优化问题（以最小化问题为例）的目标函数，犻称
为问题的当前解，犼是由当前解产生的新解．犜犽称为
退火温度，犔犽是内层循环的次数，按早期的理论分
析称其为马尔科夫链长度，它们是模拟退火算法中
两个重要的参数，狉犪狀犱狅犿［０，１）表示取［０，１）区间上
均匀分布的随机数．两个参数直接影响算法的搜索
性能和求解时间，结合随机“跳阱”策略，构成模拟退
火算法的核心，简单有效．

早期的研究中，在理论上基于随机过程理论将
算法的搜索寻优看成随机过程，建立其马尔科夫链
模型进行收敛性分析，得到概率意义下的收敛性定
理［７８］，针对典型问题，分析了模拟退火算法求解这
些问题的时间复杂性［９１１］．而大量的工作则是从实
际应用出发的实验研究与分析，获得有实用价值的
经验知识，对算法进行卓有成效地改进，大大提高其
求解效果，如缓慢降温与退火时刻表的确定、回火退
火策略等．这些策略的运用通常需要观察算法的运
行过程与性态，并结合实际问题的特征，从数值实验
中获得有用的经验知识，再应用于算法的设计和改
进之中．即从计算中认识问题，把握问题特征，由此
提出与问题相适应的改进策略．这与其后兴起的以
遗传算法为代表的一类演化算法，或者称为计算智
能的思想一脉相承．因此，模拟退火算法及其改进策
略渐渐融入以群体搜索为特征的演化算法之中，依
然焕发着新的活力，有力地促进了演化算法的设计
和应用研究［１２１５］．

然而，上述算法设计与改进的方法是基于以往
的经验知识的总结，与待求解的问题没有直接关系，
是经验知识的一般化运用，没有针对性．本文的意图
是希望以建立的理论模型及以模型为基础导出的相
关理论结果为指导，结合算法的运行过程，获得与问
题相关的改进策略，即同步、自适应的调整策略，特
别是对前述两个重要参数犜犽和犔犽的调整．一方面
深化模拟退火算法设计与分析的理论和应用研究，
另一方面，以简单而经典的、具有明确物理背景的模
拟退火算法为例，推广应用于自然计算算法的设计
与分析，挖掘其物理学与动力学机理，发展一类分析
自然与演化算法的数学物理模型与方法，再者，抛砖
引玉，希望推动经典学科理论，特别是数学物理的模
型方法与自然计算思想和方法的有效融合［１６１８］．

事实上，最近我们沿着上述思路，基于弹性力学
原理建立了模拟退火算法的常微分方程动力系统模
型［１９］，进而运用弹性力学中的极小位能原理（与统
计物理中系统的能量最小态相对应）分析了模拟退
火算法的收敛性和收敛速度．在动力系统理论的框
架下，获得了有理论意义和对算法的设计与改进有
实用价值的结果．而后紧接着基于气体输运理论，建
立了模拟退火算法的弛豫时间模型［２０］，同时进行了
算法时间复杂性分析，从理论和实验分析两方面获
得了时间复杂性较准确的分析表示方法．上述模型
和方法还可推广应用于对演化算法进行动力系统的
建模与分析．

上述模型及其理论结果还有进一步深入分析、
应用和完善的必要，特别是从实验分析和验证的角
度检验理论结果的适用性、可扩展性和可推广性．在
文献［２０］中给出了退火温度和马尔科夫链长度的理
论估计，它们直接用待求解问题的目标函数值表示，
即与问题密切相关，因而更有针对性．在那里基于理
论估计提出了马尔科夫链长度的动态设置方法，进
行了实验验证和分析，表明了这种动态设置方法是
可行性的，且能明显地降低算法的时间复杂性．因
此，本文是上述研究工作的继续，重点是退火温度的
理论估计及其动态自适应设置，包括动态自适应温
度设置、自适应回火机制和实验验证与分析等．事实
上，退火温度控制着整个算法的进程，本质上与时间
复杂性相关．因此，本文也将仿照文献［２０］中提出的
停止准则和马尔科夫链长度动态设置等改进策略，
提出与问题相关的退火温度设置方法，进一步，提出
与温度设置相适应的停止准则．

本文第２节，简介在文献［２０］中建立的模拟退
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火算法的弛豫时间模型，退火温度的理论估计；第３
节，根据理论估计，讨论模拟退火算法退火温度的设
置方法，按照问题类型的不同，借鉴模仿不同的方法
策略给出相应的设置方法，同时，仿照文献［２０］中以
马尔科夫链长度动态设置方法为依据的停止准则，
提出与自适应退火温度相适应的停止准则；第４节，
进行实验验证与分析，主要是退火温度自适应设置
方法的实验分析与适用性检验，停止准则的实验分
析与适用性检验；第５节是总结与讨论，总结本文的
工作和需要进一步研究的问题，展望这类数学物
理方法的进一步扩展，如推广应用到以群体搜索为
特征的演化算法的设计、改进与分析等，讨论发展一
类以数学物理模型为基础的自然计算方法的基本
理论．

２　基于弛豫模型的退火温度估计
２１　气体输运的弛豫方程

本小节简单回顾文献［２０］中建立的弛豫时间模
型，推导退火温度的理论估计式，以备后面讨论退火
温度自适应设置之用．

设有气体系统犛，宏观上处于平衡态，环境温度
犜恒定，但微观上可以处于任何一个可达的微观态，
因而，系统能量可变，用犈犻表示系统处于微观态犻时
的能量．根据统计物理中的正则系综理论，系统处于微
观态犻的几率分布函数是下列Ｇｉｂｂｓ正则分布［２１］，

狆犻＝１犣ｅｘｐ
－犈犻
犽犅（ ）犜 （１）

其中指数函数部分称为Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ因子，犽犅是
Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ常数，犣＝∑犻ｅｘｐ

－犈犻
犽犅（ ）犜称为系综配分函

数，∑犻表示对所有可能的微观态求和．
气体输运研究建立的经典理论是Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ积

分微分方程，它是从分子碰撞的理论假设导出分布
函数满足的积分微分方程［２２２３］，是研究气体系统
非平衡涨落与输运的基础，但不便于解析求解和分
析．此后针对不同的具体研究对象，便出现了许多简
化该方程的研究成果，其中有一个简便而且实用的
简化方程由Ｂｈａｔｒａｇａｒ、Ｇｒｏｓｓ和Ｋｒｏｏｋ三人提出［２３］．
为了简化Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ积分微分方程，他们提出碰撞
间隔理论，得到如下的弛豫方程，以他们的名字命名
为ＢＧＫ方程，如式（２）所示：

狆
狋＝－

狆－狆０
τ （２）

它的含义是狆－狆０按指数ｅｘｐ（－狋／τ）的方式衰减，
狆０表示气体系统平衡态的几率分布，而狆是相对于
平衡态的扰动态的几率分布，τ称为弛豫时间．

气体系统总是自发地向平衡态趋近，这个过程
就是弛豫过程，故τ的含义就是气体系统从偏离平
衡态的某扰动状态自发趋于某平衡态附近所需的时
间．从微观上看，一个宏观可观测的平衡状态对应最
多的微观态数，统称为最可几状态．环境温度为犜
时，系统的最可几状态就是能量最低态，设为犈０，又
设相应于一个能量最低态的任一扰动状态的能量为
犈，显然，犈犈０，犈０可视为常数．将几率分布函数
式（１）代入弛豫方程（２），当环境温度不变，且气体系
统处于近平衡态时，其能量犈（随而分布函数狆）对空
间的变化不敏感，即与空间变量是弱相关的［２１２３］，忽
略这种弱相关性，而只关注时间变化导致的分布函
数和能量的变化，则有

ｄ犈
ｄ狋＝

犽犅犜
τ１－ｅｘｐ犈－犈０犽犅（ ）［ ］犜 （３）

这个形式推导将弛豫方程进一步简化为只与扰
动态能量相关的常微分方程．进一步类比、理论推演
和求解可得到模拟退火算法的弛豫时间模型及算法
中非常重要的“退火温度”估计．
２２　退火温度估计

将方程（３）应用于模拟退火算法，设求解的优化
问题为ｍｉｎ

犻∈犛犳（犻），犛为可行解的集合．此时能量犈比
拟为目标函数犳的函数值，不失一般性可假定函数
犳的最小值为零，即ｍｉｎ犻∈犛犳（犻）＝０．设第犽次退火时的
退火温度为犜犽（对应于方程（３）中的犽犅犜），此时与
气体系统平衡态能量相对应的是目标函数的局部极
小值，也即第犽次退火后获得的平稳解，设为犳犽．又
设第犽－１次退火后获得的平稳解为犳犽－１，从犳犽－１
变化到犳犽所需的时间为τ犽，比拟为模拟退火算法在
控制参数犜犽时，第犽次退火的弛豫时间，则方程（３）
变为

ｄ犳
ｄ狋＝

犜犽
τ犽１－ｅｘｐ

犳－犳犽
犜（ ）［ ］
犽

（４）
方程（４）的导出是基于目标函数值犳与气体系统能
量的类比，故而它也应与空间变量弱相关．注意这里
所说的“空间变量”只是一个虚拟概念，与函数本身
的自变量无关．自变量的变化是由算法的退火搜索
过程引起的，而在算法中退火过程就是一个时变过
程，因此，自变量的变化正好映射了退火时间引起的
函数值的变化．

事实上，模拟退火算法的运行及搜索优化解的
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过程是按离散搜索步进行的，相应于控制参数犜犽时
的搜索步数犔犽，即为马尔科夫链长度．内层循环过
程模拟的就是气体系统在温度恒定时向平衡态的弛
豫过程，因此，犔犽就是弛豫时间τ犽的离散化表示．于
是，基于气体输运中碰撞间隔理论的ＢＧＫ弛豫方
程（２）导出了方程（４），即为模拟退火算法的弛豫模
型．它给出了分析模拟退火算法时间复杂性的一个
基本理论模型．以下的积分求解（整体分析）将给出
退火温度的估计．

第犽－１次退火结束后获得的平稳解犳犽－１，也
是第犽次退火开始时的起始解，对方程（４）在时间区
间［０，τ犽］上积分有

犳犽－犳犽－１＝犜犽１－１τ犽∫τ犽

０
ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ［ ］狋（５）

根据模拟退火算法的运行机制，此处在理论上
可以认为犳是一个定义在区间［犳犽，犳犽－１］上的随机
变量，设其概率密度分布为ρ（犳）．

不可否认算法在实际运行时会有犳＞犳犽－１的情
形出现，特别是在第犽次退火处于算法退火过程的
前期尤其如此．但跟踪算法运行过程表明，算法在向
后期的退火过程转变时，这种情形出现的概率会越
来越小，以至到了后期的退火过程犳＞犳犽－１就成了
零概率事件．从另一方面理解，算法的某次“跳阱”而
出现犳＞犳犽－１的情形，也就相当于由这个犳定义了
一个新的犳犽－１．

作了以上注解，再进一步考察方程（５），运用统
计物理中的各态经历假说［２１］，方程（５）右端中括号
内第二项的时间平均等于空间平均．即
１
τ犽∫τ犽

０
ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ狋＝∫犳犽－１

犳犽
ρ（犳）ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ犳（６）

在统计物理中，各态经历假说也称为Ｇｉｂｂｓ系
综平均假设，是平衡态统计物理学的基础［２２］，它给
出了时间到空间的转换．

由Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，从当前解犻（目标函数值为
犳（犻））产生的新解犼（假设其函数值就是犳）被接受的
概率是

狉犽＝ｅｘｐ犳（犻）－犳犜（ ）犽
（７）

模拟退火算法的大量数值实验表明，在同一个
控制参数犜犽下，内层循环的每个搜索步新产生的解
的接受概率狉犽相差无几．从式（７）也可以看出狉犽的
大小主要由具有较高数量级的犜犽决定，即狉犽对新解
的函数值犳不敏感，也就是说在退火进程中，各个
新解犳被接受的概率几乎相等．若第犽次退火运用

Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则进行了充分的搜索，即犔犽足够长，
则从理论分析的角度可以近似地将犳看成是区间
［犳犽，犳犽－１］上均匀分布的连续型随机变量［２４２５］，即有

ρ（犳）＝ １
犳犽－１－犳犽 （８）

式（８）代入式（６）得
１
τ犽∫τ犽

０
ｅｘｐ犳－犳犽犜（ ）

犽
ｄ狋＝犜犽
犳犽－１－犳犽ｅｘｐ

犳犽－１－犳犽
犜（ ）
犽

［ ］－１
（９）

为了演算简单明了，也不失理论上的一般意义，
只将式（９）右端的指数函数作Ｔａｙｌｏｒ级数展开到
３次方，代入式（５）整理后得

犜犽＝１３（犳犽－１－犳犽） （１０）

舍弃了一个收敛级数∑
∞

狀＝４

１
狀！狓

狀，其中，狓＝犳犽－１－犳犽犜犽 ，

还要说明的是系数１３没有实质上的意义，在其后讨
论温度设置时，可用一个合适常数代替．

式（１０）从理论上给出了退火温度一个简单的估
计式，它表明退火温度值的数量级与目标函数取值
区间差值的数量级相当．式（１０）是后面进行退火温
度动态自适应设置的基础．但是，估计式（１０）只有理
论上的意义，在进行实际的问题求解时，犳犽－１－犳犽会
有随机起伏．就算法设计而言，式（１０）不足以给出退
火温度的恰当设置，还需对它进行一些必要的修正
和补充，甚至需要根据问题的特征作适当变形．

３　自适应温度设置与停止准则
３１　固定设置与回火策略

模拟退火算法研究的黄金时期是２０世纪８０年
代到２１世纪初的二十多年间，从算法改进的角度出
发，研究的重点就是温度的设置策略．一方面，温度
值的大小决定Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则作用的发挥，直接影
响算法的搜索性能，另一方面，温度的缓慢下降（退
火）控制整个算法的运行进程．那时，温度设置方法
主要是依据一个简单递减式犜犽＋１＝β犜犽，其中的β
称为递减因子，取值范围是０．８＜β＜１，以保证缓慢
降温，降温太快会使算法过早进入局部搜索．也有研
究者提出其他形式的温度递减式，但思想方法大体
一致，因此，算法研究与实际应用中使用最多的还是
这个简单的递减式．降温退火过程从设定的一个较
高初始温度犜０开始，依β的大小或缓慢或稍快地徐
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徐推进，即退火．
退火到温度很低时，实际上Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则对

算法的运行已起不到“跳阱”的作用，即算法几乎不
再接受差解而陷入局部搜索．于是就有回火策略的
提出，模拟退火算法改进为回火退火算法．就是跟踪
算法搜索过程，观察退火搜索在中后期的性态，判断
算法是否陷入局部搜索，若是则设置为回火时刻升
高温度，即回火以跳出局部搜索，这是模拟退火算法
研究中一个重要的改进［１，２８］．

上述温度设置方法可称为固定设置法，一旦取
定了初始温度犜０和递减因子β，以及最低终止温度
犜ｍｉｎ，如不设置回火时刻，退火过程就确定了，即算
法的总退火步数是确定的，简单有效．即使使用回火
策略，对整个算法进程的影响也不会很大，因为回火
次数不能设置过多，频繁回火反而会扰乱算法的寻
优进程，影响算法的求解效果和解的质量．但是，模
拟退火算法中初始温度犜０的设置通常保守地取一
个较大的值，与问题无关，更与算法的运行过程无
关．温度的退火变化是一个“按部就班”式的递减过
程，它控制算法的搜索进程，但与算法搜索的性态和
运行状态没有联系，与目标函数值的变化无关．就算
有回火策略，也只是跟踪考察算法的搜索状态是否
陷入局部搜索，人为地插入几个时刻，适当地升高温
度，使“按部就班”绕了几个弯，不会改变算法的既定
进程．根据对实验研究和观察总结得出了一些经验
知识和经验法则，回火温度值按经验法则设置，也与
函数值的变化无关．即退火过程中温度的变化不能
反映算法当前的运行状态，也不体现算法搜索过程
的历史信息．
３２　正则化补偿与自适应策略

已有２．２小节以弛豫模型为基础导出的退火温
度估计式（１０），本小节以此为依据，讨论温度设置的
自适应方法，将算法的退火温度与目标函数值和历
史退火温度关联，体现算法搜索的历史过程．具体
地，还需要根据问题类型或特征对式（１０）进行修正
和补充，或正则化补偿，或给出自适应准则．以下就
数值优化和非数值优化（组合优化）两类典型问题的
求解，分别给出模拟退火算法温度设置的正则化补
偿和自适应调整策略．在推导式（１０）时，作了近似假
设，舍弃了一个收敛级数，以便于理论分析，在理论
上是合理的．但直接运用它进行退火温度的设置和
实际问题求解时难以给出稳定的温度设置值，这就
要进行必要的修正和补充．一方面，补充舍弃的部
分，更重要的是，由于随机性影响，直接运用式（１０）

估计的犜犽值会有较大的随机起伏．
对于数值优化问题，从数值计算稳定性的思想

出发，必须在其后加上一个补充项，按照数值计算的
术语称为正则化项，以保证估算犜犽时的数值稳定
性．因此，有退火温度自适应设置的一般形式，

犜犽＋１＝α犳犽－犳犽＋１＋β犙（犜） （１１）
其中，α和β为适当常数，犙就是正则化函数，可为
此前几次退火温度（用犜表示）的函数．

由于第犽＋１次退火尚未开始，因此对式（１１）作
一点修改，第犽＋１次的退火温度由第犽－１次和第
犽次退火搜索的结果估算．式（１１）中的正则化补偿
可取为β犜犽，也就是一个简单的线性正则补偿项，
即有

犜犽＋１＝α犳犽－１－犳犽＋β犜犽 （１２）
上式中若取α＝０就是经典的固定设置法．进一步，
为了反映历史退火过程（或称为温度惯性）的影响，
式（１１）中的正则化补偿项还可以取为线性叠加的
形式，

β犙（犜）＝∑
犽－１

犻＝２
β犻（α犳犻－１－犳犻） （１３）

于是有

犜犽＋１＝α犳犽－１－犳犽＋∑
犽－１

犻＝２
β犻（α犳犻－１－犳犻）（１４）

其中的犳犽可取为犳犽ｍｉｎ，为算法到第犽次退火为止，
记录的当前获得的最优值．α为Δ犳＝犳犽－１－犳犽的
权重因子，体现函数值对温度的影响，对于不同的问
题，可选取与函数值数量级相关的权因子，其后的数
值实验表明取α＝１０具有较好的普适性．β犻（β犻＜１）
可称为惯性因子，用于控制退火过程的历史（即温
度惯性）对当前退火温度的影响．历史温度惯性的影
响是逐渐衰减的，因此，可先取定一个β，令β犻＝
β犽－犻＋１．β越大，惯性的影响越大，反之，影响越小．与
经典温度设置的固定设置法一样，β的取值范围是
０．８＜β＜１．

进一步考察式（１４），它既利用了当前的求解结
果，也利用了退火过程的“历史信息”，即利用历史信
息对退火温度进行预估和校正．当相邻两次退火搜
索的目标函数值改变较小时，惯性项对温度设置起
主要作用，相当于经典的常规降温，算法在当前点附
近进行局部搜索；当相邻两次退火搜索的目标函数
值改变较大时，函数值的变化，即Δ犳成为主项，惯
性项起辅助作用．因此，设置式（１４）的策略体现为算
法运行前期保持较高的退火温度，扩大搜索范围，后
期由惯性项做小幅度调整，以局部寻优为主．前半部
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分控制模拟退火算法的探测行为，后半部分控制其
开采或寻优行为，正好对应了演化算法中的“两Ｅ”
（Ｅｘｐｌｏｉｔａｔｉｏｎ和Ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎ）机制．此外，在算法运
行的中后期也会呈现出自适应的回火行为．

对于非数值优化问题，由于其目标函数通常取
正值，于是对式（１０）作适当变形，求相邻两次退火温
度估计的比值有

犜犽＋１
犜犽＝

犳犽－犳犽＋１
犳犽－１－犳犽 （１５）

然而，式（１５）是不能直接应用的．因为，一方面第
犽＋１次退火开始时犳犽＋１还未知，另一方面常常会出
现相邻两次退火搜索的结果几乎相等的情况，即
犳犽－１＝犳犽，也就是分母为０的几率较大．

为此，对它作进一步近似和化简，若设将分子和
分母的减数犳犽＋１和犳犽均取为到目前获得的最好解
犳犽ｍｉｎ，则式（１５）近似简化为

犜犽＋１＝犳犽犳犽－１犜犽 （１６）
式（１６）是求解非数值优化问题时进行温度自适应设
置的基础．同样由于随机性的影响，相邻两次退火获
得的目标函数值并不一定有犳犽＜犳犽－１，也正因为如
此，给我们提供了进行退火温度自适应设置的机会．
为了保证退火温度总体上呈下降的趋势，同时也实
现自适应回火策略，仿照Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，给出如
下的退火温度自适应设置方法．

先用式（１６）计算犜犽＋１，若犜犽＋１犜犽，则犜犽＋１为
第犽＋１次的退火温度，否则，当犜犽＋１＞犜犽时，运用
类Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则决定，或者设置犜犽＋１是第犽＋１
次的退火温度（即自适应回火），或者仍然保持犜犽为
第犽＋１次的退火温度，温度设置的类Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
准则描述为如下的算法２．

算法２．　ＴｅｍｐＳｅｔ（温度自适应设置）．
ＢＥＧＩＮ
ＩＦ 犜犽
犜犽＋１＋犜犲犿狆犲狉犻狀犵γ＞狉犪狀犱狅犿［０，１）

ＴＨＥＮ｛
　犜犽＋１··＝犜犽＋１；
　犜犲犿狆犲狉犻狀犵··＝犜犲犿狆犲狉犻狀犵＋１；
　｝
ＥＬＳＥ
犜犽＋１··＝犜犽；
ＥＮＤＩＦ；
ＥＮＤ

其中，犜犲犿狆犲狉犻狀犵记录整个算法的回火次数，初始
值设置为犜犲犿狆犲狉犻狀犵＝０．

算法２中条件语句（类Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则）的含

义是：当犜犽＋１＞犜犽时，分母的第一部分表明它们的
差值犜犽＋１－犜犽越大，则回火的机会较小，这是为了
避免到了算法退火搜索的中后期，回火出现一个异
常的高温打乱算法的寻优进程．分母的另一部分是
控制整个算法的回火次数，即已执行的回火次数越
多则回火的机会较小，其作用与第一部分类似，防止
频繁回火打乱算法的寻优进程．其后的数值实验表
明，犜犲犿狆犲狉犻狀犵的指数γ合适的取值区间为［２，６］，
不同取值反映不同的搜索性态，后面的实验表明
２．８是一个较适中的指数．总体而言，随着退火次数
的增加，再次回火的机会越来越小，也即算法后期主
要执行局部寻优．这与式（１４）对求解数值优化问题
的温度设置殊途同归．
３３　停止准则

在文献［２０］中，我们以马尔科夫链长度的动态
估计为基础，给出了一个实际有效的算法停止准则．
理论分析和实验验证均表明，算法运行到了后期马
尔科夫链长度的估计值和观测值几乎是一个不大的
常数，此时与退火次数犽无关，明显小于中前期退火
过程的马尔科夫链长度．据此，停止准则设置为：连
续若干次退火的马尔科夫链长度都很小，而且几乎
相等，则算法终止．那里的停止准则虽然有效，但要
进入算法的内层循环，不够直接．实际上，模拟退火
算法的进程是由退火温度直接控制的，决定外层循
环的次数．因此，本小节基于退火温度的自适应设
置，讨论与温度相关的停止准则．

结合退火温度的自适应设置，退火温度总体呈
下降趋势，这是设置停止准则的理论基础．于是，自
然想到设定一个低温界限，当设置温度小于这个温
度即可终止算法．但是，这里的设置方法不同于固定
设置方法，退火温度不是单调下降，而是动态变化可
高可低的，受随机性干扰和问题复杂性的影响，一次
较低的退火温度设置值不足以有效终止算法．同样
地，可仿照以小马尔科夫链长为依据的停止准则，即
连续若干次退火的退火温度设置值都小于某个给定
值，则算法终止．

具体而言，对于数值优化问题，取某个小数Δ，
若连续犿次退火都有温度设置值犜犽＜Δ，则算法终
止．对于非数值优化问题，根据不同的温度设置方式
稍作改变，但本质上是一样的．取某个小数δ，若连
续犿次退火温度设置都有相继两次温度值之差满
足犜犽＋１－犜犽＜δ，则算法终止．这里的犿根据问题
规模和复杂性设定，而Δ和δ的选取与问题没有直
接的相关性，根据所需要的求解精度设定．
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４　实验验证与分析
本节主要对由弛豫模型推导出的模拟退火算法

温度设置方法的有效性进行实验验证与分析，也对
基于温度自适应设置方法提出的算法停止准则进行
运用和检验．
４１　测试问题与参数设置

选取６个典型的测试问题进行实验分析与验
证．前四个是数值优化问题，分别是广泛使用的测试
函数集ＣＥＣ２０１３中的函数犉１（ＳｐｈｅｒｅＦｕｎｃｔｉｏｎ）、
犉６（ＲｏｔａｔｅｄＲｏｓｅｎｂｒｏｃｋ’ｓＦｕｎｔｉｏｎ）、犉１２（Ｒｏｔａｔｅｄ
Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ’ｓＦｕｎｔｉｏｎ）、犉２５（ＣｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ（狀＝
３，Ｒｏｔａｔｅｄ））［２６］．依次记为犳１、犳２、犳３、犳４，它们的最
小值分别为－１４００、－９００、－３００和１１００．其中，犳１
是简单的单峰函数，犳２和犳３是多峰函数，并含有翻
转、平移的组合变换，犳４是复合函数，并具有不可分
（Ｎｏｎｓｅｐａｒａｂｌｅ）的超非线性．表１给出了它们的表
达式和自变量取值范围以及最优值．

表１　数值优化测试问题
函数 表达式 自变量取值范围最优值

犳１ ∑
狀

犐＝１
狓２犻 ［－１００，１００］－１４００

犳２犳６犕２．０４８（狓－狅４）（ ）１００（ ）＋１＋犉６ ［－１００，１００］ －９００

犳３ 犳１２犕５．１２（狓－狅９）（ ）（ ）１００ ＋犉１２ ［－１００，１００］ －３００

犳４ 犳２５犕５．１２（狓－狅９）（ ）（ ）１００ ＋犉２５ ［－１００，１００］　１１００

第五、六个是非数值优化问题，以旅行商问题和
０１背包问题作为非数值优化的测试问题．旅行商
问题是最典型的组合优化问题，也是著名的ＮＰ难
题．简单描述如下：设有犖个城市和距离矩阵犇＝
［犱犻，犼］，其中犱犻，犼表示城市犻到城市犼的距离（犻，犼＝
１，…，犖），问题是要找到遍访每个城市一次且恰好
一次的一条回路，其路径长度为最短，此即为目标
函数，记为犳５．０１背包问题也是一个典型的ＮＰ完
全问题．０１背包问题描述如下：设有狀种物品，物
品犻（犻＝１，…，狀）的重量为狑犻，价值为狆犻，假定所有
物品的重量和价值都是非负的，背包所能承受的最
大重量为犠，如果限定每种物品只能选择０或者１
个，则称为０１背包问题．形式地描述如下：在满足
背包重量限制，即式（１７）的条件下，最大化装入背包
物品的总价值犘，即式（１８），背包问题记作犳６．

∑
狀

犻＝１
狑犻狓犻犠，狓犻＝０，１ （１７）

ｍａｘ犘＝∑
狀

犻＝１
狆犻，狓犻＝０，１ （１８）

实验验证的内容是，首先对３．２小节给出的自
适应温度设置方法中的参数进行分析，验证它们的
作用和取值范围；然后，与模拟退火算法经典的固定
温度设置方法进行对比实验；再进行停止准则实验
和收敛性分析．固定温度设置运用经典的递减式
犜犽＋１＝β犜犽，依经验法则取β＝０．９５，经验法则的停
止准则就是退火温度达到一个下界犜ｍｉｎ时算法停
止，实验中取犜ｍｉｎ＝１×１０－６．

算法新解的产生方法是，对于四个数值优化问题
均采用文献［２７］中提出的策略产生，每次随机扰动
一个分量产生新解．ＴＳＰ问题新解的产生采用２链
变换［２８］，０１背包问题新解的产生采用随机抽取分
量取反的方式．对于ＴＳＰ问题，在进行对比实验和
参数分析时分别取中等规模的５０和１００个城市进
行实验；为表明理论分析推导与实验分析结果的可
推广性，在进行停止准则和收敛性分析时，再加一个
增大规模的１０００个城市的实验；它们的城市坐标在
［０，１０００］×［０，１０００］的正方形内随机产生．对于０１
背包问题，每个物品的重量范围是［０，１００］，价值范
围是［０，８０］，分别选取５０和１００个物品进行实验，
背包的重量上限分别为２０００和４０００．

求解数值优化问题的初始温度分别设置如下：
犳１：犜０＝１００００，犳２：犜０＝１０００，犳３：犜０＝５０，犳４：犜０＝
１００００．求解非数值优化问题时，对于中等规模问
题，初始温度设置为犜０＝１×１０４，大规模问题，犜０＝
２×１０６．依据文献［２０］中的理论与实验分析，每次退
火的马尔科夫链长度均有一个不大的上界，为简便
起见统一设置为犔犽＝１０００．

每个问题均在上述参数设置下算法独立运行
２０次，取２０次运行结果的平均值作为求解结果．
４２　温度设置实验与分析
４．２．１　参数敏感性分析

对于求解数值优化问题，在３．２小节提出的温
度正则化补偿设置公式，即式（１４）中引入了一个新
的参数α，前文述及，α反映最近两次退火搜索的函
数值之差对当前温度的贡献，同时也体现历次退火
搜索对当前退火温度的惯性影响．这里首先实验分
析α对求解结果和算法收敛速度的影响，α分别取
值为１、１０、５０进行实验，选取的测试问题是犳２（狀＝
１０）和犳３（狀＝１０），α取定一个值后，对每个问题的求
解，算法执行５００次退火搜索．

实验结果如图１～图４所示，图中横轴为退火
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迭代次数，即外层循环次数，纵轴表示函数值或退火
温度值，在同一幅图中，用三种粗细线型分别标识α
的三个不同取值．从四幅图中均看到，函数值的收敛
曲线和其对应的温度变化曲线基本一致，这就验证
了本文将退火温度与函数值关联的设置方法是可行
的，也验证了基于弛豫模型导出的温度的理论估计
式（１０）和温度设置方法的正确性．

图１　犳２（狀＝１０）参数分析的函数值收敛曲线对比

图２　犳２（狀＝１０）参数分析的温度曲线对比

图３　犳３（狀＝１０）参数分析的函数值收敛曲线对比

图４　犳３（狀＝１０）参数分析的温度曲线对比
再对比每幅图上不同颜色的曲线，结果显示当

α＝５０时，函数值收敛曲线和温度曲线的波动幅度
较大，尤其是在求解犳２（狀＝１０）时，中期的波动幅度
依旧较大，这就导致了算法收敛速度较慢，运行时间
较长，但也表明拓广了搜索区域，找到全局最优解的
可能性加大；当α＝１时，函数值曲线和温度曲线都
快速下降，表明算法收敛过快，容易过早陷入局部搜
索；当α＝１０时，函数值和温度曲线波动程度适中，
算法的收敛速度和求解性能介于前面两者之间．这
里的实验结果表明，α是一个在收敛速度和全局寻
优之间进行权衡的参数，α小，收敛快速，但易过早
陷入局部搜索；α大，则收敛慢，但可多次回火，搜
索到全局最优的可能性加大．在后面进行的对比实
验、停止准则实验和收敛性分析时，取较为适中的
α＝１０．

同样，在式（１６）的基础上提出了求解非数值优
化问题的类Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则温度自适应设置方法，
即算法２，其中也引入了一个新参数γ，其主要意图
是控制整个算法的回火次数，避免频繁回火影响寻
优进程．这里选取测试问题犳５（狀＝１００）和犳６（狀＝
１００）进行实验分析，γ取定一个值后，每个问题的求
解也是进行５００次退火搜索，我们分别取γ＝２、γ＝
２．８、γ＝６进行实验．

实验结果如图５～图８所示，图例说明同上，从
４幅图中也看到，函数值的收敛曲线和其对应的温
度变化曲线基本一致．具体对比每幅图上的不同
曲线表明，当γ＝２时，算法的回火次数较多且幅
度较大，同时算法收敛较慢；当γ＝６时，算法的回
火次数较少且幅度较小，算法收敛也较快，同样也易
于陷入局部搜索，不利于全局寻优；当γ＝２．８时，算
法的回火次数适中，回火幅度恰当，算法的求解性能
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图５　犳５（狀＝１００）参数分析的函数值收敛曲线对比

图６　犳５（狀＝１００）参数分析的温度曲线对比

图７　犳６（狀＝１００）参数分析的函数值收敛曲线对比

图８　犳６（狀＝１００）参数分析的温度曲线对比
介于二者之间．实验分析表明，这里的γ与前面的
α具有同样的作用．实际上，我们开始只是简单地
取γ＝１进行实验（结果未绘于图中），此时算法的
整个搜索过程会频繁回火，函数值也跟着振荡，表
明算法不能收敛．因此，实验结果与分析表明，γ较
合适的取值范围在区间［２，６］上．在后面的实验
中，取γ＝２．８．
４．２．２　自适应退火与固定退火对比分析

模拟退火算法退火温度设置的经典经验法则是
犜犽＋１＝β犜犽，简称为固定退火方法［２８］．本小节按照
４．１小节给定的参数设置和列出的测试问题，分别
用固定退火和自适应退火的模拟退火算法进行求解
和对比分析．首先是运用固定退火的模拟退火算法
求解各个测试问题，得到其目标函数的近似最优值，
再运用自适应退火的模拟退火算法进行求解，以达
到固定退火算法的求解结果精度为停止准则．准则
精度的误差限是，所有数值优化问题误差限为１×
１０－６，犳５（狀＝５０）设为１０，犳５（狀＝１００）为２０，犳６（狀＝
５０）设为５，犳６（狀＝１００）为１０，即找到比固定退火的
模拟退火算法更好的解，或者在允许误差限内的解，
即终止算法．然后，分别统计各自的外层循环（退火
迭代）次数和马尔科夫链总长度进行对比分析，表２
所示的就是两者在每个测试问题上的求解结果和马
尔科夫链总长度的对比．

表２　固定退火方法与自适应退火方法的马尔科夫链总长度对比
测试函数 固定温度设置法

求解结果 马尔科夫链总长度
自适应温度设置法

求解结果 马尔科夫链总长度
马尔科夫链总长度

改进比率
犳１（狀＝１０） －１４００．０　　　 ４４９０００ －１３９９．９０５　　 ３１８４００ ０．２９
犳２（狀＝１０） －８９９．４０８８４５ ４０５０００ －８９５．５５０９１５ ３９０４００ ０．０４
犳３（狀＝１０） －２７７．９０２１４５ ３４６０００ －２６７．０１６３１５ ２８１８００ ０．１９
犳４（狀＝１０） １３０７．０６５ ４４９０００ １３１３．０３ ２８１８００ ０．３７
犳５（狀＝５０） ６８４０．５ ４９４０００ ６７９４．９７ ２９１１５０ ０．４１
犳５（狀＝１００） １１０５６．７５ ４９４０００ １１０２８．４１ ３４９９００ ０．３２
犳６（狀＝５０） ４０４４．８５ ４４９０００ ４０４３．０ ３３０９００ ０．２６
犳６（狀＝１００） ５１１６．３５ ４４９０００ ５１１０．６ ２２１６５０ ０．５１
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从表中可以看出，对于数值问题，在达到允许精
度的条件下，自适应退火方法的马尔科夫链总长度
要少于固定退火方法的马尔科夫链总长度．再看非
数值优化的ＴＳＰ问题，自适应退火方法的寻优效果
更好，无论是马尔科夫链总长度，还是求得的优化
解，都比固定退火方法要好．对于０１背包问题，二
者优化求解的效果相当，但是比较马尔科夫链总长
度可以看到，自适应退火方法还是要少于固定退火
方法．

但是，必须指出固定退火的模拟退火算法在后
期进行了过多的无效搜索，以致增加了马尔科夫链
总长度．因为固定退火的温度与问题的目标函数
不相关，所以，究其原因就是不知道应该退火到哪个
温度可以终止算法，于是只能保守地取一个温度下
限值犜ｍｉｎ作为终止条件，从而算法后期进行了过多
的无效搜索．实际上，一旦取定初始温度犜０和终止
温度犜ｍｉｎ，算法的总退火步数就已确定，称为退火时
刻表［２８］．

而自适应退火方法设置的温度是与函数值相关
联的，对比４．２．１小节参数分析实验的函数值曲线
与温度曲线可以看出，算法运行到了退火搜索的中
后期，它们的走势几乎一致．这里的对比分析表明，
可以用自适应退火方法设置的温度有效地终止算
法，消除算法后期的无效退火和搜索，降低算法的时
间复杂性．
４３　停止准则实验验证与分析
４．３．１　停止准则的参数设置

３．３小节根据温度的自适应设置方法，理论上
导出了停止准则．上面初步的实验及其分析表明，自
适应方法设置的温度可以用作模拟退火算法的停止
准则，本小节将对其有效性进行实验验证和分析．相
应于不同类型的问题，温度设置方法有所不同，停止
准则也适当变换形式，其中的参数设置也略有不同．

但本质上是一样的，决定于问题的规模和对求解精
度的要求．

对于数值优化问题，从式（１３）和（１４），以及其后
的分析说明可知，当算法运行到后期，连续若干次退
火，若犳犽没有更新，温度设置式中只有第二项起作
用，温度以某η（η＜１）因子衰减，也即退火温度在连
续下降．因此，连续多次退火迭代没有搜索到更优
解，温度值趋于０，算法可终止．于是取一个合适的
小数Δ（Δ＜１）为温度的下限值，当犜犽＜Δ，则算法停
止，也即Δ取得恰当，可取犿＝１，后面的实验中取
Δ＝０．０１．

对于非数值问题，根据式（１６）提出了类Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
准则的温度自适应设置方法，即算法２．当模拟退火
算法运行到后期，连续若干次退火迭代，而犳犽没有
更新时，温度也没有变化，即没有降温，算法进行到
局部搜索，说明算法已经收敛（可能是局部收敛），此
时可以终止算法．由于此处的温度值不一定趋于０，
因此，停止准则为犜犽＋１＝犜犽．准确地说，取一个充分
小的数δ，当连续犿次退火迭代有犜犽＋１－犜犽＜δ，
则算法终止，实验中，取δ＝１×１０－１０．而对于犿，
３．３小节中已说明它的取值应与问题的规模大小相
关，为此取中等规模的ＴＳＰ问题犳５（狀＝１００），犿取
２，３，５，７，１０进行实验对比分析．对犿的每个取值算
法运行２０次，取２０次运行结果的平均值为最终结
果，为便于对比，固定退火的算法也进行同样的实
验，如表３所示．与固定退火的算法对比可以看出
犿＝２或犿＝３时显然不可取，犿＝５时，函数值较小
且马尔科夫链总长度也少，犿＞５时，函数值会更小
但马尔科夫链总长度增加很多．可以预计再加大犿，
函数值还会有进一步的改进，但改进的幅度会越来
越小，而马尔科夫链总长度的增幅会越来越大．因
此，在其后的实验中，对于中等规模问题，取犿＝５，
大规模问题，取犿＝１０．

表３　参数犿的实验对比

犳５（狀＝１００） 固定温度设置法 自适应温度设置法
犿＝２ 犿＝３ 犿＝５ 犿＝７ 犿＝１０

函数平均值 １１０３６．９ ３４４６１ ３１４９９．７ １０４９０．３７ １００６０．１６５ ９６７２．５８５
马尔科夫链
总长度平均值 ４４９０００ ６９３５０ １４００００ ４０３０００ ７４７３５０ １５３１３５０

各个参数均已说明和设定，以下进行停止准则的
实验和算法的收敛性分析．表４列出的是运用固定退
火的模拟退火算法和自适应退火的模拟退火算法求
解每个测试问题且各自独立运行２０次的求解结果的
统计平均和标准差估计．从中可以看出，对于数值优化

问题，基于自适应退火温度设置提出的停止准则能够
在达到固定退火方法相近求解精度的情况下，有效终
止算法，且马尔科夫链总长度明显减少．如在求解犳４
（狀＝１０）时，马尔科夫链总长度只需要固定退火方法的
２５％，在其余３个问题上，退火迭代次数也有显著减少．
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表４　固定退火方法与自适应退火方法的统计分析对比
测试函数 固定退火方法

函数平均值 马尔科夫链总长度 标准差σ
自适应退火方法

函数平均值 马尔科夫链总长度 标准差σ
犳１（狀＝１０） －１４００　　　　 ４４９０００ 　０　　　　 －１３９９．８１５　 ２９８１００ 　０．１１３６７０
犳２（狀＝１０） －８９９．６５１３６５ ４０５０００ ０．３３６７８４ －８９６．２５９８６５ １６０１００ ３．１０３５６６
犳３（狀＝１０） －２７６．７８９４３５ ３４６０００ ７．９３０６６７ －２７０．２８７０４ １２７７００ ５．９９１２９２
犳４（狀＝１０） １３０７．６４５ ４４９０００ ３．３６４９０７ １３１３．３３ １０４５００ ５．２６１２８８
犳５（狀＝１００） １１０９０ ４９４０００ ６２６．８７８７４１ １０４１６．６５５ ３９５７００ ７４０．０１８３４５
犳５（狀＝１０００） １００００７．４ ５５３０００ ３０１３．４１０６１２ ５６３２９．３５ ５０８２８５０ ３６９５．７３８１７５
犳６（狀＝１００） ５０２６．３５ ４４９０００ ２８８．８７８２７９ ５０１３ ３４５６００ ２８８．３７９２２３

对于中等规模非数值优化问题，提出的停止准
则也能够有效终止算法，与固定退火方法比较也能
减少马尔科夫链总长度．如在求解犳５（狀＝１００）时，
自适应退火的模拟退火算法的目标函数平均值明显
优于固定退火方法，且马尔科夫链总长度较之减少
２０％．而对于大规模问题犳５（狀＝１０００），固定退火方
法退火搜索到一定时候就无法再优化，因为随着温
度单调下降到最低时已陷入局部搜索，虽然可以采
用回火策略，但是，需要人工设置几个回火时刻，也
难以找准这样的时刻、回火次数和温度增加的幅度，
通常是凭借经验法则进行设置．由于自适应退火方
法内含自适应回火策略，能够保持搜索更优解的潜
力，当然，增加了马尔科夫链总长度，这也是加大问
题规模所必需的．

这里的统计对比分析，一方面表明本文提出的
自适应温度设置方法和停止准则的稳定性和鲁棒
性，另一方面也表明停止准则能够有效地消除退火
后期的无效搜索，提高算法的求解效率．对较大规模
的犳５（狀＝１０００）的求解表明，自适应退火方法增强
了模拟退火算法求解大规模问题的能力．
４．３．２　算法收敛过程分析

图９～图２２分别描绘了自适应退火的模拟退
火算法并运用停止准则求解各测试问题的函数值收
敛曲线和温度曲线．为了便于比较，固定退火的模拟
退火算法求解相应测试问题的函数值收敛曲线也绘
于同一图中．其中图１０、图１６和图２０的温度曲线
作了对数尺度变换，加大温度值的幅度以便于显示
温度的变化．算法参数设置如４．１、４．２和４．３．１小
节所给出．图中纵轴表示函数值或者温度值，横轴表
示退火迭代次数，即外层循环次数．图中标记的时刻
值即为算法求解相应测试问题的停止时刻，也即犽
表示的是算法终止时外层循环的次数，其中ε为一
个较小的正整数．此外，用红色（ＡＳＡＡ）标记自适应
退火算法的函数值收敛曲线，蓝色（ＳＡＡ）标记固定
退火算法的函数值收敛曲线．

图９　犳１（狀＝１０）算法停止时刻

图１０　犳１（狀＝１０）自适应退火的温度曲线

图１１　犳２（狀＝１０）算法停止时刻

５９０２１１期 李元香等：基于弛豫模型的模拟退火算法温度设置方法

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



图１２　犳２（狀＝１０）自适应退火的温度曲线

图１３　犳３（狀＝１０）算法停止时刻

图１４　犳３（狀＝１０）自适应退火的温度曲线

考察数值优化问题，比较函数值曲线和温度曲
线，可以发现函数值和温度值的波动基本同步，整体
呈下降趋势．到了算法运行后期，函数值向最优解趋
近，温度趋近于０值，直至满足停止准则，观察求解
犳３（狀＝１０）的两条曲线，此特性尤其明显．再观察函
数值收敛曲线的停止时刻，四个问题都是按给定的

图１５　犳４（狀＝１０）算法停止时刻

图１６　犳４（狀＝１０）自适应退火的温度曲线

图１７　犳５（狀＝１００）算法停止时刻
误差界限，算法退火搜索收敛到了最小值附近停止，
有效地消除了后期无效局部搜索．

对于中等规模的非数值优化问题，回火次数适
中，温度平稳地波动，幅度恰当，同样整体呈下降趋
势．到了中后期，温度的变化也与函数值的变化基本
一致．特别是对ＴＳＰ问题犳５（狀＝１００）的求解，虽然
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图１８　犳５（狀＝１００）自适应退火的温度曲线

图１９　犳５（狀＝１０００）算法停止时刻

图２０　犳５（狀＝１０００）自适应退火的温度曲线
不知其最优解，但收敛曲线中停止时刻得到的解优
于固定退火算法的求解结果．这表明内含的自适应
回火机制，扩大了算法的搜索范围，使其能找到更好
的优化解，加大搜索到全局最优解的可能性，同时也

图２１　犳６（狀＝１００）算法停止时刻

图２２　犳６（狀＝１００）自适应退火的温度曲线

有效地消除了无效搜索．

　　对于大规模问题，以犳５（狀＝１０００）为例考察图１９，
虽然固定退火的模拟退火算法很早就停止了，但是，
是因为算法已进入局部搜索，再无“跳阱”以进一步
优化下去的能力，这反映了固定退火方法的局限性．
再看自适应退火的模拟退火算法，虽然退火迭代步
数增加了很多，这是因为自适应温度设置方法内含
的自适应回火机制，使算法对于大规模问题的求解还
有继续寻优的能力，从表４可看出，对犳５（狀＝１０００），
它们２０次优化求解的平均值之差为４３６７８．这里的
对比分析表明，退火温度自适应设置方法具有较好
的适应性和可推广性．

以上对比分析以及前面的参数分析表明，自适应
退火方法将温度的设置与待求解问题的目标函数值关
联，使得算法与问题紧密联系，温度的变化同步反映算
法的搜索状态，更具有针对性．从而，以自适应温度设
置为基础提出的停止准则也与问题紧密关联，能给出
恰当的算法终止时刻．理论分析和实验验证均表明了
基于自适应温度设置的停止准则的有效性和适用性．
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５　总结与展望
本文在前期建立的模型和研究工作的基础上，

基于模拟退火算法的弛豫时间模型，对模型进行积
分求解导出了退火温度的理论估计，据此提出了动
态自适应退火温度设置方法，将退火温度与问题的
目标函数值关联．针对数值优化问题，借鉴数值计算
中的正则化方法，由温度估计导出了带正则补偿项
的自适应温度设置公式．针对非数值优化问题，仿照
Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则，依据温度估计给出了自适应温度
设置的类Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ准则．两种自适应温度设置方
法中，均内含自适应回火机制．进一步，提出了与它
们相适应的模拟退火算法停止准则．而后，选取若干
典型的测试问题进行了实验验证与分析．实验结果
表明，动态自适应退火方法设置的温度与问题的目
标函数值紧密关联，温度值的变化能同步反映算法
的搜索状态，实验结果也验证了提出的停止准则的
有效性与适用性．本文的研究工作也进一步证明，前
期建立的弛豫时间模型不仅能指导马尔科夫链长度
的动态设置，也能指导退火温度的自适应设置．验证
了理论模型和推断分析方法的正确性，同时也表明
了该模型是一个分析模拟退火算法时间复杂性的有
效模型，具有推广价值．

必须说明，在退火温度估计的理论推导过程中
作了一些假设和近似计算，但是，那些假设一方面有
统计物理学基础，另一方面与模拟退火算法的运行
性态相适应，具有合理性，近似计算也在可控的范围
之内，因此，不失一般的理论意义．事实上，温度的理
论估计实际应用于指导温度设置时，作了必要的修
正和补充．通过实际求解测试问题，设计的实验方案
及其求解结果也从多方面验证了这些假设的合理
性，理论分析结果的正确性，对理论结果进行修正补
充的必要性、合理性与适用性．

本文是对前期建立的理论模型和由此导出的理
论结果的运用，但也仅仅是一个方面的理论用于指
导算法的改进．从理论模型和实际应用出发还有进
一步深入研究的必要，理论上，现有模型的推广或建
立更适合于推广的模型，导出具有指导意义的理论
结果；实验上，做更全面的分析，特别是两类自适应
温度设置方法中的参数α和γ，还可以作更精细的
实验研究，以期获得更佳的改进效果．更重要的是，
发展这里的模型和理论应用于自然与演化计算的理
论分析和算法设计之中．

虽然，模拟退火算法是一个简单的启发式拟物

算法，还受固有单点搜索的局限，但是，它的启发式
策略简单有效，物理学背景清晰，本质上是一类自然
计算算法．本文所研究的退火温度设置方法与问题
的目标函数紧密关联，与经典模拟退火算法中的温
度有着本质的不同，那里的退火温度通常是人为设
定的，与问题无关．所以，这里的弛豫模型和温度估
计方法，从原理上可以进一步推广．事实上，以群体
搜索为特征的群智能算法，如演化算法等也属自然
计算算法之列，它们的群体本身就可以比拟为气体
运动系统，适合于用统计物理的模型和理论描
述［１６１８］，与模拟退火算法的数理基础相通．因此，基
于弛豫模型的温度估计及其设置方法可以自然地推
广到演化计算领域，融合于一类群智能算法的设计
和理论分析之中．这些将是我们后续研究工作的重
点之一．另一方面，模拟退火算法作为单点搜索的启
发式算法，其搜索性能和求解效果自然不能与现代
智能化算法相提并论．所以，现在几乎没有单独研究
改进算法本身这方面的工作．但是，面向实际应用可
以发挥它简单快速的轻骑兵优势，以少的代价获得
可应用的方案［２９３１］．因此，结合实际应用领域或其他
学科领域的问题，设计与之相适应的模拟退火算法，
发挥其简单快捷的优势也是一个有意义的应用研究
方向．
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