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收稿日期：２０２１０５０５；在线发布日期：２０２２０１２４．本课题得到国家重点研发专项（２０１７ＹＦＡ０６０４５００）、吉林省重点科技研发项目
（２０１８０２０１１０３ＧＸ）、吉林省科技厅联合基金项目（２０２０１２２２０９ＪＣ）资助．李永豪，博士研究生，主要研究方向为多标记特征选择．Ｅｍａｉｌ：
ｙｏｎｇｈａｏ１７＠ｍａｉｌｓ．ｊｌｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．胡　亮，博士，教授，主要研究领域为机器学习、信息安全等．高万夫（通信作者），博士，副教授，主要研究
方向为特征选择、多标记学习、信息论、因果关系．Ｅｍａｉｌ：ｇａｏｗｆ＠ｊｌｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

基于稀疏系数矩阵重构的多标记特征选择
李永豪　胡　亮　高万夫

（吉林大学计算机科学与技术学院　长春　１３００１２）
（吉林大学符号计算与知识工程教育部重点实验室　长春　１３００１２）

摘　要　处理复杂的多标记数据对于特征选择而言是一项挑战性任务．然而，现存的多标记特征选择方法存在三
个问题未解决．首先，现有的多标记特征选择方法利用样例层流形正则化项保持样例的相似性结构或借助标签关
联来指导特征选择，但两者对于特征选择的指导存在互补关系．其次，早期方法基于样例相似性所构造的近邻矩阵
来探索标签关联，却忽略了成对标签本身的关联性．最后，早期方法整合多个未知变量，导致目标函数的求解变得
困难．为解决上述问题，本文基于最小二乘回归模型构建经验损失函数，然后在目标函数中引入标签正则化项探索
标签之间的关联，同时利用特征矩阵与重构稀疏系数矩阵的乘积表示预测标签并保留数据本身的局部几何结构．
上述各项被整合在一个联合学习框架内．针对该学习框架，一套证明可收敛的优化方案被设计．在１３个真实的多
标记基准数据集上进行实验，实验结果验证了所提方法的有效性．

关键词　特征选择；多标记学习；流形学习；稀疏化学习；分类
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ｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｅｘｔｅｎｓｉｖｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄ
ＲＭＬＦＳｏｕｔｐｅｒｆｏｒｍｓｏｔｈｅｒｃｏｍｐａｒｅｄｍｅｔｈｏｄｓｉｎｔｈｅｓｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ；ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｌｅａｒｎｉｎｇ；ｍａｎｉｆｏｌｄｌｅａｒｎｉｎｇ；ｓｐａｒｓｅｌｅａｒｎｉｎｇ；ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ

１　引　言
高维数据的复杂性给机器学习算法带来巨大的

挑战，它不仅增加了机器学习算法的计算成本，而且
导致这些模型过拟合．特征选择技术可以约减冗余
特征数目、改善模型分类性能［１７］，因此特征选择已
经变成了处理高维数据至关重要的一项技术，并且
该技术已经被广泛应用于多个领域，例如图像和视
频标注［８１０］、文本挖掘、蛋白质功能预测等［１１１３］．

通常，特征选择方法包括过滤式模型［６］、包裹式
模型［１４１５］以及嵌入式模型［１６１７］．不同于过滤式和包
裹式两类模型［１８］，嵌入式模型融合特征选择和学习
算法在统一框架内，以至于嵌入式模型可以借助学
习算法来进一步改善模型的性能．鉴于此，文章聚焦
于嵌入式特征选择模型．然而对多标记数据进行特
征选择处理仍然存在一些困难，原因在于多标记数
据不仅涉及高维的特征空间，也涉及大量相互依存
的标签．为有效处理此类多标记数据，学者提出算法

适应性策略来直接处理多标记数据，取代直接将多
标记数据转化成单标签数据再处理的方案［１９２２］．

早期的多标记特征选择方法利用样例层正则化
项来保持样例的相似性结构或借助标签关联来指导
特征选择．然而在这些多标记特征选择算法中依然
存在三个问题未被解决．第一，尽管样例层正则化和
标签之间的关联对于特征选择具有重要的指导作
用，前期的方法仅关注两者中的一种，而两者对于特
征选择的指导存在互补关系；第二，以往的多标记特
征选择方法大多是基于样例相似性来构造近邻矩
阵，借此来探索标签关联，却忽略了成对标签间固有
的关联性；第三，早期多标记特征选择的目标函数包
含多个未知变量，而多个变量的存在使得要优化的
目标函数易于陷入局部最优解困境．

为了处理上述存在的问题，本文在利用最小二
乘回归模型的基础上最小化经验损失函数，然后引
入基于标签相似性的近邻矩阵来构造标签层正则化
项，以便于挖掘标签相关性［２３］．与此同时，利用特征
矩阵与重构稀疏系数矩阵的乘积预测标签来拟合现
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存的标签，并通过这两个矩阵的乘积和流形正则化
项将局部几何结构存储于重构稀疏系数矩阵中．此
外，我们也引入样例层流形正则化项保持样例相似
性［２４］．最后，上述各项被整合到一个联合学习框架
中，该框架被称为可调多标记特征选择（ＲＭＬＦＳ）．

综上，本文的主要贡献概括如下：
（１）同时利用样例层正则化项和标签层正则化

项，借助两者的互补关系来探索样例相似性和标签
之间的关联．

（２）将重构标签的几何结构存储于稀疏系数矩
阵中，借此来指导特征选择，同时引入犔２，１范数在每
轮迭代中选择最重要的特征．

（３）整合上述各项进入一个联合学习框架，并设计
了一套被证明可收敛的优化方案来优化该学习框架．

（４）目标函数被设计为只包含一个未知变量的
凸函数，利用该函数可以得到全局最优解，并在１３
个基准数据集上利用不同度量准则对目标函数进行
评估来验证所提方法的优越性．

本文第２节对相关工作和基础知识进行详细描
述；第３节对目标函数和优化方案的设计过程展开
详细介绍；第４节描述并分析对比算法在１３个真实
数据集上的实验结果，以验证提出方法在分类性能
方面的优越性；最后第５节对全文进行总结并指明
后续的研究方向．

２　相关工作
首先，表１对文章采用的主要符号进行描述，然

后多标记学习、特征选择基础知识、代表性算法以及
流形学习相关概念被总结．

表１　符号描述
符号 描述
犃 任意矩阵
犪 任意向量
犪 任意标量
犃犻· 犃的第犻行
犃·犼 犃的第犼列
犃犻犼 犃的第犻行第犼列元素
狀 矩阵犃的行数
犿 矩阵犃的列数
犃Ｔ 矩阵犃的转置
Ｔｒ（犃） 矩阵犃的迹，其中犃是方阵

犃犉 ∑
狀

犻＝１∑
犿

犼＝１
犃２犻槡犼

犃２，１ ∑
狀

犻＝１∑
犿

犼＝１
犃２犻槡犼

犡 表示特征矩阵犡∈!

狀×犱

犢 表示标签矩阵犢∈!

狀×犮

在多标记学习中，每一个样例包含多个不同的
类标签，同时这些类标签之间也存在不同程度的关
联，即标签之间有强相关，也有弱相关，甚至不相关．
因此当大量多标记问题需要被处理时，标签关联的
有效探索被认为是至关重要的．基于标签关联关系，
多标记学习通常包括一阶关联、二阶关联以及高阶
关联（即多于两个以上的标签之间的关联）这三种情
况［２５］．在第一种情况下，标签与标签之间是相互独立
的，即标签与标签之间不存在联系，利用这一思想的
代表性算法是二元关联（ＢｉｎａｒｙＲｅｌｅｖａｎｃｅ，ＢＲ）［１９］．
在第二种情况中，代表性算法包括联合特征选择与
分类（ＪｏｉｎｔＦｅａｔｕｒｅＳｅｌｅｃｔｉｏｎａｎｄＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，
ＪＦＳＣ）和学习特定于标签的特征（ＬｅａｒｎｉｎｇＬａｂｅｌ
ＳｐｅｃｉｆｉｃＦｅａｔｕｒｅｓ，ＬＬＳＦ）［２６２７］，即成对标签之间的关
系被考虑，以至于多标记数据被转化成多个成对标签
关联问题．在高阶关联情况下，代表性方法包括分类
器链（ＣｌａｓｓｉｆｉｅｒＣｈａｉｎ，ＣＣ）和公共与类属特征选择
（ＣｏｍｍｏｎａｎｄＬａｂｅｌｓｐｅｃｉｆｉｃＦｅａｔｕｒｅＳｅｌｅｃｔｉｏｎ，
ＣＬＦＳ）［２８２９］，即多于两个标签之间的关联被考虑．

随着多标记数据的快速增长，多标记特征选择吸
引了越来越多研究人员的注意．而且多标记数据的
复杂性必然使特征选择任务比处理单标签数据任务
时更复杂．通过广泛调研相关文献［１８，２５，３０３３］，一种直
接策略就是将多标记数据转化成多个独立的单标签
数据，然后利用单标签特征选择算法来处理这些被
转化的单标签数据．经典代表性算法如最小冗余最
大相关（ｍｉｎｉｍａｌＲｅｄｕｎｄａｎｃｙＭａｘｉｍａｌＲｅｌｅｖａｎｃｅ，
ｍＲＭＲ）［７］是一种基于信息理论的单标签特征选择
方法，而且ｍＲＭＲ可以从特征全集中得到最优特
征子集．其中ｍＲＭＲ目标函数如下：

犐（狓犽）＝犐（狓犽；狔）－１｜犛｜∑狓犽∈犛犐（狓犼；狓犽） （１）

狓犽和狔分别表示一个候选特征和一个类标签，犛表
示已经选择的特征子集，犛表示犛包含的特征个
数，狓犼表示一个已选特征．

此外研究者还提出了多种多标记特征选择方法
来直接处理多标记数据，这类方法统称算法适应性
方法．接下来，我们回顾了几种代表性的多标记特征
选择方法．这些方法采用不同的准则，例如基于互信
息准则和基于稀疏学习准则的方法．

Ｌｅｅ和Ｋｉｍ［３４］提出了一种大标签集的可伸缩准
则法（ＳｃａｌａｂｌｅＣｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒＬａｒｇｅＬａｂｅｌＳｅｔ，ＳＣＬＳ）．
ＳＣＬＳ采用可扩展的相关性评价标准来评价条件相
关性，便于进行特征选择．另外Ｌｉｎ等人［３５］提出了
一种基于最大依赖和最小冗余（ＭａｘＤｅｐｅｎｄｅｎｃｙ
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ａｎｄＭｉｎＲｅｄｕｎｄａｎｃｙ，ＭＤＭＲ）的方法，即该方法同
时考虑特征依赖和特征冗余．

此外，Ｊｉａｎ等人［３６］提出一种基于稀疏化的多标
记特征选择方法，该方法被命名为多标记信息特征
选择（ＭＩＦＳ）．ＭＩＦＳ方法利用标签空间的低秩潜在
表示的子空间来削弱无关特征对模型造成的负面影
响．而且ＭＩＦＳ通过流形正则化项来保持原始标签
空间和低秩潜在表示的子空间的局部几何结构一致
性．ＭＩＦＳ具有如下形式的目标函数：

ｍｉｎ
犠，犞，犅
｛犡犠－犞２

犉＋α犢－犞犅２
犉＋

βＴｒ（犞Ｔ犔犞）＋γ犠２，１｝ （２）
其中犠∈!

犱×犮表示特征矩阵犡∈!

狀×犱的特征选择
矩阵，犢∈!

狀×犮表示标签矩阵．犞∈!

狀×犽和犅∈!

犽×犮

分别表示潜在语义矩阵和其系数矩阵．α，β和γ表
示相关项的三个正则化参数，而犽表示秩数．Ｃａｉ等
人［３７］也提出了一种基于稀疏学习的特征选择方法，
被称为ＲＡＬＭＦＳ．ＲＡＬＭＦＳ方法认为犔２，０范数比
犔２，１范数具有更稀疏的解集．因此为有效地利用犔２，０
范数，ＲＡＬＭＦＳ方法引入了增广拉格朗日乘子，从
而形成如下的函数：

ｍｉｎ
犠，犞，犅

犢－犡犠－１犫Ｔ２，１

ｓ．ｔ．犠２，０＝犪 （３）
其中１表示数值全为１的列向量，犫表示偏差列向量，

犪表示选择的特征数，犠２，０＝∑
犱

犻＝１∑
犮

犼＝１
狑２犻犼０．另外，

Ｌｉｕ等人［３８］提出了一种新的对噪声不敏感的基于迹
率比准则的特征选择方法（ＴｒａｃｅＲａｔｉｏＣｒｉｔｅｒｉｏｎ
ｆｏｒＦｅａｔｕｒｅＳｅｌｅｃｔｉｏｎ，ＴＲＣＦＳ）．ＴＲＣＦＳ方法解决
迹率比准则倾向于选择方差较小的特征的问题．同
时特征选择技术被扩展到一些新的研究领域［３９４１］，
例如多视图学习中，Ｚｈａｎｇ等人［４２］在ＭＩＦＳ的基础
上通过自适应分配权重将多个视图的拉普拉斯矩阵
融合，从而设计多视图特征选择方法．在类属特征学
习中，Ｇｕｏ等人［４３］利用标签特定的鉴别映射特性进
行多标记学习．在集成学习中，Ｇｕｏ等人［４４］设计的
集成特征选择方法能明确地找出标签之间的相关
性，而且可以通过多标记分类器和评价指标充分利
用标签关联等．

另外，近些年流形学习被广泛地研究［４５４６］，流
形正则化的目的是在保持高维数据的几何结构的同
时，将高维数据投影到一个低维的数据空间，从而在
保持高维数据的几何结构的同时有效实现维数约
简．而且样例层流形正则化项的基本思想是如果两
个样例相似性越高，那么由它们所获得的低维标签
空间中相应的样例标签也应该是相似的．该正则化

项被广泛应用在各种模型学习中［４７４８］．本文中标签
层流形正则化项被引入工作方案内．

３　关键实现技术
３１　设计方法

在这一节，我们提出了一种新的多标记特征选
择方法．首先，我们学习从特征空间到标签空间的映
射．如下优化问题被获得：

ｍｉｎ
犠
犡犠－犢２

犉 （４）
其中犠∈!

犱×犮表示特征矩阵犡的系数矩阵．该系数
矩阵犠可以度量矩阵犡中每一个特征的贡献程度．
本文利用最小二乘回归模型，通过不断迭代特征选
择矩阵犠，以此来最小化特征矩阵和标签矩阵之间
的误差．其次根据样例层流形的基本思想［４９］为利用
样例层流形的几何结构来挖掘样例间的相似性．因
此，如下形式的正则化项被构建：
１
２∑

狀

犻＝１∑
狀

犼＝１
犛犡犻犼（犡犠）犻·－（犡犠）犼·２

２

＝１２∑
狀

犻＝１∑
狀

犼＝１
犛犡犻犼（（犡犠）犻·－（犡犠）犼·）（（犡犠）犻·－（犡犠）犼·）Ｔ

＝Ｔｒ（（犡犠）Ｔ（犃犡－犛犡）（犡犠））
＝Ｔｒ（犠Ｔ犡Ｔ犔犡犡犠） （５）
其中犔犡＝犃犡－犛犡被称为关于特征矩阵犡的图拉普
拉斯矩阵．犛犡表示近邻矩阵，犃犡表示对角矩阵．而流
形学习的成功依赖于高质量的近邻矩阵［２３］．其中近
邻矩阵通常可以通过如下几种方式来构建［４８］：

通过布尔值所获得的近邻矩阵：

犛犡犻犼＝
１，若犡犻·∈（!）狆（犡犼·）

或犡犼·∈（!）狆（犡犻·）
０，
烅
烄

烆 其他
（６）

　　通过余弦距离计算两个向量之间的相似关系所
获得的近邻矩阵：

犛犡犻犼＝
犡Ｔ犻·犡犼·
犡犻·２犡犼·２

，若犡犻·∈（!）狆（犡犼·）
或犡犼·∈（!）狆（犡犻·）

０，
烅
烄

烆 其他
（７）

　　通过热核函数①构建一个最近邻图［５０］，即热核
函数通过确定点与点之间的权重大小，如果点犻和
点犼相连，那么它们关系的权重通过如下公式获得：

犛犡犻犼＝
犲－

犡犻·－犡犼·
２
２

σ ，若犡犻·∈（!）狆（犡犼·）
或犡犼·∈（!）狆（犡犻·）

０，
烅
烄

烆 其他
（８）
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其中（!）狆（犡犼·）表示样例犡犼·的狆个最近邻节点．σ
表示热核函数的一个调节参数．

基于上述信息，式（４）和（５）被整合重构为如
式（９）：

ｍｉｎ
犠
｛犡犠－犢２

犉＋αＴｒ（犠Ｔ犡Ｔ犔犡犡犠）｝（９）
其中α是一个正则化参数，用来调控样例层流形正
则化项对损失函数的贡献度．为了从标签层角度利
用标签之间的相似性关系，我们采用如下形式的标
签层正则化项：
１
２∑

犮

犻＝１∑
犮

犼＝１
犛犢犻犼（犡犠）·犻－（犡犠）·犼２

２

＝１２∑
犮

犻＝１∑
犮

犼＝１
犛犢犻犼（（犡犠）·犻－（犡犠）·犼）（（犡犠）·犻－（犡犠）·犼）Ｔ

＝Ｔｒ（（犡犠）（犃犢－犛犢）（犡犠）Ｔ）
＝Ｔｒ（犡犠犔犢犠Ｔ犡Ｔ） （１０）
其中犔犢＝犃犢－犛犢被称为关于矩阵犢的图拉普拉斯
矩阵．犛犢表示近邻矩阵，犃犢表示对角矩阵．因此，如
下函数被获得：

ｍｉｎ
犠
｛犡犠－犢２

犉＋αＴｒ（犠Ｔ犡Ｔ犔犡犡犠）＋
βＴｒ（犡犠犔犢犠Ｔ犡Ｔ）｝ （１１）

其中β是用来控制标签层正则化项贡献度的正则化
参数．犠可以被用来度量每一个特征的贡献度，也
就是说，犠犻·２的值越大表示第犻个特征越重要．并
且目标函数中引入犔２，１范数正则化项来保证犠的
行稀疏性，由于犔２，１范数应用于犠，使得目标函数具
有强鲁棒性［１１］．最终的目标函数被构造如下：

ｍｉｎ
犠
｛犡犠－犢２

犉＋αＴｒ（犠Ｔ犡Ｔ犔犡犡犠）＋
βＴｒ（犡犠犔犢犠Ｔ犡Ｔ）＋γ犠２，１｝ （１２）

其中γ是用来调整目标函数稀疏度的正则化参数．
接下来的小节设计了一种适用于目标函数（１２）的优
化方案．这一方案可以确保ＲＭＬＦＳ的收敛性，在下
一小节我们具体描述了该优化方案．提出算法借助
最小二乘回归模型可以拟合特征矩阵和标签集的映
射关系，同时联合目标函数各项通过迭代更新规则
来学习系数矩阵犠．由于犠可以保持数据与标签以
及标签之间的几何结构关系，因此利用训练所学习
到的稀疏系数矩阵犠，算法可以在测试数据上得到
优越的分类能力，而分类能力通过后续的实验加以
验证．
３２　优化方案

本节观察到目标函数（１２）关于变量犠是凸的，
因此本文可以得到函数（１２）的全局最优解．另外，由

于目标函数包含犔２，１范数项而难于直接求解，因此
目标函数是非光滑的．为了解决这个问题，我们引入
了一种松弛化的方法［１１］．对目标函数中的犔２，１范数
项求关于变量犠的导数，可以获得如下公式：

犠２，１

犠＝２犇犠 （１３）
其中犇∈!

犱×犱表示一个对角矩阵，其第（犻，犻）个对角
元素可通过如下公式进行计算：

犇犻犻＝ １
２犠犻·２＋"

，
"→０ （１４）

其中"表示一个正的极小常数．它可以阻止非负性
问题导致的负面干扰，以至于犠２，１可以被松弛化
为２Ｔｒ（犠Ｔ犇犠）．因此目标函数（１２）可以被重构成
如下形式：

ｍｉｎ
犠
｛犡犠－犢２

犉＋αＴｒ（犠Ｔ犡Ｔ犔犡犡犠）＋　
βＴｒ（犡犠犔犢犠Ｔ犡Ｔ）＋２γＴｒ（犠Ｔ犇犠）｝（１５）

　　进一步，非负约束条件（犠０）被整合到函数
（１５）中，从而一个有效的优化方案被获得．因此目标
函数变成如下的拉格朗日函数形式：

#

（犠）＝犡犠－犢２
犉＋αＴｒ（犠Ｔ犡Ｔ犔犡犡犠）＋　　

βＴｒ（犡犠犔犢犠Ｔ犡Ｔ）＋２γＴｒ（犠Ｔ犇犠）－
Ｔｒ（Ψ犠Ｔ） （１６）

其中Ψ０是一个拉格朗日乘子．为了更新犠，函数
（１７）关于犠的导数被获得：

#
犠＝２犡

Ｔ犡犠－２犡Ｔ犢＋２α犡Ｔ犔犡犡犠＋
２β犡Ｔ犡犠犔犢＋２γ犇犠－Ψ （１７）

　　然后应用ＫＫＴ条件Ψ犻犼犠犻犼＝０得到如下关于
犠的公式：

（２犡Ｔ犡犠－２犡Ｔ犢＋２α犡Ｔ犔犡犡犠＋
２β犡Ｔ犡犠犔犢＋２γ犇犠）犠＝０ （１８）

其中表示哈达玛积．而且犔犡＝犃犡－犛犡和犔犢＝犃犢－
犛犢．因此我们获得如下形式的更新公式：
犠狋＋１
犻犼←犠狋

犻犼
（犡Ｔ犢＋α犡Ｔ犛犡犡犠＋β犡Ｔ犡犠犛犢）犻犼

（犡Ｔ犡犠＋α犡Ｔ犃犡犡犠＋β犡Ｔ犡犠犃犢＋γ犇犠）犻犼
（１９）

其中狋表示当前的迭代次数．然后我们可以通过所
提出的特征选择算法ＲＭＬＦＳ来获得最优的ｌ个特
征组成的特征子集．ＲＭＬＦＳ的伪代码在算法１中
被描述．另外我们根据如下收敛性定理可证明该方
案的收敛性．

收敛性定理１．　式（１２）的目标函数值单调减
小，直到算法１收敛．

证明．　相关证明详见附录部分．
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算法１．　ＲＭＬＦＳ．
输入：特征矩阵犡∈!

狀×犱，标签矩阵犢∈!

狀×犮；
正则化超参数α，β，γ

输出：返回排序后的前犾个特征
１．随机初始化犠∈!

犱×犮
＋：

２．狋＝０；
３．计算犃犡，犛犡，犃犢和犛犢；
４．重复迭代：
５．更新犇犻犻＝ １

２犠犻·２＋"

；
６．更新：
犠狋＋１犻犼←犠狋犻犼

（犡Ｔ犢＋α犡Ｔ犛犡犡犠＋β犡Ｔ犡犠犛犢）犻犼
（犡Ｔ犡犠＋α犡Ｔ犃犡犡犠＋β犡Ｔ犡犠犃犢＋γ犇犠）犻犼

７．狋＝狋＋１；
８．直至满足收敛条件：｜#

狋－#

狋－１｜
#

狋 １０－３；
９．Ｒｅｔｕｒｎ矩阵犠；
１０．通过犠犻·２，犻＝１，２，…，犱，选前犾个特征．

４　实验结果及分析
本节使用１３个真实的多标记基准数据集和８个

对比算法验证ＲＭＬＦＳ算法有效性．所有实验均在
３．４ＧＨｚ的英特尔酷睿ｉ７６７００且运行内存为１６ＧＢ
的计算机设备上进行．
４１　数据集描述及实验设置

本文从Ｍｕｌａｎ数据库［５１］中获取的１３个多标准数
据集已经被广泛使用在多标记学习方法中［３，２３，４６，５２５３］．
我们使用这１３个基准数据集来验证ＲＭＬＦＳ的有
效性．例如，Ｆｌａｇｓ数据集属于图像域，该数据集包
含１９４个样例和７个类标签，如红色、绿色和蓝色等；
Ｓｃｉｅｎｃｅ数据集属于文本域，该数据集包含５０００个
样例，每个样例表示７４３个特征和４０个标签．Ｇｅｎｂａｓｅ
数据集属于生物学领域，包含６６２个蛋白质，其中一
个蛋白质具有１１８５个特征．此外，还有２７个类别标
签，如受体和氧还原酶等．关于这些数据集的详细信
息见表２．

表２　实验数据集描述
编号 数据名称 样例数 特征数 标签数
１ Ｆｌａｇｓ １９４ 　１９ ７
２ Ａｒｔｓ ５０００ ４６２ ２６
３ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ ５０００ ５５０ ３３
４ Ｅｎｔｅｒｔａｉｎ ５０００ ６４０ ２１
５ Ｈｅａｌｔｈ ５０００ ６１２ ３２
６ Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ ５０００ ６０６ ２２
７ Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ５０００ ７９３ ３３
８ Ｓｃｉｅｎｃｅ ５０００ ７４３ ４０
９ Ｓｏｃｉｅｔｙ ５０００ ６３６ ２７
１０ Ｇｅｎｂａｓｅ ６６２ １１８５ ２７
１１ Ｍｅｄｉｃａｌ ９７８ １４４９ ４５
１２ Ｅｎｒｏｎ １７０２ １００１ ５３
１３ Ｓｏｃｉａｌ ５０００ １０４７ ３９

为了全面验证ＲＭＬＦＳ的分类性能，将其与以下
的特征选择方法进行了比较：ＭＩＦＳ［３６］、ＭＤＭＲ［３５］、
ＳＣＬＳ［３４］、ｍＲＭＲ［７］、ＲＡＬＭＦＳ［３７］、ＴＲＣＦＳ［３８］、ＬＲＦＳ［３９］
和ＧＭＭ［４０］．此外，参照ＭＩＦＳ［３６］，实验部分选择热
核函数构造近邻矩阵，其中设置狆和σ分别为５．０
和１．０．进一步为公平起见，我们在相同的网格中调
整各个带有正则化参数算法的参数，该网格为
｛０．０１，０．１，０．３，０．５，０．７，０．９，１．０｝．然后利用正则
化参数的最优值来评价分类性能．接下来，多标记问
题通过ＢＲ模型转化为多个相互独立的单标签分类
问题．然后我们使用线性支持向量机（ＳＶＭ）和犓
最近邻分类器（ＫＮＮ）来学习这些相互独立的单标
签分类问题，其中ＳＶＭ的参数犆通过网格｛１０－４，
１０－３，…，１０３，１０４｝进行调整．另外采用考虑标签关
系评测的学习器ＭＬＫＮＮ［４１］．同时，在实验中采用
了五折交叉验证．而且采用以下评估标准，基于犉１
度量的Ｍｉｃｒｏａｖｅｒａｇｅ和Ｍａｃｒｏａｖｅｒａｇｅ（Ｍｉｃｒｏ犉１
和Ｍａｃｒｏ犉１）［５４］和考虑标签关系的ＨａｍｍｉｎｇＬｏｓｓ
评估指标．它们的定义公式如下：

Ｍｉｃｒｏ犉１＝
∑
狕

犻＝１
２犜犘犻

∑
狕

犻＝１
（２犜犘犻＋犉犘犻＋犉犖犻）

Ｍａｃｒｏ犉１＝１狕∑
狕

犻＝１

２犜犘犻
（２犜犘犻＋犉犘犻＋犉犖犻

烅

烄

烆 ）

（２０）

ＨａｍｍｉｎｇＬｏｓｓ＝１狀∑
狀

犻＝１

１
狕∑

狕

犼＝１
｜犢′犻犼犢犻犼｜（２１）

其中，狕表示标签的数目，对于第犻个标签，犜犘表示
真阳性，犉犘表示假阳性，犉犖表示假阴性．表示异
或操作．犢′犻犼和犢犻犼分别表示第（犻，犼）个预测标签和原
始标签．
４２　实验结果及分析

提出的多标记特征选择方法ＲＭＬＦＳ与８个代
表性的特征选择算法在１３个数据集上进行比较．而
且根据参考文献ＭＩＦＳ［３６］给定的经验值，即通过特
征总量的前２０％来计算每一个要对比方法的均值
与标准差．所选特征的数量步长设为１％（Ｆｌａｇｓ数
据集仅有１９个特征，因此使用其所有特征）．使用两
个分类器的所有方法在Ｍｉｃｒｏ犉１、Ｍａｃｒｏ犉１和
ＨａｍｍｉｎｇＬｏｓｓ准则下的实验结果被展示在表３～
表７中．其中，相应数据集在９种方法下的最优结果
用加粗黑体表示．带有下划线的字体表示相应数
据下ＲＭＬＦＳ方法所得结果为次优值．我们也将各
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方法在所有数据集下的“平均值”给出．此外，准则
Ｍｉｃｒｏ犉１、Ｍａｃｒｏ犉１对应表中的值越大代表对应
算法的分类性能越好，而ＨａｍｍｉｎｇＬｏｓｓ准则对应
表中的值越小代表对应算法的分类性能越好（其
中ｍＲＭＲ属于单标记特征选择方法，不适用于基于
多标记学习器ＭＬＫＮＮ的ＨａｍｍｉｎｇＬｏｓｓ准则）．

通过观察这些表，我们发现所提出的方法ＲＭＬＦＳ
在“平均值”方面比其他８种方法获得了更优异的
分类结果．在表３～表６中，除数据集Ｍｅｄｉｃａｌ和
Ｇｅｎｂａｓｅ之外，在Ｍｉｃｒｏ犉１、Ｍａｃｒｏ犉１的评价标准
下，与８种对比方法相比，我们的方法在１１个数据
集上获得了最优或次优的结果．在表７中，除数据集

表３　９种特征选择方法在犛犞犕分类器上的犕犻犮狉狅犉１结果
Ｄａｔａｓｅｔｓ ＭＩＦＳ ＭＤＭＲ ＳＣＬＳ ＬＲＦＳ ｍＲＭＲ ＲＡＬＭ＿ＦＳ ＴＲＣＦＳ ＧＭＭ ＲＭＬＦＳ
Ｆｌａｇｓ ０．７２２５±０．０４９９０．６４９１±０．０４２５０．６７４６±０．０３１　０．６６５９±０．０４０５０．６６５１±０．０３２２０．６３１５±０．０４８１０．６９５５±０．０２０３０．６６０３±０．０３２１０．７１３６±０．０４２４
Ａｒｔｓ ０．１３９１±０．０７８３０．０９４６±０．０５２４０．１０６±０．０４６０．１０４１±０．０４４８０．２５８２±０．０５７６０．１０１８±０．０６０７０．２２９±０．０９１７０．０４８２±０．０２５９０．２５４５±０．０６
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ０．０７３３±０．０５８７０．１２７±０．０８１１０．０７３３±０．０５９３０．１４９５±０．０８０６０．２３５７±０．０５７６０．１９３４±０．０５５８０．２１８１±０．０９５６０．０５６９±０．０４１５０．２７６±０．０５４８
Ｅｎｔｅｒｔａｉｎ０．２２７８±０．１１２１０．１８９８±０．０８６５０．１１３２±０．０７１７０．１８４３±０．０８２１０．３４４５±０．０６８２０．２１４３±０．１００４０．３３１±０．０９９６０．１１６３±０．０７６９０．３５±０．０８６９
Ｈｅａｌｔｈ ０．４６８１±０．０７９５０．４３４６±０．０７６１０．３４５１±０．０４４１０．４７５４±０．０３７０．５３８１±０．０６８２０．５１５７±０．０４３９０．５２８２±０．０５８０．３６１８±０．０５５２０．５５９４±０．０３７８
Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ０．２５２４±０．０６９８０．０３３１±０．０３８２０．０６４４±０．０２０．０３９２±０．０３７４０．２７４５±０．０４４５０．２２７９±０．０７１１０．２６７８±０．０４８８０．００７±０．０１０８０．２８０８±０．０４７
Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ０．３５９３±０．１０４６０．３５５９±０．０６９０．２６６１±０．０８２９０．３７６８±０．０６６４０．４１１４±０．０９１１０．４０４２±０．１３２２０．４３９１±０．０９９９０．３０５±０．０６４９０．４３９６±０．０９５７
Ｓｃｉｅｎｃｅ０．１２８６±０．０５６９０．１２６９±０．０７４３０．０３６５±０．０３５０．１２８６±０．０７７６０．２０７１±０．０４４８０．０９６９±０．０５３９０．２２４９±０．０６６２０．０３６８±０．０３２０．２３３８±０．０５３７
Ｓｏｃｉｅｔｙ０．３００１±０．０４２４０．３１９１±０．０１７２０．２１６±０．０２８０．３２１±０．０１６０．２７０８±０．０５１１０．２２３１±０．０５９４０．３１０６±０．０６４５０．３０４１±０．０４０３０．３２２１±０．０４５２
Ｇｅｎｂａｓｅ０．９７１７±０．１０１０．９７８５±０．０６７５０．５４１±０．０１３７０．９７８５±０．０６７６０．９９３７±０．０００６０．９５８２±０．１３６５０．９７４８±０．０８７５０．００００±０．０００００．９７１１±０．１０５４
Ｍｅｄｉｃａｌ０．７１４９±０．１０５８０．７５５６±０．０５４６０．３６９７±０．００９４０．７５６７±０．０５４８０．７５７２±０．００８１０．３６３２±０．１４７４０．７６１３±０．１０８１０．００００±０．０００００．７３７２±０．１３４９
Ｅｎｒｏｎ ０．３７２３±０．０２７４０．４７３９±０．０４９２０．４８８４±０．０３１４０．４４５７±０．０５５５０．５３４６±０．０２４１０．３８９１±０．０５８８０．４０５１±０．０５０５０．３８５±０．０３５７０．５２７４±０．０４９
Ｓｏｃｉａｌ ０．２７５６±０．１３６１０．４６５±０．１０５８０．３６３１±０．１２０．４６４８±０．１１９４０．５３１３±０．０６７０．１４９±０．１１２４０．５４６２±０．０５９５０．３８４３±０．１１１３０．５４５８±０．０９９８
Ａｖｅｒａｇｅ０．３８５１ ０．３８４９ ０．２８１３ ０．３９１６ ０．４６３２ ０．３４３７ ０．４５６３ ０．２０５１ ０．４７７８

表４　９种特征选择方法在犛犞犕分类器上的犕犪犮狉狅犉１结果
Ｄａｔａｓｅｔｓ ＭＩＦＳ ＭＤＭＲ ＳＣＬＳ ＬＲＦＳ ｍＲＭＲ ＲＡＬＭ＿ＦＳ ＴＲＣＦＳ ＧＭＭ ＲＭＬＦＳ
Ｆｌａｇｓ ０．５６９７±０．０９９８０．５０３５±０．０５３５０．５３８８±０．０４２　０．５１０６±０．０４４２０．５０５２±０．０４９５０．４８７２±０．０４３６０．５２２１±０．０３９７０．５２３３±０．０３２９０．５６３８±０．０８４２
Ａｒｔｓ ０．０５５±０．０３４０．０３９３±０．０２１９０．０３８１±０．０１６１０．０４３３±０．０１８７０．１１４２±０．０２５２０．０３８５±０．０２５６０．１０２５±０．０３５９０．０１９４±０．０１０７０．１１３１±０．０２７５
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ０．０１９５±０．０１７０．０３５３±０．０２４９０．０１９５±０．０１４９０．０４８５±０．０２７９０．０８０３±０．０２０４０．０５２５±０．０１４４０．０７６５±０．０２６７０．０１３２±０．０１０６０．０７６７±０．０１６８
Ｅｎｔｅｒｔａｉｎ０．０９７１±０．０４７４０．０７７２±０．０３２０．０４３６±０．０３０．０７８８±０．０３０７０．１４６５±０．０２６０．０８１５±０．０３８４０．１４５±０．０４０５０．０４３±０．０２９４０．１５７３±０．０３７
Ｈｅａｌｔｈ ０．１１８１±０．０４６１０．１２２６±０．０５１９０．０６７１±０．０３４６０．１４５４±０．０３７８０．１８３６±０．０３３９０．１５９２±０．０４１５０．１８７５±０．０４５４０．０４４１±０．０１６４０．１８６２±０．０４３４
Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ０．１３３６±０．０３３４０．０１９３±０．０２２７０．０３０１±０．０１０８０．０２３１±０．０２２５０．１４４９±０．０２８３０．１２１６±０．０４２１０．１４５９±０．０２９９０．００４３±０．００６５０．１５０６±０．０２８９
Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ０．０６２８±０．０２３６０．０４０８±０．０２０５０．０２１４±０．００６８０．０５１±０．０２０７０．０９２９±０．０１９４０．０６２８±０．０２７８０．０９４±０．０２３４０．０１８６±０．００４４０．０９６９±０．０１９８
Ｓｃｉｅｎｃｅ０．０３４１±０．０１６４０．０３７８±０．０２８５０．００７４±０．００７１０．０３８８±０．０２８７０．０７５８±０．０１５１０．０３５７±０．０１９９０．０９３９±０．０２６５０．００８７±０．００８１０．０８６６±０．０２３
Ｓｏｃｉｅｔｙ０．０５５４±０．０１９７０．０４９±０．０１５９０．０２１±０．００３５０．０４９３±０．０１５５０．０６４１±０．０１１４０．０３１８±０．０１１６０．０７８８±０．０１９５０．０３４６±０．００８０．０９０９±０．０１８３
Ｇｅｎｂａｓｅ０．６８９４±０．１０９１０．７６４２±０．１２９１０．２４１３±０．０２２１０．７６３６±０．１３０４０．８１４８±０．０００３０．７３７５±０．１５２７０．７６５１±０．１４２０．００００±０．０００００．７８３７±０．１１６９
Ｍｅｄｉｃａｌ０．２２１６±０．０４８３０．３１５７±０．０７３６０．０７９３±０．０１２７０．３１７２±０．０７３５０．３０５４±０．０１１７０．１２８８±０．０６２９０．３３５８±０．０６８１０．００００±０．０００００．３２５２±０．０８１２
Ｅｎｒｏｎ ０．０７４３±０．０１６９０．１０７６±０．０３２４０．１１８９±０．０３１０．０９８８±０．０３２５０．１４６３±０．０３０３０．０７４１±０．０２６８０．０８２２±０．０２８９０．０７９８±０．０２３７０．１３８１±０．０３６６
Ｓｏｃｉａｌ ０．０３０８±０．０１６４０．０７５４±０．０３１４０．０３６２±０．０１４３０．０８３２±０．０３１２０．１０４２±０．０１３１０．０１４４±０．０１２０．１２６３±０．０２４６０．０３４９±０．０１１０．１２２３±０．０２５６
Ａｖｅｒａｇｅ０．１６６３ ０．１６８３ ０．０９７１ ０．１７３２ ０．２１３７ ０．１５５８ ０．２１２ ０．０６３４ ０．２２２４

表５　９种特征选择方法在３犖犖分类器上的犕犻犮狉狅犉１结果
Ｄａｔａｓｅｔｓ ＭＩＦＳ ＭＤＭＲ ＳＣＬＳ ＬＲＦＳ ｍＲＭＲ ＲＡＬＭ＿ＦＳ ＴＲＣＦＳ ＧＭＭ ＲＭＬＦＳ
Ｆｌａｇｓ ０．６６１５±０．０３０２０．６１０７±０．０１６５０．６１２２±０．０１１５０．６１５７±０．０１８　０．６０７８±０．０１８　０．６０５７±０．０１２２０．６６０４±０．０３４３０．６１２９±０．０１３６０．６８２９±０．０３５１
Ａｒｔｓ ０．２０１６±０．０５２１０．１８９３±０．０３４３０．１６４１±０．０２４３０．１９６３±０．０２７３０．２３３２±０．０２３２０．１８２４±０．０４３５０．２６１２±０．０６４３０．１８３８±０．０３３６０．２８２９±０．０３２３
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ０．１８２７±０．０５５０．２３０８±０．０４０４０．１７６４±０．０３７１０．２４３１±０．０４５５０．２６３±０．０２５６０．２６０５±０．０５０５０．２９１３±０．０６８５０．２２２３±０．０３６１０．３０６１±０．０４３１
Ｅｎｔｅｒｔａｉｎ０．２７６４±０．０６５２０．２８３２±０．０３０４０．２３４１±０．０３３４０．２８０７±０．０３３９０．３３５３±０．０２６８０．２７３５±０．０６５１０．３４１８±０．０８１６０．２８０２±０．０３２３０．３８４２±０．０６４９
Ｈｅａｌｔｈ ０．４３５±０．０７０６０．４０７±０．０５１４０．３４８±０．０３８９０．４３６５±０．０２０４０．４８２３±０．０４１２０．４７３９±０．０５８７０．４７５１±０．０７２８０．３９０１±０．０４４６０．４８８９±０．０６５２
Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ０．２８２４±０．０５３５０．１４０１±０．０２５７０．１４８３±０．０２１５０．１４０６±０．０２６４０．２５７±０．０２５２０．２７１７±０．０６３５０．３０４８±０．０４６５０．１３４３±０．０２３８０．３１４±０．０４８２
Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ０．３８１６±０．０５４６０．３７８４±０．０４４３０．３１２１±０．０３０４０．３８５９±０．０４５６０．４０６７±０．０４２４０．３８５７±０．０８９０．４４７８±０．０７２３０．３７１±０．０４１０．４４９７±０．０４４７
Ｓｃｉｅｎｃｅ０．１７１１±０．０３６５０．１７３７±０．０３４５０．１１５４±０．０１６２０．１７６５±０．０３４６０．２１１９±０．０２０３０．１５９７±０．０４７６０．２５５６±０．０３７７０．１６１±０．０３０１０．２５９８±０．０３４２
Ｓｏｃｉｅｔｙ０．３０５５±０．０４３０．３１２１±０．０３２４０．２４４９±０．０２０７０．３１５３±０．０２８２０．２９７７±０．０２３５０．２５４６±０．０４９９０．３１８９±０．０５０６０．３１１７±０．０２９４０．３３４±０．０４５
Ｇｅｎｂａｓｅ０．９６６５±０．１０３２０．９７６７±０．０６５５０．５１７５±０．０１１８０．９７６６±０．０６５７０．９９１５±０．０００９０．９５５９±０．１３４０．９７２４±０．０８７９０．０７２１±０．０００００．９６６２±０．１０１２
Ｍｅｄｉｃａｌ０．６１０４±０．０９５３０．６４１１±０．０３４２０．３５２８±０．０１３２０．６４２７±０．０３４９０．５８１１±０．０４５６０．２９３９±０．１０７７０．６５６１±０．１２８８０．００００±０．０００００．７００８±０．１２７５
Ｅｎｒｏｎ ０．４１０２±０．０２４３０．４４３５±０．０４３７０．４３６５±０．０２６５０．４１９４±０．０４８０．５０５±０．００９３０．３６５±０．０７２９０．３９２３±０．０３４７０．４１４５±０．０５０２０．４９３２±０．０３８６
Ｓｏｃｉａｌ ０．３３７８±０．０８１１０．４５０９±０．０５７８０．３７６３±０．０５６９０．４５４９±０．０５４３０．４９７８±０．０２４３０．３１５４±０．０５４０．５３８３±０．０３０７０．４２９５±０．０５７８０．５２７２±０．０７５７
Ａｖｅｒａｇｅ０．４０１７ ０．４０２９ ０．３１０７ ０．４０６５ ０．４３６２ ０．３６９１ ０．４５５１ ０．２７５６ ０．４７６１

３３８１９期 李永豪等：基于稀疏系数矩阵重构的多标记特征选择

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



表６　９种特征选择方法在３犖犖分类器上的犕犪犮狉狅犉１结果
Ｄａｔａｓｅｔｓ ＭＩＦＳ ＭＤＭＲ ＳＣＬＳ ＬＲＦＳ ｍＲＭＲ ＲＡＬＭ＿ＦＳ ＴＲＣＦＳ ＧＭＭ ＲＭＬＦＳ
Ｆｌａｇｓ ０．５２６５±０．０７７６０．４４３２±０．０１７５０．４５３８±０．０１３７０．４５３１±０．０２２　０．４５１３±０．０２２７０．４３８６±０．０１０９０．５１０２±０．０４８７０．４４５２±０．０１５６０．５５２２±０．０６５８
Ａｒｔｓ ０．０９５１±０．０３３０．０９５２±０．０２４５０．０７３７±０．０１３９０．１００６±０．０２５０．１１２２±０．０１５０．０７１４±０．０２５３０．１４３４±０．０４０２０．０８８７±０．０２２９０．１３８２±０．０３０９
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ０．０４２６±０．０１７６０．０８２３±０．０１８７０．０５９２±０．０２０８０．０８７±０．０２０２０．０９５６±０．０１２４０．０８３８±０．０２３４０．１０４７±０．０２２７０．０７９６±０．０１８５０．１０１±０．０１９４
Ｅｎｔｅｒｔａｉｎ０．１３７９±０．０４１８０．１４８±０．０１８２０．１１２±０．０２０２０．１４４８±０．０１９８０．１７４８±０．０１７０．１３０５±０．０４０２０．１８１±０．０４６２０．１４５５±０．０１７５０．１９７７±０．０３９
Ｈｅａｌｔｈ ０．１５７±０．０４０７０．１４３７±０．０３２８０．０９８５±０．０３０５０．１６１１±０．０２２５０．１９５３±０．０２０１０．１８５９±０．０３１７０．２００８±０．０３５２０．１３１３±０．０２７７０．２０５４±０．０３６８
Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ０．１７０３±０．０３８１０．０９４５±０．０２１９０．０８５４±０．０１６１０．０９３２±０．０２１３０．１６４４±０．０１８０．１５９７±０．０４４７０．１８５６±０．０３５４０．０９０９±０．０２０５０．１８６８±０．０３３１
Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ０．０８８±０．０２３８０．０８０９±０．０１７４０．０４９７±０．０１５５０．０８５２±０．０１７０．０９５５±０．０１１７０．０７６６±０．０２５７０．１０４７±０．０１９７０．０７６３±０．０１７２０．１１５５±０．０２０２
Ｓｃｉｅｎｃｅ０．０６１８±０．０１４７０．０６７４±０．０２３８０．０３７２±０．００９８０．０６７３±０．０２３１０．１０７１±０．０１０３０．０５６７±０．０２１１０．１１２３±０．０２１７０．０６１１±０．０２１０．１１３１±０．０２６３
Ｓｏｃｉｅｔｙ０．０８８８±０．０２１１０．０８３９±０．０１３９０．０５５±０．０１１２０．０８４７±０．０１２９０．０７７７±０．００７７０．０５３４±０．０１５６０．１０３１±０．０１９９０．０８３６±０．０１５２０．１１２４±０．０１８８
Ｇｅｎｂａｓｅ０．６６６１±０．１０７５０．７０９２±０．１０３６０．２２３８±０．０１７８０．７０９±０．１０４３０．７４０３±０．００２０．６８８７±０．１３２２０．７０２３±０．１２３４０．００５５±０．０００００．７０５２±０．０９２７
Ｍｅｄｉｃａｌ０．１６１±０．０２０９０．１８５６±０．０２５７０．０６２６±０．００６０．１８７２±０．０２６５０．１５２６±０．０３９３０．０６９４±０．０２８７０．２４７２±０．０４２７０．２５８２±０．０５７５０．２５８２±０．０５７５
Ｅｎｒｏｎ ０．０８７３±０．０１４０．１１５２±０．０２０３０．１１０６±０．０１２６０．１０９３±０．０２１９０．１４５４±０．００７８０．０８０９±０．０２５６０．０９６８±０．０２１９０．１０３８±０．０１９９０．１３１３±０．０１８９
Ｓｏｃｉａｌ ０．０５０６±０．０１６７０．１０６６±０．０３１９０．０４９４±０．０１３２０．１１１４±０．０２６９０．１１６１±０．００５７０．０３８２±０．０１２３０．１５２８±０．０２３９０．０９５７±０．０２９３０．１４５９±０．０３０１
Ａｖｅｒａｇｅ０．１７９５ ０．１８１２ ０．１１３１ ０．１８４１ ０．２０２２ ０．１６４１ ０．２１８８ ０．１２８１ ０．２２７９

表７　８种特征选择方法在犕犔犓犖犖分类器上的犎犪犿犿犻狀犵犔狅狊狊结果
Ｄａｔａｓｅｔｓ ＭＩＦＳ ＭＤＭＲ ＳＣＬＳ ＬＲＦＳ ＲＡＬＭ＿ＦＳ ＴＲＣＦＳ ＧＭＭ ＲＭＬＦＳ
Ｆｌａｇｓ ０．２９２±０．０２０５　０．３１４６±０．０１１１０．３２２７±０．００６１０．３１６９±０．００８７０．３２３９±０．００８７０．２９４２±０．０１９３０．３１８１±０．００８２０．２８７７±０．０２０４
Ａｒｔｓ ０．０６３２±０．００１２０．０６４７±０．０００７０．０６３４±０．０００６０．０６４７±０．０００９０．０６３３±０．０００８０．０６±０．００１５ ０．０６４８±０．０００７０．０５９２±０．０００７
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ０．０４４９±０．０００７０．０４４９±０．００１１０．０４５６±０．０００８０．０４４７±０．００１１０．０４３３±０．０００５０．０４２３±０．００１３０．０４５±０．０００８０．０４１２±０．０００７
Ｅｎｔｅｒｔａｉｎ０．０６５３±０．００１８０．０６５５±０．００１６０．０６７７±０．００１０．０６５７±０．００１５０．０６３８±０．００２１０．０６０６±０．００２０．０６６１±０．００１８０．０５８５±０．００２２
Ｈｅａｌｔｈ ０．０４４８±０．００２６０．０４６６±０．００２３０．０４９７±０．００１１０．０４５４±０．００１３０．０４２３±０．００２２０．０４１７±０．００３０．０４７６±０．００２１０．０３９５±０．００１９
Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ０．０６０１±０．００１７０．０６７１±０．０００７０．０６５４±０．０００７０．０６６７±０．０００７０．０６０５±０．００１３０．０５８６±０．００１２０．０６７±０．００１ ０．０５９１±０．００１６
Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ０．０３１３±０．００１５０．０３２５±０．００１４０．０３３９±０．０００７０．０３２６±０．００１３０．０３２５±０．００１３０．０２９±０．００１４０．０３２７±０．００１７０．０２８６±０．００１５
Ｓｃｉｅｎｃｅ ０．０３６±０．０００６０．０３６３±０．０００５０．０３６８±０．０００５０．０３６２±０．０００５０．０３６１±０．０００４０．０３４３±０．０００４０．０３６３±０．０００４０．０３４１±０．０００４
Ｓｏｃｉｅｔｙ ０．０５８２±０．００１２０．０５８５±０．００１１０．０６０３±０．０００４０．０５８４±０．００１０．０５９３±０．０００６０．０５７３±０．００１２０．０５８６±０．００１１０．０５６２±０．００１１
Ｇｅｎｂａｓｅ ０．００２６±０．００５５０．００２７±０．００４０．０３０９±０．０００４０．００２７±０．００４０．００３８±０．００６８０．００３±０．００４７０．０４５６±０．０００００．００３±０．００５６
Ｍｅｄｉｃａｌ ０．０１６５±０．００２０．０１７５±０．００１０．０２３３±０．０００２０．０１７５±０．００１０．０２７±０．０００７０．０１４９±０．００２０．０２７６±０．０００００．０１３９±０．００３
Ｅｎｒｏｎ ０．０５７４±０．００１２０．０５３１±０．００２７０．０５３２±０．００１２０．０５５±０．００３ ０．０５７±０．００２３０．０５６±０．００２３０．０５７７±０．０００７０．０５０６±０．００２２
Ｓｏｃｉａｌ ０．０３１１±０．００１６０．０２７５±０．００１８０．０２９２±０．００１８０．０２７５±０．００２０．０３２４±０．００１０．０２３８±０．００１０．０２８４±０．００１９０．０２３３±０．００１８
Ａｖｅｒａｇｅ ０．０６１８ ０．０６４ ０．０６７９ ０．０６４２ ０．０６５ ０．０５９７ ０．０６８９ ０．０５８１

Ｇｅｎｂａｓｅ之外，ＲＭＬＦＳ取的最优或次优的结果．
ｍＲＭＲ方法在生物数据集Ｇｅｎｂａｓｅ上获得最优
结果，这是因为ｍＲＭＲ方法是关注生物和医学的
数据集的方法［７］．总体而言，ＲＭＬＦＳ在实验中取得
了良好的分类性能．接下来，本文选取六个具有代表
性的数据集（Ａｒｔｓ、Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ、Ｅｎｔｅｒｔａｉｎ、Ｈｅａｌｔｈ、
Ｒｅｃｒｅａｔｉｏｎ和Ｓｏｃｉｅｔｙ）来展示分类效果．实验结果
如图１～图５所示．在这些图中，我们使用犡轴表
示特征的数量，而犢轴表示分类性能．分类性能首
先随着已选特征的增加而提高，然后逐渐趋于平
坦甚至稳定．并且可以直观地观察到ＲＭＬＦＳ在大
多数情况下优于其他六种特征选择方法．在图５
中，ＲＭＬＦＳ等方法的标签预测误差率首先随着已
选特征的增加而变小，然后逐渐趋于平坦甚至
稳定．

４３　参数敏感性分析
类似于其他方法［５，３６］，我们对提出的ＲＭＬＦＳ

目标函数中的正则化参数进行参数敏感性分析．
在本小节，仅使用数据集Ａｒｔｓ来分析正则化参数
（α，β，γ）这些参数在上文提到的网格中进行调整，
并且调整其中一个参数时，其他参数被固定不变．
其中被固定的参数的值被设置为０．５．整个参数敏
感性分析实验过程中，在ＳＶＭ和ＫＮＮ分类器
下，我们得到了所有参数的Ｍｉｃｒｏ犉１和Ｍａｃｒｏ犉１
结果．为了方便起见，我们只使用ＳＶＭ分类器来
分析参数的敏感性．实验结果被展示在图６中．可
以看出，分类性能对这些参数（α，β，γ）的变化不是
很敏感．而且还观察到，该方法的分类性能先提
高，然后随着ＳＶＭ分类器已选特征数的增加而逐
渐趋于稳定，这与第４．２节实验结果相符合．

４３８１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２２年
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图１　六个数据集在Ｍｉｃｒｏ犉１（ＳＶＭ）上的实验结果

图２　六个数据集在Ｍａｃｒｏ犉１（ＳＶＭ）上的实验结果

５３８１９期 李永豪等：基于稀疏系数矩阵重构的多标记特征选择
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图３　六个数据集在Ｍｉｃｒｏ犉１（３ＮＮ）上的实验结果

图４　六个数据集在Ｍａｃｒｏ犉１（３ＮＮ）上的实验结果

６３８１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２２年
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图５　六个数据集在ＨａｍｍｉｎｇＬｏｓｓ（ＭＬＫＮＮ）上的实验结果

图６　在Ａｒｔｓ数据集上提出算法的Ｍｉｃｒｏ犉１和Ｍａｃｒｏ犉１（ＳＶＭ）

４４　收敛性分析与时间复杂度
本节中，为了验证ＲＭＬＦＳ的收敛性能，使用了

四个不同的基准数据集进行了实验，包括Ａｒｔｓ、
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ、Ｈｅａｌｔｈ和Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ．图７显示在这些数

据集上目标函数的迭代次数．可观察到，所提出的
ＲＭＬＦＳ在４个数据集上可以在４０次迭代内快速
收敛，其他数据集也有相似的模式．接下来，本节给
出了ＲＭＬＦＳ算法的计算复杂度，并与本文中提到

７３８１９期 李永豪等：基于稀疏系数矩阵重构的多标记特征选择
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图７　提出方法的收敛曲线图
的其他对比方法进行了比较．假设犽表示已经选择
的特征数，犱表示特征总数，每个数据集有狀个样
例．ｍＲＭＲ的计算复杂度是犗（犽狀犱），ＳＣＬＳ的计算
复杂度是犗（犱犾＋犽犱），其中犾表示标签数．而ＭＩＦＳ
每次迭代的计算复杂度为犗（犮狀犱＋狀２），其中犮表示
标签矩阵的聚类数．由于涉及到矩阵的逆操作，
ＲＡＬＭＦＳ的计算复杂度为犗（犱３）．由于使用了启发
式搜索过程，ＭＤＭＲ的计算复杂度是犗（犽（犱－犽））．
ＴＲＣＦＳ的计算复杂度为犗（狀３＋犱２狀＋犱狀２）．ＬＲＦＳ
的计算复杂度为犗（犱犮２＋犽犱）．在每次迭代过程中，
ＲＭＬＦＳ的计算复杂度为犗（犱狀２＋犱２狀）．虽然ＲＭＬＦＳ
的计算复杂度并不是最低的，但ＲＭＬＦＳ的分类性
能优于其他的比较方法．

５　总结与展望
本文提出了一种新的多标记特征选择方法

ＲＭＬＦＳ．现存的多标记特征选择方法要么采用样例
层流形正则化方法来保持样例的相似性，要么利用
标签间的相关性来指导特征选择过程．然而这两种
方法对于特征选择的指导存在互补关系，因此采用
流形正则化方法同时考虑样例相似性和标签相似
性，从而可得到从特征空间到标签空间对应关系的
精确映射．此外，该方法还引入了标签流形正则化

项，该正则化项的近邻矩阵是基于标签之间的相似
性来利用标签相关性的．而且所提出的目标函数只
有一个未知变量，即稀疏系数矩阵，可以有效约减变
量过多导致的局部最优问题．实验结果表明，本文提
出的ＲＭＬＦＳ算法在分类性能上优于其他同类算
法．由于非凸优化问题广泛存在于各个领域，是当下
急需攻克的一项重要课题，因此是非常值得研究的
方向．在今后的工作中，非凸优化问题下的多标记特
征选择问题将被重点研究．
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ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ．ＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇ，２０１７，１０６（９）：
１７２５１７４６

［５４］ＹｕＫ，ＹｕＳ，ＴｒｅｓｐＶ．Ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｉｎｆｏｒｍｅｄｌａｔｅｎｔｓｅｍａｎｔｉｃ
ｉｎｄｅｘｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２８ｔｈＡｎｎｕａｌＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
ＡＣＭＳＩＧＩＲＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＲｅｓｅａｒｃｈａｎｄＤｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｉｎ
ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＲｅｔｒｉｅｖａｌ．Ｓａｌｖａｄｏｒ，Ｂｒａｚｉｌ，２００５：２５８２６５

［５５］ＤｅｍｐｓｔｅｒＡＰ，ＬａｉｒｄＮＭ，ＲｕｂｉｎＤＢ．Ｍａｘｉｍｕｍｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ
ｆｒｏｍｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｄａｔａｖｉａｔｈｅＥＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅ
ＲｏｙａｌＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ：ＳｅｒｉｅｓＢ（Ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｉｃａｌ），１９７７，
３９（１）：１２２

附录犃．
根据ＥＭ算法概念［５５］，我们采用如下定义．
定义１．　如果如下两个条件被满足，即$

（狓，狓′）%

（狓）
和$

（狓，狓）＝%

（狓），那么$

（狓，狓′）是%

（狓）的一个辅助函数．
收敛性定理１．　式（１２）的目标函数值单调减小，直到

算法１收敛．
证明．　要证明收敛性定理１，我们首先需要证明如下

两个引理成立．
引理１．　如果$

（狓，狓′）是%

（狓）的一个辅助函数，那么
%

（狓）在如下条件下单调递减：
狓狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ狓

$

（狓，狓ｔ） （Ａ１）
引理１的证明．　根据定义１条件和结论可得：%（狓狋＋１）

$

（狓狋＋１，狓狋）$

（狓狋，狓狋）＝%

（狓狋），引理１被证明．接下来通过
一个恰当设定的辅助函数，我们证明本文目标函数的收敛
性．这里我们仅仅考虑犠犻犼，因为目标函数的更新规则本质
是按照元素更新的．这里%犻犼被用来表示关于犠犻犼的Θ（犠）的

部分．然后我们得到如下公式：
%′犻犼＝（２犡Ｔ犡犠－２犡Ｔ犢＋２α犡Ｔ犔狓犡犠＋

２β犡Ｔ犡犠犔狔＋２γ犇犠）犻犼 （Ａ２）
%″犻犼＝２（犡Ｔ犡）犻犻＋２α（犡Ｔ犔犡犡）犻犻＋２β（犡Ｔ犡）犻犻（犔犢）犼犼＋

２γ（犇犻犻－犲Ｔ犻犇３Ｄｉａｇ（犲犻εＴ犼犠Ｔ）犠ε犼） （Ａ３）
其中犲犻∈!

犱和ε犼∈!

犮表示标准列向量．函数Ｄｉａｇ（犃）可以设
置任意矩阵犃的非对角元素为０．因此%犻犼（犠犻犼）的泰勒展开
式为

%犻犼（犠犻犼）＝%犻犼（犠狋犻犼）＋%′犻犼（犠狋犻犼）（犠犻犼－犠狋犻犼）＋
１
２%″犻犼（犠狋犻犼）（犠犻犼－犠狋犻犼）２ （Ａ４）

　　引理２．　如下函数是关于%犻犼（犠犻犼）的一个辅助函数．
$

（犠犻犼，犠狋犻犼）＝%犻犼（犠狋犻犼）＋%′犻犼（犠狋犻犼）（犠犻犼－犠狋犻犼）＋
（犡Ｔ犡犠＋α犡Ｔ犃狓犡犠＋β犡Ｔ犡犠犃狔＋γ犇犠）犻犼

犠狋犻犼
（犠犻犼－犠狋犻犼）２（Ａ５）

引理２的证明．　显然，当犠犻犼＝犠狋犻犼时，$（犠犻犼，犠犻犼）＝
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%

（犠犻犼）．接下来只需要证明（犠犻犼，犠狋犻犼）%

（犠犻犼），即只需证
明如下不等式：

（犡Ｔ犡犠＋α犡Ｔ犃狓犡犠＋β犡Ｔ犡犠犃犢＋γ犇犠）犻犼
犠狋犻犼 　

（犡Ｔ犡）犻犻＋α（犡Ｔ犔犡犡）犻犻＋β（犡Ｔ犡）犻犻（犔犢）犼犼＋
　γ（犇犻犻－犲Ｔ犻犇３Ｄｉａｇ（犲犻εＴ犼犠Ｔ）犠ε犼） （Ａ６）

接下来我们证明该不等式成立：

　　（犡Ｔ犡犠）犻犼＝∑
犱

犾＝１
（犡Ｔ犡）犻犾犠狋犾犼（犡Ｔ犡）犻犻犠狋犻犼 （Ａ７．１）

α（犡Ｔ犃犡犡犠）犻犼＝α∑
犱

犾＝１
（犡Ｔ犃犡犡）犻犾犠狋犾犼

α（犡Ｔ犃犡犡）犻犻犠狋犻犼α（犡Ｔ（犃犡－犛犡）犡）犻犻犠狋犻犼
＝α（犡Ｔ犔犡犡）犻犻犠狋犻犼 （Ａ７．２）

β（犡Ｔ犡犠犃犢）犻犼＝β∑
犮

犾＝１
（犡Ｔ犡犠）犻犾（犃犢）犾犼

β（犡Ｔ犡犠）犻犻（犃犢）犼犼β∑
犱

犾＝１
（犡Ｔ犡）犻犾犠狋犾犼（犃犢）犼犼

犠狋犻犼（犡Ｔ犡）犻犻（犃犢）犼犼犠狋犻犼（犡Ｔ犡）犻犻（犃犢－犛犢）犼犼
＝狑狋犻犼（犡Ｔ犡）犻犻（犔犢）犼犼 （Ａ７．３）

γ（犇犠）犻犼＝γ∑
犱

犾＝１
犇犻犾犠狋犾犼γ犇犻犻犠狋犻犼

γ（犇犻犻－犲Ｔ犻犇３Ｄｉａｇ（犲犻εＴ犼犠Ｔ）犠ε犼）犠狋犻犼（Ａ７．４）
因此可以证明设定的辅助函数成立，即引理２得以证

明．所以可证明目标函数（１２）在算法１的更新规则下单调递
减直至收敛．因此收敛性定理１得以证明． 证毕．

犔犐犢狅狀犵犎犪狅，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｉｓｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｆｅａｔｕｒｅ
ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ．

犎犝犔犻犪狀犵，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎ
ｃｌｕｄｅｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇ，ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｅｃｕｒｉｔｙ，ｅｔｃ．

犌犃犗犠犪狀犉狌，Ｐｈ．Ｄ．，ｌｅｃｔｕｒｅｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ，ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｌｅａｒｎｉｎｇ，ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｈｅ
ｏｒｙａｎｄｃａｕｓａｌｉｔｙ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　Ｔｈｅｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄａｔａｉｓａｃｈａｌｌｅｎｇｅｆｏｒｍａｃｈｉｎｅ
ｌｅａｒｎｉｎｇｂｅｃａｕｓｅｉｔｎｏｔｏｎｌｙｉｎｃｒｅａｓｅｓｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔｂｕｔａｌ
ｓｏｏｖｅｒｆｉｔｓｔｒａｉｎｉｎｇｍｏｄｅｌｓ．Ｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｃａｎ
ｒｅｄｕｃｅｒｅｄｕｎｄａｎｔｆｅａｔｕｒｅｓａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ．Ａｓａｒｅｓｕｌｔ，ｉｔｈａｓｂｅｃｏｍｅａｃｒｕｃｉａｌｔｅｃｈｎｉｑｕｅｆｏｒ
ｄｅａｌｉｎｇｗｉｔｈｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄａｔａ，ａｎｄｉｔｈａｓｂｅｅｎｗｉｄｅｌｙ
ｕｓｅｄｉｎｍａｎｙｄｏｍａｉｎｓ，ｓｕｃｈａｓｉｍａｇｅａｎｎｏｔａｔｉｏｎ，ｖｉｄｅｏａｎｎｏ
ｔａｔｉｏｎａｎｄｔｅｘｔｍｉｎｉｎｇ，ｅｔｃ．

Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｔｉｓｎｏｔｅａｓｙｔｏｃｏｎｄｕｃｔｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｏｎ
ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｄａｔａｂｅｃａｕｓｅｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｄａｔａｎｏｔｏｎｌｙｉｎｖｏｌｖｅｓｔｈｅ
ｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｅａｔｕｒｅｓｐａｃｅｂｕｔａｌｓｏａｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｏｆｌａ
ｂｅｌｓ．Ｔｏａｄｄｒｅｓｓｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｄａｔａ，ｓｏｍｅｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｕｓｅｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｓｏｍｅｒｅ
ｓｅａｒｃｈｅｒｓｐｒｏｐｏｓｅｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍａｄａｐｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙｔｈａｔｉｓｄｉ
ｒｅｃｔｌｙａｐｐｌｉｅｄｔｏｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｄａｔａ．

Ｅｘｉｓｔｉｎｇｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｅｉｔｈｅｒ
ｅｍｐｌｏｙｉｎｓｔａｎｃｅｌｅｖｅｌｍａｎｉｆｏｌｄｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｒｔｏｍａｉｎｔａｉｎｔｈｅ
ｉｎｓｔａｎｃｅｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｏｒｅｘｐｌｏｉｔｔｈｅｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓａｍｏｎｇｌａｂｅｌｓｔｏ
ｇｕｉｄｅｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｔｈｒｅｅ
ｍａｉｎｉｓｓｕｅｓｉｎｍｏｓｔｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．
Ｆｉｒｓｔ，ａｌｔｈｏｕｇｈｂｏｔｈｉｎｓｔａｎｃｅｌｅｖｅｌｍａｎｉｆｏｌｄｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓａｍｏｎｇｌａｂｅｌｓｈａｖｅｉｍｐｏｒｔａｎｔｇｕｉｄｉｎｇｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ
ｆｏｒｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ，ｐｒｅｖｉｏｕｓｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｃｕｓｏｎｅｉｔｈｅｒｏｆｔｈｅｔｗｏ．Ｓｅｃｏｎｄ，ｍｏｓｔｐｒｅｖｉｏｕｓ
ｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｅｘｐｌｏｉｔｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｂａｓｅｄ

ｏｎｔｈｅａｆｆｉｎｉｔｙｍａｔｒｉｘｏｆｉｎｓｔａｎｃｅｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ，ｉｇｎｏｒｉｎｇｔｈｅｐａｉｒ
ｗｉｓｅｌａｂｅｌｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｉｒｄ，ｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｐｒｅ
ｖｉｏｕｓｍｕｌｔｉｌａｂｅｌｆｅａｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｓｅｖｅｒ
ａｌｕｎｋｎｏｗｎｖａｒｉａｂｌｅｓ，ｗｈｉｃｈｍａｋｅｓｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｂｊｅｃ
ｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｄｉｆｆｉｃｕｌｔ，ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ，ｍｏｒｅｔｈａｎｏｎｅｖａｒｉａｂｌｅｕ
ｓｕａｌｌｙｌｅａｄｓｔｏｆａｌｌｉｎｇｉｎｔｏｌｏｃａｌｏｐｔｉｍｕｍ．Ｔｏｔａｃｋｌｅｔｈｅｐｒｏｂ
ｌｅｍｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄａｂｏｖｅ，ｗｅｆｉｒｓｔｍｉｎｉｍｉｚｅｔｈｅｅｍｐｉｒｉｃａｌｌｏｓｓ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｍｏｄｅｌ．Ａｎｄｔｈｅｎ，ｔｈｅ
ｌａｂｅｌｍａｎｉｆｏｌｄｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｒｗｈｏｓｅａｆｆｉｎｉｔｙｍａｔｒｉｘｉｓｂａｓｅｄｏｎｌａ
ｂｅｌｓｉｍｉｌａｒｉｔｙｔｏｅｘｐｌｏｉｔｌａｂｅｌｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．
Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ，ｔｈｅｐｒｏｄｕｃｔｂｙｆｅａｔｕｒｅｍａｔｒｉｘａｎｄｗｅｉｇｈｔｃｏｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｔｍａｔｒｉｘｉｓａｄｏｐｔｅｄｔｏｒｅｐｒｅｓｅｎｔｐｒｅｄｉｃｔｅｄｌａｂｅｌｓ．Ａｓａｒｅ
ｓｕｌｔ，ｔｈｅｌｏｃａｌｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉｓｓｔｏｒｅｄｉｎｔｈｅｐｒｏｄｕｃｔｂｙ
ｔｈｅｆｅａｔｕｒｅｍａｔｒｉｘａｎｄｗｅｉｇｈｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍａｔｒｉｘ，ｆｕｒｔｈｅｒ
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