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摘　要　作为量子算法研究的一个基本工具，量子行走已经成为一个重要研究课题．在开放量子环境下，同质量子
行走已经得到充分研究，包括其概率分布和中心极限定理．然而，对于高维格上且在异质环境下的开放量子行走的
演化方程、概率分布和中心极限定理还未得到研究．在此基础上，该文提出高维格上异质开放量子行走以及它的演
化方程，重点研究高维格上具有不同类型的量子运算的开放量子行走的概率分布和中心极限定理．首先给出高维
格上量子系统的演化表达式，它不但适合于同质开放量子行走，也适合于异质开放量子行走．与已有的演化表达式
相比，该结果更具有一般性．其次，利用傅里叶变换和逆变换给出开放量子行走的概率分布的计算公式，研究其对
同质开放量子行走和异质开放量子行走的适用性．通过例子说明一维格上、二维格上异质开放量子行走的概率分
布计算．最后，运用鞍差分序列中心极限定理，给出并证明高维格上异质开放量子行走的中心极限定理，说明一维
格上同质开放量子行走的中心极限定理是它的一种特殊情况，并通过二维格上异质开放量子行走的实例给出求解
极限分布的具体过程．
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１　引　言
当前，量子计算得到了极大关注，已经成为科学

研究的前沿和热点．１９８２年，Ｆｅｙｎｍａｎ［１］首次提出
量子计算这一概念，主要出发点是利用它模拟量子
力学；１９８５年，Ｄｅｕｔｓｃｈ［２］提出量子图灵机．这两项
研究是量子计算理论的起源工作．为了验证量子计
算思想以及揭示物理与计算之间的联系，学者们提
出不少量子基本计算工具，比如量子傅里叶变换、量
子黑盒加速、量子行走；同时利用这些工具开发出量
子算法，比如Ｓｈｏｒ大数质因子分解算法、Ｇｒｏｖｅｒ量
子搜索算法等［３］．这些计算工具和算法的提出有力
证明了量子计算具有经典计算无法比拟的高效
性能［４］．

作为一个数学模型，经典随机游走已经成功应
用到物理学、经济学、生物学等领域［５８］；特别在计算
机科学领域，它已经被广泛应用于算法研究［９］．在量
子计算中，也有一个类似的数学模型：量子行走，它
最早由Ａｈａｒｏｎｏｖ等人［１０］提出并开展这方面研究．
由此开始，量子行走逐渐得到了国内外学者广泛而
深入的研究，是目前量子计算研究领域中一个热
点［１１１７］①．量子行走作为经典随机游走在量子情形
下的扩展，同样它在算法设计上也具有广泛的应
用［１８］．例如，基于量子行走的搜索算法、元素区分算
法、三角形问题等［１８２０］．

近年来，学者们重点关注了在开放量子环境下的
量子行走，简称开放量子行走［２１２６］②．它最早由Ａｔｔａｌ
等人［２２］在２０１２年提出，其核心问题是如何在开放
量子环境下将格上的马尔可夫链在量子意义下进行
推广，并利用量子轨迹（Ｑｕａｎｔｕｍｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ）来模拟
开放量子行走的演化过程以及分析与（封闭）量子行
走（比如Ｈａｄａｍａｒｄ量子行走）的区别和联系．２０１３
年，Ｋｏｎｎｏ等人［２７］针对一维格上开放量子行走，给
出它的极限概率分布，并利用双过程（Ｄｕａｌｐｒｏｃｅｓｓ）

模型提出计算极限概率分布的方法．２０１４年，Ａｔｔａｌ
等人［２８］研究高维格上最近邻域同质（Ｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ）
开放量子行走，并证明了它的中心极限定理．在此基
础上，Ｓａｄｏｗｓｋｉ等人③在高维格上，分析具有多类型
状态点的网络图，针对点可归约以及点服从随机均
匀分布的两种开放量子行走，提出并证明它们的中
心极限定理．同时，Ｃａｒｂｏｎｅ等人［２９］也研究格上同质
开放量子行走，给出它们的可归约性、周期性和遍历
性，并针对转移状态不变性的一类开放量子行走，提
出中心极限定理和位置演化过程的大偏差原理［３０］．

在前期研究工作中，学者们主要研究同质格上
开放量子行走的极限概率分布，而对于高维格上具
有不同类型的量子运算（异质，Ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ）的
开放量子行走的概率分布和中心极限定理还未得到
充分研究．因此，在上述文献基础上，我们想进一步
了解：如何刻画高维格上（异质）开放量子行走？是
否可以利用双过程模型或者更恰当的计算工具给出
高维格上开放量子行走的概率分布的计算公式？是
否可以在一定条件下给出高维格上开放量子行走的
中心极限定理以及相应的证明．这３个问题正是本
文所研究的主要内容．我们将在文中给出高维格上
的开放量子行走的相关定义、构造方法和演化方程，
将得到更一般的概率分布和中心极限定理．

第２节，给出文中符号规定和基本定义．
第３节，首先引入高维格上（异质）开放量子行

走，其次重点给出该类系统的简洁演化方程，最后比
较分析相关工作．

第４节，在第３节演化方程的基础上，运用傅里
叶变换和逆变换，给出计算高维格上开放量子行走
的概率分布的公式，表明它适合于同质开放量子系
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统也适合于异质开放量子系统，并用实例解释说明．
第５节，作为本文的一个主要研究内容，首先利

用鞍差序列中心极限定理，给出并证明高维格上开
放量子行走的中心极限定理；其次分析说明一维同
质开放量子行走是该定理的一种特殊情况；最后通
过实例说明求解异质开放量子行走的极限概率分布
的具体过程．

２　基本概念与符号规定
设

!

是一个由有穷量子比特所构成的有限维
Ｈｉｌｂｅｒｔ空间；（

!

）表示
!

上的有界线性算子集合；
犇（!）是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上所有正定且迹为１（称为密
度算子）的集合，即ρ∈犇（!），有ρ０且狋狉（ρ）＝
１；如果ρ∈（

!

），有ρ０，狋狉（ρ）１，则称ρ是一
个部分密度算子，所有部分密度算子记为犇－（

!

）．
犇（!），犇－（

!

）（
!

）．
定义１［３１］．　给定两个有限维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间!′

和
!″，（

!′）和（
!″）是两个有界线性算子集，"

是从（
!′）到（

!″）一个超算子：
"

：（
!′）→（

!″）．
　　定义２［３１］．　如果超算子"

满足保迹和完全正
定性，则称

"

是从（
!′）到（

!″）一个量子运算，
也称为量子信道．

一个量子运算
"

具有Ｋｒａｕｓ算子和表示，即犃∈
（
!

），有
"

（犃）＝∑犻犓犻犃犓
犻，

其中∑犻犓
犻犓犻＝犐．

定义３［３１］．　设"

和
"

是作用在（
!

）上两个
超算子，如果对于任意的犃∈（

!

）和ρ∈犇（!），有
狋狉（犃"

（ρ））＝狋狉（"（犃）ρ），
则称

"

和
"

是ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＨｅｉｓｅｎｂｅｒｇ对偶．

３　开放量子行走的演化方程
在前期学者们的研究工作中，开放量子行走的演

化由作用在状态空间上的量子运算来刻画［２２，２７２８］．然
而，对于异质环境下的开放量子行走，系统在演化过
程中会采用多种不同类型的量子运算，而这类演化
方程却不能够很好体现出系统运算的异质性．因而，
本节将针对高维格上（异质）开放量子行走，研究建
立一种更为具体简洁演化表达式．

３１　（封闭）离散量子行走
定义４［１５］．　一个离散量子行走是指：给定一个

犱正则图犌＝〈犞，犈〉，犞是顶点集，犈是边集，｜犞｜＝
狀；设!狆＝狊狆犪狀｛｜狏〉｜狏∈犞｝表示位置空间，!犮＝
狊狆犪狀｛｜犻〉｜犻∈｛１，２，…，犱｝｝表示硬币空间，系统的状
态空间表示为

!狆!犮；量子行走的每一步状态演化
表示为犝＝犛（犐犆），位移算子犛表示为犛＝∑犻，狏｜狀犻（狏）〉
〈狏｜｜犻〉〈犻｜，其中狀犻（狏）是指顶点狏映射为狏的第犻
个邻接点，硬币算子表示为犐犆，其中犐为!狆上恒
等算子，犆为!犮上一个酉算子．

设｜ψ〉犻狀犻狋是!狆!犮量子初态，系统经过第狀步
行走之后，量子态演化为

狘ψ〉狀＝犝狀狘ψ〉犻狀犻狋 （１）
　　若硬币算子犆取为Ｈａｄａｍａｒｄ算子，即：

犆＝犎＝１槡２
１１
１－［ ］１，

则称该量子系统为Ｈａｄａｍａｒｄ量子行走．它的演化
过程可用如下实例说明：
狘０〉狘０〉→犎狘０〉１槡２

（狘０〉＋狘１〉）→犛

１
槡２狘狀１

（０）〉狘０〉＋１槡２狘狀２
（０）〉狘１〉，

其中狀１（０），狀２（０）表示为顶点０的两个邻接点．
若给定一组投影测量算子｛犘０，犘１｝，将它作用

在状态空间
!狆上，得到该量子行走的位置状态的概

率分布为狆（狀１（０））＝狆（狀２（０））＝１２．
３２　高维格上的开放量子行走

一个高维格
!

犱上的开放量子行走是一个有向
图犌＝〈犞，犈〉，其中顶点集犞为有限集或可数集
!

犱，边集犈＝｛（犻，犼）｜犻，犼∈!

犱｝［２１］．系统行走方式和
过程解释说明如下：

设
#＝"

!

犱为一个量子系统的状态空间，它具有
与

!

犱顶点集个数相同的自由度，记｛｜犻〉｝犻∈!

犱为
#

的
一组标准基．设图犌每一个顶点犻∈!

犱均有２犱个邻
接点，对于每一条边（犻，犼），都指派一个!

上有界算
子犅犼犻∈（

!

），表示为顶点犻到顶点犼的效用．对于
每一顶点犻∈!

犱，其效用满足：

∑
２犱

犼＝１
犅犼犻犅犼犻＝犐 （２）

该公式表示顶点犻到其他所有邻接点的总效用和为
犐．这一类与经典马尔可夫链是类似的：离开某一个
状态并且转移到其他状态的概率总和为１．
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任意给定图犌上的一个顶点犻∈!

犱，定义一个
!

上的量子运算
"

：

"

（ρ）＝∑
２犱

犼＝１
犅犼犻ρ犅犼犻 （３）

其中ρ∈犇（!）．
在状态空间

!#

上，量子态记为
ρ＝∑

犻∈!

犱
ρ犻狘犻〉〈犻狘∈犇（!#

） （４）

其中ρ犻是一个部分密度算子，即ρ犻∈犇－（
!

）．
若对状态空间

#

进行测量，得到位置状态的概
率分布为

（狆犻）＝（狋狉（ρ犻）），犻∈!

犱 （５）
　　现将!

上量子运算
"

扩展到
!#

上，定义为
"

（ρ）＝∑
犼∈!

犱∑犻∈!

犱
（犅犼犻ρ犻犅犼犻）（狘犼〉〈犼狘）（６）

称
"

为
!#

上的行走算子．
"

（ρ）表示量子态ρ经过一次量子运算"

后得
到新的量子态．同时，对状态空间#

进行测量，得到
位置状态的的概率分布为

∑
犻∈!

犱
狋狉（犅犼犻ρ犻犅犼犻），犼∈!

犱 （７）

　　类似地，量子态ρ经过两次量子运算"

后得到
新的量子态定义为
"

２（ρ）＝"

（
"

（ρ））＝
　　　∑

犽∈!

犱∑犼∈!

犱∑犻∈!

犱
（犅犽犼犅犼犻ρ犻犅犼犻犅犽犼）（｜犽〉〈犽｜）（８）

　　对状态空间#

进行测量，得到位置状态的概率
分布为

∑
犼∈!

犱∑犻∈!

犱
犅犽犼犅犼犻ρ犻犅犼犻犅犽犼，犽∈!

犱 （９）

　　以此类推，量子态ρ经过狀次量子运算"

后得
到新的量子态定义为

"

狀（ρ）＝"

（
"

狀－１（ρ）） （１０）
　　在开放量子行走的图犌上，如果每一个状态都
采取相同的量子运算来执行状态之间的演化，则称
该系统是同质的（Ｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ），否则称为异质的
（Ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓ）．在文献（参见本文第２页脚注③）
中，将所有执行相同量子运算的状态归纳为一类，称
属于同一类的状态为同质的，否则称为异质的．

从式（６）～（１０）可以看出，随着演化运算次数的
增加，新的量子态表达式将非常复杂；另外，这些公
式也不适合用于表达更高维甚至是异质开放量子行
走的演化过程；同时也不利于概率分布的求解计算
和中心极限定理的证明．为了克服这样的不足，本文
将构造出一种更为简洁的量子行走演化方程．为了

体现出这种构造性，我们先研究
!

上同质开放量子
行走演化方程，然后推广到

!

上异质开放量子行
走，最后再一般化到高维格

!

犱上开放量子行走．
定义５．　设分块矩阵犛＝（犃犻犼）犖×犖，其中矩阵犃犻犼

的大小为狀×狀，定义分块矩阵犛上一个运算犅狋狉：

犅狋狉（犛）＝∑
犖

犻＝１
犃犻犻，

称该运算为分块矩阵的迹．
分块矩阵的迹表示分块矩阵的主对角线的所有

矩阵之和．显然，当狀＝１时，犅狋狉（犛）＝狋狉（犛）．
设

!

是一个量子状态空间，ρ（０）＝ρ０为量子初态，
"

为其量子运算，｛犅，犆｝为它的运算元，其中犅表
示系统向左行走一次，犆表示系统向右行走一次．

设犛＝犅［ ］犆和犛＝犅
犆［ ］，则有

犅狋狉（犛·犛）＝犅犅＋犆犆，

犅狋狉（（犛狀）·（犛狀））＝∑
２狀

犼＝１
犜犼·犜犼，

其中犜犼＝犜犼狀·犜犼狀－１·…·犜犼１∈｛犅，犆｝＋狀，｛犅，犆｝＋狀表
示｛犅，犆｝上长度为狀的字符串的全体，犜犼犻∈｛犅，犆｝，
犻＝１，２，…，狀．

量子初态ρ（０）经过狀次运算之后，演化为新的
量子态：

ρ（狀）＝"

狀（ρ（０））＝∑
２狀

犼＝１
犜犼·ρ０·犜犼．

其中：（１）字符串犜犼长度为狀，代表系统演化的一种可
能路径，共有２狀种路径；（２）犅狋狉（（犜狀）·（犜狀））＝

∑
２狀

犼＝１
犜
犼·犜犼＝犐．
考虑一个

!

上同质开放量子行走．设#＝"

!，将
量子运算

"

从状态空间
!

扩展到状态空间
!#

，
其中ρ（０）＝ρ０｜０〉〈０｜为量子初态．

定义一个映射犳：
犳：｛犅，犆｝＋狀→｛－狀，－狀＋１，…，狀｝，

使得对于任意的犜犼∈｛犅，犆｝＋狀有

犳（犜犼）＝犳（犜犼狀犜犼狀－１…犜犼１）＝∑
狀

犻＝１
犳（犜犼犻），

其中：

犳（犜犼犻）＝
１， 犜犼犻＝犆
－１，犜犼犻＝
烅烄烆 犅．

　　根据上述定义以及符号规定，!上同质开放量
子行走的演化方程可表示为

ρ（狀）＝"

狀（ρ（０））＝∑
２狀

犼＝１
（犜犼·ρ０·犜犼）（｜α犼〉〈α犼｜）（１１）
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其中α犼＝犳（犜犼）∈｛－狀，－狀＋１，…，狀｝．
式（１０）和（１１）都给出了!

上同质开放量子行
走的演化过程，表达形式不一样但它们本质上是一
样的．区别在于：式（１１）可以表达出系统具体演化路
径以及系统所达到的坐标位置．例如，考虑一个系统
从０位置开始，行走３次，取其中一条路径犜犼＝
犆犆犅，它表示系统先向左行走一次，再向右行走二
次，最终达到坐标１位置，犜犼·ρ０·犜犼为该路径对应
的部分密度算子．

下面将式（１１）推广到!

上异质开放量子行走．
给定一个

!

上异质开放量子行走，量子初态为
ρ（０）··＝ρ０｜０〉〈０｜，每一步演化的量子运算取自于集
合

"

－－＝｛"１，"２，…，"犿｝．由于考虑的是异质系
统，所以量子态之间的演化不一定要采取相同的量
子运算．假设每一个量子运算"犾的运算元记为
｛犓犾－１，犓犾１｝，犾＝１，２，…，犿，其中犓犾－１表示向左行走，
犓犾１表示向右行走．进一步假设系统从量子初态ρ（０）
开始，按

"′１，"′２，…，"′狀先后顺序执行量子运算，
经过狀次演化运算后得到新的量子态为

ρ（狀）＝"′狀…"′２"′１（ρ（０））＝

∑
２狀

犼＝１
（犜犼·ρ０·犜犼）（狘α犼〉〈α犼狘）（１２）

其中：（１）"′犻∈"

－－，
"′犻的运算元记为｛犓犻－１，犓犻１｝；

（２）犜犼＝犜犼狀·犜犼狀－１·…·犜犼１，犜犼犻∈｛犓犻－１，犓犻１｝，犻＝１，
２，…，狀；（３）α犼＝犳（犜犼）∈｛－狀，－狀＋１，…，狀｝．

对比式（１１）和（１２），表达形式是一样的，但区别
在于式（１２）描述异质开放量子系统的演化，其中采
取的量子运算不一定相同．如果采取相同的量子运
算，那么式（１１）是式（１２）的一种特殊情况．

进一步将式（１１）和（１２）一般化，给出!

犱上开放
量子行走的演化方程．

给定一个
!

犱上开放量子行走，量子初态为ρ（０）··＝
ρ０｜００…０〉〈００…０｜，系统每一步演化的量子运算
"

取自于集合
"

－－＝｛"１，"２，…，"犿｝，量子态之
间的演化运算不一定相同．每一个量子运算"犾的运
算元为｛犓犾狓１－１，犓

犾狓１
１，犓

犾狓２
－１，犓

犾狓２
１，…，犓

犾狓犱
－１，犓

犾狓犱
１｝，犾＝１，

２，…，犿，其中犓犾狓狋１（犓
犾狓狋
－１）表示系统沿第狓狋轴的正方

向（负方向）行走，狋＝１，２，…，犱．假定该量子系统按
如下顺序（从左到右）进行狀次演化运算：

"′１，"′２，…，"′狀，
其中

"′犻∈"

－－，犻＝１，２，…，狀．记每一个量子运算"′犻的
运算元为｛犓′犻狓１－１，犓′

犻狓１
１，犓′

犻狓２
－１，犓′

犻狓２
１，…，犓′

犻狓犱
－１，犓′

犻狓犱
１｝．

经过狀次演化运算后得到新的量子态为
ρ（狀）＝"′狀…"′２"′１（ρ（０））

＝∑
（２犱）狀

犼＝１
（犜犼·ρ０·犜犼）（狘α－犼〉〈α－犼狘）（１３）

其中：
（１）犜犼＝犜犼狀·犜犼狀－１·…·犜犼１，犜犼犻∈｛犓′

犻狓１
－１，犓′

犻狓１
１，

犓′犻狓２－１，犓′
犻狓２
１，…，犓

犻狓犱
－１，犓

犻狓犱
１｝，犻＝１，２，…，狀；

（２）α－犼＝（α犼１，α犼２，…，α犼犱），α犼犻＝∑
狀

犻＝１
犳狓狋（犜犼犻）以及

犳狓狋（犜犼犻）＝
１， 犜犼犻＝犓′

犻狓狋
１

－１，犜犼犻＝犓′
犻狓狋
－１，

０，
烅
烄

烆 其他
狋＝１，２，…，犱，犻＝１，

２，…，狀．
特殊地，当系统演化采取相同量子运算时，式（１３）

为
!

犱上同质开放量子行走的演化方程．同时，当犱＝１
时，式（１３）退化到一维格上同质开放量子行走（式（１１））
或一维格上异质开放量子行走（式（１２））．

４　开放量子行走的概率分布
在文献［２７］中，Ｋｏｎｎｏ等人为了计算开放量子

行走的概率分布，提出双过程模型（Ｄｕａｌｐｒｏｃｅｓｓ），
将开放量子行走的演化过程表述为
ρ（狀）＝"

狀（ρ（０））＝（犔犅犚犅犜＋犔犆犚犆犜）（狀）（ρ（０））（１４）
其中：

（１）犜，犜分别是左右行走算子；
（２）犔犅（犃）··＝犅犃，犚犅（犃）··＝犃犅；
（３）犔犅犚犆（犃）＝（犅犃（狓）犆）狓∈!

．
运用式（１４），能够方便计算出一维格上开放量

子行走的概率分布．然而，这种左右转移算子却不适
合用于描述更高维开放量子行走．原因在于需要给
出更多的转移算子，计算过程将变得异常复杂，这将
不利于计算系统位置状态的概率分布．

本文将在式（１３）基础上，结合傅里叶变换和逆
变换，给出计算高维格上开放量子行走的概率分布
的方法．
４１　傅里叶变换和逆变换

考虑一个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间!＝"

２，
"

－－
２是!

上的所
有大小为２×２线性算子的集合，定义一个内积：

〈犃，犅〉··＝狋狉（犃犅），犃，犅∈"

－－
２．
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　　设犓··＝（－π，π］，犾２（!）和犔２犓，１２πｄ（ ）犽中的
函数傅里叶变换和傅里叶逆变换定义为
犳^（犽）··＝∑狓∈!

ｅ－犻犽狓犳（狓），犳^∈犔２犓，１２πｄ（ ）犽；
犳（狓）··＝１２π∫π

－π
ｅ犻犽狓犳^（犽）ｄ犽，犳··＝（犳（狓））狓∈!∈犾２（!）．

　　对于任意犽∈犓，记"

－－
犽··＝"

－－
２，定义一个可积

函数空间：
"^

··＝∫

犽
"

－－
犽
１
２πｄ犽

和一个直和空间
"

－－··＝狓∈!

"

－－
狓．

　　将上述傅里叶变换和傅里叶逆变换推广到"

－－

和
"^

上：对于犃＝（犃（狓））狓∈!∈"

－－，有
犃^（犽）··＝∑狓∈犣ｅ－犻犽狓犃（狓），犃^··＝（犃^（犽））犽∈犓∈"^

；

犃（狓）··＝１２π∫犓
ｅ犻犽狓犃^（犽）ｄ犽，犃··＝（犃（狓））狓∈!∈"

－－．
４２　高维格上开放量子行走的概率分布

给定一个
!

犱上开放量子行走，量子初态为ρ（０）··＝
ρ０｜００…０〉〈００…０｜，系统经过狀次演化运算后得
到新的量子态为

ρ（狀）＝"′狀"′狀－１…"′１（ρ（０））

＝∑
（２犱）狀

犼＝１
（犜犼·ρ０·犜犼）（狘α－犼〉〈α－犼狘）．

　　进一步化简为
ρ（狀）＝∑

狓－∈!

犱
ρ（狀）狓－ 狘狓－〉〈狓－狘 （１５）

其中ρ（狀）狓－＝∑狓－＝α－犼犜犼·ρ０·犜

犼，α－犼，狓－∈｛－狀，－狀＋１，…，

狀｝犱，犼＝１，２，…，（２犱）狀．
为了方便，也记式（１５）为

ρ（狀）＝（ρ（狀）狓－）狓－∈!

犱 （１６）
其对应系统位置状态的概率分布为

犘（狀）··＝（狆（狀）狓－）狓－∈!

犱＝（狋狉（ρ（狀）狓－））狓－∈!

犱 （１７）
　　对式（１６）进行傅里叶变换和逆变换，结果如下：

ρ^（狀）＝（ρ^（狀）（犽））犽∈犓，
其中：
（１）ρ（０）（犽）＝ρ０；

（２）ρ^（狀）（犽）＝∑
犱

狋＝１
ｅ犻犽狋犓′狀狓狋－１ρ^（狀－１）（犽）（犓′

狀狓狋
－１）＋

　ｅ－犻犽狋犓′狀狓狋１ρ^（狀－１）（犽）（犓′
狀狓狋
１） （１８）

　　利用定义３，对式（１８）表达式进行调整，变形为

ρ^（狀）（犽）＝∑
犱

狋＝１
ｅ犻犽狋（犓′狀狓狋－１）犓′

狀狓狋
－１（ ＋

ｅ－犻犽狋（犓′狀狓狋１）犓′
狀狓狋）１ ρ^（狀－１）（犽）（１９）

　　对比式（１８）和（１９），表达式不一样，含义也不一
样．特别地，式（１９）并未给出第狀次演化后的量子态
信息．然而，它们之间有如下关系：

（狋狉∑
犱

狋＝１
ｅ犻犽狋犓′狀狓狋－１ρ^（狀－１）（犽）（犓′

狀狓狋
－１）＋

ｅ－犻犽狋犓′狀狓狋１ρ^（狀－１）（犽）（犓′
狀狓狋
１））＝

　（（狋狉∑
犱

狋＝１
ｅ犻犽狋（犓′狀狓狋－１）犓′

狀狓狋
－１＋

　ｅ－犻犽狋（犓′狀狓狋１）犓′
狀狓狋）１ ρ^（狀－１）（犽）），

即两个公式的概率计算值是相等的．由于本文考虑
的是系统位置状态的概率分布计算，为了方便处理，
本文将利用式（１９）替代式（１８）计算ρ^（狀）（犽）．

在式（１９）基础上有

ρ^（狀）（犽）＝∑
犱

狋＝１
ｅ犻犽狋（犓′狀狓狋－１）犓′

狀狓狋
－１＋ｅ－犻犽狋（犓′

狀狓狋
１）犓′

狀狓狋（ ）１·

∑
犱

狋＝１
ｅ犻犽狋（犓′狀－１狓狋－１）犓′

狀－１狓狋
－１＋ｅ－犻犽狋（犓′

狀－１狓狋
１ ）犓′狀－１狓狋（ ）１ ＋…＋

∑
犱

狋＝１
ｅ犻犽狋（犓′１狓狋－１）犓′

１狓狋
－１＋ｅ－犻犽狋（犓′１狓狋１）犓′

１狓狋（ ）１ρ^（０）（犽）（２０）

　　假设犈狋＝ｅ
犻犽狋犐
ｅ－犻犽狋［ ］犐和犛犻狋＝

犓′犻狓狋－１
犓′犻狓狋

熿
燀

燄
燅１

，狋＝

１，２，…，犱，犻＝１，２，…，狀；令珚犈＝

犈１
犈２

犈

熿

燀

燄

燅犱

，

珚犛犻＝

犛犻１
犛犻２

犛犻

熿

燀

燄

燅犱

，犻＝１，２，…，狀．

　　设犚狀＝犅狋狉（珚犈狀·（珚犛狀珚犛狀－１…珚犛１）·（珚犛狀
珚犛狀－１…珚犛１）），计算得

犚狀＝∑
（２犱）狀

犼＝１
（∏
犱

狋＝１
ｅ－犻犽狓狋α犼狋）·犜

犼·犜犼 （２１）
　　由式（２０）和（２１）得

ρ^（狀）（犽）＝犚狀ρ^（０）（犽） （２２）
　　定理１．　给定!

犱上开放量子行走，量子初态
为ρ（０）··＝ρ０｜００…０〉〈００…０｜，系统按"′１，"′２，…，
"′狀顺序（从左到右）进行狀次演化运算，每个"′犻
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的运算元为｛犓′犻狓１－１，犓′
犻狓１
１，犓′

犻狓２
－１，犓′

犻狓２
１，…，犓′

犻狓犱
－１，

犓′犻狓犱１｝．令δ狓－＝α－犼＝∏
犱

狋＝１
δ狓狋＝α犼狋，其中α

－
犼＝（α犼１，α犼２，…，

α犼犱），狓－＝（狓１，狓２，…，狓犱）∈｛－狀，－狀＋１，…，狀｝犱，

α犼犽＝∑
狀

犻＝１
犳狓犽（犜犼犻），犳狓犽（犜犼犻）＝

１，犜犼犻＝犓′
犻狓犽
１

－１，犜犼犻＝犓′
犻狓犽
－１，

０，
烅
烄

烆 其他
犽＝１，２，…，犱，犻＝１，２，…，狀，犼＝１，２，…，（２犱）狀，则该
系统的位置状态的概率分布为

狆（狀）狓－ ＝狋狉（ρ（狀）狓－）＝∑
（２犱）狀

犼＝１
δ狓－＝α－犼狋狉（犜犼ρ０犜犼）（２３）

　　定理１给出了高维格上开放量子行走的位置状
态的概率分布的计算公式，它既适合于同质开放量
子行走也适合于异质开放量子行走．
４３　实　例

例１．给定!

上异质开放量子行走，量子初态为
ρ（０）··＝｜０〉〈０｜｜０〉〈０｜，该系统执行３种量子运算，
分别如下：

（１）去极化信道"１

犓１
－１＝槡０．４１０［ ］０１，犓

１
１＝槡０．６０－犻

犻［ ］０；

　　（２）相位翻转信道"２

犓２
－１＝槡０．３１０［ ］０１，犓

２
１＝槡０．７１０

０－［ ］１；
　　（３）幅值阻尼"３

犓３
－１＝

１ ０
槡［ ］０ ０．５

，犓３
１＝ 槡０ ０．５［ ］０ ０ ．

　　根据定理１，经过狀次量子运算后，该系统的位
置状态的概率分布为

狆（狀）狓＝∑
２狀

犼＝１
δ狓＝α犼狋狉（犜犼ρ０犜


犼）．

该式子中狓∈｛－狀，－狀＋１，…，狀｝，第犻次演化运用量
子运算

"′犻∈｛"１，"２，"３｝，运算元为｛犓′犻－１，犓′犻１｝，
犻＝１，２，…，狀，犜犼＝犜犼狀犜犼狀－１…犜犼１，犜犼犻∈｛犓′犻－１，

犓′犻１｝，α犼＝犳（犜犼）＝∑
狀

犻＝１
犳（犜犼犻），其中犳（犜犼犻）＝

１，犜犼犻＝犓′犻１
－１，犜犼犻＝犓′犻
烅烄烆 －１

．

假设用数字１，２，３分别表示第"１，"２，"３量
子运算，该系统分别执行１１次和１８次演化，结果如
图１和图２所示．

图１　一维格上异质开放量子行走的位置状态的概率分布，
其中执行了１１次演化，具体执行过程如下（从左到
右）：１、２、１、３、２、１、１、３、１、２、２

图２　一维格上异质开放量子行走的位置状态的概率分布，
其中执行了１８次演化，具体执行过程如下（从左到
右）：１、２、１、３、２、１、１、３、１、２、２、３、３、２、１、２、２、１
例２．给定!

２上异质开放量子行走，量子初态
为ρ（０）··＝｜０〉〈０｜｜００〉〈００｜，该系统执行３种量子
运算，分别如下：

第１种量子运算"１

犓１狓１（ρ）＝０．５狘１〉〈１狘ρ狘１〉〈１狘＋
　　　　０．５狘３〉〈１狘ρ狘１〉〈３狘，
犓１狓－１（ρ）＝０．５狘３〉〈３狘ρ狘３〉〈３狘＋
　　　　０．５狘０〉〈３狘ρ狘３〉〈０狘，
犓１狔１（ρ）＝０．２狘０〉〈０狘ρ狘０〉〈０狘＋
　　　　０．８狘１〉〈０狘ρ狘０〉〈１狘，
犓１狔－１（ρ）＝０．２狘３〉〈２狘ρ狘２〉〈３狘＋
　　　　０．８狘２〉〈２狘ρ狘２〉〈２狘．

　　第２种量子运算"２

犓２狓１（ρ）＝０．５狘０〉〈１狘ρ狘１〉〈０狘＋
　　　　０．５狘２〉〈１狘ρ狘１〉〈２狘，
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犓２狓－１（ρ）＝０．５狘０〉〈３狘ρ狘３〉〈０狘＋
　　　　０．５狘２〉〈３狘ρ狘３〉〈２狘，
犓２狔１（ρ）＝０．５狘１〉〈０狘ρ狘０〉〈１狘＋
　　　　０．５狘３〉〈０狘ρ狘０〉〈３狘，
犓２狔－１（ρ）＝０．５狘１〉〈２狘ρ狘２〉〈１狘＋
　　　　０．５狘３〉〈２狘ρ狘２〉〈３狘．

　　第３种量子运算"３

犓３狓１（ρ）＝０．５狘３〉〈１狘ρ狘１〉〈３狘＋
　　　　０．５狘２〉〈１狘ρ狘１〉〈２狘，
犓３狓－１（ρ）＝０．５狘１〉〈３狘ρ狘３〉〈１狘＋
　　　　０．５狘３〉〈３狘ρ狘３〉〈３狘，
犓３狔１（ρ）＝０．７狘１〉〈０狘ρ狘０〉〈１狘＋
　　　　０．３狘２〉〈０狘ρ狘０〉〈２狘，
犓３狔－１（ρ）＝０．７狘０〉〈２狘ρ狘２〉〈０狘＋
　　　　０．３狘２〉〈２狘ρ狘２〉〈２狘．

　　根据定理１，经过狀次量子运算后，该系统的位
置状态的概率分布为

狆（狀）（狓，狔）＝∑
４狀

犼＝１
δ狓＝α犼δ狔＝β犼狋狉（犜犼ρ０犜


犼）．

该式子中狓，狔∈｛－狀，－狀＋１，…，狀｝，第犻次演化运
用量子运算

"′犻∈｛"１，"２，"３｝，运算元为｛犓′犻狓－１，
犓′犻狓１，犓′

犻狔
－１，犓′

犻狔
１｝，犻＝１，２，…，狀，犜犼＝犜犼狀犜犼狀－１…

犜犼１，犜犼犻∈｛犓′
犻狓
－１，犓′

犻狓
１，犓′

犻狔
－１，犓′

犻狔
１｝，α犼＝犳狓（犜犼）＝

∑
狀

犻＝１
犳狓（犜犼犻），β犼＝犳狔（犜犼）＝∑

狀

犻＝１
犳狔（犜犼犻），其中犳狓（犜犼犻）＝

１，犜犼犻＝犓′
犻狓
１

－１，犜犼犻＝犓′
犻狓
－１

０，
烅
烄

烆 其他
，犳狔（犜犼犻）＝

１，犜犼犻＝犓′
犻狔
１

－１，犜犼犻＝犓′
犻狔
－１

０，
烅
烄

烆 其他
．

假设用数字１，２，３分别表示第"１，"２，"３量
子运算，该系统执行９次演化，结果如图３所示．

图３　二维格上异质开放量子行走的位置状态的概率分布，
其中执行了９次演化，具体执行过程如下（从左到右）：
１、２、３、３、２、１、３、２、１

５　中心极限定理
上一节我们给出了高维格上开放量子行走的概

率分布的计算方法，然而并未给出它们的极限概率
分布．本节运用鞍差分序列理论，给出并证明高维格
上开放量子行走的中心极限定理，同时与前期几个
相关研究成果进行比较分析，最后通过实例解释
说明．

定义６［３２］．　设（Ω，$，犘）是一个概率空间，#＝
｛０，１，２，…｝是非负整数集合．若$

的子σ域族犉＝
｛
$狀，狀∈#

｝满足：
（１）$０包含一切$

中的可略集；
（２）对每一个狀∈#

，有
$狀$狀＋１$

，称犉为σ
域流，（Ω，$，犉，犘）为带流概率空间．

定义７［３２］．σ域流犉＝｛$狀，狀∈#

｝称为｛犡狀，
狀∈#

｝的自然流，如果
$狀＝σ（犡犼，犼狀）∨犖，其中犖

表示
$

中的可略集．σ（犡犼，犼狀）∨犖表示生成的
σ域．

定义８［３２］．设（Ω，$，犉，犘）带流概率空间，随机
变量序列｛犡狀，狀∈#

｝称为犉适应的，对每个狀１，
有犡狀∈$狀．

定义９［３２］．　设犡＝｛犡狀，狀∈#

｝为可积的犉＝
｛
$狀，狀∈#

｝适应序列，且狀∈#

有犈（犡狀＋１｜$狀）＝
０，则称犡为鞍差分序列．

定理２［３２］（鞍差分序列的中心极限定理）．设
犡＝｛犡狀，狀∈#

｝
是一个鞍差分序列，令珡犡＝１狀∑

狀

犻＝１
犡犻，若

（１）对于任意给定的ε＞０，有

ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犡２犻δ（狘犡犻狘ε槡狀）狘$犻－１）＝０，

　　（２）
ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犡２犻狘$犻－１）＝σ２，

其中示性函数δ（ω）＝１，ω∈（｜犡犻｜ε槡狀）
０，烅
烄
烆其他 ，则有

槡狀珡犡依分布收敛于犖（０，σ２）．
定义１０．　给定!

犱上开放量子行走，量子初态
（ρ０，犡０）∈犇（!）×!

犱，经过狀次演化之后，系统处
于２犱个位置中的其中一个：（ρ，犡）∈犇（!）×!

犱，定
义一个转移概率：

犘（（ρ，狓），（ρ′犼，狓′））＝
狋狉（犜犼ρ犜

犼），ρ′犼＝犜犼ρ犜
犼

狋狉（犜犼ρ犜
犼）

０，
烅
烄

烆 其他
（２４）
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其中ρ′犼＝犇－（
!

），犼＝１，２，…，（２犱）狀．
５１　!

犱上开放量子行走的中心极限定理
给定一个

!

犱上开放量子行走，量子初态为ρ（０）··＝
ρ０｜００…０〉〈００…０｜，系统量子运算集为"

－－＝｛"１，
"２，…，"犿｝．每一个量子运算"犾的运算元为
｛犓犾狓１－１，犓

犾狓１
１，犓

犾狓２
－１，犓

犾狓２
１，…，犓

犾狓犱
－１，犓

犾狓犱
１｝，犾＝１，２，…，

犿，其中狓１，狓２，…，狓犱表示犱个坐标轴，犓犾狓犻１（犓
犾狓犻
－１）

表示第狓犻轴向正方向（负方向）行走．
定义１１［３３］．　给定一个开放量子系统，ρ０是量

子初态，ρ０→ρ１→…→ρ狀－１是开放量子系统的量子态
演化过程，若序列和１狀∑

狀－１

犻＝０
ρ犻几乎处处收敛于一个固

定量子态，则称该量子态为不变量子态，记为ρ∞＝
ｌｉｍ
狀→∞
１
狀∑
狀－１

犻＝０
ρ犻．

针对
!

犱上异质开放量子行走，本文以不变性和
完整性为前提条件，研究其中心极限定理，具体内容
表述如下：

（１）不变性．开放量子行走具有惟一不变量子
态ρ∞；

（２）完整性．开放量子行走在狀犿步内执行完
所有犿个量子运算．

令犿－∈$

犱是犱维实数域上的一个向量，定义为

犿－＝∑
犱

犽＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼ρ∞犜


犼）犳狓犽（犜犼）狘ｅ犽〉，

式子中
（１）｛｜ｅ１〉，｜ｅ２〉，…，｜ｅ犱〉｝为一组（单位）标准正

交基；
（２）ρ′＝"′狀"′狀－１…"′１（ρ）＝∑

２犱

犼狀
∑
２犱

犼狀－１
…∑

２犱

犼１
（犜犼狀

犜犼狀－１…犜犼１）ρ（犜犼狀犜犼狀－１…犜犼１），其中"′犻∈"

－－，犜犼犻∈
｛犓′犻狓１－１，犓′

犻狓１
１，犓′

犻狓２
－１，犓′

犻狓２
１，…，犓′

犻狓犱
－１，犓′

犻狓犱
１｝，犻＝１，

２，…，狀；
（３）令犜犼＝犜犼狀犜犼狀－１…犜犼１，１犼犻２犱，犼＝１，

２，…，狀，犳狓狋（犜犼）＝犳（犜犼狀犜犼狀－１…犜犼１）＝∑
狀

犻＝１
犳狓狋（犜犼犻），

其中

犳狓狋（犜犼犻）＝
１，犜犼犻＝犓′

犻狓狋
１

－１，犜犼犻＝犓′
犻狓狋
－１，

０，
烅
烄

烆 其他
狋＝１，２，…，犱，犻＝１，２，…，狀．
　　引理１［３３］．　给定一个量子运算"

：犇（!）→

犇（!），记犓犲狉（"），犚犪狀（"）分别表示算子"

的核
和像，则有下列式子成立：

犇（!）＝犓犲狉（"）犚犪狀（"）．
　　引理２．　对于任意的珋犾∈$

犱，有下列方程成立：

（犐－"

）（犔）＝∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
犜犼犜犼犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉犐．

　　引理３．设一个函数犵：犇（!）×$

犱→$

，则公式
犵（ρ，犡）＝狋狉（ρ犔）＋〈犡狘珋犾〉，

满足方程
（犐－犘）犵（ρ，犡）＝〈犡狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉，

其中犘犵（ρ，狓）＝∑（ρ′，狓′）犘（（ρ，狓），（ρ′，狓′））犵（ρ′，狓′）．
定理３．　给定一个!

犱上开放量子行走，量子
初态为ρ（０）··＝ρ０｜００…０〉〈００…０｜，系统量子运算
集为

"

－－＝｛"１，"２，…，"犿｝．每一个量子运算"犾的
运算元为｛犓犾狓１－１，犓

犾狓１
１，犓

犾狓２
－１，犓

犾狓２
１，…，犓

犾狓犱
－１，犓

犾狓犱
１｝，犾＝

１，２，…，犿，犿－＝∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼ρ∞犜


犼）犳狓狋（犜犼）｜ｅ狋〉，其

中ρ∞是一个不变量子态．用（ρ狀，犡狀）狀０表示为量子
行走的轨迹［２１］，量子态ρ狀∈犇（!），位置状态随机变
量犡狀∈!

犱，犢狀＝犡狀－狀犿
－

槡狀是犡狀标准化变量，则有

（１）ｌｉｍ
狀→∞
犈（犡狀）
狀＝犿－；

（２）ｌｉｍ
狀→∞
犢狀～犖（０，σ２）．

该定理表明了高维格上开放量子行走的位置状
态依分布收敛于正态分布．

如果演化的每一步采取相同的量子运算，那么
该定理给出同质量子行走的极限分布，否则为异质
量子行走的极限分布．

值得注意的是，在证明过程中，需要用到不变性
条件．如果不变性条件不成立，从引理２以及定理３
的证明中可以看出，方差的极限不存在，位置状态无
法依分布收敛于正态分布．同时，我们也需要完整性
假设，避免出现某些量子运算以稀疏形式出现，对于
每一个量子运算都能参与整个量子行走系统的演化
运算．
５２　!

上同质开放量子行走的中心极限定理
文献［２８］的定理６．２给出一维!

上同质开放
量子行走的中心极限定理，本节将说明它是定理３
的一种特殊情况．

设一个一维
!

上的同质开放量子行走，量子初
态为ρ（０）··＝ρ０｜０〉〈０｜，系统的量子运算为"

，它对
应的运算元为犅和犆，系统用量子轨迹表示为
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（ρ狀，犡狀）狀０，
系统的演化方程表示为
ρ′＝"

（ρ）＝犅ρ犅｜１〉〈１｜＋犆ρ犆｜－１〉〈－１｜，
其中：（１）运算元犅和犆分别表示在一维坐标轴上
向负方向和正方向行走；（２）犅犅＋犆犆＝犐．

设
（１）犿＝狋狉（犅ρ∞犅）－狋狉（犆ρ∞犆）；

（２）σ２＝狋狉（ρ∞Γ），其中Γ＝∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
｛犜犼犜犼［（犳狓狋（犜犼）

〈ｅ狋｜犾〉－〈犿｜犾〉）２］＋２犜
犼犔犜犼（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋｜犾〉－〈犿｜

犾〉）｝＝犅犅（１－犿）２＋犆犆（－１－犿）２＋２犅犔犅（１－
犿）＋２犆犔犆（－１－犿）．

结合（１）和（２），根据定理３及其证明，有
σ２＝１－犿２＋４（狋狉（犆ρ∞犆）狋狉（ρ∞犔）－狋狉（ρ∞犆犔犆））
或
σ２＝１－犿２＋４（狋狉（ρ∞犅犔犅）－狋狉（犅ρ∞犅）狋狉（ρ∞犔））．
　　推论１．　!

上的同质开放量子行走的位置状
态的随机变量犡狀依分布收敛于正态分布：

ｌｉｍ
狀→∞

犡狀－狀犿
槡狀 ～犖（０，σ２）．

　　该结果与文献［２８］的定理６．２是相同的，这说
明了本文所给出的定理３更具有一般性．
５３　!

２上异质开放量子行走的中心极限定理
例３．给定!

２上异质开放量子行走，量子初态

为ρ（０）··＝ρ０｜００〉〈００｜，其中ρ０＝
１，０
０，［ ］０，位置坐标

为犡＝（狓，狔），狓，狔∈!．系统每一次演化的量子运算
"

取自于集合
"

－－＝｛"１，"２｝，其中量子运算"１

用算子和表示为
"１（ρ）＝犈１ρ犈

１＋犠１ρ犠
１＋犖１ρ犖

１＋犛１ρ犛
１；

量子运算
"２用算子和表示为

"２（ρ）＝犈２ρ犈
２＋犠２ρ犠

２＋犖２ρ犖
２＋犛２ρ犛

２，
其中犈，犠，犛，犖分别代表系统向东、西、南、北４个
方位行走．

该量子行走的轨迹表示为
（ρ狀，犡狀）狀０．

对应系统演化方程表示为
"犾（ρ犽｜狓狔〉〈狓狔｜）＝犈犾ρ犽犈

犾｜（狓＋１）狔〉
〈（狓＋１）狔｜＋犠犾ρ犽犠

犾
｜（狓－１）狔〉〈（狓－１）狔｜＋犖犾ρ犽犖

犾
｜狓（狔＋１）〉〈狓（狔＋１）｜＋犛犾ρ犽犛

犾
｜狓（狔－１）〉〈狓（狔－１）｜，犾＝１，２．

　　作为一个应用实例，考虑该系统执行如下演化
（从左到右）：

"１，"２，"２，"１，"２，"２，…．
其中两个量子运算分别取如下运算元：

　　犈１＝１４
槡１３０

槡
熿
燀

燄
燅０ １１
，犠１＝１４

０１［ ］０１，

犛１＝１４
１０［ ］－１１， 犖１＝１４

１１［ ］０１，

犈２＝１２
１０

０槡
熿

燀

燄

燅
７
８
，犠２＝１８

０１［ ］０１，

犛２＝１２
１０［ ］－１１， 犖２＝１２

１１［ ］０１．
　　根据定理３以及证明，下面给出该实例的极限
分布的计算步骤：

（１）计算不变量子态ρ∞
ρ∞＝

５９／１１３ －１６６／１００３１
－１６６／１００３１ ５４／［ ］１１３ ．

　　（２）计算位置平均值

犿－＝∑
２

犽＝１∑
６４

犼＝１
狋狉（犜犼ρ∞犜犼）犳狓犽（犜犼）狘ｅ犽〉，

犿－＝（１．１３５８，－０．０４３５）．
　　（３）给出如下方程并求解
（犐－"

）（犔）＝∑
２

犽＝１∑
６４

犼＝１
犜犼犜犼犳狓犽（犜犼）〈ｅ犽狘犾

－〉－〈犿－狘犾－〉犐，
取犾－＝（１，１），得

犔＝－１．３８８６０．４１５３［ ］０．４１５３０．０００１．
　　（４）计算Γ
Γ＝∑

２

犽＝１∑
６４

犼＝１
｛犜犼犜犼［（犳狓犽（犜犼）〈ｅ犽狘犾

－〉－〈犿－狘犾－〉）２］＋

２犜犼犔犜犼（犳犽（犜犼）〈ｅ犽狘犾－〉－〈犿－狘犾－〉）｝，
得Γ＝－０．３５７２０．１１４２［ ］０．１１４２３．１４５６．
　　（５）计算方差

σ２＝狋狉（ρ∞Γ），
得σ２＝１．３１２９．

综合上述５个步骤的计算，得到
ｌｉｍ
狀→∞

犡狀－狀犿
槡狀 ～犖（０，１．３１２９）．

６　结　论
本文研究高维格上开放量子行走的极限分布，
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给出高维格上（异质）开放量子行走的概率分布和中
心极限定理的计算方法．主要研究结果有：给出高维
上开放量子行走的演化方程；利用傅里叶变换和逆
变换结合ＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒＨｅｉｓｅｎｂｅｒｇ对偶，给出开放
量子行走的概率分布的计算公式；利用鞍差分序列
的中心极限定理，在满足一定条件和假设下，证明开
放量子行走的中心极限定理，说明一维同质开放量
子行走的中心极限定理是它的一种特殊情况；最后
通过实例给出开放量子行走的极限分布的计算
步骤．

与前期学者们所研究的开放量子行走相比较，
我们给出的高维格上（异质）开放量子行走更具有一
般性．值得注意的是：（１）定理１作为计算开放量子
行走的概率分布的主要结论，如果取犱＝１以及执行
惟一一个量子运算，即该量子系统是一个一维格上
同质开放量子行走，则经过计算得到的概率分布与
Ｋｏｎｎｏ等人所计算出来的结果（文献［２７］定理２．３）
是一样的；（２）推论１给出一维格上同质开放量子
行走的中心极限定理，与文献［２８］的定理６．２是相
同的，也是本文定理３的一种特殊情况．
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附　录．
　　定理１的证明．
　　证明．
狆（狀）狓－＝狋狉（ρ（狀）狓－）

＝狋狉１
２π∫

犓
ｅ犻犽狓－ρ^（狀）（犽）ｄ（ ）犽

＝１２π∫

犓
ｅ犻犽狓－狋狉（犚狀ρ^（狀）（犽））ｄ犽

＝１２π∫

犓∏
犱

狋＝１
ｅ犻犽狓狋狓狋狋狉∑

（２犱）狀

犼＝１∏
犱

狋＝１
ｅ－犻犽狓狋α犼（ ）狋·犜犼·犜犼ρ（０）（犽（ ））ｄ犽

＝∑
（２犱）狀

犼＝１

１
２π∫

犓∏
犱

狋＝１
ｅ犻犽狓狋（狓狋－α犼狋）狋狉（犜犼ρ０犜犼）ｄ［ ］犽

＝∑
（２犱）狀

犼＝１∏
犱

狋＝１
δ狓狋＝α犼狋狋狉（犜犼ρ０犜


犼［ ］）． 证毕．

　　引理２的证明．
证明．　对于任意珋犾∈$

犱有

∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
犜犼犜犼犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉＝〈犿－狘珋犾〉，

因而有

狋狉ρ∞∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
犜犼犜犼犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉（ ）（ ）犐＝０，

所以有

∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
犜犼犜犼犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉犐∈｛ρ∞｝⊥．

　　因为ρ∞具有不变性，有（犐－"

）（ρ∞）＝０成立，所以
｛ρ∞｝⊥＝犓犲狉（犐－"

）⊥．
根据引理１，有

犓犲狉（犐－"

）⊥＝犚犪狀（犐－"

），
所以

∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
犜犼犜犼犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉犐∈犚犪狀（犐－"

）．
故存在一个犔使得

（犐－"

）（犔）＝∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
犜犼犜犼犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉犐．

证毕．

　　引理３的证明．
　　证明．
（犐－犘）犵（ρ，狓）＝（犐－犘）（狋狉（ρ犔）＋〈狓狘珋犾〉）

＝狋狉（ρ犔）＋〈狓狘珋犾〉－犘（狋狉（ρ犔）＋〈狓狘珋犾〉）
＝狋狉（ρ犔）＋〈狓狘珋犾〉－犘犵（ρ，狓）
＝狋狉（ρ犔）＋〈狓狘珋犾〉－∑（ρ′，狓′）犘（（ρ，狓），（ρ′，狓′））犵（ρ′，狓′）
＝狋狉（ρ犔）＋〈狓狘珋犾〉－∑

犱

犽＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼ρ犜

犼犔）犳狓犽（犜犼［ ）＋

　∑
犱

犽＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼ρ犜

犼）犳狓犽（犜犼）〈ｅ犽狘珋犾］〉
＝狋狉（ρ（犔－"

（犔）－

　∑
犱

犽＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼犜犼）犳狓犽（犜犼）〈ｅ犽狘珋犾〉））＋〈狓狘珋犾〉

＝狋狉（ρ（－〈犿－狘珋犾〉犐））＋〈狓狘珋犾〉
＝－〈犿－狘珋犾〉＋〈狓狘珋犾〉，

所以有（犐－犘）犵（ρ，狓）＝〈狓狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉． 证毕．

　　定理２的证明．
证明．运用鞍差分序列的中心极限定理，证明分为３步：
（１）给出一组鞍差分序列
根据位置状态随机变量犡狀，构建一个新的变量犢＝

〈犡狀｜珋犾〉－狀〈犿－狘珋犾〉，其中珋犾∈$

犱．取Δ犡狀＝犡狀－犡１，则有

犢＝〈犡０狘珋犾〉＋∑
狀

犽＝１
（〈Δ犡犽狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）．

根据引理２和３，有
（犐－犘）犵（ρ狀，Δ犡狀）＝〈Δ犡狀狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉，所以
犢＝〈犡０狘珋犾〉＋∑

狀

犽＝１
（犐－犘）犵（ρ犽，Δ犡犽）

＝〈犡０狘珋犾〉＋犵（ρ１，Δ犡１）－犘犵（ρ狀，Δ犡狀）＋

∑
狀

犽＝２
犵（ρ犽，Δ犡犽）－犘犵（ρ犽－１，Δ犡犽－１）．

　　取犚狀＝〈犡０｜珋犾〉＋犵（ρ１，Δ犡１）－犘犵（ρ狀，Δ犡狀）和犕狀＝
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∑
狀

犽＝２
犵（ρ犽，Δ犡犽）－犘犵（ρ犽－１，Δ犡犽－１），那么

犢＝犚狀＋犕狀．
　　对于犚狀．由于（犐－犘）犵（ρ狀，Δ犡狀）＝〈Δ犡狀｜珋犾〉－〈犿－｜珋犾〉以
及犵（ρ狀，Δ犡狀）＝狋狉（ρ狀犔）＋〈Δ犡狀｜珋犾〉，因而有犘犵（ρ狀，Δ犡狀）＝
狋狉（ρ狀犔）＋〈犿－狘珋犾〉．不难验证犚狀是有界的．

对于犕狀．取Δ犕狀＝犕狀－犕狀－１＝犵（ρ狀，Δ犡狀）－犘犵（ρ狀－１，
Δ犡狀－１），σ域$狀定义为σ｛（ρ犽，犡犽）；犽狀｝．因为犈（Δ犕狀｜
$狀－１）＝犈（（犵（ρ狀，Δ犡狀））｜（ρ狀－１，Δ犡狀－１））－犘犵（ρ狀－１，
Δ犡狀－１）＝０，所以｛Δ犕狀｝为鞍差序列．

（２）证明对于任意给定的ε＞０，有
ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（Δ犕２犻δ（狘Δ犕犻狘ε槡狀）狘$犻－１）＝０

成立．
　　由于Δ犕狀＝犕狀－犕狀－１＝犵（ρ狀，Δ犡狀）－犘犵（ρ狀－１，Δ犡狀－１），
根据引理３，有Δ犕狀＝狋狉（ρ狀犔）－狋狉（ρ狀－１犔）＋〈Δ犡狀｜珋犾〉－〈犿－｜
珋犾〉，因而有

｜Δ犕狀｜（１＋‖犿‖）‖珋犾‖＋２‖犔‖∞，
即Δ犕狀有界，所以当狀→∞时，

δ（｜Δ犕犻｜ε槡狀）→０．
结论成立．

（３）证明ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（Δ犕２

犻｜$犻－１）＝σ２．
因为Δ犕犻＝狋狉（ρ犻犔）－狋狉（ρ犻－１犔）＋〈Δ犡犻｜珋犾〉－〈犿－｜珋犾〉，
所以
（Δ犕犻）２＝［（狋狉（ρ犻犔））２－（狋狉（ρ犻－１犔））２］＋

［－２（狋狉（ρ犻犔）－狋狉（ρ犻－１犔）＋
〈Δ犡狀狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）狋狉（ρ犻－１犔）］＋
［（〈Δ犡犻狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）２＋
２狋狉（ρ犻犔）（〈Δ犡犻狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）］．

　　按中括号标识，将（Δ犕犻）２划分三部分
（Δ犕犻）２＝犚１＋犚２＋犚３．

　　分别计算如下３个式子：
ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犚犽狘$犻－１），犽＝１，２，３．

　　（３．１）根据鞅论，可得
ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犚犽狘$犻－１）＝０，犽＝１，２．

　　（３．２）证明ｌｉｍ狀→＋∞
１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犚３｜$犻－１）＝σ２．

犈（犚３狘$犻－１）＝犈（（〈Δ犡犻狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）２＋
　２狋狉（ρ犻犔）（〈Δ犡犻狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）狘$犻－１）

＝∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼ρ犻－１犜犼）

　［（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）２］＋
　２犈（狋狉（ρ犻犔）（〈Δ犡犻狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）狘$犻－１）

＝∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼ρ犻－１犜犼）·

　［（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）２］＋

　２∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
狋狉（犜犼ρ犻－１犜犼犔）（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）

＝（狋狉ρ犻－１∑犱狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
｛犜犼犜犼［（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）２］＋

　２犜犼犔犜犼（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾）〉）｝．
　　由于系统只有惟一不变量子态ρ∞，即

ρ∞＝ｌｉｍ狀→∞
１
狀∑

狀－１

犻＝０
ρ犻，

所以有

ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犚３狘$犻－１）

＝狋狉（ρ∞∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
｛犜犼犜犼［（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）２］＋

　２犜犼犔犜犼（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋狘珋犾〉－〈犿－狘珋犾〉）｝）．

令Γ＝∑
犱

狋＝１∑
（２犱）狀

犼＝１
｛犜犼犜犼［（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋｜珋犾〉－〈犿－｜珋犾〉）２］＋２犜

犼犔犜犼
（犳狓狋（犜犼）〈ｅ狋｜珋犾〉－〈犿－｜珋犾〉）｝，则

ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犚３狘$犻－１）＝狋狉（ρ∞Γ）．

令σ２＝狋狉（ρ∞Γ），综合上述有

ｌｉｍ
狀→＋∞

１
狀∑

狀－１

犻＝０
犈（犚犽狘$犻－１）＝σ２，犽＝１，２，３．

故定理得证． 证毕．

犔犐犖犢狌狀犌狌狅，ｂｏｒｎｉｎ１９７９，Ｐｈ．Ｄ．
Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｑｕａｎｔｕｍ
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｎｄｑｕａｎｔｕｍｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，
ｍｏｄｅｌｃｈｅｃｋｉｎｇ．

犔犐犢狅狀犵犕犻狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６６，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ
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