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摘　要　复系数质点法是以几何点的运算为基础而建立起来的一种新的几何定理机器证明方法．它能高效地证明

大部分构造型几何命题，但现有的复系数质点法仍不能有效地处理一些非线性构造型几何命题．为此，该文在原有

工作的基础上，对原复系数质点法机器证明算法进行了较大的改进，新添加了一些重要的构图方式，并选用

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ重新实现了改进的算法，创建了新的证明器ＣＭＰＰ（ＣｏｍｐｌｅｘＭａｓｓＰｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄＰｒｏｖｅｒ）．对上百个几

何定理的运行结果显示，证明器ＣＭＰＰ能有效地处理非线性构造型几何命题以及许多非构造型几何命题，在解题

能力及运行效率上均有所提高．特别地，ＣＭＰＰ能在短时间内实现五圆定理、莫莱定理等一些难度较大的几何定理

的可读机器证明．
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１　引　言

１９８５年，吴文俊院士创造性地提出了“吴方法”．

此后的３０余年间，几何定理机器证明研究不断发

展：代数法［１］、数值法［２］能有效地判断无序几何命题

的真假；面积法［３４］、搜索法［５６］更能对其生成“可读”

的机器证明．

最近，在上述研究的基础上，笔者发展了复系

数质点法［７８］（下文简称质点法）．该方法是个能对

“线性构造型”几何定理生成可读证明的新的算法．对

上百个“线性构造型”几何命题的运行结果显示，质点

法的运行效率高且多数证明的可读性令人满意．

为了能处理更多类型的几何命题，本文在已有

工作的基础上，对原质点法的核心算法进行了改进，

并特别添加了一些能更准确地描述“直线与圆相交、

直线与圆相切、圆与圆相交、圆与圆相切”等构图情

况的作图语句，使得质点法能灵活地表述并证明许

多非线性构造型几何命题及非构造型几何命题．

原质点法机器证明算法是在 Ｍａｐｌｅ中实现的，

在深入测试该证明器的解题能力及运行效率时发

现，一些涉及到大规模符号计算的几何命题，特别是

较复杂的多元三角函数和多元无理式的综合运算的

几何命题，有时并不能用质点法在合理的时间内完

成机器证明．通过详细比较多款当前世界上一些具

有强大符号计算功能的数学软件发现，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ

对多元三角函数和多元无理式等的处理有其独特的

优势．因此，本文选用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ对改进的质点法

机器证明算法进行重新实现，创建了新的几何定理

证明器ＣＭＰＰ（ＣｏｍｐｌｅｘＭａｓｓＰｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄＰｒｏｖｅｒ）．

对上百个几何定理的运行结果表明，ＣＭＰＰ的解题

能力与运行效率均令人满意，尤其是对于五圆定理、

莫莱定理、布洛卡圆定理等一些大难度的几何定理，

ＣＭＰＰ均能够在短时间内实现可读机器证明．

本文第２节介绍质点法的基本原理和机器证明

算法；第３节介绍质点法机器证明算法的新实现和

新证明器中的函数命令；第４节介绍ＣＭＰＰ在近世

几何定理机器证明中的应用，并以布洛卡圆定理为

例，详细说明质点法机器证明的运行过程；最后对全

文进行总结．

２　质点法

对于平面上的点，我们用大写字母犃，犅，犆，…，

来表示；实数用小写字母犪，犫，犮，…，表示；向量用

犃犅（或犅犃）表示；△犃犅犆 的“有向”面积用犛△犃犅犆

表示．

２１　质点法的基本原理

定义１．　对于直线犃犅（犃≠犅）上的任意一点

犆，不妨设
犃犆
犃犅
＝狌．犇是过点犆 且与犃犅 垂直的直线

上一点，满足｜犆犇｜＝｜犃犅｜，且犃犅犇 呈逆时针方

向（如图１所示）．犡 是犆犇 上任意一点，不妨设

犆犡
犆犇
＝狏，则记犡＝（１－狌－狏犻）犃＋（狌＋狏犻）犅．

图１　定义１示意

图１是定义１中０＜狌＜１，狏＞０的情形，当狏＜０

时，犡应在犃犅 的下方．

我们称形如犡＝（１－狌－狏犻）犃＋（狌＋狏犻）犅的复

系数和为１的质点关系式为规范组合式．

性质１．　设犆＝（１－狌－狏犻）犃＋（狌＋狏犻）犅，则有

（１）设犆犡⊥犃犅，垂足为犡，则犡＝（１－狌）犃＋

狌犅，且｜犆犡｜＝｜狏｜｜犃犅｜．若狏＜０，则犃犅犆 呈顺时

针方向；若狏＞０，则犃犅犆呈逆时针方向．

（２）设点犘是△犃犅犆所在平面内的任意一点，

则有唯一的表示式：

犘＝ （１－犪－犫犻）犃＋（犪＋犫犻）犅．

　　（３）若狏＝０，则犆，犃，犅三点共线；若狏≠０，当

狌＝０时，∠犆犃犅＝９０°；当狌＞０时，∠犆犃犅是锐角；

当狌＜０时，∠犆犃犅是钝角．

定义２． 若θ＝ａｒｃｔａｎ
狔（ ）狓

为向量犘犙，犅犃

所成的夹角，即 （犘犙，犃犅）＝θ；且｜狓＋狔犻｜为两

向量的模之比，即｜犘犙｜
｜犃犅｜

＝｜狓＋狔犻｜．则称犘犙＝

（狓＋狔犻）（犅犃）．

性质２．　设犘犙＝（狓＋狔犻）（犕－犖），则有

（１）若狔＝０，狓≠０，则犘犙‖犕犖；

（２）若狓＝０，狔≠０，则犘犙⊥犕犖；

（３）若｜狓＋狔犻｜＝狋，则｜犘犙｜＝狋·｜犕犖｜．特别

地，当狋＝１时｜犘犙｜＝｜犕犖｜．
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性质３．　若犘＝（１－犿－狀犻）犃＋（犿＋狀犻）犅，

犙＝（１－犪－犫犻）犃＋（犪＋犫犻）犅，犘犡⊥犃犅，犙犢⊥犃犅，

垂足分别为犡，犢，则

（１）犘犡∶犙犢＝狀∶犫；

（２）若狀≠犫，则犘犙与犃犅 必交于一点；设犗＝

犘犙∩犃犅，则（狀－犫）犗＝狀犙－犫犘．

性质４．　设犆＝（１－犪－犫犻）犃＋（犪＋犫犻）犅，犘＝

（１－狓－狔犻）犙＋（狓＋狔犻）犚，则有

（１）若犪＝狓＝０，则∠犆犃犅＝∠犘犙犚为直角；

（２）设犪≠０，狓≠０．若
犫
犪
＝
狔
狓
，当犪

狓
＝

犫

狔
时，∠犆犃犅 ＝ ∠犘犙犚；当 －

犪
狓
＝

犫

狔
时，

∠犆犃犅＋∠犘犙犚＝１８０°；

（３）若犪＝狓，犫＝±狔，则△犆犃犅与△犘犙犚相似．

定义３．　设△犆犃犅与△犘犙犚 相似，若犃犅犆

与犘犙犚 同为顺时针或逆时针方向，则称△犆犃犅与

△犘犙犚正相似；否则，称△犆犃犅与△犘犙犚逆相似．

性质５． 设△犘犙犚与△犆犃犅相似，犆＝（１－犪－

犫犻）犃＋（犪＋犫犻）犅．

（１）若△犆犃犅与△犘犙犚正相似，则犘＝（１－犪－

犫犻）犙＋（犪＋犫犻）犚；

（２）若△犆犃犅与△犘犙犚逆相似，则犘＝（１－犪＋

犫犻）犙＋（犪－犫犻）犚．

性质６．　设犘＝（１－犪－犫犻）犛＋（犪＋犫犻）犚，犘＝

（１－狓－狔犻）犙＋（狓＋狔犻）犚．若犪＝狓＝０或
犫
犪
＝
狔
狓

（犪≠０且狓≠０），则犘，犙，犚，犛四点共圆．

质点关系式不仅能表示几何点之间的关系，还

可直接表示一些具有特殊性质的直线和圆．

性质７．　设狌，狏是两个单位复数，对于平面上

犃，犅，犆三点，满足狌犃＋狏犅＝（狌＋狏）犆，则当犃，犅，狏

固定，狌在单位圆上变化时，点犆的轨迹为犃犅 的中

垂线．

性质８．　设狓，狏是两个单位复数，对于平面上

犃，犅，犆三点，满足（狏＋狓）犆－狏犃＝狓犅，则当犃，犆，狏

固定，狓在单位圆上变化时，点犅 的轨迹为以犆 为

圆心、犆犃为半径的圆．

性质９．　设两条直线为

狌犃＋狏１犘１ ＝ （狌＋狏１）犡（犃犘１ 的中垂线）

狌犃＋狏２犘２ ＝ （狌＋狏２）犡（犃犘２ 的中垂线
｛ ）

，

则其交点可表示为犡＝
狏１犘１－狏２犘２
狏１－狏２

．

性质１０．　设３条直线为

犾１：狌犃＋狏１犘１ ＝ （狌＋狏１）犡（犃犘１ 的中垂线）

犾２：狌犃＋狏２犘２ ＝ （狌＋狏２）犡（犃犘２ 的中垂线）

犾３：狌犃＋狏３犘３ ＝ （狌＋狏３）犡（犃犘３ 的中垂线

烅

烄

烆 ）

，

则直线犾１，犾２，犾３所围成三角形的外心为

犗＝∑
３

犻＝１

犘犻·狏
２
犻

（狏犻－狏犻＋１）（狏犻－狏犻＋２）
．

　　注：为保证与性质７统一，性质９、性质１０中的

狌，狏１，狏２，狏３为单位复数．且为计算方便不妨取狏犻＝

犘犻
犘犻
（犻＝１，２，３），其中犃为作图过程中引入的第１个点．

上述性质７～性质１０使得改进后的质点法能

以更高的效率处理关联多个圆的构造型几何命题．

２２　质点法机器证明算法

一般来说，用质点法解题需要以下３个步骤：

（１）构图．用构造性的方式描述几何定理，它的

构图通常由多个构图语句组成；

（２）转化．根据２．１节中的基本原理，将上述构

图语句转化为特定的质点关系表达式；再按照构图

顺序依次进行质点关系式间的运算，从而逐步得到

新的质点关系表达式，一直到题目所需的所有构图

语句被成功地表达出来；

（３）验证．输入验证语句或检验函数（详见本文

３．２节），检查题目所要证明（或求解）的结论是否已

包含在刚刚得到的质点关系式中．若在，输出结果；

否则，由已得到的关系式继续进行推导，直至搜索到

所需结果．

通常情况下，用质点法进行证明时，初始的作图

语句都会先引入两个基点（设为犃，犅）．由２．１节的

性质１知，每一条构图语句所引入的新的点犡 都可

以表示为基点犃，犅的“规范组合”．不妨设犡＝（１－

犪－犫犻）犃＋（犪＋犫犻）犅，由“规范组合”表示的唯一性

知，犡可与二维数组（１－犪－犫犻，犪＋犫犻）一一对应．又

由于犃，犅 两点所对应的数组可分别记作（１，０）、

（０，１）．因此，一个几何命题所涉及到的全部的点都

能找到与之相应的数组．

在质点法机器证明算法中，通常用３个全局变

量狆狀狋狊、狏犪狉犾犻狊狋和犮狅狅狉犱犾犻狊狋（分别代表“点的个数”、

“点表”和“数组表”）来记录上述机器证明过程中的

每一步结果．

算法１．　质点法机器证明算法．

输入：能完整描述一个几何命题的所有构图语句及检

验函数

输出：构图语句产生的质点关系式及所求结论是否成

立的检验结果

１．置狆狀狋狊＝０，狏犪狉犾犻狊狋为空表，犮狅狅狉犱犾犻狊狋为空表；
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２．初始构图语句引入两个自由点，不妨设为犘１，犘２，则

狆狀狋狊＝２，狏犪狉犾犻狊狋＝｛犘１，犘２｝，犮狅狅狉犱犾犻狊狋＝ （１，０），（０，１｛ ｝） ；

３．此后，每引入一个新点，狆狀狋狊→狆狀狋狊＋１；并把新的点

和它所对应的数组分别储存到表狏犪狉犾犻狊狋和犮狅狅狉犱犾犻狊狋的第

狆狀狋狊＋１的位置上；同时输出相关的质点表达式或几何关系

信息；

４．考虑结论中所涉及到的质点，搜索它们在点表狏犪狉犾犻狊狋

中的位置，将其记录下来．再调用数组表犮狅狅狉犱犾犻狊狋中相应位

置的数组，进行相关的计算，验证结论是否成立并输出相应

的结果．

下面以验证３点犘，犙，犚是否共线的检验函数

为例，详细说明证明器ＣＭＰＰ如何在步４中检验结

论是否成立．

通过步１～步３，证明器应已求出并记录了３点

犘，犙，犚 的质点表达式中的相关信息．步４在验证

犘，犙，犚３点是否共线时将进行如下操作：

（１）分别搜索犘，犙，犚在狏犪狉犾犻狊狋中的相应位置，

设位置序号分别为犪犻，犫犻，犮犻；

（２）在犮狅狅狉犱犾犻狊狋中找到对应的数组犮狅狅狉犱犾犻狊狋［犪犻］、

犮狅狅狉犱犾犻狊狋［犫犻］和犮狅狅狉犱犾犻狊狋［犮犻］，不妨分别设为狋１，狋２，狋３；

（３）比较狋１－狋２和狋２－狋３，若存在实数犪，使得

狋２－狋３＝犪（狋１－狋２），则输出“犘，犙，犚ａｒｅｃｏｌｌｉｎｅａｒ！”

及对应的质点关系式；否则输出“犘，犙，犚ａｒｅｎｏｔ

ｃｏｌｌｉｎｅａｒ！”．

３　质点法机器证明算法的新实现及

相关的函数命令

３１　质点法机器证明算法的新实现

质点法机器证明过程往往涉及到较复杂的符号

计算和列表处理，要快速地实现算法就需要选择合

适的工具．原质点法证明器是在 Ｍａｐｌｅ中实现的，

在深入测试其解题能力及运行效率时发现，该证明

器在处理一些涉及大规模符号计算的几何命题（特

别是涉及圆上多个点或多个圆的较复杂的命题以及

一些与度量性质相关的几何问题）时，有时并不能在

合理的时间内完成机器证明，其主要原因是这些命

题往往涉及多元无理式和多元三角函数等复杂代数

式的综合处理．

通过详细比较多款当前世界上一些具有强大符

号计算能力的数学软件发现，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ不仅具

有相比其他同类软件更胜一筹的符号计算能力，而

且其对多元三角函数和多元无理式等的处理有其独

特的优势．例如，直接调用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ中的Ｓｉｍｐｌｉｆｙ

函数，就能将表达式 １－ｓｉｎ２（犪－犫槡 ）轻松地化简为

｜ｃｏｓ（犪－犫）｜，而类似的运算在 Ｍａｐｌｅ中却不易实现．

因此，本文选用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ对改进后的算法

进行重新实现，创建了新的几何定理证明器ＣＭＰＰ

（ＣｏｍｐｌｅｘＭａｓｓＰｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄＰｒｏｖｅｒ）．经测试后发

现，新证明器ＣＭＰＰ证明几何定理的运行效率有明

显的提高．

由于在新质点法中添加了一些能更准确地描述

“直线与圆相交、直线与圆相切、圆与圆相交、圆与圆

相切”等构图情况的作图函数，ＣＭＰＰ还能证明许

多非线性构造型几何命题，因而解题能力得到了明

显增强．

３２　新质点法证明器中的函数命令

质点法证明器中的函数命令主要分两种类

型———构图语句犆和检验函数犈．当这些编译好

的函数命令被加载后，只需在 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ中直接

输入一个几何命题的构图语句及检验函数并运行，

就能得到该命题的质点法证明．

在ＣＭＰＰ中，常用的构图语句有：

Ｃ１．犘狅犻狀狋狊（犃，犅）．在平面上任取两点犃，犅．

Ｃ２．犘狅犻狀狋１（犡，犃，犅，犪，犫）．已经选取了犃，犅，

作一点犡满足犡＝（１－犪－犫犻）犃＋（犪＋犫犻）犅，这里

的犪，犫可以是特定的数、独立的变量或有理表达式．

Ｃ３．犕犻犱狆狅犻狀狋（犡，犃，犅）．作犃犅的中点犡．

Ｃ４．犉狅狅狋（犡，犆，犃，犅）．过犆作犃犅 的垂足犡．

Ｃ５．犐狀狋犲狉（犡，犝，犞，犃，犅）．作直线犝犞 与直线

犃犅 的交点犡．

Ｃ６．犘犪狉犪犾犾犲犾（犡，犃，犅，犆）．作点犡，使得四边形

犃犅犆犡为平行四边形．

Ｃ７．犆犲狀狋狉狅犻犱（犡，犃，犅，犆）．作△犃犅犆的重心犡．

Ｃ８．犆犻狉犮狌犿犮犲狀狋犲狉（犡，犃，犅，犆）．作△犃犅犆的外

心犡．

Ｃ９．犗狉狋犺狅犮犲狀狋犲狉（犡，犃，犅，犆）．作△犃犅犆 的垂

心犡．

Ｃ１０．犐狀犮犲狀狋犲狉（犡，犅，犆，犐）．已知△犡犅犆的内心

犐和顶点犅，犆，作第３个顶点犡．

Ｃ１１．犆犆犻狀狋犲狉（犡，犘，犗１，犗２）．作过点犘且分别

以犗１，犗２为圆心的两圆的另一个交点犡．

Ｃ１２．犛犻犿犻犾犪狉狋狉犻犪狀犵犾犲狆狅犻狀狋１（犡，犘，犙，犃，犅，犆）．

作点犡，使得△犡犘犙与△犃犅犆逆相似．

Ｃ１３．犔犔犻狀狋犲狉（犡，犘犻，犘犼）．作犃犘犻的中垂线与

犃犘犼的中垂线的交点犡，其中犃为初始构图语句引

入的第１个点．

Ｃ１４．犆犻狉（犡，犘犻，犘犼，犘犽）．作以犃犘犻的中垂线、
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犃犘犼的中垂线及犃犘犽的中垂线所围成的三角形的外

心犡，其中犃为初始构图语句引入的第１个点．

Ｃ１５．犜犪狀犵犲狀狋狆狅犻狀狋（犡，犜，犗，犃）．过犜 作⊙犗

的切线与⊙犗的一个切点犡，其中⊙犗是以犗 为圆

心过点犃 的圆，犜是⊙犗外一点．

Ｃ１６．犔犆犻狀狋犲狉（犡，犘，犙，犗，犃）．作直线犘犙 与

⊙（犗，犃）的一个交点犡．

Ｃ１７．犆犆犻狀狋犲狉２（犡，犗１，犘１，犗２，犘２）．作⊙（犗１，

犘１）与⊙（犗２，犘２）的一个交点犡．

Ｃ１８．犃犛犃狆狅犻狀狋（犡，犃，犅，α，β）．作点 犡，满足

犡犃犅＝α，犡犅犃＝β．

Ｃ１９．犅狉狅犮犪狉犱狆狅犻狀狋（犡，犃，犅，犆）．作△犃犅犆的

正布洛卡点犡．

Ｃ２０．犆狅狀犼狌犵犪狋犲狆狅犻狀狋（犡，犃，犅，犆，犘）．作犘 关

于△犃犅犆的等角共轭点犡．

改进后的质点法机器证明算法中特别新增了上

述构图语句中Ｃ１３～Ｃ２０，而Ｃ１９、Ｃ２０是专为证明

近世几何中的一些定理准备的，其中：

（１）构图语句Ｃ１９用于构造△犃犅犆的正布洛卡

点，其相当于以下９个构图语句相继作用的结果：

犘狅犻狀狋１（犘，犅，犆，０，１），

犘狅犻狀狋１犙，犅，犃，
１

２
，（ ）１２ ，

犕犻犱狆狅犻狀狋（犉，犃，犅），

犐狀狋犲狉（犗１，犅，犘，犉，犙），

犘狅犻狀狋１（犚，犃，犅，０，１），

犘狅犻狀狋１犛，犃，犆，
１

２
，（ ）１２ ，

犕犻犱狆狅犻狀狋（犈，犃，犆），

犐狀狋犲狉（犗２，犃，犚，犈，犛），

犆犆犻狀狋犲狉（犡，犃，犗１，犗２）．

　　但按这种方式，构图过程需要多引入８个点：

犘，犙，犚，犛，犈，犉，犗１，犗２；

（２）构图语句Ｃ２０用于构造点犘 关于△犃犅犆

的等角共轭点犡，其相当于以下３个构图语句相继

作用的结果：

犛犻犿犻犾犪狉狋狉犻犪狀犵犾犲狆狅犻狀狋１（犕，犃，犆，犘，犃，犅），

犛犻犿犻犾犪狉狋狉犻犪狀犵犾犲狆狅犻狀狋１（犖，犅，犆，犘，犅，犃），

犐狀狋犲狉（犡，犃，犕，犅，犖）．

　　但按这种方式，构图过程需要多引入两个点

犕，犖．

在ＣＭＰＰ中，常用的检验函数有：

Ｅ１．犐犳犲狇狌犪犾（犘，犙）．检验点犘与点犙是否重合．

Ｅ２．犐犳犮狅犾犾犻狀犲犪狉（犘，犙，犚）．检验点犘，犙，犚是否

共线．

Ｅ３．犐犳犮狅狀犮狔犮犾犻犮（犘，犙，犚，犛）．检验犘，犙，犚，犛

是否共圆．

Ｅ４．犐犳狊犻犿犻犾犪狉狋狉犻犪狀犵犾犲（犘，犙，犚，犃，犅，犆）．检验

△犘犙犚与△犃犅犆是否相似．

Ｅ５．犐犳犮狅狀犵狉狌犲狀狋狋狉犻犪狀犵犾犲（犘，犙，犚，犃，犅，犆）．检

验△犘犙犚与△犃犅犆是否全等．

Ｅ６．犐犳犮犮狋犪狀犵犲狀狋（犗１，犘，犗２，犙）．检验⊙（犗１，犘）

与⊙（犗２，犙）是否相切．

Ｅ７．犚犲犾犪狋犻狅狀３（犘，犙，犚）．求犘，犙，犚３点所满

足的质点关系式，即求出犪，犫并把犘 表示为犙，犚的

规范组合：犘＝（１－犪－犫犻）犙＋（犪＋犫犻）犚，可以根据

犪，犫的值来判断犘，犙，犚间的几何关系．

Ｅ８．犚犲犾犪狋犻狅狀４（犘，犙，犕，犖）．求出犘，犙，犕，犖

４点所满足的质点关系式，即求出狓＋狔犻使得犘－犙＝

（狓＋狔犻）（犕－犖），根据狓，狔的值判断两向量犘犙

和犕犖 的几何关系并求出狋＝｜狓＋狔犻｜．

４　新质点法证明器的应用

近世几何又称近代欧氏几何，主要研究“三角形

的五心、几何变换、等角共轭、等距共轭、布洛卡点、

布洛卡圆、斯俾克圆、泰勒圆”等与圆和三角有关的

内容．它包含了大量而优美的几何定理，但由于构造

辅助元素的多样性和不可预见性，许多大难度的近

世几何定理的优美证明往往凝聚着几代数学家辛苦

研究的结晶．随着质点法研究的不断深入，笔者尝试

用质点法来证明一些大难度的近世几何定理，希望

从另一个角度来呈现质点法强大的解题能力．

图２以布洛卡圆定理为例说明如何用质点法证

明器ＣＭＰＰ证明几何定理．

图２　布洛卡圆定理

例１．　布洛卡圆定理．设△犃犅犆的正、负布洛

卡点分别为犝，犞，外心为犗，共轭重心为犓，证明：

（１）犗犝＝犗犞；（２）△犗犝犓△犗犞犓；（３）犗，犝，犓，犞

４点共圆，该圆称为布洛卡圆
［９］．
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　　布洛卡圆定理涉及“等角共轭点、陪位重心、布

洛卡点、布洛卡圆”等近世几何研究内容，其构图过

程比较复杂，用以前的质点法或其他的代数方法来

证明它往往需要大量的符号计算，一般的证明器不

容易实现它的机器证明．而改进的质点法针对近世

几何内容特别添加了一些新的构图函数．新证明器

ＣＭＰＰ能在短时间内实现它的可读机器证明．

在加载了新证明器程序的 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ环境

中，直接输入如下函数命令并运行，即可得到相应的

质点法机器证明过程：

犘狅犻狀狋狊［犃，犅］；

犘狅犻狀狋１［犆，犃，犅，狌，狏］；

犆犲狀狋狉狅犻犱［犌，犃，犅，犆］；

犆犻狉犮狌犿犮犲狀狋犲狉［犗，犃，犅，犆］

犅狉狅犮犪狉犱狆狅犻狀狋［犝，犃，犅，犆］；

犆狅狀犼狌犵犪狋犲狆狅犻狀狋［犓，犌，犃，犅，犆］

犆狅狀犼狌犵犪狋犲狆狅犻狀狋［犞，犝，犃，犅，犆］；

犚犲犾犪狋犻狅狀４［犗，犝，犗，犞］；

犐犳犮狅狀犵狉狌犲狀狋狋狉犻犪狀犵犾犲［犗，犝，犓，犗，犞，犓］；

犐犳犮狅狀犮狔犮犾犻犮［犓，犝，犗，犞］．

　　在输入函数命令之前，证明器中的３个全局变量

处于初始状态，即狆狀狋狊＝０，狏犪狉犾犻狊狋为空表，犮狅狅狉犱犾犻狊狋

为空表．初始构图语句引入两个自由点犃，犅之后，

３个全局变量相应地变为狆狀狋狊＝２，狏犪狉犾犻狊狋＝｛犃，犅｝，

犮狅狅狉犱犾犻狊狋＝｛（１，０），（０，１）｝；然后用构图语句Ｃ２构

造另一个自由点犆，再用构图语句Ｃ７、Ｃ８和Ｃ１９分

别构造△犃犅犆的重心犌、外心犗和正布洛卡点犝；

最后用构图语句Ｃ２０构造△犃犅犆的共轭重心犓 和

负布洛卡点犞．上述过程中，每引入一个新点，证明器

将狆狀狋狊变为狆狀狋狊＋１，同时把这个新的点及该点所对

应的数组分别存储到点表狏犪狉犾犻狊狋和数组表犮狅狅狉犱犾犻狊狋

的第狆狀狋狊＋１的位置上，并输出相关的质点关系表

达式．

对于同一题设下有多个结论的几何命题，在质

点法证明器ＣＭＰＰ中能直接调用多个检验函数一

起验证．上述检验函数中，用犚犲犾犪狋犻狅狀４［犗，犝，犗，犞］

求出犗，犝，犗，犞 所满足的质点关系式并判断题目要

证的第一个结论犗犝＝犗犞是否成立；用函数犐犳犮狅狀

犵狉狌犲狀狋狋狉犻犪狀犵犾犲［犗，犝，犓，犗，犞，犓］来判定两个三角

形是否全等；用犐犳犮狅狀犮狔犮犾犻犮［犓，犝，犗，犞］来验证

４点犗，犝，犓，犞 是否共圆．在验证过程中，ＣＭＰＰ先

搜索每一个检验函数中所涉及到的全部的点在表

狏犪狉犾犻狊狋中的位置，然后调用表犮狅狅狉犱犾犻狊狋中相应的数

组进行质点关系运算，最后判断结论是否成立并输

出结果．

对于输出的结果，我们既可让证明器产生非常

简短的证明过程，也可以根据需要得到证明过程中

所有推导的详细过程．限于篇幅，下面给出证明器自

动生成的一个简化的证明过程：

Ｔｈｅｔｗｏｂａｓｉｃｐｏｉｎｔｓａｒｅ：犃，犅．

犆＝＝ （１－狌－犻狏）×犃＋（狌＋犻狏）×犅

犌ｉｓｔｈｅｃｅｎｔｒｉｏｄｏｆｔｒｉａｎｇｌｅ犃犅犆．

３×犌＝＝犃＋犅＋犆

犗ｉｓｔｈｅｃｉｒｃｕｍｃｅｎｔｅｒｏｆｔｒｉａｎｇｌｅ犃犅犆．

犗＝＝
（１－狌－犻狏）（犻狌＋狏）

２狏
×

　　　犃＋
（１－狌＋犻狏）（－犻狌＋狏）

２狏
×犅

犝ｉｓｔｈｅ犫狉狅犮犪狉犱狆狅犻狀狋ｏｆｔｒｉａｎｇｌｅ犃犅犆．

犓，犌ａｒｅ犮狅狀犼狌犵犪狋犲狆狅犻狀狋狊ａｂｏｕｔｔｒｉａｎｇｌｅ犃犅犆．

犞，犝ａｒｅ犮狅狀犼狌犵犪狋犲狆狅犻狀狋狊ａｂｏｕｔｔｒｉａｎｇｌｅ犃犅犆．

犗－犞 ＝＝
（犗－犝）（１－狌＋狌

２
－犻狏＋狏

２）

１－狌＋狌
２
＋犻狏＋狏

２

犗犞 ＝＝１×犗犝

△犗犞犓  △犗犝犓

犓 ＝＝
１－狌＋狌

２
＋犻狏＋狏

２

２（１－狌＋狌
２
＋狏

２）×
犞＋

　　　
１－狌＋狌

２
－犻狏＋狏

２

２（１－狌＋狌
２
＋狏

２）×
犝

犓 ＝＝
犻狏

１－狌＋狌
２
＋狏

２×犗＋

　　　
１－狌＋狌

２
－犻狏＋狏

２

１－狌＋狌
２
＋狏

２ ×犝

∠犓犞犝 ＝＝ ∠犓犗犝，犓，犝，犗，犞ａｒｅｃｏｎｃｙｃｌｉｃ！

　　此外，我们还用证明器ＣＭＰＰ分别对开世定

理、五圆定理、莫莱定理、莱莫恩圆定理等一些大难

度几何定理进行了验证，并把在ＬｅｎｏｖｏＧ４５０（Ｉｎｔｅｌ

酷睿２双核Ｐ７４５０，２ＧＢ）计算机上运行这５个定理

的时间统计如表１所示．

表１　犆犕犘犘证明５个大难度几何定理的运行时间

定理 开世定理 五圆定理 莫莱定理 布洛卡圆 莱莫恩圆

时间／ｓ ０．１４１ ３３７．０６３ ０．０１６ ０．１５７ ０．１５６

值得一提的是，原质点法证明器在证明“五圆定

理”时，只能证明蕴含结果的中间结论，而无法在合理

的时间内直接验证结论是否成立（即五点是否共圆）．

用不变量方法（如面积法）或代数方法（如吴方法等）

来证明五圆定理理论上是可行的，但由于机器能力

的限制，目前尚未见到在机器上实现的报道．而新改

进的质点法证明器可在合理时间内实现五圆定理
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的可读机器证明，这表明了ＣＭＰＰ在处理与圆有关

的几何命题时有其独特的优势．

５　结　语

本文改进了原有的质点法机器证明算法，并利

用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ创建了新的证明器ＣＭＰＰ，拓展了

质点法的解题能力．ＣＭＰＰ能轻松地处理近世几何

中涉及的逆平行线、等角共轭、反演、陪位重心、布洛

卡点、布洛卡圆、泰勒圆等内容的几何命题．对一些

大难度的近世几何定理如开世定理、莫莱定理、布洛

卡圆定理、莱莫恩圆定理等的运行结果表明，新证明

器ＣＭＰＰ的解题能力与运行效率均令人满意．

质点法是以几何点（而非坐标点或不变量）的计

算为基础而建立起来的一种几何定理机器证明方

法．由于质点法研究的是更基本的几何对象———几

何点之间的相互关系，一些蕴含在向量、有向面积等

几何量以及隐藏在三角形、四边形或完全四边形等

基本几何图形中的特殊性质有机会被更深层次地揭

示出来，这些特殊的性质有可能为几何定理可读机

器证明的研究增添新的色彩．特别地，结合质点的性

质能表现向量、有向面积等几何量的性质，且质点间

数量关系还可用几何意义明确的复数形式或三角形

式灵活表示，这为发展、扩展或融合其他已有的可读

证明方法提供了一个新的工具．这将是我们下一步

的工作．
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