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基于非负矩阵欠逼近和剪枝技术的
多结构几何模型拟合
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摘　要　鲁棒几何模型拟合是计算机视觉中一项非常重要且具有挑战性的研究问题．它已被广泛应用于人工智能
领域的多个相关任务，如车道线检测、三维重构、图像拼接和运动分割等．鲁棒几何模型拟合的主要任务是从包含
离群点和噪声的多结构数据中估计模型实例的参数和数量．然而，当前的模型拟合方法在拟合精度和计算速度上
仍然无法满足实际场景中应用的需求．为此，该文提出一种基于非负矩阵欠逼近和剪枝技术的模型拟合方法，以提
升模型拟合的性能．该文所提出的模型拟合方法包含误匹配剪枝算法、模型假设剪枝算法和改进的非负矩阵欠逼
近算法．我们首先将误匹配移除技术引入到模型拟合中，以减少离群点对数据点采样过程的影响，进而减少生成无
效模型假设的数量；接着我们利用模型假设剪枝算法来修剪无效的模型假设并选择有意义的模型假设，以构建一
个高质量的非负偏好矩阵；最后，我们将空间约束和稀疏约束引入到非负矩阵欠逼近的优化问题中，并采用结构合
并策略自适应地估计模型实例的参数和数量．在合成数据和真实图像上的实验结果表明，该文所提出的方法比当
前一些有代表性的模型拟合方法具有更好的拟合性能和鲁棒性．在拟合精度上，该方法比ＴＬｉｎｋａｇｅ和ＲＳＮＭＵ
分别提升了约１９７．２％和４７．７％．在拟合速度上，该方法比ＴＬｉｎｋａｇｅ和ＲＳＮＭＵ分别快了约２．３倍和１．９倍，而
且在三维重建任务的运行速度上比最新的拟合方法ＭＣＴ快了约４２．５倍．
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图１　鲁棒几何模型拟合应用场景示例（（ａ）为本文所提出的ＮＰＭＦ方法估出的三个消失方向（对应三个消失点，相应的
消失线分别标记为红色、黄色和绿色）；（ｂ）为本文所提出的ＮＰＭＦ方法估计出的两个平面（标记为绿色和浅蓝色））

１　引　言
鲁棒几何模型拟合是指从包含离群点（Ｏｕｔｌｉｅｒｓ）

和噪声（Ｎｏｉｓｅ）的观测数据中估计出模型实例的参
数和数量．它是计算机视觉中的一个重要研究方
向［１］．由于模型拟合方法能有效提升传感器和相关
算法对噪声和离群点的容忍度，越来越多的研究者
将其应用到各类计算机视觉任务中，如车道线检

测［２］、运动分割［３］、移动机器人［４］、平面单应性估计［５］

和消失点估计［６］等（图１展示了鲁棒几何模型拟合的
两个应用场景）．通常，鲁棒几何模型拟合需要处理的
离群点包含两类：伪离群点（Ｐｓｅｕｄｏｏｕｔｌｉｅｒｓ）和离群
点（Ｇｒｏｓｓｏｕｔｌｉｅｒｓ）［７］．其中，伪离群点是指一个真实
结构（或对用户有意义的结构）的内点（Ｉｎｌｉｅｒｓ），而
它们对另一个真实结构来说却是伪离群点；离群点
是指不属于任何真实结构的数据点．例如，图１（ｂ）
中，菱形数据点是左平面的内点，但它却是右平面的
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伪离群点；而十字符号数据点是离群点．由此可见，
鲁棒几何模型拟合需要同时处理噪声、伪离群点和
离群点．因此，它是计算机视觉领域中一个非常重要
且具有挑战性的研究问题．

在过去的几十年中，以随机采样一致（Ｒａｎｄｏｍ
ＳａｍｐｌｅＣｏｎｓｅｎｓｕｓ，ＲＡＮＳＡＣ）算法［１］为代表的鲁
棒模型拟合方法已经被广泛应用于人工智能及相关
领域．ＲＡＮＳＡＣ算法的主要步骤如下：首先从输入
数据点中采样一组最小数据子集，并用这些最小数
据子集来生成模型假设；然后计算每个模型假设的
一致集；不断重复上述过程直到找出一个具有最大
化一致集（即具有最多内点支持）的模型假设．但是，
ＲＡＮＳＡＣ也存在一些问题．例如，它只能处理单结
构数据，并且需要手动设置内点噪声尺度（Ｉｎｌｉｅｒ
ＮｏｉｓｅＳｃａｌｅ）［８］．为了解决多结构数据的模型拟合问
题，国内外的学者们提出了各种以聚类为基础的模型
拟合方法［９１５］．例如，最小哈希联动聚类（Ｍｉｎｈａｓｈｅｄ
ＪｌｉｎｋａｇｅＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇ，ＭｉｎＨａｓｈ）算法［１２］提出使用最
小哈希签名的汉明距离（ＨａｍｍｉｎｇＤｉｓｔａｎｃｅ）来取
代杰卡德距离（ＪａｃｃａｒｄＤｉｓｔａｎｃｅ）以处理多模型拟合
问题．这些方法通常将数据描述为具有数据点特征
维度和模型特征维度的偏好矩阵，然后通过相关准
则对给定的数据偏好矩阵的行（或列）进行聚类，从
而实现对模型实例的内点和离群点进行分离．然而，
基于聚类的方法容易受偏好矩阵的结构所影响（例
如，存在大量离群点时，所构造的偏好矩阵容易导致
聚类失败）．

近年来，一些基于非负矩阵分解（Ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ
ＭａｔｒｉｘＦａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＮＭＦ）的方法［１６２１］被引入到
鲁棒几何模型拟合中以解决多结构模型拟合问题．
这类方法首先通过随机采样获得一组表示数据点偏
好的特征向量，然后构建一个非负偏好矩阵．非负矩
阵分解的目的是将一个非负矩阵犕∈!

犿×狀分解为
两个非负子矩阵犝∈!

犿×狉和犞∈!

狉×狀的乘积，使其
满足犕≈犝犞．与传统的模型拟合方法相比，这种通
过非负线性组合的方式对原始非负矩阵进行降维可
以减少存储空间和计算成本，同时提升拟合性能．目
前，ＮＭＦ已经被引入到人脸识别和聚类等任务
中［２２］．然而，求解ＮＭＦ是一个ＮＰ难题，因为它很
难在合理的时间内找到全局最优解［２３］．为了利用
ＮＭＦ来解决实际问题，奇异值分解（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅ
Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）算法［２４］被用于求解秩为１时
的ＮＭＦ最优解．然而，ＳＶＤ在分析矩阵的低秩近

似问题时，假设噪声服从负无穷到正无穷的高斯分
布，这会导致ＳＶＤ的因子出现负值．

为了在合理的时间内找到最优的非负矩阵的
秩１近似解，文献［２５］提出了非负矩阵欠逼近
（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＵｎｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＮＭＵ）
算法用于解决ＮＭＦ存在的问题．ＮＭＵ引入了拉格
朗日松弛算法以求解其近似解．拉格朗日松弛算法
为ＮＭＵ提供了允许用户中止递归过程的迭代策略
以处理参数估计问题．目前，ＮＭＵ已经被成功地应
用于多结构模型拟合任务中．例如，文献［２０］提出了
一种基于交替方向乘子法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎ
ＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）的鲁棒统计非负矩
阵欠逼近（ＲｏｂｕｓｔＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＮＭＵ，ＲＳＮＭＵ）算
法用于分析偏好矩阵以解决多结构模型拟合问题．
ＲＳＮＭＵ通过在ＮＭＦ中嵌入欠逼近约束来实现
对多结构模型的拟合，但ＲＳＮＭＵ也存在着一些
问题：（１）针对不同的数据需要手动设置不同的内点
噪声尺度参数；（２）ＲＳＮＭＵ所使用的多结构假设
采样方法（ＡｃｃｅｌｅｒａｔｅｄＭｕｌｔｉｓｔｒｕｃｔｕｒｅＨｙｐｏｔｈｅｓｉｓ
ＧｅｎｅｒａｔｉｏｎＳａｍｐｌｉｎｇ，ＭｕｌｔｉＧＳ）需要消耗大量的时
间才能采样到有意义的模型假设，特别是当数据包
含大量离群点时，它消耗的时间更多．针对上述的问
题，本文提出一种基于非负矩阵欠逼近和剪枝技术
的模型拟合方法（简称ＮＰＭＦ），该方法包含两个部
分：两个剪枝算法（即误匹配剪枝算法和模型假设剪
枝算法）和一个改进的非负矩阵欠逼近算法．误匹配
剪枝算法用于消除误匹配；模型假设剪枝算法用于
去除无效的模型假设；改进的非负矩阵欠逼近算法
用于自适应地拟合多结构模型实例．ＮＰＭＦ的两个
部分紧密结合在一起，有效地提升了对多结构数据
的拟合性能和鲁棒性．图２给出了本文所提出的
ＮＰＭＦ方法用于平面单应性估计任务的框架图．

本文的主要贡献总结如下：
（１）提出一种误匹配剪枝算法．该算法通过分

析匹配点对之间的投影关系来估计多个正确匹配点
对，并利用信息理论方法自适应地修剪误匹配，以减
少离群点对拟合性能的影响．

（２）提出一种基于模型假设剪枝算法的非负偏
好矩阵构建策略．该策略利用模型假设的权重分数
自适应地选择有意义的模型假设以构建高质量的非
负偏好矩阵．

（３）提出一种改进的非负矩阵欠逼近算法．该
算法将空间约束和稀疏约束融合到一个高质量的非
负偏好矩阵中以进行多结构模型拟合，并采用结构
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图２　本文所提出的ＮＰＭＦ方法在Ｎｅｅｍ图像对上进行平面单应性估计的框架图（（ａ）为存在误匹配的输入图像对；（ｂ）
为两种剪枝算法分别用于消除误匹配和无效的模型假设；（ｃ）为剪枝后的图像匹配点对；（ｄ）为使用改进的非负矩阵欠逼
近算法将偏好矩阵分解为稀疏矩阵狌和重构矩阵狏（其中，狌的行和列分别对应数据点和模型假设）；（ｅ）为本文所提出的
方法估计出的三个模型实例（分别以不同的颜色进行标注）；（ｆ）为本文所提出的方法应用到图像拼接上的结果）

合并策略自适应地估计模型实例的参数和数量．
在合成数据和真实图像上的实验结果表明，本

文所提出的ＮＰＭＦ方法减少了离群点和无效模型
假设对模型拟合性能的影响，同时在多结构数据的
拟合精度上具有一定的优势．

本文第２节简要介绍鲁棒几何模型拟合的相关
工作；第３节重点介绍本文所提出的误匹配剪枝算
法、模型假设剪枝算法和改进的非负矩阵欠逼近算
法；第４节详细分析本文所提出的ＮＰＭＦ方法与一
些新型且具有代表性的方法在合成数据和真实图像
上的实验结果；第５节总结本文的工作及给出后续
的主要研究方向．

２　相关工作
鲁棒模型拟合方法能有效处理存在大量离群点

的多结构数据．近十年来，这类方法获得了越来越多
的关注．本节将从以下三个方面介绍与本文所提方
法相关的研究工作：基于离群点移除的拟合方法、基
于模型选择的拟合方法以及基于矩阵分解的拟合
方法．
２１　基于离群点移除的拟合方法

由于输入数据通常会包含一些离群点，对输入数
据进行修剪（即移除离群点）可以有效提升鲁棒几
何模型拟合的性能［１１，２６２９］．例如，ＫＦ（ＫｅｒｎｅｌＦｉｔｔｉｎｇ）
方法［２６］引入了基于Ｍｅｒｅｒ核的统计分析方法来测
量数据点之间的相似性，并利用离群点在再生核希
尔伯特空间（ＲｅｐｒｏｄｕｃｉｎｇＫｅｒｎｅｌＨｉｌｂｅｒｔＳｐａｃｅ）中
具有投影在原点附近的特性，从而有效地去除多结
构数据中的离群点．但是，ＫＦ需要计算每对数据点
之间的相似性来建立相似性矩阵，导致该方法非常
耗时．ＴＬｉｎｋａｇｅ算法［１１］提出使用谷本距离（Ｔａｎｉ
ｍｏｔｏＤｉｓｔａｎｃｅ）来测量数据点之间的相似性，采用
凝聚聚类算法估计数据中的潜在模型实例，并将一

些小于指定阈值的模型实例的数据点识别为离群
点．但是，这类方法具有很高的计算复杂度，并且不
能有效地处理交叉结构的问题．保证离群点消除
（ＧｕａｒａｎｔｅｅｄＯｕｔｌｉｅｒＲｅｍｏｖａｌ，ＧＯＲＥ）方法［２８］引入
最大一致集来保证对离群点的有效修剪，这可以极
大地降低该方法的计算成本．但是，ＧＯＲＥ依赖混
合整数规划技术进行分支定界优化，这可能会导致
无法获得全局最优解．基于增广齐次坐标的误匹配
检测（ＡｕｇｍｅｎｔｅｄＨｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ，
ＡＨＣ）方法［３０］提出构建增广齐次坐标矩阵，并通过
迭代方式来移除误匹配（即离群点）．ＡＨＣ具有投影
不变性和对噪声不敏感的优势．然而，ＡＨＣ需人工
指定阈值来终止迭代．基于离群点移除的拟合方法
能够有效地缓解离群点对拟合精度的影响，但是这
类方法在评估数据点之间的关系时（如相似性度
量），会消耗大量的时间．
２２　基于模型选择的拟合方法

鲁棒几何模型拟合方法通常需要生成大量的模
型假设才能在数据中找到代表真实结构的模型实
例．但是，所生成的模型假设通常包含部分无效的模
型假设，而有效的模型假设选择算法可以减少无效
的模型假设带来的影响，进而提高计算效率．因此，
模型假设选择在鲁棒几何模型拟合中具有举足轻重
的作用．

近年来，一些文献［１３，３１３３］提出了基于模式
搜索的拟合方法以减少无效的模型假设带来的影
响．这些方法通过在参数空间中搜索代表模型假设
分布的峰值来估计模型实例的参数．例如，ＭＳＨＦ
（ＭｏｄｅＳｅｅｋｉｎｇｏｎＨｙｐｅｒｇｒａｐｈｓＦｉｔｔｉｎｇ）方法［１３］引
入了基于超图的模式搜索策略，通过超图来表征模
型假设与数据点之间的复杂关系，并根据顶点的权
重分数和顶点之间的相似性来搜索有代表性的模
式．随机霍夫变换（ＲａｎｄｏｍｉｚｅｄＨｏｕｇｈＴｒａｎｓｆｏｒｍ）
方法［３１］在“霍夫空间”中依据显著的模型假设对全
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局最优区域进行投票，以提高霍夫变换的性能．均值
漂移（ＭｅａｎＳｈｉｆｔ）方法［３２］及其变种方法［３３］在参数
空间中重复地计算数据点之间的均值，通过判断峰值
区域来选择有意义的模型假设．然而，这类方法在很
大程度上依赖于采样后生成的有意义模型假设的占
比．自适应核尺度加权假设（ＡｄａｐｔｉｖｅＫｅｒｎｅｌＳｃａｌｅ
ＷｅｉｇｈｔｅｄＨｙｐｏｔｈｅｓｅｓ，ＡＫＳＷＨ）方法［１０］采用非
参数核密度估计技术和迭代犓阶排序尺度估计
（Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ犓ｔｈＯｒｄｅｒｅｄＳｃａｌｅＥｓｔｉｍａｔｏｒ，ＩＫＯＳＥ）
算法来评估模型假设的质量，利用信息理论来选择
权重分数较高的模型假设，并将这些模型假设进行
融合以估计模型实例的参数．ＡＫＳＷＨ具有计算速
度快、鲁棒性强的优点．但是，ＡＫＳＷＨ可能会过滤
掉一些包含较少内点的有效模型假设，这将影响后
续的拟合精度．多类级联联动（ＭｕｌｔｉｃｌａｓｓＣａｓｃａｄｅｄ
ＴＬｉｎｋａｇｅ，ＭＣＴ）方法［１４］使用ＴＬｉｎｋａｇｅ算法从复
杂的嵌套模型中提取简单的模型，并利用几何信息
约束准则进行模型选择．但是，ＭＣＴ只能处理特定
约束下的模型，如从基础矩阵模型中提取单应性模
型．基于模型选择的拟合方法通过筛选出有意义的
模型假设可以提升拟合精度．然而，在采样过程中，
离群点的数量会影响生成的模型假设的质量．
２３　基于矩阵分解的拟合方法

矩阵分解的主要任务是将偏好矩阵分解为一个
稀疏矩阵和一个重构矩阵．通过对重构矩阵的线性
表示实现对多结构模型实例的重构．例如，鲁棒偏好
分析（ＲｏｂｕｓｔＰｒｅｆｅｒｅｎｃｅＡｎａｌｙｓｉｓ，ＲＰＡ）［１８］使用类
似于ＭＳＡＣ（ＭｅｓｔｉｍａｔｏｒＳａｍｐｌｅａｎｄＣｏｎｓｅｎｓｕｓ）
的策略来处理多结构模型拟合问题．ＲＰＡ首先构造
一个基于偏好分析的相似性矩阵，然后采用鲁棒主
成分分析（ＲｏｂｕｓｔＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）
对该矩阵进行分解，最终从分解后的矩阵中提取模
型实例．但这种方法需要较多时间来构建相似性矩
阵．一种基于多重聚类的多参数模型估计（Ｒａｎｄｏｍ
ＳａｍｐｌｅＥｎｓｅｍｂｌｅ，ＲＳＥ）方法［３４］引入犔１范数来分析
非负偏好矩阵的稀疏性，进而将非负矩阵因子化．在
这种方法中，每个模型假设被表示为来自偏好分析
的特征向量．双聚类获取因子分析（ＦａｃｔｏｒＡｎａｌｙｓｉｓ
ｆｏｒＢｉｃｌｕｓｔｅｒＡｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎ，ＦＡＢＩＡ）方法［１９］提出一种
基于概率的双聚类算法来分析偏好矩阵的特点以
估计多结构模型实例，但该方法需要人工指定模
型实例的数量．基于先验信息的非负矩阵欠逼近
（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＵｎｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｗｉｔｈＰｒｉｏｒ
Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＰＮＭＵ）方法［３５］将基于空间信息和稀

疏信息的目标函数作为先验信息来分析频谱特征的
非负性，但它需要人工指定结构数量以求解目标函
数．与传统矩阵分解方法相比，ＲＳＮＭＵ在ＮＭＦ
的基础上增加了欠逼近约束，引入了统计检验来分
析矩阵因子所蕴含的模型实例．然而，ＲＳＮＭＵ的
时间消耗较高．这些基于矩阵分解的拟合方法通过
相似性矩阵或偏好矩阵来描述模型假设与数据点之
间的关系，并引入稀疏约束（如ＲＳＥ）、空间信息（如
ＲＰＡ）或欠逼近约束（如ＲＳＮＭＵ），从而获得更精
确的拟合结果，但它们对数据分布敏感、时间消耗较
高或需要人工指定结构数量．

以上分析可以看出，已有的拟合方法均存在各
自的优势和劣势．融合已有方法的优势，本文提出基
于非负矩阵欠逼近和剪枝技术的模型拟合方法
（ＮＰＭＦ）．相比于需要通过人工指定阈值来选择误
匹配的ＡＨＣ方法，本文所提出的误匹配剪枝算法
是将信息理论引入到误匹配检测中，通过衡量估计
匹配点与实际匹配点之间的匹配误差，自适应地移
除多结构数据中的离群点（即具有较大匹配误差的
匹配点对）．其次，不同于ＡＫＳＷＨ方法，本文所提
出的模型假设剪枝算法首先利用信息理论来评估已
生成的模型假设的质量，然后构造基于有意义模型
假设的非负偏好矩阵．相比于使用ＡＤＭＭ求解策
略的ＲＳＮＭＵ算法，本文所提出的改进的非负矩
阵欠逼近算法首先通过减少离群点的影响来执行偏
好分析并构建非负偏好矩阵，接着将两个约束项（即
空间约束和稀疏约束）引入到非负矩阵欠逼近（即
ＮＭＵ）算法中以提取更多具体且显著的特征，最后
使用自适应迭代策略来求解改进的非负矩阵．此外，
为了解决ＲＳＮＭＵ算法使用ＭｕｌｔｉＧＳ采样耗时
过长的问题，本文所提出的ＮＰＭＦ方法引入简单且
有效的近邻采样算法［３６］来生成模型假设，极大地提
高了对空间邻近内点的采样概率．总体而言，ＮＰＭＦ
首先引入误匹配移除技术来去除离群点，减少其对
采样模型假设的影响，然后使用权重分数来引导修
剪无效的模型假设，最后将空间约束和稀疏约束引
入到非负矩阵欠逼近算法中以提升多结构几何模型
拟合的性能．

３　算法描述
本节介绍所提出的新型的模型拟合方法，其主

要组成部分包括：误匹配剪枝算法、模型假设剪枝算
法和改进的非负矩阵欠逼近算法．
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３１　误匹配剪枝算法

图３　误匹配剪枝过程示例（图中数字表示数据点，虚线表示匹配点对．（ａ）为初始化的匹配点对，（ｂ）为在迭代过程中，数
据点５～与白色数据点（假定它是与数据点５准确匹配的估计匹配点）之间的误差超过指定的阈值，（ｃ）为数据点５～
被选择为离群点，并在下一次迭代中移除相应的匹配点对）

给定一组匹配点对｛（犿犻，犿～犻）｝狆犻＝１，狆是匹配点
对的数量，犿犻＝［狓犻，狔犻，１］Ｔ和犿～犻＝［狓～犻，狔～犻，１］Ｔ分别
表示两幅匹配图像上两个特征点的增广齐次坐标．
假设在｛犿犻｝犽犻＝１和｛犿～犻｝犽犻＝１之间存在一个投影变换矩
阵犛＝｛犛犻犼｝∈!

３×３（其中，犻和犼为下标，犽是实际匹
配点的数量），则两个实际匹配点之间的投影关系可
表示如下：
犛１１犛１２犛１３
犛２１犛２２犛２３
犛３１犛３２犛

熿

燀

燄

燅３３

狓犻
狔犻
熿

燀

燄

燅１
＝
犛１１·狓犻＋犛１２·狔犻＋犛１３·１
犛２１·狓犻＋犛２２·狔犻＋犛２３·１
犛３１·狓犻＋犛３２·狔犻＋犛３３·

熿

燀

燄

燅１
＝

（犛３１·狓犻＋犛３２·狔犻＋犛３３·１）

犛１１·狓犻＋犛１２·狔犻＋犛１３·１
犛３１·狓犻＋犛３２·狔犻＋犛３３·１
犛２１·狓犻＋犛２２·狔犻＋犛２３·１
犛３１·狓犻＋犛３２·狔犻＋犛３３·１
犛３１·狓犻＋犛３２·狔犻＋犛３３·１
犛３１·狓犻＋犛３２·狔犻＋犛３３·

熿

燀

燄

燅１

＝

（犛３１·狓犻＋犛３２·狔犻＋犛３３·１）
狓～犻
狔～犻
熿

燀

燄

燅１
（１）

我们将式（１）重写为关于犽个实际匹配点的矩阵形
式，如式（２）所示：
犛１１犛１２犛１３
犛２１犛２２犛２３
犛３１犛３２犛

熿

燀

燄

燅３３

狓Ｔ
狔Ｔ
１

熿

燀

燄

燅Ｔ
＝
犛１１·狓Ｔ＋犛１２·狔Ｔ＋犛１３·１Ｔ
犛２１·狓Ｔ＋犛２２·狔Ｔ＋犛２３·１Ｔ
犛３１·狓Ｔ＋犛３２·狔Ｔ＋犛３３·１

熿

燀

燄

燅Ｔ
＝

犛３１·狓～Ｔ⊙狓Ｔ＋犛３２·狓～Ｔ⊙狔Ｔ＋犛３３·狓～Ｔ⊙１Ｔ
犛３１·狔～Ｔ⊙狓Ｔ＋犛３２·狔～Ｔ⊙狔Ｔ＋犛３３·狔～Ｔ⊙１Ｔ

犛３１·狓Ｔ＋犛３２·狔Ｔ＋犛３３·１

熿

燀

燄

燅Ｔ

（２）

其中，狓＝［狓１，狓２，…，狓犽］Ｔ，狔＝［狔１，狔２，…，狔犽］Ｔ，狓～＝
［狓～１，狓～２，…，狓～犽］Ｔ和狔～＝［狔～１，狔～２，…，狔～犽］Ｔ；⊙为哈达

玛积．式（２）反映了一组匹配点对可以通过一个投影
变换矩阵进行等价转换．基于上述投影关系，我们引
入基于增广齐次坐标（ＡＨＣ）方法［３０］来计算匹配误
差．给定一组匹配点对，传统的方法通常需要先拟合
投影矩阵，然后计算满足投影矩阵约束的匹配点对
的匹配误差．而ＡＨＣ则不需要先求出投影矩阵，只
需给定特征点即可估计出符合投影关系的估计匹配
点，从而计算出估计匹配点与实际匹配点之间的匹
配误差（如图３所示）．相对于直接拟合投影矩阵，
ＡＨＣ的优势是对匹配点对的噪声不敏感．参照文献
［３０］首先定义两个符合投影变换关系的增广齐次坐
标矩阵犃狓∈!

６×犽和犃狔∈!

６×犽，其中，犃狓＝［狓Ｔ⊙狓～Ｔ，
狔Ｔ⊙狓～Ｔ，１Ｔ⊙狓～Ｔ，狓Ｔ，狔Ｔ，１Ｔ］Ｔ，犃狔＝［狓Ｔ⊙狔～Ｔ，狔Ｔ⊙狔～Ｔ，
１Ｔ⊙狔～Ｔ，狓Ｔ，狔Ｔ，１Ｔ］Ｔ．然后，向犃狓和犃狔添加一个与
特征点［狓犻，狔犻，１］Ｔ对应的期望匹配点［α，β，１］Ｔ，如
式（３）所示：
珟犃狓犻（α）＝［［α·狓犻，α·狔犻，α·１，狓犻，狔犻，１］Ｔ，犃狓］
珟犃狔犻（β）＝［［β·狓犻，β·狔犻，β·１，狓犻，狔犻，１］Ｔ，犃狔］

（３）

由于真实场景的数据通常包含有噪声，可以通过
式（４）估计出［α，β，１］Ｔ的最优取值［α′，β′，１］Ｔ：

α′＝ａｒｇｍｉｎα∈!

珟犃狓犻（α）（珟犃狓犻（α））Ｔ

β′＝ａｒｇｍｉｎβ∈!

珟犃狔犻（β）（珟犃狔犻（β））Ｔ
（４）

其中·为行列式．接着，将最优取值［α′，β′，１］Ｔ代
入式（３）并计算其逆矩阵，进而通过式（５）计算给定
特征点［狓犻，狔犻，１］Ｔ的估计匹配点［狓－犻，狔－犻，１］Ｔ：

狓－犻＝－犿
Ｔ犻犣狓２１犿犻

犿Ｔ犻犣狓１１犿犻
，　狔－犻＝－犿

Ｔ犻犣狔２１犿犻
犿Ｔ犻犣狔１１犿犻

（５）

其中犻＝１，…，狆；犣狓犻′犼′和犣狔犻′犼′分别是珟犃狓犻（α′）珟犃狓犻（β′）Ｔ
和珟犃狔犻（α′）珟犃狔犻（β′）Ｔ的逆矩阵，犻′和犼′表示分块矩阵
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［犣狓１１，犣狓１２；犣狓２１，犣狓２２］或［犣狔１１，犣狔１２；犣狔２１，犣狔２２］的下标．文
献［３０］已经给出了式（５）的求解方式．在获得估计匹
配点［狓－犻，狔－犻，１］Ｔ后，我们利用迭代方式逐步缩小估
计匹配点的选择区间，直至估计匹配点与实际匹配
点之间的匹配误差不大于指定的阈值．这些估计匹
配点的索引集可由下式计算：

"

狋＋１＝犻 （狓～犻－狓－狋犻）－φ狋狓
σ狋狓 ＜!（ ）（｛ 狋∧

（狔～犻－狔－狋犻）－φ狋狔
σ狋狔 ＜!（ ））｝狋 （６）

其中，（（·）∧（·））表示逻辑或运算；φ狋和σ狋分别表示
在第狋次迭代时估计匹配点与实际匹配点之间的匹
配误差的平均值和标准差；!狋表示第狋次迭代时的
阈值；为了使式（６）在迭代过程中可以逐步降低阈
值，!狋＋１在实验中被设置为０．９８×!

狋．
在获得多个估计匹配点犿－＝［狓－，狔－，１］Ｔ（其中，

狓－＝｛狓－犻｜犻∈"

｝，狔－＝｛狔－犻｜犻∈"

｝）后，我们引入信息理
论方法（ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃＡｐｐｒｏａｃｈ）［３７］来选择
正确的匹配点对，并去除误匹配．首先，计算犿－和犿～
之间的匹配误差"

２＝｛ζ２１，ζ２２，…，ζ２狆｝．匹配误差表
明正确的匹配点对应具有相对较小的匹配误差值，
而错误的匹配点对应具有相对较大的匹配误差值．
接着，定义匹配误差的最大值与第犻个匹配误差ζ犻
之间的差值ξ犻如下：

ξ犻＝ｍａｘ｛"２｝－ζ２犻 （７）
那么，第犻个匹配点对（犿－犻，犿～犻）的先验概率可以

表示为

ρ犻＝ξ犻
∑
狆

犼＝１
ξ犼

（８）

　　先验概率的熵可以表示为

犔＝－∑
ｐ

犻＝１
ρ犻ｌｏｇρ犻 （９）

　　先验概率的熵犔用于衡量匹配点对包含可用
信息的程度．

在这里，我们将熵犔看作为一个阈值，用于移
除匹配误差较大的匹配点对（对应离群点）和保留匹
配误差较小的匹配点对（对应内点）：

＝｛ζ犻｜－ｌｏｇρ犻＜犔｝ （１０）
其中，表示正确的匹配点对的索引集（即内点）．
移除误匹配后的匹配点对可表示为：｛（犿犻，犿～犻）｜犻∈
｝．在本节中，我们提出了误匹配剪枝算法，该算法
将信息理论引入到误匹配检测中，用于自适应地移
除多结构数据的离群点（即具有较大匹配误差的匹

配点对）．
３２　模型假设剪枝算法

给定一组去除误匹配后的输入数据点#＝
｛狓犻｝狀犻＝１，狀为数据点的数量．首先，通过近邻采样算
法［３６］采样一组最小数据子集（每个最小数据子集包
含估计一个模型假设所需的最少数量的数据点）；然
后，生成犿个模型假设$＝｛犺犼｝犿犼＝１；接着，使用桑
普森距离［３８］计算每个数据点狓犻和第犼个模型假设
犺犼之间的残差狉犺犼＝｛狉犺犼犻｝狀犻＝１．

为了评估生成的模型假设的质量，我们使用非
参数核密度估计算法［３９］为每个模型假设分配一个
权重分数．一般来说，具有高权重分数的模型假设通
常与真实结构接近，而具有低权重分数的模型假设
与真实结构有较大偏差．受文献［１０］的启发，每个模
型假设的权重分数可由式（１１）计算［１０］：

ω犺犼＝１狀∑
狀

犻＝１

Φ（狉犺犼犻／犫犺犼）
狊犺犼犫犺犼 （１１）

其中，Φ（·）和犫犺犼分别表示核函数和带宽；狉犺犼犻表示
数据点狓犻与模型假设犺犼的残差值；狊犺犼表示与模型
假设犺犼对应的内点噪声尺度，即在该尺度范围内
的数据点被划分为模型假设犺犼的内点，该内点噪
声尺度可通过ＩＫＯＳＥ［１０］计算获得．在这里，我们
使用经典的Ｅｐａｎｅｃｈｎｉｋｏｖ核函数［３９］作为式（１１）
的核函数Φ（·）；关于残差狉犺犼犻的带宽犫犺犼可以通过
２４３∫１－１Φ（狉犺犼犻）２ｄ狉犺犼犻

３５狀∫１－１（狉犺犼犻）２Φ（狉犺犼犻）ｄ狉犺犼
熿

燀

燄

燅犻

０．２

狊犺犼计算获得［３９］．

类似于误匹配剪枝算法，我们通过引入信息
理论来选择有意义的模型假设．首先，定义模型假
设$的一组权重分数为%

２＝｛ω２１，ω２２，…，ω２犿｝，
%

２中元素的最大值和第犻个模型假设犺犻的平方权
重分数之间的差值为ξ～犻＝ｍａｘ｛%２｝－ω２犻．先验概
率的熵可由式（１２）计算：

犈＝－∑
犿
犻＝１
ρ～犻ｌｏｇρ～犻 （１２）

其中，ρ～犻＝ξ～犻

∑
犿
犼＝１
ξ～犼
为模型假设犺犻的先验概率．接着，使

用式（１３）来选择有意义的模型假设（即具有较高
权重分数的模型假设）：

$

＝｛犺犻｜－ｌｏｇρ～犻＞犈｝ （１３）
　　在获得有意义的模型假设后，我们引入偏好
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函数［１１］来构建一个非负偏好矩阵，如式（１４）所示：

&

（犻，犼）＝ｅｘｐ
（－狉犺犼犻／狊犺犼），如果狉犺犼犻η狊犺犼

０，烅
烄
烆 其他 （１４）

其中，ｅｘｐ（·）为指数函数；η为阈值，它在实验中被
设置为２．５，意味着９８％的内点服从正态分布．
&

（犻，犼）表示非负偏好矩阵的第犻个数据点相对于
第犼个模型假设的偏好程度．由于&

（犻，犼）是在修剪
了离群点和无效的模型假设后构建的具有非负特
性的偏好矩阵，因此它是一个高质量的非负偏好
矩阵．
３３　改进的非负矩阵欠逼近算法

目前，非负矩阵欠逼近（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘ
Ｕｎｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＮＭＵ）算法［２０］已经被成功地应
用于模型拟合问题中．ＮＭＵ算法可以表示如下：

ｍｉｎ
狌∈!

犿，狏∈!

狀‖犕－狌狏Ｔ‖２犉
满足狌，狏０，犕－狌狏Ｔ０

（１５）

其中，犕∈!

犿×狀为犿×狀的非负矩阵；狌和狏为犕
的非负子矩阵．为了求解ＮＭＵ的近似解，我们通过
计算｛犝（：，犻）犞（犻，：）｝狉犻＝１来获得ＮＭＵ的秩狉解，其
中，犝犞犕－狌狏Ｔ，犝＝［狌１，狌２，…，狌狉］∈!

犿×狉，犞＝
［狏１，狏２，…，狏狉］Ｔ∈!

狉×狀．在这里，我们首先通过
式（１４）生成一个高质量的非负矩阵（即犕＝&

），然
后提出一个融合空间约束和稀疏约束的非负矩阵
欠逼近算法．融入空间约束和稀疏约束有助于所提
算法从非负矩阵中提取更多有意义的信息（如图４
所示）．

图４　改进后的非负矩阵欠逼近算法示例（六幅二值图像
（左）可以分解为六个稀疏向量（上）和六个重构向量
（下）．稀疏向量中的每条黑线表示特征元素，重构向
量表示为稀疏向量组的线性组合（刻度线上的红色
点和红色线分别表示对应稀疏向量的系数为０或
１）．例如，重构向量９表示二值图像９可由稀疏向量
组狌１、狌２和狌４线性表示（重构））

３．３．１　空间约束
数据点的空间位置可以有效地揭示相邻数据点

之间的关系，空间上相邻的数据点更可能来自相同
的模型实例（即相同的结构）．受到文献［３５］的启发，
我们将空间约束引入到ＮＭＵ，以提取属于相同模
型实例的相邻数据点．

为了衡量数据点在空间上的连贯性，我们引入各
向异性全变差正则化（ＡｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ
Ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ，' ）［３５，４０］来评估具有空间同质性数据
点的“先验”信息：

' ＝∑
狀

犻＝１∑犼∈Ω（：，犻）狌犻－狌犼＝２Ω狌１ （１６）
其中，Ω∈!

δ×狀是一个邻接矩阵，该矩阵的列和行分
别表示数据点及其对应的邻居数据点；每个中心数
据点表示为Ω（δ，犻）＝１，与中心数据点对应的邻居
数据点表示为Ω（δ，犼）＝－１，其它非邻居数据点表
示为０；·１表示犔１范数；Ω狌１描述了数据点与邻
居数据点之间的关系．一方面，邻接矩阵可以有效地
表示数据点在空间上的分布；另一方面，引入犔１范
数可以更好地区分邻居数据点和非邻居数据点．一
般情况下，相邻数据点（而不是那些孤立的数据点）
具有空间连续特征，而各向异性全变差正则化能够
有效地诠释相邻数据点的融合度［３５，４０］．
３．３．２　稀疏约束

稀疏约束可以减少邻居数据点对中心数据点的
影响，这意味着邻居数据点更有可能来自与中心数
据点相同的结构［４１］．与稀疏ＮＭＦ算法类似，我们
将具有稀疏表示特性的犔１范数正则化项狌１引入
到ＮＭＵ中．为了求解ＮＭＵ的近似解，式（１５）可被
重写为基于拉格朗日对偶［２５］的表达式［３５］：

ｍａｘ
狌０，狏０

狌Ｔ（犕－Ψ）狏
满足狌２１，狏２１

（１７）

其中，Ψ是一个满足欠逼近约束拉格朗日乘子的矩
阵；·２表示犔２范数．引入稀疏约束具有两个优点：
首先，它不会影响非负矩阵原本的特性，即分解后的
子矩阵可以通过线性组合来表示非负矩阵．其次，它
可以对数据点进行稀疏表示以挖掘非零元素之间的
关系．也就是说，由偏好函数产生的非负矩阵的每一
列（代表模型假设）通常只包含指定内点噪声尺度范
围内的部分数据点．相应地，狌应该也只包括部分非
零元素．

我们将空间约束和稀疏约束引入到式（１７）中，
具体操作如下：

ｍａｘ
狌０，狏０，

‖狌‖２１，‖狏‖２１
（狌Ｔ（犕－Ψ）狏－Ω狌１－ψ狌１）（１８）

其中，狌Ｔ（犕－Ψ）狏，Ω狌１和狌１分别表示最小二
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乘残差相关项、空间约束项和稀疏约束项．正则化参
数和ψ起着平衡这三项的作用．也就是说，当＝
０和ψ＝０时，式（１８）可被转化为原始的ＮＭＵ．

为了求解式（１８）的秩狉矩阵，我们引入了基于
拉格朗日松弛算法［２５］的迭代求解策略（即ＮＭＵ
ＢａｓｅｄｏｎＬａｇｒａｎｇｉａｎＲｅｌａｘａｔｉｏｎ，ＬＮＭＵ）［３５］．
ＬＮＭＵ可以有效地结合加权最小二乘算法和投影
梯度算法［４２］，以确保迭代的收敛性．但是，ＬＮＭＵ
需要人工指定结构数量来求解近似解，这极大降低
了它的实用性．
３．３．３　结构合并

在实际应用场景中，多结构数据的结构数量是
未知的，一些模型拟合方法需要通过人工指定结构
数量的方式来提升拟合精度．例如，在图１（ｂ）的平
面表面估计任务中，结构数量为两个（即左平面和右
平面）．为解决人工指定结构数量的问题，我们引入
互信息理论（ＭｕｔｕａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，ＭＩＴ）［４３］
以自适应地估计结构数量．依据互信息理论，如果两
个稀疏向量属于同一结构，则它们之间的互信息值
大于零，反之亦然．两个稀疏向量狌犻，狌犼之间的互信
息值犜可以通过下式估计获得：

(

（狓犾｜狌犻）＝１狊狌犻ｅｘｐ－（狉
狌犻犻）２／２（狊狌犻）（ ）２／狊狌犻（１９）

(

（狌犻）＝１狀∑
狀

犾＝１
(

（狓犾｜狌犻） （２０）

(

（狌犻，狌犼）＝狀∑
狀

犾＝１
(

（狓犾｜狌犼）(（狓犾｜狌犼） （２１）

犜（狌犻，狌犼）＝(

（狌犻，狌犼）ｌｏｇ(

（狌犻，狌犼）
(

（狌犻）(（狌犼）（２２）

其中，(（狓犾｜狌犻）表示数据点狓犾关于狌犻的条件概率；狊狌犻≈
狊$犻；狉狌犻≈狉$犻．如果两个稀疏向量狌犻，狌犼之间的互信息
值犜大于零，则狌犻被标记上与狌犼相同结构的标签，这
些不同标签的数量被视为结构数量的估计值．接着，
该估计值被引入到ＬＮＭＵ中以自适应地求解
式（１８）中狌和狏的最优解．与文献［４４］相似，在获得
狌和狏的最优解后，可以从狌中提炼出有意义的模
型假设．具体而言，狌表示数据点对模型假设的偏
好，它的行和列分别对应于数据点和模型假设的索
引．例如，狌犻，犼＝１表示数据点犻属于模型假设犼的内
点．总的来说，改进后的非负矩阵欠逼近算法可以有
效地提取更多具体且显著的特征，而且无需人工指
定结构数量．具体算法描述如算法１所示．

算法１．　基于非负矩阵欠逼近和剪枝技术的
模型拟合方法（ＮＰＭＦ）．

输入：数据点#

，模型假设的数量犿，参数和ψ
输出：模型实例的参数和数量
１．使用误匹配剪枝算法修剪离群点（如第３．１节所述）；
２．采样犿个模型假设；
３．使用模型假设剪枝算法修剪无效的模型假设（如第

３．２节所述）；
４．根据式（１４）构造非负偏好矩阵；
５．使用改进后的非负矩阵欠逼近提取重构矩阵（如第

３．３节所述）；
６．从重构矩阵中估计每个模型实例的内点．

４　实验与分析
在第４节中，首先将本文所提出的ＮＰＭＦ方法

与６种具有代表性的模型拟合方法（即ＡＫＳＷＨ［１０］、
ＴＬｉｎｋａｇｅ［１１］、ＲＰＡ［４４］、ＲＳＥ［３４］、ＡＲＳＥ［３４］和ＲＳ
ＮＭＵ［２０］）在合成数据和真实图像上进行比较；然后
将ＮＰＭＦ与另外两种新型的模型拟合方法（即
ＭｉｎＨａｓｈ［１２］和ＭＣＴ［１４］）在三维点云数据上进行平
面重建的比较．所有的对比方法各重复５０次实验，
然后采用分类误差准则［１１］来衡量这些方法的性能，
并给出所有测试数据的平均分类误差、平均时间和
标准差．
４１　不同组件和参数的影响

在两个真实图像对（即单结构数据Ｕｎｉｏｎｈｏｕｓｅ
和多结构数据Ｊｏｈｎｓｏｎａ）上，我们评估不同的组件
和参数对ＮＰＭＦ的影响．ＮＰＭＦ与不同的组件的
组合分别为：不使用误匹配剪枝算法的ＮＰＭＦ（即
ＮＰＭＦＭＰ），不使用模型假设剪枝算法的ＮＰＭＦ（即
ＮＰＭＦＨＰ），不使用两种剪枝算法的ＮＰＭＦ（即
ＮＰＭＦＭＰＨＰ）和不使用式（１８）中的两个约束的
ＮＰＭＦ（即ＮＰＭＦＲＰ）．如图５所示，ＮＰＭＦＭＰＨＰ
获得最高的分类误差（以百分比表示），这是因为模
型选择过程中的无效模型假设和离群点降低了
ＮＰＭＦＭＰＨＰ的性能．相反，ＮＰＭＦＨＰ、ＮＰＭＦＲＰ
和ＮＰＭＦＭＰ分别获得第二、第三和第四高的分类
误差．值得指出的是，对于单结构数据Ｕｎｉｏｎｈｏｕｓｅ，
ＮＰＭＦＭＰ和ＮＰＭＦＲＰ的性能接近ＮＰＭＦ，这意
味着误匹配剪枝算法和两个约束项可以有效消除误
匹配的影响，并从非负矩阵中提取显著的特征；但
是，它无法有效消除多结构数据Ｊｏｈｎｓｏｎａ的误匹配
和提取局部特征．相反，由于两种剪枝算法以及改进
后的非负矩阵欠逼近算法的有效性，ＮＰＭＦ获得了
最低的分类误差．

另外，我们还在多结构数据Ｊｏｈｎｓｏｎａ上评估了
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图５　在单结构数据（Ｕｎｉｏｎｈｏｕｓｅ）和多结构数据（Ｊｏｈｎ
ｓｏｎａ）上通过分类误差分析不同组件对ＮＰＭＦ性能的影响

在不同正则化参数（即和ψ）下，改进后的非负矩
阵欠逼近算法对ＮＰＭＦ性能的影响．首先，固定
ψ＝０．２０，将的值从０逐渐增加到１，分析空间约
束对改进的非负矩阵欠逼近算法的影响；然后，在固
定＝０．１０的同时，将ψ从０逐渐调整到１，分析稀
疏约束对改进后的非负矩阵欠逼近算法的影响．如
图６所示，当＝０．１０和ψ∈［０．０１，０．２５］（或ψ＝
０．２０和∈［０．０１，０．１０］）时，ＮＰＭＦ获得了最佳的
性能，这是因为两个正则化参数的值过大可能会导
致局部特征丢失．然而，当参数＝０．１０和ψ＝０．１５
时，ＮＰＭＦ在空间约束和稀疏约束之间获得了很好
的权衡．因此，在后续的实验中，被固定为０．１０，ψ
被固定为０．１５．

图６　在多结构数据（Ｊｏｈｎｓｏｎａ）上通过分类误差分析参
数和ψ对改进的非负矩阵欠逼近算法的影响

４２　基础几何模型估计
首先，随机生成由数据点组成的直线、圆形和平

面这３种类型的合成数据；然后，针对每种类型的数
据，随机生成一个投影变换矩阵以获得对应的匹配
图；接着，向合成数据添加高斯噪声；最后，我们在直
线、圆形和平面这３种合成数据上评估７种方法的
性能．从图７可以看出，本文所提出的ＮＰＭＦ方法
可以准确地估计出直线、圆形和平面模型．表１给出
了７种方法在３种合成数据上的定量结果．与其它

图７　本文所提出的ＮＰＭＦ方法在直线、圆形和平面估计上
获得的一些结果（不同结构的内点用不同的颜色表示）

６种方法相比，ＮＰＭＦ在直线和圆形估计中均达
到了最好的拟合精度，在平面估计中达到了第二好
的拟合精度（仅比ＲＰＡ低０．１％）．ＲＳＮＭＵ使用
Ｋｕｉｐｅｒ的统计检验来估计直线和圆形对应的显著
模型假设，获得了与ＮＰＭＦ相同的准确性．但ＲＳ
ＮＭＵ在平面估计的准确性上低于ＮＰＭＦ．ＲＳＥ和
ＡＲＳＥ都是基于无参数的双聚类算法，因此它们获
得了相似的结果．ＡＲＳＥ使用了加速算法进行犔１范
数非负矩阵分解，在总的平均计算速度上取得第３
名的成绩．但与其他算法相比，ＡＲＳＥ获得的拟合准
确性较低．ＲＰＡ使用低秩近似算法分析偏好矩阵，
它在平面估计中获得最佳精度．但是，ＲＰＡ需要更
多时间来构造和处理基于柯西加权函数的相似性矩
阵．ＡＫＳＷＨ和ＴＬｉｎｋａｇｅ方法在直线和圆形估计
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中获得较差的拟合精度，这是因为它们不能较好地
处理具有不同内点比例的多结构数据（例如不同大
小的圆形结构）．相比之下，基于矩阵分解的方法（例
如ＲＳＮＭＵ和ＮＰＭＦ）通过引入约束项来分解偏
好矩阵，缓解了基于聚类的拟合方法由于相似性计

算不准确而引起的拟合精度下降问题．在运行时间
方面，ＮＰＭＦ在圆形和平面估计上所消耗的时间最
少，在直线估计上仅比ＡＫＳＷＨ和ＡＲＳＥ稍慢．总
的来说，ＮＰＭＦ获得最低的标准差、最低的总平均
拟合误差和最快的总平均计算时间．

表１　７种拟合方法在３种类型的合成数据集上进行直线、圆形和平面拟合所获得的分类误差（％）和拟合时间（狊）
（加粗字体表示最优结果）

数据集 ＡＫＳＷＨ ＴＬｉｎｋａｇｅ ＲＰＡ ＲＳＥ ＡＲＳＥ ＲＳＮＭＵ ＮＰＭＦ
直线 平均误差 １６．０４ １６．５３ １１．８０ ０．２９ １．６０ ０．００ ０．００

平均时间 ６６１ ２５．９０ ４５．００ １２．１１ ７．３２ １７１．０２ １１．８５
圆形 平均误差 １４．１３ ３０．１２ ２０．６０ １．３０ １．３０ ０００ ０００

平均时间 ８．７１ ２７．８３ ６２．１４ ８．７１ ７．３５ 　８．３３ ７２３
平面 平均误差 ４．８０ １８．２６ １３０ ７．６０ ５．６０ 　２．２０ １．４０

平均时间 ２９．５３ ５９．１９ ７５．６３ １０３．０２ ７６．１８ １６７．１２ ２５１８

合计
标准差 ６．０１ ７．４０ ９．６６ ３．９６ ２．４０ 　１．２７ ０８１
平均误差 １１．６６ ２１．６４ １１．２３ ３．０６ ２．８３ ０．７３ ０４７
平均时间 １４．９５ ３７．６４ ６０．９２ ４１．２８ ３０．２８ １１５．４９ １４７５

图８　本文所提出的ＮＰＭＦ方法在平面单应性估计上获得的一些结果（不同结构的内点用不同的颜色表示）．第１行和第３
行分别表示带有真实模型实例标签的图像（视图１），第２行和第４行分别表示ＮＰＭＦ在视图２上获得的结果（线条的始端
与视图１的标签对应）

４３　平面单应性估计
我们采用ＡｄｅｌａｉｄｅＲＭＦ数据集［４５］中的１９组

包含单应性矩阵的真实图像来评估７种方法在平面
单应性估计上的性能．从图８和表２中可以看到，本

文所提出的ＮＰＭＦ方法获得了最低的总平均分类
误差和标准差；同时，ＮＰＭＦ还获得了第２名的总
平均计算速度．ＲＳＮＭＵ获得第２名的总平均分类
误差和第６名的运行时间，这是因为它所使用的
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ＭｕｌｔｉＧＳ算法消耗了大量时间进行模型假设采样．
相比之下，ＲＰＡ使用主成分分析和对称矩阵分解进
行模型估计，获得第３名的总平均分类误差．ＲＳＥ和
ＡＲＳＥ在准确性和计算时间上各具优势，因为ＲＳＥ
和ＡＲＳＥ使用相同的替代方法来求解近似解，而
ＡＲＳＥ是ＲＳＥ的压缩版本．ＡＫＳＷＨ获得第６名的

总平均分类误差，这是因为它会过滤掉一些包含较
少内点的有效模型假设．但是，ＡＫＳＷＨ通过熵阈
值方式过滤掉大量无效的模型假设减少了计算成
本，获得了最快的总平均计算时间．由于ＴＬｉｎｋａｇｅ
不能有效地处理邻接平面（例如Ｊｏｈｎｓｏｎｂ），因此获
得了较差的结果．

表２　７种拟合方法在１９组真实图像上进行平面单应性估计所获得的分类误差（％）和拟合时间（狊）（加粗字体表示最优结果）
数据集 ＡＫＳＷＨ ＴＬｉｎｋａｇｅ ＲＰＡ ＲＳＥ ＡＲＳＥ ＲＳＮＭＵ ＮＰＭＦ
Ｂａｒｒｓｍｉｔｈ 平均误差 ３５．２８ 　３１．４０ ２４．２６ １１．４９ １０．６４ １０３７ １０．３７

平均时间 １０６７ ４５．８９ ３１．２２ ６４．２１ ６３．１６ ２８５．１７ ２３．０７
Ｂｏｎｈａｌｌ 平均误差 ２７．９５ 　３２．６３ ４９．１６ ４１．４６ ４５．９９ １４．５１ １２６４

平均时间 １７７３ １１３８．１５ １００６．３５ ７１７．５９ ２５７．８３ ４９１．６５ ３８３．６５
Ｂｏｎｙｔｈｏｎ 平均误差 ４．３０ 　３０．００ ２．３３ ０００ ０．５２ １．５２ ０００

平均时间 １３３５ ３０．７７ １６．２９ ５２．１６ ４９．５３ ２２５．６３ ２５．９２
Ｅｌｄｅｒｈａｌｌａ 平均误差 １．８７ 　２．３８ １．４０ １．４０ ２．３４ ３．２７ ０９３

平均时间 ４６．２６ ３７．８７ ２７６１ ５８．３７ ５５．６９ ２４０．０２ ３１．４１
Ｅｌｄｅｒｈａｌｌｂ 平均误差 １６．７３ 　１０９８ １６．３３ ２６．１２ ２６．９４ １１．３７ １２．９４

平均时间 １１５７ ５０．８１ ４２．６０ ７８．６４ ６５．８６ １６７．１１ ４５．４２
Ｈａｒｔｌｅｙ 平均误差 １０．２９ 　４．１６ １３．４９ ９．８４ １３．９７ １２５ １．８８

平均时间 １２４０ ８５．５６ ４９．３７ ９２．３７ ８０．３２ ２０５．９３ ４２．８６
Ｊｏｈｎｓｏｎａ 平均误差 １５．０１ 　１６．３５ １０．２０ ３２．８６ ５３．２６ ２４．１３ ３２２

平均时间 １０３４ １１４．９６ ８３．５０ １６０．５１ ９６．９５ ２１２．６３ ６４．３７
Ｊｏｈｎｓｏｎｂ 平均误差 ４７．６９ 　１６５９ ４８．１６ ３２．０５ ４６．４７ ２５．８９ ２５．００

平均时间 １４０７ ３９２．１６ ３２７．８５ ３８５．６３ １８０．６６ ２９６．６１ ３２０．１４
Ｌａｄｙｓｙｍｏｎ 平均误差 ８．６３ 　１２．２０ ５．９５ ２３．３５ ２５．５５ １．６９ １６９

平均时间 １０３６ ４６．９０ ２８．６１ ８５．１１ ６３．６３ ２６０．３４ ４２．０４
Ｌｉｂｒａｒｙ 平均误差 ６．９８ 　９．３４ １３．２１ ５．１９ ２２．６４ ０９３ ０．９３

平均时间 １０７８ ３７．１５ ２６．９４ ６５．５４ ５８．３８ １４９．０９ ２３．２１
Ｎａｐｉｅｒａ 平均误差 ３７．８１ 　１３．７０ １１．９９ １０．２７ １１．６４ ２３２ ３．３１

平均时间 １１７３ 　７３．４３ ４４．２１ ８０．３７ ７７．１９ １４７．５５ ３１．９７
Ｎａｐｉｅｒｂ 平均误差 ２０．７２ 　１８．４４ ２４．６８ １６．４６ ２１．５２ １７．７６ １５０５

平均时间 ９６８ 　４９．６５ ４１．１３ ７８．８８ ６３．１５ ２６５．４４ ６１．２０
Ｎｅｅｍ 平均误差 １３．９６ 　２１．２２ ２１．０９ １９．５７ ２０．４３ ３．３２ ２０７

平均时间 ９２３ 　４６．５０ ３９．９２ ８６．７８ ６２．４６ ２８５．８０ ４３．４０
Ｎｅｓｅ 平均误差 １６．６４ 　０．３３ ２．０７ ０．８３ ３１．９５ ０．７９ ０００

平均时间 １０２９ 　５３．２６ ３２．６４ ９３．２６ ６９．５２ ２５２．０３ ４０．８２
Ｏｌｄｃｌａｓｓｉｃｓｗｉｎｇ 平均误差 ５．０４ 　２９．７８ ２．３４ １８．１８ １８．１８ ２．３８ ０５３

平均时间 １４３６ １２９．４９ ５９．２８ １５６．９４ １０２．９０ ２２０．７５ ８０．７２
Ｐｈｙｓｉｃｓ 平均误差 ３５．２４ 　２５．１５ １２．１４ ０００ ０００ ２５．４７ ０００

平均时间 １３．５１ 　１０．７５ ６７６ ３４．８５ ３１．０６ ３１１．８２ ２２．７２
Ｓｅｎｅ 平均误差 ８．２２ 　０．７２ ２．３３ ２０．３４ ２３．３１ ０４０ ０４０

平均时间 １１７１ 　５０．４９ ３０．３７ ８０．３０ ６４．２５ ２０４．９５ ３５．２６
Ｕｎｉｈｏｕｓｅ 平均误差 １２．１８ 　１４．３７ １３．８５ ３５．４８ ３５．９３ ５２３ １２．２４

平均时间 ５５２８ ３５３６．８７ ２２１６．０４ １１０９．６７ ４７２．７０ ９２３．６１ ５０２．９５
Ｕｎｉｏｎｈｏｕｓｅ 平均误差 ２２．６５ 　１７．８８ 　１２．４６ ０．６２ ０．３１ ０３０ ０．３０

平均时间 １１６９ 　８９．５８ ３６．５３ ８２．７５ ８０．１６ １７５．１２ ３０．３７

合计
标准差 １２．９９ 　１０．３２ 　１３．８５ １３．２５ １５．９９ ９．１４ ７１０
平均误差 １８．２７ 　１６．１９ １５．１３ １６．０８ ２１．６６ ８．０５ ５４５
平均时间 １６０５ ３１６．８５ ２１８．２７ １８７．５８ １０５．０２ ２８０．０７ ９７．４５

４４　消失点估计
我们还在ＹｏｒｋＵｒｂａｎ数据集［６］上评估了

ＮＰＭＦ和６种对比方法在消失点估计上的性能，该
数据集包含了室外和室内场景共１０２张图像．由于
ＹｏｒｋＵｒｂａｎ数据集不包括离群点，但它包含大量伪
离群点，因此在消失点实验中，我们不采用误匹配剪

枝算法．图９显示了ＮＰＭＦ获得的一些定性结果，
表３显示了ＮＰＭＦ和其它６种对比方法获得的定
量结果．总体而言，ＮＰＭＦ在准确性方面的表现优
于大多数对比方法：ＮＰＭＦ获得了最低的平均分类
误差、第２低的标准差．ＴＬｉｎｋａｇｅ的准确率在７种
方法中排行第２，但它却消耗了最多的计算时间．
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图９　本文所提出的ＮＰＭＦ方法在消失点估计上获得的一些结果（不同的消失线（与消失点对应）用不同的颜色表示）．
第１行和第３行表示输入图像以及待估计的消失方向，第２行和第４行表示ＮＰＭＦ估计的结果

表３　７种拟合方法在１０２幅真实图像上进行消失点估计所获得的分类误差（％）和拟合时间（ｓ）（加粗字体表示最优结果）
数据集 ＡＫＳＷＨ ＴＬｉｎｋａｇｅ ＲＰＡ ＲＳＥ ＡＲＳＥ ＲＳＮＭＵ ＮＰＭＦ

ＹｏｒｋＵｒｂａｎ
标准差 １２．０７ ５０２ ６．３１ ８．１０ ８．９０ １５．３２ ５．７２
平均误差 １５．５４ ４．９１ ５．３０ ８．４０ １０．７０ １４．７２ ４１５
平均时间 ２９５ ２１．２１ ７．０３ ８．４２ ３．３３ ７．５９ ５．８４

ＡＫＳＷＨ获得最高的平均误差，这是因为它不能有
效地估计非高斯分布的内点噪声尺度，并且对参数
选择比较敏感．在计算速度方面，由于ＡＫＳＷＨ使
用模型假设移除策略降低了无效模型假设对层次聚
类的干扰，获得了最快的计算时间．ＮＰＭＦ获得第３
名的计算速度，这是因为ＮＰＭＦ引入了空间约束和
稀疏约束到非负欠逼近矩阵中以提升模型拟合的准
确性，因而略微地增加了计算成本．在算法的可靠性
方面，ＴＬｉｎｋａｇｅ稍好于ＮＰＭＦ，因为ＴＬｉｎｋａｇｅ使
用自底向上的方案提升了聚类稳定性，而ＮＰＭＦ在
精度和计算成本之间实现了很好的平衡．
４５　三维平面重建

我们将本文所提出的ＮＰＭＦ和两个新型的代
表性方法（即ＭｉｎＨａｓｈ和ＭＣＴ）在ＳＡＭＡＮ
ＴＨＡ［４６］的两个三维点云数据集（即犘犻犪狕狕犪犇犪狀狋犲

和犘狅狕狕狅狏犲犵犵犻犪狀犻）上进行三维平面重建．其中，犘犻犪狕狕犪
犇犪狀狋犲包含３９个摄像机捕获的１１０９４个数据点．
犘狅狕狕狅狏犲犵犵犻犪狀犻包含４８个摄像机捕获的２９７１个数
据点．由于ＳＡＭＡＮＴＨＡ没有提供三维点云数据
的标签，我们采用定性的方式来评估重建结果．

图１０清楚地显示，ＮＰＭＦ更能准确地反映建
筑物的三维平面结构．相反，ＭｉｎＨａｓｈ和ＭＣＴ都出
现了一些不正确的平面重建结果．例如，对于犘犻犪狕狕犪
犇犪狀狋犲数据集，ＭｉｎＨａｓｈ错误地分离了一个平面（即
左上方平面被分离为两个平面）．对于犘狅狕狕狅狏犲犵
犵犻犪狀犻数据集，ＭｉｎＨａｓｈ和ＭＣＴ错误地合并了一些
平面（即左下方平面和烟筒左平面，右下方平面和烟
筒左平面），这主要是因为ＭｉｎＨａｓｈ对相交的表面
结构比较敏感，而ＭＣＴ生成的模型假设受其模型
约束采样算法的限制．在计算性能方面，对于Ｐｉａｚｚａ
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Ｄａｎｔｅ数据集的三维点云平面重建任务，ＮＰＭＦ需
要４５．６２ｓ的运行时间，而ＭｉｎＨａｓｈ和ＭＣＴ分别
需要２９８．３６ｓ和１２４３．７８ｓ．ＮＰＭＦ分别比ＭｉｎＨａｓｈ
和ＭＣＴ快了约５．５倍和２６．３倍．对于犘狅狕狕狅狏犲犵
犵犻犪狀犻数据集的三维点云平面重建任务，ＮＰＭＦ需要

５８８．６９ｓ的运行时间，而ＭｉｎＨａｓｈ和ＭＣＴ分别需
要２４８２６．７６ｓ和２５６１１．８９ｓ．ＮＰＭＦ分别比ＭｉｎＨａｓｈ
和ＭＣＴ快了约４１．２倍和４２．５倍．实验结果表明，
与两种新型的代表性方法相比，ＮＰＭＦ可以在合理
的时间内有效地重建多结构建筑物的三维平面．

图１０　三种方法在三维点云上进行平面重建的定性比较结果（图中不同的结构用不同的颜色表示．第１行和第２行中分别
为犘犻犪狕狕犪犇犪狀狋犲数据集和犘狅狕狕狅狏犲犵犵犻犪狀犻数据集，（ａ）～（ｂ）为原始图像（仅显示一个视图）和对应的三维点云数据，（ｃ）～
（ｅ）分别为是ＭｉｎＨａｓｈ、ＭＣＴ和ＮＰＭＦ所获得的重建结果）

５　结　论
本文提出了一种基于非负矩阵欠逼近和剪枝技

术的模型拟合方法（ＮＰＭＦ），以实现拟合多结构数
据的模型实例．该方法包含误匹配剪枝算法、模型假
设剪枝算法和改进的非负矩阵欠逼近算法．我们首
先将误匹配移除技术引入到模型拟合中，以实现有
效地修剪多结构数据的误匹配．接着我们利用模型
假设剪枝算法来修剪无效的模型假设并保留有意义
的模型假设，进而构建一个高质量的非负偏好矩阵．
最后，我们将空间约束和稀疏约束引入到非负矩阵
欠逼近算法中，并采用自适应的求解策略从非负
矩阵中提取更多能反映模型实例内点的特征元素，
从而估计出多结构模型实例的参数和数量．在合成
数据和真实图像上的实验结果表明，本文所提出的
ＮＰＭＦ方法获得了更高的拟合精度（在真实图像上
比同类方法ＲＳＮＭＵ提升了约４７．７％），并且
ＮＰＭＦ的性能优于其他一些新型且具有代表性的
模型拟合方法（在合成数据上比同类方法ＲＳＮＭＵ
提升了约６．８倍）．后续研究中，我们将考虑引入基
于学习的深度特征嵌入，通过交替迭代的优化方法
来处理多类型多几何模型拟合．
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（６）：３８１３９５

［２］ＷｕＢ，ＬｉｎＣ，ＣｈｅｎＹ．Ｄｙｎａｍｉｃｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｏｃｃｌｕｓｉｏｎ
ｈａｎｄｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｌａｎｅｔｒａｃｋｉｎｇ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２００９，５６（５）：１７５７１７７３

［３］ＯｃｈｓＰ，ＢｒｏｘＴ．Ｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅｌｓａｎｄｓｐｅｃｔｒａｌ
ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒ
ＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．ＲｈｏｄｅＩｓｌａｎｄ，ＵＳＡ，２０１２：
６１４６２１

［４］ＡｔａｎａｓｏｖＮ，ＢｏｗｍａｎＳＬ，ＤａｎｉｉｌｉｄｉｓＫ，ＰａｐｐａｓＧＪ．Ａ
ｕｎｉｆｙｉｎｇｖｉｅｗｏｆｇｅｏｍｅｔｒｙ，ｓｅｍａｎｔｉｃｓ，ａｎｄｄａｔａａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎｉｎ
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７２４１７期 林舒源等：基于非负矩阵欠逼近和剪枝技术的多结构几何模型拟合
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［１０］ＷａｎｇＨ，ＣｈｉｎＴＪ，ＳｕｔｅｒＤ．Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙｆｉｔｔｉｎｇａｎｄ
ｓｅｇｍｅｎｔｉｎｇｍｕｌｔｉｐｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄａｔａｗｉｔｈｏｕｔｌｉｅｒｓ．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＰａｔｔｅｒｎＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＭａｃｈｉｎｅＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，
２０１２，３４（６）：１１７７１１９２

［１１］ＭａｇｒｉＬ，ＦｕｓｉｅｌｌｏＡ．ＴＬｉｎｋａｇｅ：Ａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｒｅｌａｘａｔｉｏｎｏｆ
ＪＬｉｎｋａｇｅｆｏｒｍｕｌｔｉｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．
Ｃｏｌｕｍｂｕｓ，ＵＳＡ，２０１４：３９５４３９６１

［１２］ＭａｇｒｉＬ，ＦｕｓｉｅｌｌｏＡ．Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｉｎｔｅｒｉｏｒｗａｌｌｓｆｒｏｍ
ｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｄａｔａｗｉｔｈｍｉｎｈａｓｈｅｄＪＬｉｎｋａｇｅ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ
ｔｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ３ＤＶｉｓｉｏｎ．Ｖｅｒｏｎａ，Ｉｔａｌｙ，
２０１８：１３１１３９

［１３］ＷａｎｇＨ，ＸｉａｏＧ，ＹａｎＹ，ＳｕｔｅｒＤ．Ｓｅａｒｃｈｉｎｇｆｏｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ
ｍｏｄｅｓｏｎｈｙｐｅｒｇｒａｐｈｓｆｏｒｒｏｂｕｓｔｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇ．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＰａｔｔｅｒｎＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＭａｃｈｉｎｅＩｎｔｅｌｌｉ
ｇｅｎｃｅ，２０１９，４１（３）：６９７７１１

［１４］ＭａｇｒｉＬ，ＦｕｓｉｅｌｌｏＡ．Ｆｉｔｔｉｎｇｍｕｌｔｉｐｌｅｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍｏｄｅｌｓ
ｂｙｍｕｌｔｉｃｌａｓｓｃａｓｃａｄｅｄＴＬｉｎｋａｇｅ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．
ＬｏｎｇＢｅａｃｈ，ＵＫ，２０１９：７４６０７４６８

［１５］ＧｕｏＨａｎＬｉｎ，ＸｉａｏＧｕｏＢａｏ，ＹａｎＹａｎ，ｅｔａｌ．Ａｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ
ｓｔａｔｉｓｔｉｃｂａｓｅｄｄａｔａｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｆｏｒｒｏｂｕｓｔｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌ
ｆｉｔｔｉｎｇ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２０２０，４３（７）：１１９９
１２１４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（郭翰林，肖国宝，严严等．基于偏好统计数据表征的鲁棒几
何模型拟合方法．计算机学报，２０２０，４３（７）：１１９９１２１４）

［１６］ＰａａｔｅｒｏＰ，ＴａｐｐｅｒＵ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ：Ａ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｆａｃｔｏｒｍｏｄｅｌｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌｕｔｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒ
ｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆｄａｔａｖａｌｕｅｓ．Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｔｒｉｃｓ，１９９４，５（２）：１１１
１２６

［１７］ＬｉｕＨ，ＷｕＺ．Ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＡＡＩＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌ
Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ．Ａｔｌａｎｔａ，ＵＳＡ，２０１０：５０６５１１

［１８］ＭａｇｒｉＬ，ＦｕｓｉｅｌｌｏＡ．Ｒｏｂｕｓｔｍｕｌｔｉｐｌｅｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇｗｉｔｈ
ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｌｏｗｒａｎｋａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ
ｏｆｔｈｅＢｒｉｔｉｓｈＭａｃｈｉｎｅＶｉｓｉｏｎＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ．Ｓｗａｎｓｅａ，ＵＫ，
２０１５：１１２

［１９］ＤｅｎｉｔｔｏＭ，ＭａｇｒｉＬ，ＦａｒｉｎｅｌｌｉＡ，ｅｔａｌ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
ｒｅｃｏｖｅｒｙｖｉａｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｂｉｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
ＪｏｉｎｔＩＡＰＲＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＷｏｒｋｓｈｏｐｓｏｎＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓ
ｉｎＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒａｌａｎｄＳｙｎｔａｃｔｉｃＰａｔｔｅｒｎ
Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．ＮｅｗＹｏｒｋ，ＵＳＡ，２０１６：２７４２８４

［２０］ＴｅｐｐｅｒＭ，ＳａｐｉｒｏＧ．Ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｕｎｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ
ｆｏｒｒｏｂｕｓｔｍｕｌｔｉｐｌｅｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．
Ｈｏｎｏｌｕｌｕ，ＵＳＡ，２０１７：２０５９２０６７

［２１］ＧｕｏＸ，ＬｉｎＺ，ＣｅｎｔｅｒＣＭＩ．ＲＯＵＴＥ：Ｒｏｂｕｓｔｏｕｔｌｉｅｒ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｌｏｗｒａｎｋｍａｔｒｉｘｒｅｃｏｖｅｒｙ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｉｎｔＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ．
Ｍｅｌｂｏｕｒｎｅ，Ａｕｓｔｒａｌｉａ，２０１７：１７４６１７５２

［２２］ＢｅｒｒｙＭＷ，ＢｒｏｗｎｅＭ，ＬａｎｇｖｉｌｌｅＡＮ，ｅｔａｌ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｆｏｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉ
ｚａｔｉｏｎ．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ＆ＤａｔａＡｎａｌｙｓｉｓ，２００７，５２（１）：
１５５１７３

［２３］ＶａｖａｓｉｓＳＡ．Ｏｎｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘ
ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，２００９，２０（３）：
１３６４１３７７

［２４］ＰａｐａｌｅｘａｋｉｓＥＥ，ＳｉｄｉｒｏｐｏｕｌｏｓＮＤ，ＢｒｏＲ．Ｆｒｏｍ犽ｍｅａｎｓｔｏ
ｈｉｇｈｅｒｗａｙｃｏｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ：Ｍｕｌｔｉｌｉｎｅａｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｗｉｔｈ
ｓｐａｒｓｅｌａｔｅｎｔｆａｃｔｏｒｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，
２０１３，６１（２）：４９３５０６

［２５］ＧｉｌｌｉｓＮ，ＧｌｉｎｅｕｒＦ．Ｕｓｉｎｇｕｎｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｆｏｒｓｐａｒｓｅ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ．ＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ，２０１０，
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