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摘　要　该文着力于研究粒计算的基本理论．粒计算作为一种粒数数系被研究，在这种数系中研究粒运算的基本

定律、粒与粒之间的不可区分关系；研究这种粒数系中描述型的形式语言等．采用的方法是基于非标准分析中的超

实数理论研究实值粒运算应遵循的规则，也研究了伴随二元关系的信息粒的合成、加粗、加细、并和交运算等；在分

析前人工作的基础上、基于超实数理论进一步为粒计算研究定义了一种新的不可区分关系，得到了几个相关性质，

并且证明了相关结果．随后定义了描述这种粒数数系的描述型形式语言———一种带不可区分关系词的二阶粒逻

辑；粒常量、粒变量、粒函数项的相关运算定律也被定义了．最后，以示例演示了这种粒逻辑适应于描述粒数学定

理、粒公式化简等．
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１　引　言

粒数学是一种以粒（Ｇｒａｎｕｌｅｓ／Ｇｒａｎｕｌａｔｉｏｎｓ）为

研究对象的新型数系．正像以单个的（ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ）整

数、实数、二进制数为研究对象的数系一样，粒数学

应当有它自身的研究理论，遵循其理论的研究方法、

运算定律等．自Ｚａｄｅｈ
［１］在１９７９年提出粒数学，主

张以粒为研究对象，而不是单个的实体以来，有许多

数学家和计算机科学家热衷于研究一种关于描述粒

的形式语言———一种符号逻辑．Ｐａｗｌａｋ
［２］于１９８２年

提出了Ｒｏｕｇｈ集，又于１９８７年和１９９１年分别研究

了Ｒｏｕｇｈ逻辑和决策逻辑
［３４］．Ｏｒｌｏｗｓｋａ

［５］于１９８５年

提出了一种不可区分关系的逻辑，但Ｏｒｌｏｗｓｋａ给出

的不可区分关系谓词犚与Ｐａｗｌａｋ提出的不可区分

关系犚
［４］似乎是一致的，都被认为是实体的性质集

合．他们对所提出的不可区分关系既未给出文字

的确切解释，也没给出公式的精确描述．１９９３年

Ｃｈａｒａｂｏｒｔｙ提出了带Ｒｏｕｇｈ量词的Ｒｏｕｇｈ逻辑
［６］，

并建立了一套近似推理的逻辑工具．Ｎａｋａｍｕｒａ
［７９］

于１９９３年和１９９４年分别研究了信息逻辑、不完全

知识的逻辑，试图把Ｒｏｕｇｈ逻辑、模糊逻辑和模态

逻辑融合为一体，构成分层模态逻辑．随着Ｒｏｕｇｈ

集及Ｒｏｕｇｈ逻辑的研究和发展，相应地提出了信息

粒和粒计算概念．１９８５年 Ｈｏｂｂｓ发表了粒度一

文［１０］，文中用谓词的等价性而不是实体性质的集

合，定义了不可区分关系．但他在这个定义中应用了

谓词的量化概念，即应用了二阶或高阶逻辑，这无疑

给这种不可区分关系进一步研究和应用带来了极大

困难．虽然Ｈｏｂｂｓ将他所定义的不可区分关系用于

人工智能中的问题求解和讨论了粒度的拆分与融合

问题，但这与早先 ＡＩ中讨论问题求解时的分解和

合并似乎是类似的［１１］．所以，用 Ｈｏｂｂｓ的粒度理论

无法进一步研究 Ｒｏｂｉｎｓｏｎ
［１２］的非标准分析中的

超实数（ＨｙｐｅｒｒｅａｌＮｕｍｂｅｒ），也无法进一步研究

Ｚａｄｅｈ
［１］提出的粒数学，对处理信息系统中用二元关

系划分的信息粒更不方便．例如，用 Ｈｏｂｂｓ的粒度

理论来比较两个信息粒是否可区分，既不方便用文

字解释清楚，又不能用公式作精确描述．因此，研究

粒数数系（以下简称粒数系），并基于粒数系来研究

粒运算定律是很有必要，而定义一种描述粒数系的

形式语言也是势在必行．２００１年Ｓｋｏｗｒｏｎ
［１３］也描

述了信息粒，并第一次使用粒语言这个词．但没有

在他所发表的论文中定义粒语言的语法和语义，

更没有构造这种粒语言的近似推理的逻辑系统．

Ｐｏｌｋｏｗｓｋｉ
［１４１５］于２００４年在瑞典的ＲＳＣＴＣ２００４学术

会议上报告了以粒为变量的二阶逻辑，又在２００６年

南昌的ＦＧｒＣＦＲＳ２００６学术论坛上报告了粒空间上

的粒逻辑等．但他只是在报告中提到了这些名词，却

没有定义其实质性相关内容．而且他所描述的粒逻

辑内容很不完整．不过从这里我们能看出研究一种

描述粒数系的形式语言似乎是许多学者的研究目

标．上述研究的许多描述型逻辑和介绍的描述粒的

形式语言或粒逻辑，其目的在于解决粒数系中对粒

语句的描述、粒的性质及粒运算定律等，在于方便对

信息粒的处理．然而为实现这些目标，研究者虽付出

艰辛的努力，也取得不少有益的成果，但仍未得到比

较理想的研究结果．分析原因似乎他们都存在一个

共同问题，那就是没有定义出现在逻辑中的粒常量、

粒变量、粒函数项的运算法则，对出现的这些项也没

有确定是什么类型的数据．没有给出适用于这种运

算的不可区分关系词．这导致难以很好地实现对信

息粒的描述和信息粒之间的比较．为此，本文讨论了

粒常量、粒变量、粒函数项等构成的新数系———以粒

为研究对象的粒数系，研究了在新数系中粒的性质

及其运算定律等．在粒空间上定义了不可区分关系

词后，研究了描述这种新型粒数系的形式语言，一种

带不可区分关系谓词的粒逻辑的语法和语义．因为

在这种逻辑中研究的对象是具有某种关系的多个实

体构成的聚合，被称为粒，它是一种域上新型的集合

数据类型，特别是粒变量项可被量化，所以我们可称

这种粒逻辑为一种二阶逻辑，它被看作是一阶逻辑

的扩展．我们在文中定义的不可区分关系，实际上已

经把Ｐａｗｌａｋ在有限信息系统上对信息的研究很自

然扩展到无限空间上对信息的研究了，也就是，给定

信息系统上的属性值都是粒空间上的粒，它被理解

为无穷多个相互毗邻、彼此相差无穷小的数的集合，

它可被看成排成的无穷序列，是域上的集合数据类

型的粒．

鉴于上述论述，粒计算的提出和研究应当是基

于非标准分析中的超数理论，所以，第２节研究了基

于超实数理论的实数粒的概念及其相关性质和运算

法则；鉴于通常粒都伴随着一个二元关系，因此，第

３节讨论了伴随着二元关系的粒的合成、加细、加

粗、并和交等粒的运算；在粒数系或称粒空间中，研

究的对象似乎是粒，它被看成是研究的实体域上的

集合数据类型，为了更完善、更好描述、处理，甚至对

其量化，作者在第４节定义了一种描述型形式语言，
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一种扩展的一阶逻辑，本文称它为二阶粒逻辑；接下

去是本文的结束语，简述了文中已研究的工作，并提

出接下去需进一步要研究的问题．

２　粒的基本概念及其相关性质和运算

Ｌｅｉｂｎｉｚ在建立微积分理论时，曾虚构了无穷小

和无穷大的数．但长期来人们一直未发现它是什么数

系下的数．后来数学家就用ε、δ来代替Ｌｅｉｂｎｉｚ虚构

的无穷小和无穷大的数［１６］．１９６１年１月，Ｒｏｂｉｎｓｏｎ用

数理逻辑中的模型论方法建立了超实数数系犚，它

被用作实数数系犚的一个扩展．１９６５年，Ｒｏｂｉｎｓｏｎ
［１２］

正式出版他的专著．他在扩展犚 数域上所定义的无

穷小和无穷大是一个实实在在的元素，被称为超实数．

所以，犚和犚就分别被称之为标准和非标准
［１６１７］．

既然无穷小和无穷大被定义是数，所以在作数学定

理证明、运算、推导过程中就可直接参与运算，使得

证明、运算、推导简洁、明朗．正如哥德尔的评价：“非

标准分析不但常常能简化初等定理的证明，而且对

简化艰深结论的证明也同样有效”．而在实数空间犚

上，所谓无穷小，不过是极限为０的变量．它不是一

个“数”，而是一个变化过程，所以它不能被用来作除

数参与除法运算，也不能被忽略不计、被剔除．

Ｚａｄｅｈ
［１］研究了粒数学，并用粒概率的例子来说

明究竟什么是粒数学［１８］．Ｚａｄｅｈ提出的粒数学实际

上是将实数空间上的一个点或一个实数视为一个

粒．它在Ｒｏｂｉｎｓｏｎ
［１２］的非标准分析犚 中被视为一

个超实数，这样就将实数空间犚 扩展成超实数空

间犚．如果把超实数空间犚被视为实值粒空间，那

么超实数在实值粒空间上就被称作实值粒．基于

Ｚａｄｅｈ
［１］的粒数学和 Ｒｏｂｉｎｓｏｎ

［１２］的非标准分析犚

上的超实数等概念，我们可以讨论粒空间犚上的粒

及其运算．由此，我们也可以考虑在粒空间犚上定

义一种描述粒数系的形式语言，本文称之为二阶粒

语言，并以此来描述粒数学中的定理、公式变换、公

式化简和相关问题的推理等．显然，也可用这种逻辑

来解决一些实际问题，如描述医学专家的临床诊断

经验及其推理的形式化过程［１９］．

２１　实值粒空间犚

这里，我们将讨论一维实值粒空间犚上的粒及

其相关运算．至于二维或狀维实值粒空间上的粒及

其相关运算可模拟一维的方式进行．设一维实数空

间犚，其中每个实数犪被看成是犚 上不可分的实数，

但在犚上却被看成在其边缘附满了无穷小量．如果

把这样的超实数被看成实值粒，意思是将这个实值

犪分别与附着在它边缘上的无穷小相加或相减，就

将得到无穷多个毗邻的数团．团中的每个量都相互

毗邻、彼此相差无穷小的无穷序列，因此它也可看成

由毗邻、彼此相差无穷小的关系产生，所以超实数可

被认为是实值粒．

这个实数犪及附着的无穷小的量构成一个整

体，统称为一个超实数，也即我们将实数犪和附在它

边缘上的无穷小量融合成一个实数粒［１７，１９］，记为

［犪］或犪．由此，我们就能得到基于实数空间犚的一

个实值粒空间犚，且满足犚犚．这就是从超实数

世界谈论超实数，从粒世界谈论实值粒，从拓扑空间

论述邻域系统，所以实质上超实数、实值粒、邻域系

统三者应当是指同一个概念，只不过从不同的世界，

以不同的观点来对同一事件给予不同的称呼而已．

于是，在一维实值粒空间犚上我们可引入粒概

念：即对任一实数犪和正无穷小量ε所构造的一个

区间（犪－ε，犪＋ε），称为一个粒，记为犪，其中ε是一

维实数空间犚 上的正无穷小的量，并且犪是一维实

数空间犚 上的一个实数，如图１所示．

图１　实值粒犪和０

在实空间犚中，无穷小的量只能是０，而在实值

粒空间犚中却有３个无穷小的数０、ε和－ε，如上

述图１所示．－ε是
犚 中一个负无穷小的粒，ε是

犚中一个正无穷小的粒和实值粒犪，犪是由实数空

间犚 中的实数犪产生，它被表示为一维实空间犚中

的一个区间（犪－ε，犪＋ε），或写成犪，被理解为无穷

多个与犪相互逼近且误差不大于ε的实数序列，这

在犚上就被构成一个实值粒．图２是实值粒空间犚

负无穷大实值粒、正无穷大实值粒及犚中一个无穷

小的粒０示意图．

图２　实值粒空间犚上的无穷大、无穷小示意图

２２　粒空间犚上粒的相关运算

犪∈犚，区间（犪－ε，犪＋ε）被称作粒空间犚 上

的一个粒，记成犪．于是犚 上粒的运算规则被定义

如下［１５１６］：
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（１）犪犫＝（犪＋犫）；

（２）犪犫＝（犪－犫）；

（３）犪犫＝（犪×犫）；

（４）犪⊙犫＝（犪÷犫）．

我们可以根据超实数理论和模糊数学中区间运

算的性质，证明这些运算法则是正确的，如犪
犫＝

（犪×犫）被证明如下
［１２，１６１７，２０］：

犪
犫＝（犪－ε犪，犪＋ε犪）×（犫－ε犫，犫＋ε犫）

＝（ｍｉｎ｛（犪－ε犪）×（犫－ε犫），（犪－ε犪）×（犫＋ε犫），

（犪＋ε犪）×（犫－ε犫），（犪＋ε犪）×（犫＋ε犫）｝，

ｍａｘ｛（犪－ε犪）×（犫－ε犫），（犪－ε犪）×（犫＋ε犫），

（犪＋ε犪）×（犫－ε犫），（犪＋ε犪）×（犫＋ε犫）｝）

＝（ｍｉｎ｛犪×犫－犪×ε犫－犫×ε犪＋ε犪×ε犫，

犪×犫＋犪×ε犫－犫×ε犪－ε犪×ε犫，

犪×犫－犪×ε犫＋犫×ε犪－ε犪×ε犫，

犪×犫＋犪×ε犫＋犫×ε犪＋ε犪×ε犫｝，

ｍａｘ｛犪×犫－犪×ε犫－犫×ε犪＋ε犪×ε犫，

犪×犫＋犪×ε犫－犫×ε犪－ε犪×ε犫，

犪×犫－犪×ε犫＋犫×ε犪－ε犪×ε犫，

犪×犫＋犪×ε犫＋犫×ε犪＋ε犪×ε犫｝）

＝（犪×犫－ε犪×犫，犪×犫＋ε犪×犫）

＝（犪×犫）． 证毕．

其他证明与此类似．

２３　粒空间犚上粒运算的相关性质


犪，犫，犮∈犚，犪，犫，犮关于运算和的交

换律、结合律和分配律成立，它们被列表如下：

（１）犪犫＝犫
犪；

（２）犪犫＝犫
犪；

（３）（犪犫）犮＝犪（犫犮）；

（４）（犪犫）犮＝（犪犮）（犫犮）．

我们也可利用超实数理论和模糊数学中区间运

算的性质证明这些定律是成立的［１２，１６１７，２０］．

２４　粒空间犚上粒的特别性质
［１２，１６１７］


犫∈

犚，如果犫＞０并且对任意正实数犪有

犪＞
犫，那么称犫是犚中正无穷小的粒，记成

ε．

（１）如果
ε是

犚 中正无穷小的粒，那么－ε是

犚中负无穷小的粒．

（２）如果
ε是

犚中正无穷小的粒，并且狉∈犚是

任意实数，那么（ε＋狉）是犚中的一个实数粒狉．

（３）设
ε是

犚中正无穷小的粒，并且犪∈犚是任

意实数，那么（犪ε）是犚中的一个无穷小粒
ε．

（４）设
ε是

犚中正无穷小的粒，那么（１／ε）是

犚中的一个正无穷大的粒并且－（１／ε）是犚中的

一个负无穷大的粒．

（５）设
ε，δ∈犚是犚中无穷小的粒，那么（ε＋δ）

和（εδ）是犚中无穷小的粒
ε或


δ．

（６）有界性．任意无穷小的粒与任意有界整数

的倍数狀，总是不会超过１，即
ε狀＜１．

２５　粒空间犚上的二元不可区分关系

事实上，在近似计算和模糊推理等学科中，等号

“＝”，即相等关系词“＝”不是普遍适用的，所以

Ｐａｗｌａｋ及其合作者都曾研究过不可区分关系．

Ｐａｗｌａｋ本人用不可区分关系定义了信息系统上的

Ｒｏｕｇｈ集，提出了上下近似理论．这不仅解决了逻

辑学家和谓词逻辑的创始人Ｆｒｅｇｅ提出的边界线上

的元素计算问题，而且在信息系统数据约简上也有

着很好的应用．不过Ｐａｗｌａｋ提出的不可区分关系

被解释为信息系统上的属性子集，所以不少学者在

实际应用中都把这种不可区分关系看作是等价关

系．Ｐａｗｌａｋ本人也是如此，比如，他在信息表中定义

属性子集犅＝｛犪，犫｝犃＝｛犪，犫，犮｝是不可区分关系

是指犪（狓）＝犪（狔）和犫（狓）＝犫（狔），即狓和狔 关于犅

是不可区分的．显然这里的不可区分关系是用相

等关系词“＝”引入的，这实际上是把不可区分关

系犅当作等价关系来用．Ｈｏｂｂｓ在文献［１０］中用逻

辑中的等价词“≡”定义了不可区分关系“～”，即

（狓，狔）（狓～狔）≡（狆∈犚）（狆（狓）≡狆（狔）），其中犚

是这个模型中全体谓词的集合，狆是犚 中任一谓词．

显然，这里对谓词进行了量化，可见这里用的条件是

很强的，不仅出现了高阶量词的使用，而且引用了逻

辑中的等价词“≡”，这似乎很难构造出这种不可区

分关系“～”．从这里我们看出，不少学者在研究近似

计算时都设法回避相等关系词“＝”或等价关系

“≡”，而尽力去研究与等价关系相近的不可区分关

系似乎是必要的．为此，我们这里根据超数理论定义

一种新的不可区分关系词“∞”，它是作为实数数系

犚中的相等关系词“＝”的扩张．

设犪，犫∈犚是二个超实数，犪和犫是不可区分

的，记成犪∞
犫，它被定义为

犪∞
犫ｉｆｆ犪

犫＝
ε∈

犚，

其中“∞”是实值粒空间犚上的不可区分关系符，

是实值粒空间犚上粒的减法运算符，ε是实值粒空

间犚上的无穷小的粒．犪与犫是不可区分的，意味

着由超实数理论犪和犫分别被看成无穷多个相互毗

邻、误差无穷小的一个数字序列，其犪的有限部分

与犫的有限部分对应项是相同或对应项相等．而犪

的无穷部分与犫的无穷部分不同，但它们的对应项

无限逼近，即犪的犪狀＋１与
犫的犫狀＋１无限逼近，…，

犪
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的犪狀＋犿与
犫的犫狀＋犿无限逼近．其实被看作伴随一个

二元关系的任一粒总是有限或无穷可数序列，因为

用二元关系划分的粒中的元素关于这个二元关系总

是可以排列成与自然数一一对应的序列，所以它应

当是有限或无穷可数序列．由此可见，如果任意两个

粒狊与狑不可区分，那么两者的有穷或看得见部分

对应项相同或对应项相等，而其无穷或看不见部分

被认为对应项无限逼近．很明显这里定义的不可区

分关系与Ｐａｗｌａｋ提出的不可区分关系不同．Ｐａｗｌａｋ

提出的不可区分关系，实质上是在信息表上用相等

关系词“＝”引入的，即属性关于实体的属性值相等，

而这里是基于超实数概念引入的．正因如此，不少研

究者把Ｐａｗｌａｋ的不可区分关系理解为等价关系并

当作等价关系用．

这里应当强调的是粒总可以被看成是一个数字

序列，尽管实际生活中研究的对象有许多非数字的

东西，如颜色、形状和材料的性质等，但实际上它们

最终都可以表示成数字形式．这正如２５００多年前古

希腊著名哲学家和数学家彼达歌拉斯提出的著名论

断：“Ｅｖｅｒｙｔｈｉｎｇｉｓａｍａｔｔｅｒｏｆｎｕｍｂｅｒｓ”，即所有存

在的事物，最终总可以把它数字化．所以，无论是数

字还是非数字的粒，都可被看成数字序列．又因信息

科学中的每个被划分的粒都必然伴随一个二元关

系，所以在信息科学中的任一个粒都应当是一个有

限或无穷可数序列．

２６　不可区分关系“∞”的几个性质

（１）同一性．α∞α；

（２）对称性．α∞β→β∞α；

（３）传递性．α∞β∧β∞γ→α∞γ；

因为有限部分：α犻（犻＝１，…，狀）与β犻（犻＝１，…，狀）

对应项相同，β犻（犻＝１，…，狀）与γ犻（犻＝１，…，狀）对应

项相同，所以α犻（犻＝１，…，狀）与γ犻（犻＝１，…，狀）对应

项相同．无限部分：α狀＋犼（犼＝１，…）与β狀＋犼（犼＝１，…）对应项

无限逼近，即α狀＋犼（犼＝１，…）β狀＋犼（犼＝１，…）＝

εαβ无穷小．

同理，β狀＋犼（犼＝１，…）与γ狀＋犼（犼＝１，…）对应项无限逼近，所

以β狀＋犼（犼＝１，…）γ狀＋犼（犼＝１，…）＝

εβγ无穷小．也就是说

α狀＋犼（犼＝１，…）与γ狀＋犼（犼＝１，…）对应项无限逼近，即α狀＋犼（犼＝１，…）

γ狀＋犼（犼＝１，…）＝

εαγ＝


εαβ


εβγ无穷小（因无穷小无

穷小仍然是无穷小）．所以，传递性成立．

（４）替换性．α∞β→犘（…α…）∞犘（…β…）．

定理１．　任意伴随二元关系的非空无穷粒

［狓］犚中，总存在一个无穷可数子粒［狔］犚．

证明．　因为任意伴随二元关系的无穷粒都被

看成一个无穷序列，所以我们可作下面操作，以此具

体构建一个无穷可数子粒．

从［狓］犚中任取一个元素狔１，因［狓］犚是无穷的，

所以［狓］犚｛狔１｝≠｛｝（注：｛｝意味着空粒，仍存在无

穷小的粒或剩余序列，不是没有元素的空序列）．于是

可从［狓］犚｛狔１｝的剩余序列中再取一元素狔２≠狔１，

继续如此操作下去，总可以挑选出互不相同的如下

序列：

狔１，狔２，…，狔狀，…，狔狀＋犿（狔犻∈［狓］犚，且狔犻≠狔犼，当犻≠犼）．

再因为［狓］犚是无穷，所以［狓］犚｛狔１，…，狔狀，…，

狔狀＋犿｝≠｛｝．由归纳法，我们无疑可得到无穷序列

狔１，…，狔狀，…，狔狀＋犿，…，显然它构成［狓］犚的一个无穷

可数子粒．

［狔］犚＝｛狔１，…，狔狀，…，狔狀＋犿，…｝，［狔］犚［狓］犚．证毕．

这定理１将在进一步研究粒的性质及其应用时

应当会有意义．

３　伴随二元关系的信息粒的相关运算

３１　伴随二元关系的信息粒的合成运算

设犪犚∈
犚和犫犛∈

犛分别由关系犚 和犛 产生

的粒，犪犚和
犫犛的合成运算是指犚 和犛 的合成关系

犚○犛并作用于
犪犚和

犫犛的链结
犪犚·

犫犛集上，即

犚○犛（犪犚·
犫犛），

其中“·”是两个信息粒的链结符．该式表示用合成

关系犚○犛重新划分两个粒的链结集．

例如，犚＝｛（１，２），（３，４），（２，２）｝和犛＝｛（４，２），

（２，５），（３，１），（１，３）｝都是犡＝｛１，２，３，４，５｝上的二

元关系，有犪犚＝［３］犚＝｛３，４｝和
犫犛＝［２］犛＝｛２，４，

５｝．我们有犪犚·
犫犛＝｛２，３，４，５｝和犚○犛＝｛（１，５），

（３，２），（２，５）｝．于是有犚○犛（犪犚·
犫犛）＝｛［２］犚○犛，

［３］犚○犛，［４］犚○犛，［５］犚○犛｝，其中［２］犚○犛＝｛２，３，５｝，

［３］犚○犛＝｛３，２｝，［４］犚○犛＝｛｝，［５］犚○犛＝｛２，５｝．

３２　伴随二元关系的信息粒的加细运算

设犪犚是由定义在犡 上的关系犚 产生的粒，细

化粒犪犚意味着细化关系犚 得到新关系犛，并将犛作

用于犡，即用犛重新划分犡 得到的新粒犫犛，它必须

满足

犫犛
犪犚．

它表示经细化关系犛划分犡 得到的任一粒犫犛

必须包含于经犚 划分犡 的旧粒犪犚之中．

设犛＝（犝，犃）是一信息系统，其中犝＝｛狓１，狓２，

狓３，狓４，狓５，狓６狓７，狓８｝，犃＝｛犪，犫，犮，犱，犲，犳｝，如表１所示．
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表１　信息系统犛＝（犝，犃）

犝
犃

犪 犫 犮 犱 犲 犳

狓１ １犪１ １犫１ ０犮１ ０犱１ １犲１ ０犳１

狓２ １犪２ １犫２ １犮２ ０犱２ １犲２ １犳２

狓３ １犪３ １犫３ ０犮３ １犱３ ０犲３ １犳３

狓４ １犪４ ０犫４ １犮４ ０犱４ １犲４ １犳４

狓５ １犪５ ０犫５ １犮５ ０犱５ １犲５ ０犳５

狓６ １犪６ １犫６ ０犮６ ０犱６ ０犲６ １犳６

狓７ ０犪７ １犫７ ０犮７ １犱７ １犲７ ０犳７

狓８ ０犪８ １犫８ １犮８ １犱８ ０犲８ １犳８

设犚＝犅＝｛犪，犫｝是犝 上不可区分关系，即有

犪（狓１）＝
１犪１∞

１犪２＝犪（狓２），犪（狓２）＝
１犪２∞

１犪３＝

犪（狓３），犪（狓３）＝
１犪３∞

１犪６＝犪（狓６），犫（狓１）＝
１犫１∞

１犫２＝犫（狓２），犫（狓２）＝
１犫２∞

１犫３＝犫（狓３），犫（狓３）＝
１犫３∞

１犫６＝犫（狓６）等等．如设犛＝犆＝｛犪，犫，犮｝是犚

的加细不可区分关系，即有犪（狓１）＝
１犪１∞

１犪３＝

犪（狓３），犪（狓３）＝
１犪３∞

１犪６＝犪（狓６），犫（狓１）＝
１犫１∞

１犫３＝犫（狓３），犫（狓３）＝
１犫３∞

１犫６＝犫（狓６），犮（狓１）＝
１犮１∞

１犮３＝犮（狓３），犮（狓３）＝
１犮３∞１犮６＝犮（狓６）等等，

那么犚 在犝 上的划分犝／犚＝｛｛狓１，狓２，狓３，狓６｝，

｛狓４，狓５｝，｛狓７，狓８｝｝，犛在犝 上的划分犝／犛＝｛｛狓１，

狓３，狓６｝，｛狓２｝，｛狓４，狓５｝，｛狓７｝，｛狓８｝｝．可见，犝／犛中

任一粒狓犛包含在犝／犚的某一个中，
狓犛

狓犚中．

显然，此处的属性实值粒１犪犻，
０犪犼，…；

１犫犻，

０犫犼，…；…；
１犳１，

０犳犼，…可以是离散（整数），也可以

是实数粒．因此，引入实实在在的不可区分关系后，

用Ｐａｗｌａｋ的Ｒｏｕｇｈ集理论处理信息表就不局限于

整数值信息表，而是可直接在实值信息表上进行操

作．事实上，信息系统上的实体分类是用不可区分关

系符“∞”关于属性粒值可区分和不可区分来进行分

类，而不是用相等关系符“＝”关于属性整数值相等

和不相等来进行分类，就这个意义上说，对实值信息

系统就可不必施行离散化过程．

３３　伴随二元关系的信息粒的加粗运算

设犪犚是由定义在犡 上的关系犚 产生的粒，粗

化粒犪犚意味着加粗关系犚 得到新关系犛，并将犛作

用于犡，即用犛重新划分犡 得到的新粒犫犛，它必须

满足犪犚
犫犛．它表示经粗化关系犛划分犡 得到的

任一粒犫犛必须包含经犚 划分犡 的某个旧粒
犪犚．

例如，在表１所给出的信息系统中，对犚加粗，

即在犝 上定义一个粗不可区分关系犠＝｛犪｝，则有

犝／犠＝｛｛狓１，狓２，狓３，狓４，狓５，狓６｝，｛狓７，狓８｝｝．显然，在

粗不可区分关系犠 划分犝 得到的粒集犝／犠 中，任

取一个粒狓犠，总可以在由犚对犝 划分的粒集犝／犚

中，找到一个粒狓犚被包含于
狓犠中，即

狓犚
狓犠．

３４　伴随二元关系的信息粒的并运算

设狌犚∈
犚和狏犛∈

犚分别由关系犚 和犛 划分

的粒，狌犚和
狏犛的并运算是指犚 和犛的并关系犚

　
∪○犛

作用于狌犚和
狏犛两个粒链结

狌犚·
狏犛集上，即

犚
　
∪○犛（

狌犚·
狏犛）＝

狑犚
　
∪○犛，

其中
　
∪○是伴随二元关系的信息粒并运算符，“·”是

伴随二元关系的信息粒链结符．该式运算结果狑犚
　
∪○犛

是一个伴随并二元关系新的信息粒，它应当分别被

包含在两个参与运算旧信息粒中．

例如，在表１所给出的信息系统中，取犚＝｛犪，

犫｝和犛＝｛犫，犮｝都是犝＝｛狓１，狓２，狓３，狓４，狓５，狓６，狓７，

狓８｝上的二元关系，且犚＝｛犪，犫｝｛犪，犫，犮，犱，犲，犳｝，

犛＝｛犫，犮｝｛犪，犫，犮，犱，犲，犳｝．

任取狌犚＝｛狓１，狓２，狓３，狓６｝，
狏犛＝｛狓１，狓３，狓６，

狓７｝．有

狌犚·
狏犛＝｛狓１，狓２，狓３，狓６，狓７｝和犚

　
∪○犛＝｛犪，犫，犮｝．

于是得犚
　
∪○犛（

狌犚·
狏犛）＝

狑犚
　
∪○犛＝｛狓１，狓３，狓６｝犚

　
∪○犛．

事实上两个参与运算的信息粒所带关系的并是

它们的加细，因此运算结果应当取分别被包含在参

与运算的带关系的信息粒中，即

｛狓１，狓３，狓６｝｛狓１，狓２，狓３，狓６｝，

｛狓１，狓３，狓６｝｛狓１，狓３，狓６，狓７｝．

３５　伴随二元关系的信息粒的交运算

设狌犚∈
犚和狏犛∈

犚分别由关系犚 和犛 划分

的粒，狌犚和
狏犛的交运算是指犚 和犛的交关系犚

　
∩○犛

并作用于狌犚和
狏犛两个粒链结

狌犚·
狏犛集上，即

犚
　
∩○犛（

狌犚·
狏犛）＝

狑犚
　
∩○犛，

其中
　
∩○是伴随二元关系的信息粒的交运算符，“·”

是伴随二元关系的信息粒链结符．该式运算结果

狑犚
　
∩○犛是一个伴随交二元关系新的信息粒，它应当包

含两个参与运算旧信息粒的每一个．

例如，在表１所给出的信息系统中，取 犚＝

｛犪，犫｝和犛＝｛犫，犮｝都是犝＝｛狓１，狓２，狓３，狓４，狓５，狓６，

狓７，狓８｝上的二元关系，且

犚＝｛犪，犫｝｛犪，犫，犮，犱，犲，犳｝，

犛＝｛犫，犮｝｛犪，犫，犮，犱，犲，犳｝，

任取狌犚＝｛狓１，狓２，狓３，狓６｝，
狏犛＝｛狓１，狓３，狓６，

狓７｝．有

狌犚·
狏犛＝｛狓１，狓２，狓３，狓６，狓７｝和犚

　
∩○犛＝｛犫｝．

于是得犚
　
∩○犛（

狌犚·
狏犛）＝

狑犚
　
∩○犛 ＝ ｛狓１，狓２，狓３，狓６，

狓７｝犚
　
∩○犛．

事实上两个参与运算的信息粒所带关系的交是

它们的加粗，因此运算结果应当包含参与运算的带
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关系的旧信息粒的每一个，即

｛狓１，狓２，狓３，狓６｝｛狓１，狓２，狓３，狓６，狓７｝，

｛狓１，狓３，狓６，狓７｝｛狓１，狓２，狓３，狓６，狓７｝．

上述定义的伴随二元关系的信息粒的运算为不

同层次、不同网页上的粒建立了有机的联系，实现了

跨层次、跨网页的粒运算，自然为信息科学中相关信

息的推理、实际问题的处理提供了极大的方便，应当

说它为粒计算这个学科建立了粒信息推理，完善了

粒计算运算体制的基本理论．

４　粒空间犚上的描述形式语言———

一种二阶粒语言

粒计算实质上是一种粒化求解或者称为分而治

之的方法学．它应当是 ＡＩ中问题求解的一种方法

或技术，所以粒计算似乎是信息科学中研究信息计

算和信息推理有意义的研究学科．而这里定义的一

种描述型形式语言是一种带不可区分关系词“∞”的

二阶粒逻辑，它是粒数系中被用来描述粒语句的粒

语言，之所以称它为二阶的，是因为这种逻辑中的项

是粒，一种新型域上的集合数据类型，它也是信息粒

和研究信息粒推理的较好工具，所以研究这种粒逻

辑应当是有意义的［１３，１５１６，２１２７］．当年，Ｒｏｂｉｎｓｏｎ
［１６］及

对非标准分析有兴趣的研究学者在学习、研究非标

准分析时，也设计了一种描述型的形式语言．但他们

在构造的形式语言中，没有明确指出其中涉及的项，

超实数是域上的集合数据类型，而且把相等关系词

“＝”定义为一种谓词．在粒数系或超实数数系中相

等关系词“＝”似乎是不普遍适用的．如犪和犫是两

个无穷小的实值粒（或超实数），则意味着实数犪和

犫分别被无穷小的量包围着，所以犪和犫分别被理

解为无穷多个逼近犪和犫的元素生成的无穷序列．

那么我们怎么去找它们之间的对应无穷小的量对应

相等或对应等价呢？已有不少学者在为研究近似计

算而设计描述性逻辑语言时总是回避以相等关系词

“＝”或等价关系作为谓词被引用，而是尽力寻找与

等价关系相近的不可区分关系引作逻辑中的谓词，

如Ｏｒｌｏｗｓｋａ在文献［５］中就是以不可区分关系犚

被用作她设计的逻辑中的新谓词，其目的在于有效

地解决经典逻辑中处理近似计算、粒数学、模糊数学

和超实数等问题．但由于 Ｏｒｌｏｗｓｋａ定义的不可区

分关系是信息表中属性的子集，因此只限于处理整

数值信息表，对于实数值信息表必须离散化．这导致

实际应用时很不方便，也带来了一定的困难．

我们这里基于超实数理论，根据超实数概念本

文中新定义了不可区分关系符“∞”，它被用作逻辑

中一种新的谓词，为此我们称之为带不可区分关系

词“∞”的粒逻辑．值得注意的是一阶逻辑不能有效

地描述粒空间上的由粒构成的语句，因它受限于涉

及的项是单独的个体，而非数域上的集合数据类型．

而这里定义的粒逻辑是一种非标准一阶语言，被用

作为一阶的推广，即允许出现的项为领域上的集合

数据类型，对其变量项可被量化．只有这种被称作二

阶的粒逻辑才能有效地描述粒空间上由粒构成的粒

语句或超实数空间由超实数构成的粒数学公式，这

也就是Ｒｏｂｉｎｓｏｎ根据数理逻辑中的模型论方法，提

出非标准分析，定义无穷小、无穷大确确实实是一个

数，被称作为超实数的充分依据．

４１　语　法

设犚是实数空间，犚是实值粒空间．如果犝 是

犚 的子空间，那么犝 是犚的子空间．这种粒逻辑可

被用来描述粒数学（超实数数系）中的粒数学定理，

也可被用来描述专家的经验，如，描述医学专家的临

床诊疗经验［２４］．这种粒逻辑被缩写成犔狌．

（１）符号集

①粒常量：犝中所有的实体都被称为研究对象；

②粒变量：狓１，…，狓狀，…；

③谓词：∞，∈；

④联结词：∧，!；

⑤量词：；

⑥方括号：［，］．

（２）合式公式

①原子公式：

狌１∞
狌２，

狌１∞狓犻，狓犻∞
狌２，狓犻∞狓犼；

狌１∈
狌２，

狌１∈狓犻，狓犻∈
狌２，狓犻∈狓犼．

其中狌犻为
犝 上的粒常量实体，狓犻为

犝 上的粒变量，

因为是变量，所以在其左上角省略了星号．不包含任

何联结词或量词的公式被称作原子公式．所有原子

公式都被称作犔
犝中的合式公式．

②设α，β是犔
犝中的公式，那么下面公式都是

犔
犝中的合式公式：

!［α］，狓犻［α］，［α］∧［β］，!［!［α］］，

!［狓犻［α］］，狓犻［!［α］］，狓犻［狓犼［α］］，

［α］→［β］，［α］∨［β］，［α］［β］．

③重复利用上述这些规则得到的公式都是犔
犝

中的合式公式．

（３）句子

不包含任一自由变量的公式，被称作句子，例
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如，狓２［狓１［狓１∈狓２］］∧［
狌１∈

狌２］．

（４）公理和推理规则

在这种逻辑推理系统中是以粒为推理对象，即

出现在这种推理公式中的符号或是粒常量或粒变量

或粒函数项等．它们都表示粒符号，以粒为其值．在

这种粒推理中建立起来的推理规则、定理和公理等

都可被用作粒计算的理论基础，也即作为粒计算用

来推理和处理问题的新工具．例如，两个谓词犘（狓）

与犙（狓）不可区分：犘（狓）∞犙（狓）当且仅当无论粒变

量狓怎么变化，其有限部分对应项使得犘（狓狀）＝

犙（狓狀），其无限部分对应项使得犘（狓狀＋犿）真值无限

逼近犙（狓狀＋犿）的真值．这里的真是指∞犘（狓），即

无论粒变量狓怎么变化，其有限部分对应项使得

犘（狓狀）＝犜（真），而其无限部分对应项使得犘（狓狀＋犿）

无限逼近犜（真）；这里的假是指 ∞
!犘（狓），即无

论粒变量狓 怎么变化，其有限部分对应项使得

犘（狓狀）＝犉（假），而其无限部分对应项使得犘（狓狀＋犿）

无限逼近犉（假）．在这种意义下，下面的粒空间犚

上的粒假言推理规则是有效的，即

犘（狓）（这里的犘（狓）是指 !∞犘（狓））

犘（狓）→∞犙（狓）（或写成 !∞犘（狓）→犙（狓））

犙（狓）（这里的犙（狓）是指 !∞犙（狓））
．

由此建立一个带不可区分关系词的粒逻辑推理

系统是完全有可能的．事实上，在近似计算和模糊推

理等学科中，等号“＝”，即相等关系词是不能普遍适

用的，所以建立带不可区分关系词的粒逻辑推理系

统应当是完全必要的．

当然，要使这种二阶粒逻辑构造成完备的公理

化演绎推理系统，似乎还要增加有关必要的受限条

件，以使其避开出现罗素矛盾．

４２　语　义

（１）公式的真值

设犓犔
犝是公式的集合，映射狋被定义在犓

上，狋：犓→｛真（ｔｒｕｅ），假（ｆａｌｓｅ）｝．如果α是犓 上的

一个公式，那么它必需是下面情况之一：

①在公式α中不存在任一量词或联结词是作为

句子，如，α：狌１∈
狌２，则狋（α）＝ｔｒｕｅ，或

狌１
狌２，则

狋（α）＝ｆａｌｓｅ；若狌１∞
狌２，则狋（α）∞ｔｒｕｅ，或!（狌１∞

狌２），则狋（α）∞ｆａｌｓｅ．

②设α是　!［β］或［β］∧［γ］或狓犻［δ］，其中β，γ

是不含任一量词或联结词的公式或者说β，γ是句

子，δ是只包含自由变量狓犻的句子，那么狋（α）∞ｔｒｕｅ

或狋（α）∞ｆａｌｓｅ．

③狋（α）＝ｔｒｕｅ，记成 α；狋（α）∞ｔｒｕｅ，记成∞α；

狋（α）＝ｆａｌｓｅ，写成!α；狋（α）∞ｆａｌｓｅ，记成∞
!α．

例如，设狌∈
犝 是粒常量或粒实体，如果公式α

被表示为

α：［!［狌∞］］∧［!［狓犻［狓犻∈
狌］］］，

那么狋（α）∞ｔｒｕｅ．

（２）就语义上而言，下面式子成立

①［α］→［β］当且仅当!［［α］∧［!［β］］］；

②［α］∨［β］当且仅当!［［!［α］］∧［!［β］］］；

③［α］［β］当且仅当［［α］→［β］］∧［［β］→

［α］］；当且仅当［!［［α］∧［!［β］］］］∧［!［［β］∧

［!［α］］］］；

④狓犻［α］当且仅当!［狓犻［!［α］］］．

５　对犚中的粒数学定理的描述

设
犳在

犪∈
犃

犚上是连续的粒函数，即对任

意无穷小粒
ε＞

０（ε是犚 中无穷小，即从大于０方

向逼近０，所以
ε＞

０），存在
δ＞

０，对每个狓∈犃，

｜狓
犪｜∈


δ都有

｜

犳（狓）

犳（犪）｜∈
ε．

上述粒空间犚上的连续粒函数在粒数学中被

描述成如下定理．

定理２．　
犳在粒

犪∈
犃

犚上是连续的当且

仅当对任意
ε＞

０，总存在一个
δ＞

０，使得对任意

狓∈
犃

犚，当｜狓犪｜∈

δ时，就有｜犳（狓）


犳（犪）｜∈

ε．

这个粒数学定理用犔
犝中的公式被描述如下：

狓［δ［δ＞０∧狓∈
犃∧｜狓

犪｜∈

δ］→



ε［ε＞０∧｜


犳（狓）

犳（犪）｜∈
ε］］

或写成

!∞［狓［

δ［δ＞０∧狓∈

犃∧｜狓
犪｜∈


δ］→



ε［ε＞０∧｜


犳（狓）

犳（犪）｜∈
ε］］］．

因此，要证明犚中的粒数学定理，只需证明这

公式关于不可区分关系词“∞”是真即可，或证明这

公式关于“∞”是重言式．

下面是粒空间犚上的粒数学公式化简的示例．

例．设粒空间犝
犚 上定义的公式集犔犝上

的公式α：

（狆（犵（犳（狓））∨狇（狓））∧（（犳（犵（犫））∞ 犪）∨

犚（犵（犮）））∧（狓∞犵（犫））．

显然在这个例子中，狓是自由变量，利用不可区

分关系的替换性质和通常的逻辑公式变换准则，上

式公式可得到化简，即α被简化为

（狆（犵（犪））∨狇（犵（犫）））∨（犚（犵（犮））），

去掉最外层括号，得到最后约简式为

狆（犵（犪））∨狇（犵（犫））∨犚（犵（犮））．
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６　结束语

粒计算似乎应当归结为当年数学界研究非标准

分析的继续，为“非标准分析”进一步研究增添了新的

思路，探索出一条新的基于二元关系的粒计算：一种

分而治之和粒化求解的方法学［２８２９］．也为非标准分析

在信息科学中的应用开辟了新方向［２９］．反过来用非

标准分析的理论来研究粒计算，无疑将为基于二元关

系的粒计算更加深入研究提供了充分的理论依据．

研究基于超实数的粒语言的意义在于：这种粒

语言将为粒计算的研究提供一种新的理论和方法

学，同时也为经典逻辑和其他非标准逻辑在实践中

的应用提供一种新思路．这种粒语言可被用来描述

超实数空间的粒数学定理及判定其定理的真、假结

果值，同时也可被用来描述专家的临床诊断经验并

推断出其诊断结果［２４２７］．因此，这种理论可被用于信

息科学，是信息分类和信息处理的较好的工具．

本文定义的粒描述型形式语言与其他文献中定

义的超实数描述型形式语言是有区别的．这里定义

的是一种二阶或高价粒语言，并引用了不可区分关

系作为新谓词，所以本文定义的粒逻辑描述的粒语

句能自然地被用来判断其描述的粒语句的模型；而

其他文献中定义的描述型形式语言似乎没有明确指

出其涉及的项是领域上的集合数据类型，仍然是作

为一阶处理，并仍然使用相等关系词作为谓词，所以

涉及由超实数构成的语句，特别对带量词的语句或

公式，一阶逻辑是无能为力的．在第５节中选用的示

例是这种二阶逻辑应用的初步，属探讨性研究．

伴随二元关系的信息粒并交运算在布料色卡图

像检索中的具体应用，我们已在２０１４年１０月苏州

国际粒计算高峰论坛（ＧｒＣＦ２０１４）会议上报告过，评

论尚高．事实上，还应当有许多理论需要更进一步去

研究、完善，比如，通常伴随着二元关系的信息粒的

更多推理规则、二阶逻辑公理化推理系统等，也都寄

希望于通过超实数理论对粒计算展开更进一步、更

深化的研究．

致　谢　本文在撰写过程中涉及到相关概念，曾与

Ｌｉｎ教授在电话里讨论过多次，听取了他许多宝贵

意见，在此对Ｌｉｎ教授表示敬意和感谢！
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