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基于解耦概要图的大规模图数据高效分布式挖掘算法
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摘　要　频繁封闭子图挖掘被证明是ＮＰ难问题．多年来，虽然已有许多算法被提出用于解决该问题，但在挖掘大
规模图数据时，却面临着共同的计算效率问题．特别是，当图中节点的平均度数增加时，挖掘效率更是急剧下降．现
在已有的面向图数据库的分布式频繁子图挖掘算法大多采用基于水平划分的分布式计算框架，且都聚焦在挖掘所
有频繁子图的问题上．基于水平划分的分布式计算框架是对原始数据进行水平分片，完成分布式挖掘过程．在计算
效率方面，该框架存在一些不足．同时，由于封闭子图模式需要对频繁子图进行封闭性检测，如果直接将现有的分
布式频繁子图挖掘算法用于闭图模式挖掘可能导致各节点间频繁的通讯，或大量的子图同构检测．针对以上问题，
本文提出一种面向大规模图数据的高效分布式挖掘算法ＤｅｓｕＦＳＭ．与现有基于水平分解的分布式挖掘框架不同，
该算法首次采用了基于垂直分解的分布式挖掘框架．其基本思想可概括为“快速抵近，双向搜索”．首先，通过τ邻域
核图合并，获得概要图集，跨越式地快速抵近较大尺寸子图的聚集区域．在此基础上，通过对概要图的缩减和扩展
发现所有被概要图包含和包含概要图的闭图模式．相较于原始图数据，概要图的尺寸和平均节点度数更小．而且，
基于概要图的双向搜索可在分布式环境下同时独立完成，不存在耦合．与基于水平划分的框架采用的“数据物理分
治”方式不同，该框架采用“任务逻辑分治”．前者减少了各节点处理的图数据量，后者将原始图数据中的挖掘任务
分解为一系列具有更小尺寸和平均节点度数的子图限定的子任务．因此，计算效率大幅提升．本文还提出一组高效
的优化策略来减少概要图之间存在公共子图导致的大量重复计算．大量真实和人工数据集上的测试结果表明，在
大规模图数据封闭子图挖掘中，基于垂直分解框架的挖掘效率相较于水平分解框架的效率可提升一个数量级．同
时，具有更少的内存空间占用．
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ｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｏｆｒｅａｌａｎｄｓｙｎｔｈｅｔｉｃｇｒａｐｈｄａｔａｓｅｔｓ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｆｒａｍｅｗｏｒｋｃａｎｂｅｉｍｐｒｏｖｅｄｂｙｏｎｅ
ｏｒｄｅｒｏｆｍａｇｎｉｔｕｄｅｗｉｔｈｌｅｓｓｍｅｍｏｒｙｓｐａｃｅｏｃｃｕｐａｎｃｙｗｈｅｎｍｉｎｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｔｃｌｏｓｅｄｓｕｂｇｒａｐｈｓｉｎ
ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｇｒａｐｈｄａｔａｓｅｔｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｓｕｂｇｒａｐｈｓｍｉｎｉｎｇ；ｄｅｃｏｕｐｌｅｄｓｕｍｍａｒｙｇｒａｐｈ；ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅｓｕｍｍａｒｙｇｒａｐｈ；ｖｅｒｔｉｃａｌ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ；ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ

１　引　言
频繁子图在生物信息学［１］、ＲＤＦ数据管理［２］及

社交网络分析［３］等许多领域有广泛应用，但其庞大
的数量给后续分析带来了诸多不便．例如，当支持度
设置为５％时，ＡＩＤＳ数据集中包含４２２个平均节点
数和边数分别为４０和４２的图数据即可产生近百万
的频繁子图［４］．

为减少频繁子图数量，封闭子图和极大子图被

分别提出．频繁子图犵是封闭的，当且仅当其任一
超图的支持度严格小于犵的支持度；频繁子图犵是
极大的，当且仅当其任一超图是非频繁的．不难推
知，根据所有封闭子图，可无损地恢复所有频繁子图
及其支持度信息．因此，封闭子图挖掘在实际应用中
受到了广泛关注和研究．

封闭子图挖掘被证明是ＮＰ难问题［５］，精确获
得所有的封闭子图模式被证明是＃Ｐ完全问题［５］．
多年来，虽然已有许多算法［４，６７］被提出用于解决该
问题，但在挖掘大规模图数据时，却面临着共同的计

４８１１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



算效率挑战．特别是，当图中节点的平均度数增加
时，挖掘效率更是急剧下降．现有的大规模频繁子图
挖掘算法大多采用基于水平划分的分布式计算框
架，即基于对原始数据的水平分片，完成分布式挖掘
过程．在计算效率方面，该框架存在以下几点固有不
足：（１）水平分片虽然缩减了各节点处理的图数据
数量，但没有改变原始图数据的平均节点度数．平均
节点度数是制约图挖掘算法效率的主要计算瓶颈；
（２）子图全局频繁封闭性需要根据其在各水平分片
内出现的频率汇总得到．因此，即使子图在分片内出
现频率较低，也不能随意丢弃．低支持度阈值影响计
算效率提升；（３）水平分片内产生的子图不一定是
全局频繁的，需要借助子图同构来过滤非频繁子图．
子图同构是ＮＰ难问题［８］，大量非频繁子图引起的
子图同构检测会增加计算成本．

针对以上问题，本文提出一种面向大规模图数
据的高效分布式挖掘算法ＤｅｓｕＦＳＭ．与现有基于
水平划分的分布式挖掘框架不同，该算法首次采用
了基于垂直分解的分布式挖掘框架．其基本思想可
概括为“快速抵近，双向搜索”．图１以图示的方式，
对两种框架的基本思想及区别给出了直观解释．顾
名思义，如图１（ａ）所示，基于水平划分的分布式挖
掘框架将原始图数据划分为一组互斥的水平分片，
并将各分片映射到不同的物理节点．之后，在这些物
理节点构成的计算集群上，完成分布式挖掘过程．该
框架中，各物理节点通常采用的是自底向上，逐边增
长的子图搜索方式．犽边子图必须通过（犽－１）边子
图宽度或深度优先扩展得到．同时，由于子图模式的
全局信息通常需要根据其在各水平分片内的局部信
息汇总得到，各物理节点间可能存在频繁的通信．与
此不同，图１（ｂ）所示为基于垂直分解的分布式挖掘
框架．该框架中，各物理节点以高于全局出现频率的
支持度阈值，通过τ邻域核图（一些满足特定要求
的小规模子图）合并，跨越式地快速抵近较大尺寸子
图（概要图）的聚集区域（图１（ｂ）中的实线）．精炼获
得概要图集后，将概要图及对应的概要图数据库分
配至不同的物理节点，执行分布式挖掘过程．各物理
节点的计算任务相互独立，不存在耦合，无需相互通
信．所有被概要图包含的封闭子图可通过缩减概要
图获得．概要图是频繁的，该过程避免了非频繁子图
引起的大量子图同构检测．所有包含概要图的封闭
子图，可以概要图为“核心”，向外扩展获得．由于概
要图集构成的边界接近极大子图集构成的边界

（图１（ｂ）中的虚线），该扩展过程大大缩减了大尺寸
封闭子图的搜索代价．概要图是原始图数据的子图，
从这个意义上，基于概要图的一系列挖掘任务可看
作是对原始图数据挖掘任务的一组垂直分解．概要
图具有比原始图数据更小的平均节点度数，因此能
大幅提升计算效率．

图１　不同框架的挖掘方式比较

本文工作的主要贡献总结如下：
（１）提出一种基于垂直分解的图数据挖掘框

架．与基于水平划分的框架采用的“数据物理分治”
方式不同，该框架采用“任务逻辑分治”．前者减少了
各节点处理的图数据量，后者将原始图数据中的挖
掘任务分解为一系列具有更小尺寸和平均节点度数
的子图限定的子任务．就目前所知，该框架是首次在
图数据挖掘中提出．

（２）提出一种面向大规模图数据的高效封闭子
图分布式挖掘算法ＤｅｓｕＦＳＭ．针对局部不封闭性
不具备全局可加性引起的计算挑战，通过τ邻域核
图合并，快速生成一组具有局部极大性的概要图集．
借助提出的垂直分解图数据挖掘框架，执行基于概
要图的缩减和扩展操作，发现所有被概要图包含和
包含概要图的封闭子图．

（３）提出一组高效的优化策略．概要图之间可
能存在公共子图，基于不同概要图的子图搜索空间
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可能会存在交叠．对每个概要图进行独立分离式的
处理，会导致大量重复计算．提出ａｌｌｉｎｏｎｅ优化策
略，共享公共子图检测，确保每个节点内的子图模式
只被挖掘一次．此外，子图相似度上界被用于减少极
大公共子图计算代价．

（４）在大量百万规模的真实和人工图数据集上
对算法性能进行了实验分析和验证．实验结果表明，
在大规模图数据封闭子图挖掘中，基于垂直分解框
架的挖掘效率相较于水平分解框架的效率可提升一
个数量级．同时，具有更少的内存空间占用．

本文第２节阐述和分析频繁子图模式挖掘的相
关工作；第３节介绍频繁子图挖掘及本文工作的相关
概念；第４节详细阐述提出的基于垂直分解的图挖掘
框架及高效封闭子图分布式挖掘算法ＤｅｓｕＦＳＭ；
第５节通过大量对比实验，分析算法性能；第６节对
全文进行总结．

２　相关工作
由于挖掘频繁子图数量过于庞大，为减少模式

数量，人们提出封闭子图挖掘的概念，包括ＣｌｏｓｅＧ
ｒａｐｈ［４］、ＭｏＳＳ［６］、ＰＳＩＣＦＳＭ［７］等，ＣｌｏｓｅＧｒａｐｈ算法
改进深度优先搜索的ｇＳｐａｎ算法得到封闭子图．
ＭｏＳＳ算法改进广度优先搜索的ＭｏＦａ算法来挖掘
封闭子图．ＰＳＩＣＦＳＭ通过优化子图同构测试，加快
封闭子图的获得．但是，这些算法都假定数据能完全
装入内存，且任务能在一个合理时间范围内完成，而
随着数据集的不断增大，这种假设已经不再适用．

为了处理大规模图数据集，得到频繁模式，
Ｗａｎｇ等人［９］首先提出了基于磁盘的方法解决内存
限制，通过改进图集的存储结构，使改进后的存储结
构具有较高灵活性，数据可以不必全部装入内存．改
进后的算法能处理相对较大规模的图集，在一定程
度上解决了内存限制，但由于磁盘的读入、写出操作
非常频繁，为访问数据带来了额外开销，因此算法的
效率仍然有很大的提升空间．之后，Ｎｇｕｙｅｎ等人［１０］

提出了使用数据划分的方法，这种方法早期被用在
频繁项集挖掘过程中．在该方法中，首先将大规模的
图数据集转换成可以全部载入内存的子图集，然后
对每一个子图集均采用ｇＳｐａｎ算法挖掘频繁图模
式，在第二遍扫描数据库时计算子图频度．

在分布式挖掘的背景下，Ｓｕｂｄｕｅ［１１］是一个较早
提出的分布式图模式挖掘方法，它是基于共享内存

的分布式算法．通过划分任务，在本地计算子图频
度，然后传播给所有节点．再在每一个节点上计算频
度，最后由一个主节点来汇总每个节点上的结果．
Ｂｕｅｈｒｅｒ等人［１２］提出了在多核系统下的并行频繁图
模式挖掘方法，通过把任务分给多个共享内存的处
理器，相比于单机算法，明显提高了性能．Ｍｅｉｎｌ等
人［１３］设计了Ｐａｒｍｏｌ，实现了ＭｏＦａ［１４］、ｇＳｐａｎ［１５］、
ＦＦＳＧ［１６］以及Ｇａｓｔｏｎ［１７］等分布式挖掘算法．

之后，随着ＭａｐＲｅｄｕｃｅ［１８］、ｓｐａｒｋ［１９］框架的不
断发展，有人提出基于ＭａｐＲｅｄｕｃｅ框架挖掘频繁模
式，但是数据集基本为简单的项集［２０２２］或序列［２３］．
对于图数据而言，文献［２４］是第一个在大规模图数
据集中基于ＭａｐＲｅｄｕｃｅ框架的频繁图模式挖掘算
法．该算法采用了迭代的方式，类似于Ａｐｒｉｏｒｉ算法
的思想，当获得所有规模为犓的频繁图模式，才会
进行下一轮迭代，来获得规模为犓＋１的频繁图模
式．该算法没有采用一些方法来避免重复模式的产
生，导致候选子图数量呈指数级增长．为削除结果集
中的大量重复模式，需要进行额外的子图同构测试．
此外，该算法需要用户指定迭代次数．Ｂｈｕｉｙａｎ等
人［２５］提出的ＦＳＭＨ算法对文献［２４］中的算法进行
了改进，将任务分为三个阶段：数据划分阶段、准备
阶段、挖掘阶段．通过挖掘阶段的不断迭代可以挖
掘大规模的图集．Ｌｉｎ等人［２６］也提出了一个基于
ＭａｐＲｅｄｕｃｅ的分布式图集挖掘算法，该算法没有使
用迭代，它是将任务分为两个阶段：ｆｉｌｔｅｒ阶段和
ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ阶段．ｆｉｌｔｅｒ阶段依据概率选出最有可能
是全局频繁的局部频繁子图，然后在ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ阶
段计算全局支持度，过滤掉非全局频繁子图．由于
ＭａｐＲｅｄｕｃｅ框架通常需要将中间结果输出到磁盘
上，过于频繁的Ｉ／Ｏ操作会降低算法效率．为进一
步提升频繁模式挖掘效率，有人［２７２８］提出采用
ｓｐａｒｋ框架挖掘，但处理的数据集都仅限于项集数
据．对于图数据，借助ｓｐａｒｋ框架挖掘频繁图模式的
算法还很少．

目前的分布式频繁子图挖掘算法大多采用基于
水平分解的框架，即从水平方向上对数据进行分解，
将数据集分片为一系列更小规模的数据集．数据集
中图的平均节点度数是影响基于模式增长的子图挖
掘算法效率的根本因素，基于水平分解框架的算法
没有突破大规模频繁子图挖掘的计算瓶颈．此外，由
于封闭子图挖掘需要借助大量子图同构检测，处理
大规模图数据时的计算效率令人难以忍受，目前尚
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未发现基于分布式计算框架的高效封闭子图挖掘算
法．针对这些问题，本文将提出一种基于垂直分解框
架的高效封闭子图分布式挖掘算法．

３　基本概念
本节主要介绍图挖掘的相关定义及本文提出的

主要概念．
定义１．　图同构．给定图犌＝（犞，犈）和犌′＝

（犞′，犈′），犞（犞′）和犈（犈′）分别代表图犌和犌′的顶
点集合和边集合．若存在双射函数犳：犞犞′，满足
狌，狏∈犞，（狌，狏）∈犈（犳（狌），犳（狏））∈犈′，则称
图犌与犌′同构，记为犌犌′．若犌′中存在子图犌″与
图犌同构，称犌子图同构于犌′．

当犌子图同构于犌′时，称犌是犌′的子图，犌′是
犌的超图，记为犌犌′．如果犌犌′且犌≠犌′，则称
犌是犌′的真子图，犌′是犌的真超图．若!＝｛犌１，
犌２，…，犌狀｝为给定的图数据库，犛犲狋（犵，!）＝｛!犻｜
犵!犻，１犻狀｝被称为图犵在犌中的支持集，
犛狌狆（犵，!）＝｜犛犲狋（犵，!）｜被称为图犵在犌中的
支持度．对给定的最小支持度阈值犿犻狀＿狊狌狆，若
犛狌狆（犵，!）犿犻狀＿狊狌狆，称犵在!中是频繁的．若
犵的任何真超图犵′的支持度满足犛狌狆（犵′，!）＜
犛狌狆（犵，!），称犵是!中的封闭子图．若犵的任何真
超图犵′的支持度满足犛狌狆（犵′，!）＜犿犻狀＿狊狌狆，称犵
为!中的极大子图．

定义２．　核图．给定图数据库!

，犵和犵′是两
个图模式满足犵犵′，如果犛狌狆（犵′，!）／犛狌狆（犵，!）
τ，０＜τ＜１，那么称犵是犵′的一个τ核图．

注意：犵′的τ核图可以有多个不同的τ核图．
定义３．　图的Ｊａｃｃａｒｄ距离．给定图数据集!

，
犵１和犵２是两个图模式，犵１和犵２的Ｊａｃｃａｒｄ距离定义
如下：

犱犻狊狋（犵１，犵２）＝１－｜犛犲狋
（犵１，犵２）∩犛犲狋（犵１，犵２）｜

｜犛犲狋（犵１，犵２）∪犛犲狋（犵１，犵２）｜
（１）

定义４．　概要图集．令!＝｛犌１，犌２，…，犌狀｝为
给定的图数据集，如果存在一组图模式集合犵＝
｛犵１，犵２，…，犵犿｝，同时满足：（１）犻，犻∈［１，犿］，犼，
犼∈［１，狀］，犵犻犌犼；（２）若犮犵为犌中的封闭子图，则
犵犽∈犵，犮犵犵犽，称犵＝｛犵１，犵２，…，犵犿｝为图数据集
!的一组概要图集，犵中的每个图犵犻（１犻犿）为一
个概要图．

根据定义４可推知，图数据集!中的封闭子图
挖掘可通过对犵中所有图模式犵犻的子图进行封闭

性检测完成．如果对不同犵犻的封闭性检测可相互独
立完成，不存在耦合，则称犵为图数据集!的解耦概
要图集．由于犵犻是!中图数据的子图，此时又称犵为
图数据集!的一组垂直分解．

概要图集中的图模式可能会存在很多结构相似
的子图，为了提升算法效率，减少概要图集中的模式
数量，进一步提出利用子图结构相似度得到代表概
要图集．

定义５．　结构相似度．设犵１和犵２是两个图模
式，犵１和犵２之间的结构相似度定义如下：

狊犻犿（犵１，犵２）＝ ｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜
ｍａｘ（｜犈（犵１）｜，｜犈（犵２）｜）

（２）
其中，犌犿犮（犵１，犵２）是犵１和犵２的极大公共子图，犈（犵）
代表图犵的边集．

定义６．　图的结构距离．设犵１和犵２是两个图
模式，犵１和犵２之间的结构距离定义为犇（犵１，犵２）＝
１－狊犻犿（犵１，犵２）．

定义７．　代表概要图集．假设犵为图数据集!

的一个概要图集，称犛是! 的一个代表概要图集，
若其满足以下条件：（１）犛犵，即犛是犵的子集；
（２）犵犻∈犵，犵犼∈犛，犵犻犵犼；否则，犵犼∈犛，犵犻
犵犼，狊犻犿（犵犻，犵犼）δ．其中，δ为最小相似度阈值．

以下，通过图２对概要图集等主要概念进行进
一步解释，并加深对垂直分解框架的理解．

图２　概念解释

例１．　如图２（ａ）所示，给定包含４个图数据的
图数据集!＝｛犌１，犌２，…，犌３｝．若设支持度阈值
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犿犻狀＿狊狌狆＝２，可得如图２（ｂ）所示的封闭子图集合．
可以看出，图２（ｂ）中每个封闭子图均为图２（ｃ）中
图（１）或图（２）的子图．同时，图２（ｃ）中的图（１）或
图（２）均为图２（ａ）中某个原始图数据的子图．因此，
图２（ｃ）中的两个图模式构成了图２（ａ）中原始图数
据的一个概要图集．进一步，设相似度阈值为０．５，
那么该图集的代表概要图集可以为图２（ｄ）或（ｅ）
所示．

本文主要研究闭图模式挖掘，旨在通过对图数
据集的垂直分解缩减待处理的图数据边数，从根本
上突破计算瓶颈．目前已有的图数据分布式挖掘算
法大多采用传统的数据水平分片，从水平方向上对
数据库进行划分，将数据集按照数量分解为一系列
小规模数据集，分配到不同的物理节点进行分别处
理．但是，图挖掘算法大多采用逐边增长的子图扩展
搜索方式，图数据库中每个图的平均节点度数才是
影响算法效率的根本因素（如参考文献［４］中的实验
图１２（ｂ）和本文实验图１１所示）．通过图２可进一
步说明边数对两种图挖掘框架效率的影响．

假设水平数据划分将图２（ａ）中的四个图数据
分为两组，（１）和（２）为一组，（３）和（４）为一组．若以
犃犅边为初始频繁１边进行子图扩展，（１）和（２）分
组中，需要枚举犃犆、犅犆、犅犇、犅犈四条边．（３）和（４）
分组中，需要枚举犃犆、犅犇、犅犉三条边．在分布式环
境下，此时基于犃犅边的１边子图扩展所需时间为
枚举４条边的时间．若采用基于概要图进行垂直分
解的方法，将图２（ｃ）中的两个概要图分别分配到不
同的节点，两个节点中基于犃犅边的频繁１边扩展
分别只需枚举犃犆、犅犇两条边．可以看出，虽然此时
的枚举时间减少了一半，并节省了相应的子图同构
检测时间，但图２（ｂ）中的所有频繁封闭子图在枚举
过程中并没有被遗漏．

４　算法描述
本节详细介绍提出的基于解耦概要图的封闭子

图分布式挖掘算法ＤｅｓｕＦＳＭ．与水平划分框架基
于“数据物理分治”提高计算效率的思想不同，该算
法采用“任务逻辑分治”的方式，将原始图数据中的
挖掘任务分解为一系列概要图限定的子任务．由于
概要图具有更小的尺寸和平均节点度数，避免了非
频繁子图导致的子图同构检测，算法效率大大提升．
图３为ＤｅｓｕＦＳＭ算法的整体框架．

图３　ＤｅｓｕＦＳＭ框架图

４１　算法总览
ＤｅｓｕＦＳＭ算法的伪码如算法１所示，由三个

主要部分构成：
（１）任务垂直分解（行１～７）．对数据进行多轮

随机划分，通过τ核图邻域合并，快速收集具有局
部极大性的概要图集．注意，此阶段目的是快速抵近
较大尺寸子图（概要图）的聚集区域，无需进行子图
封闭性检测；

（２）代表概要图集产生（行８～１２）．直接对获得
的所有概要图进行处理，会产生大量相似结果．证明
图的结构距离满足三角不等式，利用两阶段的分布
式贪婪算法得到代表概要图集，并保证其代表误差
在可控范围内；

（３）分布式挖掘（行１３～１９）．将代表概要图及
对应的概要图数据库分配至不同物理节点，分布式
执行基于概要图的缩减和扩展操作．各物理节点计
算任务相互独立完成，并通过ａｌｌｉｎｏｎｅ优化策略，
减少重复计算．

算法１．　ＤｅｓｕＦＳＭ．
输入：图数据集!

，最小支持度阈值犿犻狀＿狊狌狆，相似度阈
值δ，模式距离σ

输出：闭图模式集犆犉犛
１．!＝｛犌１，犌２，…，犌狀｝

８８１１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０２０年

《
 计

 算
 机

 学
 报

 》



２．ＷＨＩＬＥ（犻犕）　　　　／／犕为轮数
３．　犛′＝!．ｍａｐＰａｒｔｉｔｉｏｎｓ（犿犻狀狊狌狆）：
４．　　调用ＭＦＳＭ（犇犻，犿犻狀＿狊狌狆，σ，犓）；／／挖掘概要图
５．　!＝!．ｍａｐＰａｒｔｉｔｉｏｎｓ（）；／／对数据重新分片
６．　犛＝犛∪犛′；
７．　犛＝ｓｅｌｅｃｔ（犛）；　　　／／去掉同构模式
８．犛＝犛．ｒｅｐａｒｔｉｔｉｏｎ（ｓｐｌｉｔ）；／／ｓｐｌｉｔ为分片数
９．犚犛＝犛．ｍａｐＰａｒｔｉｔｉｏｎｓ（δ）：
１０．　调用ＳＦＳＭ（犛，δ）；　／／减少模式数量
１１．犚犛＝犚犛．ｒｅｐａｒｔｉｔｉｏｎ（１）；
１２．调用ＳＦＳＭ（犚犛，δ）；
１３．犌′＝!．ｍａｐＰａｒｔｉｔｉｏｎｓ（犚犛）：
１４．　ＦＯＲ犚犛中每个概要图
１５．　　ＦＯＲ分片数据库!犻中每个图
１６．　　　若犚犛（犾）与犌犻（犼）存在规模为犓的公共子

图，将这两个图写成犽犲狔狏犪犾狌犲的形式输出．
１７．犌′．ｒｅｄｕｃｅＢｙＫｅｙ（）；
１８．犆犉犛＝犌′．ｍａｐＰａｒｔｉｔｉｏｎｓ（）：
１９．　　调用ＢＥＣＭ算法；

４２　任务垂直分解
任务垂直分解的目的是为了获得概要图集．如

前文图１（ｂ）所示，概要图集构成的边界应接近极大
子图集构成的边界．因此，一种最直接的想法是，首
先将给定的图数据集!随机分片至狀个不同的物理
节点，!＝｛犌１，犌２，…，犌狀｝．然后，在每个节点内，使
用全局绝对支持度犿犻狀＿狊狌狆独立挖掘分片数据内
的局部极大模式构成局部概要图集．这种做法的好
处是能够保证获得的局部概要图可能是全局上尺寸
较大的封闭子图，但存在着两个问题：（１）仅针对当
前数据分片结果获得概要图集，可能会丢失大量结
果；（２）概要图具有局部极大性，采用自底向上、逐
边增长的传统子图搜索方式，效率过低．

针对问题（１），本文的解决方法是，对原始图数
据集进行多轮随机分片，每一次的分片结果不同．在
每一轮划分中，对不同分片数据进行垂直分解，迭代
进行该过程直到获得一个近似于单机结果的集合．
每循环一次该过程，需要对垂直分解后的概要图集
进行一次选择，以消除冗余模式．该过程虽然增加了
分片次数，但由于局部数据中使用的是全局支持度，
增大了对不频繁子图的削减力度（因为犿犻狀＿狊狌狆×
｜!犻｜＜犿犻狀＿狊狌狆×｜!｜），并借助了并行框架，故挖掘
速度会很快．

需要强调的是，如果基于水平划分框架，即使
采用多轮数据分片，封闭子图挖掘也是代价极高的
任务．

定理１．　局部封闭子图一定是全局封闭的，局

部非闭子图也可能是全局封闭的．
证明．　给定一个图数据库!

，将图数据库进行
水平划分，分成!＝｛!１，!２，…，!狀｝，在子图集!犻使
用全局支持度挖掘得到非闭图模式犵，犵在! 中的
支持度为犛狌狆（犵，!）＝∑

狀

犼≠犻
犛狌狆（犵，!犼）＋犛狌狆（犵，!犻），

犵的真超图犵′在! 中的支持度为犛狌狆（犵′，!）＝

∑
狀

犼≠犻
犛狌狆（犵′，!犼）＋犛狌狆（犵′，!犻）．由于犵是非闭模式，

在!犻中，设犵的真超图犵′的支持度犛狌狆（犵，!犻）＝
犛狌狆（犵′，!　犻），∑

狀

犼≠犻
犛狌狆（犵′，!犼）＜∑

狀

犼≠犻
犛狌狆（犵，!犼），那

么犵是闭图模式，故局部非闭模式可能是全局闭模
式．若犵是局部闭图模式，在!犻中，犛狌狆（犵，!犻）＜
犛狌狆（犵′，!犻），能推出犛狌狆（犵，!）＜犛狌狆（犵′，!），因
此犵是全局闭图模式． 证毕．

根据定理１可知，局部不封闭性不具备全局可
加性．虽然基于全局支持度犿犻狀＿狊狌狆获得的局部封
闭子图在全局数据上也是封闭的，但该过程中丢弃
的局部非闭子图也可能是全局封闭的．为解决该问
题，水平划分框架需保留挖掘过程中各分片数据包
含的所有频繁子图，通过大量的子图同构检测发现
其中的封闭子图．与此不同，本节的任务垂直分解过
程中，并未在局部数据中执行封闭子图挖掘过程，而
是将其留待获得局部概要图集后，通过对概要图的
缩减和扩展来完成．因此，概要图集的快速获取是任
务垂直分解的关键．

针对问题（２），本文提出一种通过τ核图邻域
合并，快速获得一组具有局部极大性的概要图集算
法ＭＦＳＭ．文献［２９］中指出，一个较大规模的项集
模式通常包含很多核模式，并且能够以很大的概率
通过合并它的核模式获得．受该结论启发，本文证明
图数据也具有同样的性质．

定理２．　给定图数据犵，犵１犵和犵２犵是犵
的两个τ核图，则有犱犻狊狋（犵１，犵２）１－１

２／τ－１．
证明．　由于犵１和犵２是犵两个τ核模式，

｜犛犲狋（犵１，犌）∩犛犲狋（犵２，犌）｜
｜犛犲狋（犵１，犌）∪犛犲狋（犵２，犌）｜

｜犛犲狋（犵，犌）｜
｜犛犲狋（犵１，犌）∪犛犲狋（犵２，犌）｜

＝ ｜犛犲狋（犵，犌）｜
犛犲狋（犵１，犌）＋犛犲狋（犵２，犌）－｜犛犲狋（犵１，犌）∩犛犲狋（犵２，犌）｜

 ｜犛犲狋（犵，犌）｜
｜犛犲狋（犵，犌）｜／τ＋｜犛犲狋（犵，犌）｜／τ－｜犛犲狋（犵，犌）｜
＝１
２／τ－１．
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因此，犱犻狊狋（犵１，犵２）＝１－｜犛犲狋
（犵１，犌）∩犛犲狋（犵２，犌）｜

｜犛犲狋（犵１，犌）∪犛犲狋（犵２，犌）｜

１－１
２／τ－１． 证毕．
根据定理２可知，合成图犵的τ核图之间的

Ｊａｃｃａｒｄ距离通常在一个有限的范围内，因此可以通
过不断合并小的τ核图快速得到较大规模的图模
式．通过这种方式，可以有效地避免概要图生成过程
中诸多小尺寸图模式的纠缠．与文献［２９］不同，本文
执行的是τ核图，而非项集合并．项集元素的本质
是集合，可以直接合并，但图数据结构复杂，无法沿
用相同的合并方式，因此需要设计新的合并方法．本
文提出的合并方法可以简单概括为：首先，得到待合
并核图间的极大公共子图；然后，对极大公共子图进
行扩展，扩展每一个核图所包含的边；最后，根据全
局支持度阈值犿犻狀＿狊狌狆，检测合并后的子图是否频
繁．具体过程见例２．

例２．　若图４中的子图（ａ）与（ｂ）是两个待合
并的子图，（ｃ）为（ａ）和（ｂ）的极大公共子图．首先，分
别在（ａ）和（ｂ）中找到极大公共子图对应的匹配（如
虚线所示），使用图（ａ）对图（ｂ）所示匹配进行扩展，
直到极大公共子图扩展完图（ａ）包含的边，图（ｄ）为
（ａ）和（ｂ）合并之后的图．对于（ａ）与（ｂ）中的其它匹
配也执行相同的操作，最后得到（ｄ）与（ｅ）两个图．对
核图间的每个极大公共子图都进行相同的处理．

图４　合并过程
注意，若数据集为无标签图，无标签图间规模最

小的极大公共子图至少由两条连通的边组成．若图
数据为标签图且核模式间没有公共子图，但存在公
共点，可以直接通过公共点合并核图．若没有公共
点，可以在核图支持集交集的图中，找到连通核图的
最短路径，构成合并后的新模式．

完整的概要图挖掘算法ＭＦＳＭ的伪码如算法２
所示．在算法２中，首先调用频繁图模式挖掘算法得
到规模为犓的所有频繁子图集合犉犛犓（行１），接着循
环调用狆犪狋狋犲狉狀＿犳狌狊犻狅狀方法直到结果集中的模式不
能合并生成频繁模式（行２～４）．在狆犪狋狋犲狉狀＿犳狌狊犻狅狀

方法中把犉犛犓中每个模式犵作为种子（行１），将
犉犛犓集合中与犵模式距离在τ范围内的模式加入
犵．犮狅狉犲犾犻狊狋中，同时将犵加入集合犜中，重复该过程直
到次数达到｜犉犛犓｜（行１～５）．然后使用本文提出的
合并规则合并集合犜中的每一个犮狅狉犲犾犻狊狋（行６，７）．

算法２．　概要图集挖掘ＭＦＳＭ（!犻，犿犻狀＿狊狌狆，
τ，犓）．

输入：图集!犻，最小支持度阈值犿犻狀＿狊狌狆，模式距离τ，
初始合并值犓

输出：极大模式集犛
１．得到规模为犓的频繁子图集犉犛犓
２．ＤＯ
３．　犛＝狆犪狋狋犲狉狀＿犳狌狊犻狅狀（犛，犉犛犓，犿犻狀＿狊狌狆，τ）
４．ＷＨＩＬＥ子图不能再合并
５．输出犛
过程１．狆犪狋狋犲狉狀＿犳狌狊犻狅狀（犛，犉犛犓，犿犻狀＿狊狌狆，τ）．
１．ＦＯＲ模式犵∈犉犛犓
２．　犜＝犜∪犵
３．　ＦＯＲ模式犵′∈犉犛犓
４．　　ＩＦ犱犻狊狋（犵，犵′）τ，ＴＮＥＨ
５．　　　将犵′加入犵．犮狅狉犲犾犻狊狋
６．ＦＯＲ犵∈犜
７．　犛＝犛∪犳狌狊犻狅狀（犵．犮狅狉犲犾犻狊狋）／／合并之后是频繁模

式才会加入犛
４３　代表概要图集产生

由于各节点相互独立地获得局部概要图集，不
同节点的结果之间可能会存在结构高度相似甚至完
全相同的概要图．精确获得所有封闭子图被证明是
＃Ｐ完全问题，在大规模图数据处理中的计算效率
令人难以容忍．缩减结构相似的子图数量既能减轻
后续分析的负担，又能大幅提高计算效率．垂直分解
框架中，概要图集是封闭子图挖掘的基础．因此，通
过质量可控的代表概要图集来减少概要图的数量是
合理的．根据以下定理，本文采用两阶段的分布式贪
婪算法得到代表概要图集，并保证其代表误差在可
控范围内．

定理３．　图的结构距离满足三角不等式，即
犇（犵１，犵２）＋犇（犵２，犵３）犇（犵１，犵３）．

证明．　犇（犵１，犵２）＋犇（犵２，犵３）犇（犵１，犵３）

１＋ ｜犈（犌犿犮（犵１，犵３））｜
ｍａｘ（｜犈（犵１）｜，｜犈（犵３）｜）
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜

ｍａｘ（｜犈（犵１）｜，｜犈（犵２）｜）＋
｜犈（犌犿犮（犵２，犵３））｜

ｍａｘ（｜犈（犵２）｜，｜犈（犵３）｜）．
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设｜犈（犵１）｜｜犈（犵２）｜｜犈（犵３）｜，那么上述公式等
价于：

｜犈
（犵２）｜－｜犈（犌犿犮（犵２，犵３））｜

｜犈（犵２）｜ 
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜－｜犈（犌犿犮（犵１，犵３））｜

｜犈（犵１）｜
｜犈（犵２）｜－｜犈（犌犿犮（犵２，犵３））｜
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜－｜犈（犌犿犮（犵１．犵３））｜
现证：｜犈（犵２）｜＋｜犈（犌犿犮（犵１，犵３））｜

｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜＋｜犈（犌犿犮（犵２．犵３））｜．
令犵１∩犵２＝犌犿犮（犵１，犵２），犵１∩犵３＝犌犿犮（犵１，犵３），
犵２∩犵３＝犌犿犮（犵２，犵３），
那么犵１∩犵２∩犵３＝（犵１∩犵２）∩（犵２∩犵３）＝

（犌犿犮（犵１，犵２））∩（犌犿犮（犵２，犵３））＝犌犿犮（犵１，犵２，犵３）
由于犵１∩犵２＋犵２∩犵３－犵１∩犵２∩犵３犵２，
故｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜＋｜犈（犌犿犮（犵２．犵３））｜－
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２，犵３））｜｜犈（犵２）｜．
又由于犈（犌犿犮（犵１，犵２，犵３））犈（犌犿犮（犵１，犵３）），
故｜犈（犌犿犮（犵１，犵２，犵３））｜｜犈（犌犿犮（犵１，犵３））｜
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２，犵３））｜＋｜犈（犌犿犮（犵１，犵３））｜＋｜犈（犵２）｜
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜＋｜犈（犌犿犮（犵２．犵３））｜＋
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２，犵３））｜
｜犈（犵２）｜＋｜犈（犌犿犮（犵１，犵３））｜
｜犈（犌犿犮（犵１，犵２））｜＋｜犈（犌犿犮（犵２．犵３））｜．
同理可证其它情况下定理成立． 证毕．

设犵１与犵′１，犵２与犵′２分别是在两个不同物理节点
上，根据４．２节中的τ核图邻域合并获得的概要图，
满足犇（犵１，犵′１）ε１，犇（犵２，犵′２）ε２，并且犵′１与犵′２在
各自的节点中分别被犵１和犵２代表．设犇（犵１，犵２）
ε２，根据图５可以推知，犇（犵１，犵′２）ε１＋ε２，犇（犵２，
犵′１）ε１＋ε２，若ε１＋ε２＜１－δ，δ为相似度阈值，
则无论用犵１代表犵２或者犵２代表犵１，都可使被代表
的概要图与选定的代表图之间的结构距离不超过
１－δ．因此，为了减少概要图集中的模式数量，可以
先对各分片中的概要图集进行代表性选择，再对合
并后的结果再次进行选择．根据定理３，这种两阶段
的分布式代表概要图集生成方法可保证最大代表误
差在可控范围内．

图５　代表概要图图示

代表概要图集挖掘方法ＳＦＳＭ具体过程见算
法３．首先，为图集犛中每一个图得到它所能代表的
模式集合，然后使用贪心算法计算近似图集犛的最
小集合犚犛．

算法３．　代表概要图集挖掘ＳＦＳＭ（犛，δ）．
输入：图集犛，相似度阈值δ
输出：概要图集犚犛
１．ＦＯＲ犛中任意一个图犵
２．　ＦＯＲ犛中任意一个图犵′，只要狊犻犿（犵，犵′）δ
３．　　将犵集合加入到集合狊犲狋（犵′）
４．ＷＨＩＬＥ犛≠
５．　找到一个犚犛，最大化｜狊犲狋（犚犛）｜
６．　ＦＯＲ狊犲狋（犚犛）中每一个图犵
７．　　从犛和其它的狊犲狋（）中删除犵
８．　输出犚犛

４４　分布式挖掘
获得代表概要图集后，将代表概要图分配到不同

的物理节点，执行分布式封闭子图挖掘过程．本工作
基于Ｓｐａｒｋ实现了依据概要图执行分布式封闭子图
挖掘的算法，具体过程见算法１（行１３～１９）．算法１
中，挖掘封闭子图之前，每个节点先读入数据分片及概
要图集．然后，调用Ｓｐａｒｋ中的ｍａｐＰａｒｔｉｔｉｏｎｓＴｏＰａｉｒ
算子，输出犽犲狔狏犪犾狌犲对，犽犲狔为概要图，狏犪犾狌犲为数
据库中的图，该图与犽犲狔对应的概要图至少存在一
个规模（节点数或边数均可）为犓的公共子图．再调
用ｒｅｄｕｃｅＢｙＫｅｙ算子，与某个概要图存在至少一个
规模为犓的公共子图的相关图构成了该概要图的
概要数据库，并被发送到同一个ｒｅｄｕｃｅｒ中（行１６）．
此时，被该概要图包含和包含该概要图的规模大于
犓的全局封闭子图检测信息均存在于该概要数据
库中．之后，在每个物理节点上调用单机封闭子图挖
掘算法ＢＥＣＭ（如算法４），执行基于概要图的缩减和
扩展操作，并进行封闭性检测，输出〈子图，支持度〉
对（算法１行１８～１９），得到最后结果．

算法４．　闭模式挖掘ＢＥＣＭ．
输入：概要图集犛，图数据集!犻，支持度阈值犿犻狀＿狊狌狆
输出：封闭子图集犉犛
１．ＦＯＲ对于犛中任意一个图犵
２．　为犵中每一条边创建ＤＦＳＣｏｄｅ，形成集合犛１
３．　ＦＯＲ集合犛１中每一条边狊
４．　　得到狊的支持集
５．　　调用子图挖掘方法（!犻，ｎｕｌｌ，狊，犵，犿犻狀＿狊狌狆）
６．　ＩＦ图犵中所有子图被枚举完毕，ＴＮＥＨ
７．　　调用扩展概要图方法（犵，犛犲狋（犵，犌犻））
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过程２．子图挖掘方法（!犻，狊，狊◇狓犲，犵，犿犻狀＿狊狌狆）．
１．　ＩＦ子图狊不是最小的，ＴＨＥＮ
２．　　ＲＥＴＵＲＮ；
３．　依据图犵扩展狊得到狊◇狓犲
４．　ＩＦ不存在狊◇狓犲使得Ｓｕｐ（狊）＝Ｓｕｐ（狊◇狓犲），

ＴＨＥＮ
５．　　将狊加入结果集犉犛
６．　ＦＯＲ每个狊◇狓犲ｄｏ
７．　　调用子图挖掘方法（犇犻，狊，狊◇狓犲，犵，犿犻狀＿狊狌狆）
ＢＥＣＭ算法与传统封闭子图挖掘算法的不同

之处在于，传统算法采用自底向上的子图挖掘方式，
而ＢＥＣＭ算法通过基于概要图的缩减和扩展挖掘
封闭子图．概要图的缩减是自顶向下的，扩展是自底
向上的．

各物理节点内，首先以每个概要图为基础，逐边
缩减概要图的规模，对概要图的每个子图进行封闭
性检测．由于生成概要图集时的τ核图邻域合并是
基于全局支持度阈值犿犻狀＿狊狌狆的，得到的（代表）概
要图都是频繁的．因此，在概要图缩减过程中，不存
在非频繁子图引起的子图同构检测．与此不同，传统
封闭子图挖掘算法需要枚举各候选子图的所有１边
扩展，之后通过借助子图同构过滤非频繁扩展．大量
非频繁子图引起的子图同构检测会增加计算成本．
根据以上对基于概要图缩减过程的描述，不难得到
以下结论．

定理４．　被概要图包含的，规模大于犓的子
图，都可以通过基于概要图的缩减得到．

证明．　由于得到封闭子图前，先得到了概要图
数据库．概要图数据库的获得是通过计算概要图与
图数据集中每一个图是否存在一个规模为犓的公
共子图得到的．因此，与某个概要图相关的规模为
犓的封闭子图的支持集可以全部得到，即被概要图
包含的，规模大于犓的封闭子图都可以得到．证毕．

虽然本文挖掘的结果集是规模至少为犓的闭
图模式（规模过小的闭图模式在很多实际应用中缺
乏应用价值），但若想继续挖掘规模小于犓的闭图
模式，可以通过已经得到的规模为犓的闭图模式，
计算这些闭模式与图数据的公共子图，再次得到相
应的概要图数据库．最后，挖掘概要图数据库得到规
模小于犓的闭图模式．
τ核图邻域合并得到的概要图具有局部极大

性．根据定理５，存在着一些比概要图的尺寸更大，
包含概要图的全局封闭子图．为了得到这些封闭子
图，需要执行基于概要图的扩展．具体的做法是，以
概要图为基础，进行逐边扩展，检查概要图每个超图

的封闭性．由于概要图的规模比较接近全局极大子
图，此时虽然采用的仍然是自底向上的子图增长
方式，但增长的“基点”是概要图，而非传统的频繁
１边．因此，基于概要图的扩展大大缩减了大尺寸封
闭子图的搜索代价．同时，定理６保证所有包含概要
图的封闭子图都可以通过对概要图的扩展得到．

定理５．　具有局部极大性的概要图不一定具
有全局极大性，不具有局部极大性的概要图一定不
具有全局极大性．

证明．　给定一个图数据库!

，将图数据库进
行水平划分，分成!＝｛!１，!２，…，!狀｝，在子图集
!犻使用全局支持度挖掘得到局部极大图模式犵．在
!犻中犵的任何真超图犵′的支持度犛狌狆（犵′，!犻）＜
犿犻狀＿狊狌狆，设存在犵′，犵′在!中的支持度犛狌狆（犵′，!）＝

∑
狀

犼≠犻
犛狌狆（犵′，!）＋犛狌狆（犵′，!犻）犿犻狀＿狊狌狆，犵′为频繁

模式，推出犵为全局非极大模式，故局部极大图模式
不一定是全局极大图模式．设犵为局部非极大图模
式，在!犻中，犵的真超图犵′，犛狌狆（犵，!犻）犛狌狆（犵′，
!犻）犿犻狀＿狊狌狆，能推出犛狌狆（犵，!）犛狌狆（犵′，!）
犿犻狀＿狊狌狆，由定义可知犵不是全局极大图模式，故局
部非极大图模式一定不是全局极大图模式．证毕．

定理６．　包含概要图的全局封闭子图都可以
通过概要图的扩展得到．

证明．　由于概要图是局部极大模式，由定理５
可知局部非极大模式一定不是全局极大模式．因此，
概要图会被全局极大模式所包含．又由于概要图数
据库至少包含了规模为犓的闭图模式的数据信息，
因此包含概要图的闭图模式都可以得到． 证毕．
４５　性能优化

本节提出两个策略优化算法性能，包括基于子
图相似度的计算削减和ａｌｌｉｎｏｎｅ的重复模式压缩．

（１）基于子图相似度的计算削减
计算子图相似度时，需要计算两个图的最大公

共子图．然而，精确求解最大公共子图代价很高．可
以通过式（３）中的相似度上界，减少公共子图的计算
代价．

狊犻犿（犵１，犵２）′＝
｜犈犵１∩犈犵２｜

ｍａｘ（｜犈犵１｜，｜犈犵２｜）
（３）

可以看出，狊犻犿（犵１，犵２）′狊犻犿（犵１，犵２）．若任意
两个图模式犵１，犵２的狊犻犿（犵１，犵２）′δ，则不需要计
算这两个图的最大公共子图，从而减少计算代价．若
任意两个图犵１，犵２的狊犻犿（犵１，犵２）′＞δ，犵１和犵２只要
存在一个边数为ｍａｘ（｜犈犵１｜，｜犈犵２｜）×δ的公共子
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图，则不需要计算犵１，犵２的极大公共子图，减少枚举
极大公共子图时间．

（２）ａｌｌｉｎｏｎｅ的重复模式压缩
执行封闭子图的分布式挖掘时，每个计算节点

都会被分配一部分概要图以及相应的概要图数据
库．虽然代表概要图之间的相似性低于给定的阈值，
但仍可能存在着公共子图．当一个概要图被处理完
时，下一个概要图中可能会出现重复的子图缩减和
扩展，导致冗余计算．提出ａｌｌｉｎｏｎｅ的重复模式压
缩策略，消除同一计算节点内部执行基于概要图的
缩减和扩展时的重复子图检测．为提升效率，对从某
个概要图枚举得到的子图犵，若其在其它概要图中
也存在，则当扩展模式犵时，把它在其它概要图中
相应的扩展也都同时处理．以此保证节点内重复的
模式只被枚举一次．

例３．　设图６中的（ａ）和（ｂ）为分配至同一计
算节点的两个概要图．朴素的做法是分别单独枚举
每个概要图，这种做法会产生大量重复子图．例如，
在（ａ）中会枚举出子图犆犃犅，当枚举（ｂ）中所包含子
图时，犆犃犅构成的子图会再次被枚举出来，存在
重复计算．本文的做法是首先将图中每条边按照
ＤＦＳｃｏｄｅ排序，先扩展犃犅边，在（ａ）中扩展犃犅边
时，同时将（ｂ）中对犃犅边的扩展也枚举出来，扩展
后的结果如图６中（ｃ）～（ｅ）所示．对每个新生成的
子图，递归地重复该过程，直到不能再扩展．递归回
溯后，选取其它单边继续进展，直到所有子图都被枚
举出来．可以看出，该过程中，重复子图只会被处理
一次．

图６　枚举子图

４６　讨　论
如前文指出，封闭子图挖掘被证明是ＮＰ难问

题［５］，精确获得所有的封闭子图模式被证明是＃Ｐ完
全问题［５］．因此，对大规模图数据中的封闭子图挖掘
任务而言，比较理想的求解方案是设计一种具有常
量近似比的近似算法，即在多项式时间复杂度内获
得数量以常量比例接近精确结果数量的算法．

然而，文献［３０］指出，频繁（封闭）项集挖掘问题
可规约至发现极大平衡完全二部子图问题（简称为
ＢＣＢＳ问题）．进一步，通过理论分析指出，设计这样

一种高效的且有效的具有常量因子近似比的多项式
时间频繁（封闭）项集近似挖掘算法，从计算复杂性
的角度来讲，可能性不大．由于频繁（封闭）项集和频
繁（封闭）子图问题可规约至相同问题［５］，该结论也
同样适用于频繁（封闭）子图挖掘，即不大可能存在
一个具有常量因子近似比的多项式时间频繁（封闭）
封闭子图近似挖掘算法．因此，在后文的实验分析
中，仅通过对比精确算法和本文提出算法的输出结
果数量，提供算法近似程度的直观分析，这是许多研
究工作在实践中采取的方式［５］．

５　实验分析
５１　数据集

本文数据集主要分为两类，真实数据集和模拟
数据集．实验中共使用了５个真实数据集，真实数据
集来自于一些化合物数据库，见表１．为更全面的测
试本文提出方法的性能，引入两个不同的模拟数据
集生成器，分别用于产生频繁模式稠密和稀疏的图
来对比实验效果．工具Ｇｒａｐｈｇｅｎ［３１］生成较为稀疏
的模拟数据集Ｄａｔａｓｅｔ１～４，文献［３２］生成较为稠密
的模拟数据集Ｄａｔａｓｅｔ５～１２．

表１　数据集
数据集 图数量 ｜珚犈｜ ｜珚犞｜
Ｐ３８８① 　４１４７２ ２３．３　 ２２．１１
Ｙｅａｓｔ① ７９６０１ ２２．８　 ２１．５４
ＮＣＩ② ２６５２４２ ４１．２１ ４０．４８

Ｅｎａｍｉｎｅ１③ ４６７０２４ ２３．２８ ２１．６２
Ｅｎａｍｉｎｅ２③ １８２２０３８ ２７．０３ ２５．０６
Ｄａｔａｓｅｔ１～４ １００００００ ２５ １１．２～２２．８
Ｄａｔａｓｅｔ５～８ １００００００ ２５～４０ １９．９～２８．９
Ｄａｔａｓｅｔ９～１２ １００～２５０（万） ２５ １９．９

５２　实验环境配置①②③

本文提出的ＤｅｓｕＦＳＭ算法采用Ｊａｖａ语言编
写．算法实验的运行平台及软硬件环境如下：

（１）实验环境配置．集群由１５台服务器组成，每
台服务器的配置为：Ｒｅｄｈａｔ６４位操作系统，１２８ＧＢ
内存；Ｈａｄｏｏｐ版本为２．６．０，Ｓｐａｒｋ版本为１．６．０，
ＪＤＫ版本为１．７．０．

（２）开发环境配置．操作系统为Ｗｉｎｄｏｗｓ７６４位
旗舰版，主频３．３０ＧＨｚ，８ＧＢ内存，２Ｔ硬盘；开发
工具为Ｅｃｌｉｐｓｅ．
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５３　实验结果及分析
就目前的文献检索情况看，暂未发现分布式频

繁封闭子图挖掘的相关工作（包括基于数据水平划
分和垂直分解两种）．因此，本文实现了以下实验中
的对比算法ｈｏｒｉＦＳＭ．该算法基于水平数据划分，
先对数据集进行近似的等规模划分．然后，在每个节
点独立使用局部支持度得到局部候选闭图模式．结
果汇总后，借助于子图同构测试过滤掉非全局频繁
模式，获得全局闭图模式．

（１）运行时间
在图７中对比分析了ＤｅｓｕＦＳＭ算法与ｈｏｒｉ

ＦＳＭ算法在不同规模的真实数据集下的运行时间．
对于ＤｅｓｕＦＳＭ算法，默认相似度阈值δ＝９０％，模
式距离τ为０．５，犓为３．所用真实数据集分别为
ＮＣＩ、Ｅｎａｍｉｎｅ１和Ｅｎａｍｉｎｅ２，数据集ＮＣＩ平均边数
相对较大，而Ｅｎａｍｉｎｅ１和Ｅｎａｍｉｎｅ２图数量规模相
对较大．从图７中可以看出，ＤｅｓｕＦＳＭ算法总是优
于ｈｏｒｉＦＳＭ算法，尤其在规模较大的Ｅｎａｍｉｎｅ２数
据集和平均边数较大的ＮＣＩ数据集中，本文提出的
ＤｅｓｕＦＳＭ算法比ｈｏｒｉＦＳＭ算法的效率提高了一
个数量级．

图７　真实数据集上的运行时间
（２）相似度对算法的影响
不同的相似阈值δ可能导致实验产生不同的效

果．为了分析本文提出的算法在不同相似度阈值下
的运行效果，本实验通过改变参数δ来分析算法的
运行时间，所用数据集仍然为图７中的三个真实数
据集，实验结果见图８．从图８中可以看出，随着相
似度的增大，运行时间也相应增加．这是由于随着相
似度的递增，获得的概要图数量也相应增加，在依据
概要图枚举闭图模式时会得到更多的模式，从而影

响了算法的运行时间．但是，随着相似度参数的递
增，算法的运行时间呈线性增长，并没有大幅上升．
因此，本文提出的ＤｅｓｕＦＳＭ算法在相似阈值δ变
化时，仍具有良好的性能．

图８　不同相似度δ下的运行时间
（３）算法的可伸缩性
以下实验为在改变集群中机器数的情况下，在模

拟数据集Ｄａｔａｓｅｔ５上分别运行ＤｅｓｕＦＳＭ算法与
ｈｏｒｉＦＳＭ算法得到的结果，支持度阈值狊狌狆狆狅狉狋＝
５％．从图９中可以看出随着节点数的递增，两种算法
的运行时间都会递减．这是由于当机器数增加，任务
并行度增加，因此总体挖掘时间降低．同时，从图９
也可以看出，在运行时间方面ＤｅｓｕＦＳＭ算法总是
优于ｈｏｒｉＦＳＭ算法．图１０为实验加速比分析，加
速比计算公式为

犛犘＝犜犜犓 （４）
其中犜为程序在１台机器上的运行时间，犜犓为程序
在犓台机器上的运行时间．如图１０所示，随着节点
的不断增加，算法加速比在不断变大，随着节点数的
增加，加速比呈线性变化．由于概要图尺寸分配并非
完全均衡，ＤｅｓｕＦＳＭ算法的加速比仅略优于ｈｏｒｉ
ＦＳＭ算法，在未来工作中将通过研究负载均衡策
略，进一步提高ＤｅｓｕＦＳＭ算法的加速比．

图９　不同节点数下的运行时间
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图１０　加速比
（４）算法的可扩展性
本文算法借助ｓｐａｒｋ实现并行化处理，在算法

处理过程中，通信代价将是一个影响运行时间的主
要因素．因此需要通过增加数据的规模来观察算法
的扩展性情况．

本文提出的ＤｅｓｕＦＳＭ算法能够有效提升图数
据库中图的平均节点度数过多时频繁闭图模式的挖
掘效率．为验证这个结论，本实验通过保持相同节点
数，不断增加数据集中的边数，观察两个算法运行时
间随图的平均边数增加的变化情况．使用数据集为
Ｄａｔａｓｅｔ５～Ｄａｔａｓｅｔ８，支持度阈值狊狌狆狆狅狉狋＝５％．四
个模拟数据集的图数据数量相同，平均边数从２５增
长到４０．如图１１所示，随着数据集中平均边数的增
加，本文提出的ＤｅｓｕＦＳＭ算法的运行时间总是优
于ｈｏｒｉＦＳＭ算法，尤其在平均边数为４０时，对比
效果更加明显．

图１１　不同平均边数下的运行时间比较

图１２为在相同平均边数，不同密度下的算法运
行时间分析．数据集为Ｄａｔａｓｅｔ１～Ｄａｔａｓｅｔ４，四个模
拟数据集图数量相同，密度从０．１变化到０．４，支持
度设为０．３％，犓值为２，密度公式见式（５）．从图１２
中可以看出，在不同密度设置下，ＤｅｓｕＦＳＭ算法的
运行时间总是优于ｈｏｒｉＦＳＭ算法．

犱犲狀狊犻狋狔＝ ｜犈｜
｜犞｜／（（｜犞｜－１）／２） （５）

图１２　不同图密度下的运行时间比较

图１３为数据集规模从１００万～２５０万图数量
变化下的算法运行时间，支持度为５％．随着数据集
中图数量的增加，ＤｅｓｕＦＳＭ算法运行时间总是
优于ｈｏｒｉＦＳＭ算法，因此ＤｅｓｕＦＳＭ算法比ｈｏｒｉ
ＦＳＭ算法具有良好的可扩展性．如正文所述，图挖
掘算法的效率瓶颈主要在于图数据的平均节点度
数．本实验中图数据的平均边数为２５（低于图１１
实验中的大部分边数设置），因此ＤｅｓｕＦＳＭ在响
应时间上优于ｈｏｒｉＦＳＭ的效果不如图１１明显，这
也从另一侧面验证了我们有关图模式挖掘效率的
分析．

图１３　不同数据规模下的运行时间比较
（５）内存占用情况
本文分析了ＤｅｓｕＦＳＭ算法与ｈｏｒｉＦＳＭ算法

在相同规模图数量不同平均边数的模拟数据集上，
每个节点的内存占用情况，以及在不同规模的真实
数据集上，每个节点的内存占用情况．从图１４、图１５
可以看出，ＤｅｓｕＦＳＭ算法在模拟数据集中，随着数

图１４　不同平均边数下内存占用比较

图１５　不同真实数据集下的内存占用比较
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据集边数增大时，内存占用总是低于或接近ｈｏｒｉ
ＦＳＭ算法．类似的，在真实数据集中的内存占用也
总是低于或接近ｈｏｒｉＦＳＭ算法．

（６）近似程度比较
如４．６节所述，对频繁闭图模式挖掘问题来说，

理论上不大可能存在一个多项式时间复杂度的常量
因子近似算法．根据大多数研究处理类似情况的惯
例，为分析本文算法挖掘结果的近似程度，图１６中
给出了ＤｅｓｕＦＳＭ算法获得的闭图模式数量与
ＣｌｏｓｅＧｒａｐｈ算法挖掘的准确结果数量比较．因为精
确结果是通过单机ＣｌｏｓｅＧｒａｐｈ算法获得的，其无
法处理规模过大的数据集，所以本文选择Ｙｅａｓｔ与
Ｐ３３８两个较小规模的真实数据集进行比较，从图中
可以看出本文算法在支持度较小的时候能够产生更
接近精确算法的结果．这是因为支持度较小时，会产
生更多的频繁子图，这意味着垂直算法在固定数据
分片内产生的代表子图数量更多．因此，得到的闭图
模式数量比支持度大时更接近于水平算法和精确算
法产生的闭图模式数量．

图１６　不同支持度下的结果数量比较

４．２节中提到，通过多轮随机数据分片，可获得
更多的结果模式．图１６给出了ＤｅｓｕＦＳＭ算法在不
同支持度下，基于对数据集的一次随机分片，获得的
结果图模式与基于水平划分框架的ｈｏｒｉＦＳＭ算法
和精确算法ＣｌｏｓｅＧｒａｐｈ的对比情况．图１７和图１８
给出了在多轮随机数据划分下，三者获得的结果图
模式数量比较情况．同时也分析了算法在两个真实
数据集中运行时间．其中支持度分别为１％与３％．
从图中可以看出，随着轮数的增加，ＤｅｓｕＦＳＭ算法
获得的结果数量会显著增加，而ｈｏｒｉＦＳＭ算法的
结果数量没有显著变化，并且ＤｅｓｕＦＳＭ算法运行
时间总是优于ｈｏｒｉＦＳＭ算法．因为是随机分区，
ｈｏｒｉＦＳＭ算法在每一轮的挖掘过程中会出现大量
不同的候选子图，而大部分候选子图并不是全局频
繁的，故经过多轮以后，结果数量并没有大幅增加，
运行时间反而大幅增加．

图１７　Ｙｅａｓｔ数据集上的比较

图１８　Ｐ３８８数据集上的比较

６　总　结
本文提出了一种新的并行挖掘频繁闭图模式的

算法ＤｅｓｕＦＳＭ．与基于数据水平划分的分布式挖
掘框架不同，该算法采用了基于垂直分解的分布式
挖掘框架．具体而言，两者的不同之处在于前者在
“数据物理分治”的基础上，借助分布式框架提升整
体计算效率，后者基于“任务逻辑分治”利用分布式
框架提升整体计算效率．ＤｅｓｕＦＳＭ算法利用概要
图集实现了整体任务的逻辑分治．大量实验表明，在
大规模图数据的封闭子图模式挖掘中，基于垂直分
解框架的挖掘效率相较于水平划分框架的效率可提
升一个数量级．同时，具有更少的内存占用．

但是，通过加速比方面的实验看出，与基于水平
划分框架的对比算法相比，ＤｅｓｕＦＳＭ算法在加速
比方面的优势不是十分显著．通过分析发现，这主要
是由概要图的尺寸分布不均引起的．如果某（些）概
要图的尺寸显著大于其它概要图，根据“短板效应”，
算法整体性能的提升将受到这些概要图的制约．因
此，如何得到一组大小比较均衡的概要图，实现任务
的均衡分配，是今后工作的研究重点．
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