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摘 要 数据表示之间的相关性度量是机器学习和人工智能技术的基石.然而现有的度量方法要么数据表示的全

局信息考虑不足,要么复杂度较高,限制了相关技术的进一步发展.为解决上述问题,本文提出一种数据表示的对

齐度量方法,称为表示对齐(RepresentationAlignment,RA).此度量方法能够全局性地衡量任意两个数据表示之间

的相关性,且其在样本数量和特征维度上的计算复杂度均为线性.在此基础上,我们将RA扩展到了对比学习领

域,进一步提出了基于对比的表示对齐(ContrastiveRepresentationAlignment,CRA)度量方法.上述两个度量方法

可自然地用于多视图学习场景,即可通过最大化不同视图数据之间的RA和CRA来融合各个视图之间的信息.为
验证这一点,我们还提出了两个新颖多视图聚类算法,并在七个基准数据集上取得了领先的聚类性能.
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Abstract Thecorrelationmeasurementbetweendatarepresentationsisthebasisofmachine
learningandartificialintelligencetechniques.However,existingmethodseitheroverlookthe
globalinformationontheinvolvedrepresentationspartiallyorscalepoorly.Toaddresstheissue,
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1 引 言

数据表示之间的相关性度量是机器学习和人工

智能技术的基石,现已被广泛地应用在各个领域,如
图像检索[1,2]、广告推荐[3]、生物基因分析[4]等.文
献中常用的相关性度量方法可大致分为三类,即余

弦 相 似 度[5]、核 对 齐[6] 和 典 型 关 联 性 分 析

(CanonicalCorrelationAnalysis,CCA)[7,8].首先,
余弦相似度的计算较为简单,应用最为广泛,常作为

一个基本组件嵌入到各类机器学习算法中,如文献

[9,10].其次,核对齐是用于计算两个核矩阵的相

似度(即相关性)的方法,首次定义于文献[6].在此

基础上,Cortes等人[11]还额外对核矩阵进行了中心

化操作,从而提出了中心核对齐的概念.现如今,核
对齐已被广泛地应用于各类机器学习算法中,如核

矩阵的选择[12]、组合[13,14]、超参数微调[15]等领域.
其中,多核学习范式[13]影响范围最广.第三类方法

CCA首次提出于文献[16],用于衡量人类运动天赋

和学习天赋间的关系.经过几十年的发展,CCA方

法现如今已被广泛地应用于各类统计学习算法中.
其中,较 为 典 型 的 有 多 视 图 典 型 关 联 性 分 析 方

法[17,18]、深度典型关联性分析方法[19-21].
虽然上述三类相关性度量方法被广泛地应用于

相关学术研究和现实生活中,但仍存在不可忽视的

缺陷.首先,数据的余弦相似度未能充分考虑数据表

示的全局信息,即忽略了其余数据表示对目标表示

相似度计算的修正作用.其次,核对齐度量方法不仅

需根据数据表示计算核矩阵,还需计算核矩阵之间

的F 范数,故其计算至少需要平方复杂度.最后,

CCA方法需首先计算各个数据表示对应的映射向

量,复杂度是数据表示维度的立方(计算过程可见文

献[7]).综合上述情况,如果机器学习算法中使用了

核对齐或CCA任意一种度量方法,则其计算复杂

度通常为平方甚至立方,如多核学习算法[13,22,23]等.
为克服上述缺点,我们提出了一种线性的相关

性 度 量 方 法,即 表 示 对 齐 (Representation
Alignment,RA).为说明该方法能更全面地考虑了

数据的全局信息,我们分析了它与余弦相似度的计

算过程,并进行了详细对比.此外,我们所提出的表

示对齐方法还具有理论优势,即满足中心界理论,保
证了其从训练到测试的泛化能力.再者,我们还考虑

对比学习场景,并将表示对齐拓展为基于对比的表

示 对 齐 (Contrastive Representation Alignment,

CRA).在此基础上,我们详细分析了上述两个度量

方法的性质以及它们之间的区别和联系.更进一步

地,我们将上述两个度量应用于多视图聚类领域,即
通过最大化不同视图数据表示之间的RA和CRA,
提出了两个新颖的算法.值得注意地是,所提出的算

法均为线性复杂度,故适用于大规模聚类任务.最
后,我们将上述两个算法与文献中常用的基准算法

进行了对比.实验表明,前者具有更优的聚类性能.
总而言之,我们提出一个新颖的数据相关性度

量方法RA,并将之拓展到了对比学习场景,从而提

出了CRA方法.不仅如此,我们还展示了它们在多

视图聚类领域的应用,并进行了实验验证.值得注意

地是,所提出的RA和CRA方法并非仅限于本文提

出的两个多视图聚类算法,而是可以广泛地应用于

表示学习、单视图/多视图分类/聚类/异常检测等机

器学习算法领域.

2 相关研究

本节简要介绍了文中所涉及的关键概念及其相

关研究,包括相关性度量方法、对比学习和多视图聚

类三方面内容.
2.1 相关性度量方法

如引言所述,常用的相关性度量方法可大致分

为三类.在相关研究中,最为常见和直接的度量方法

便是计算各个数据表示之间的余弦相似度[5],其表

达式为

ρ̂a(H,H')= 1n∑
n

i=1

<hi,h'i>
<hi,hi><h'i,h'i>

(1)
其中,H 和H'是n 个数据样本在d 维空间的不同表

示,且hi 和h'i分别为数据表示H 和H'的第i行.再
者,另一种普遍使用的方法是计算数据表示之间的

核对齐[6].令K 和K'表示两个数据表示H 和H'对

应的核矩阵,则核对齐可计算为

ρ̂k(K,K')= <K,K'>F

<K,K>F <K',K'>F

(2)

其中,<K,K'>F =Tr(KK'T).除此之外,相关文

献还通过使用典型关联分析[7,8]来度量数据表示之

间的相关性,即

ρ̂c(H,H')=max
a

<Ha,H'a'>
<Ha,Ha><H'a',H'a'>

(3)
其中,a和a'分别为数据表示H 和H'所对应的映射
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向量,可通过矩阵的奇异值分解(SingularVector
Decomposition,SVD)进行求解.
2.2 对比学习

对比学习这一概念首先提出于文献[10],用于

解决计算机视觉特征学习问题.因其能够大幅度提

高深度网络的表示能力,这种学习方法迅速吸引了

工业界和学术界的广泛关注[24-26].简言之,对比学习

通过最大化同类数据样本(正样本对)之间的相似

度,并最小化非同类数据样本(负样本对)间的相似

度,从而增强数据样本隐藏表示的判别性.记样本隐

藏表示zi 和zj(i)为正样本对,且zi 和zk(k≠j(i))
为负样本对,那么第i个样本的损失函数可写为

i,j(i)=-log exp(sim(zi,zj(i))/τ)

∑
2N

k=1
k≠iexp(sim(zi,zk)/τ)

(4)

其中,k≠i∈ {0,1}为指示函数,τ被称之为温度超

参数,并且

sim(zi,zj)=
zTizj

‖zi‖‖zj‖
(5)

在后续研究中,Yeh等人[27]移除了上式分母中的正

样本对,提高了算法的性能.此外,Khosla等人[26]通

过引入监督信号,将同类的样本视为正样本对,进一

步提高了性能.本文在第4节中将对比学习的思想

应用于表示对齐,提出了基于对比的表示对齐度量

方法.
2.3 多视图聚类

在现实生活中,存在各式各样的多视图数据.例
如,病人在医院进行肺部检查时,常会进行核酸测

验、血液分析和核磁共振扫描;在构建人物画像时,
互联网公司通常会收集用户的社交数据、购物数据、
医疗数据等;人们在辨别小动物时,经常会从它的外

形、声音、生活习性等多维度特征进行判断.上述这

种由多个来源和特征共同构成的数据被称之为多视

图数据[28].而对上述多视图数据进行聚类分析的方

法,被统称为多视图聚类方法[28].在相关文献中,多
视图聚类方法大多由传统的聚类方法发展而来,如
核聚类、谱聚类等.常见的方法可总结为五类,即多

核聚 类[29,30]、多 视 图 谱 聚 类[31]、多 视 图 矩 阵 分

解[32]、多视图子空间聚类[33]和深度聚类[34].本文在

第5节中正是基于多核聚类提出了两种高效的多视

图聚类方法.

3 表示对齐

本节给出了表示对齐的定义,探索了它的性质,

并将之与常用的余弦相似度、核对齐和典型关联分

析方法进行了对比,最后从理论上推导了表示对齐

的中心界.
定义1. 表示对齐(RA).对于同一空间中的

任意两个非零数据表示 H 和H',其表示对齐可计

算为

ρ̂(H,H')=
<H,H'>F

<H,H >F <H',H'>F

(6)

由定义1可将表示对齐的期望记为

ρ= [̂ρ(H,H')] (7)
其中,H 和H'表示从同一空间两个任意数据分布中

采样得到的数据表示.同时,H 和H'是n 个数据样

本的d 维表示,在后文中其维度大小均被默认为n
×d.此外,表示对齐的取值范围可见性质1.

性质1. 表示对齐ρ̂的取值范围为[-1,1],
其中1表示两个数据表示之间最为相关,-1表示

最不相关.
证明. 令hi 和h'i 分别为矩阵H 和H'的第i

行,可直接应用柯西不等式,证明过程如下.

<H,H'>2F = (∑
n

i=1
hih'T

i )2      

≤ (∑
n

i=1
hihT

i h'ih'T
i )2

≤ (∑
n

i=1
hihT

i)(∑
n

i=1
h'ih'T

i )

=<H,H >F <H',H'>F (8)

  与余弦相似度ρ̂a 相比,表示对齐ρ̂的优势在于

其更全面地考虑了数据的全局信息.为更好地说明

这一点,可将余弦相似度ρ̂a 和表示对齐ρ̂ 改写为n
个独立项之和,即

ρ̂a =∑
n

i=1

1
n
·< hi

L2(hi)
,h'T

i

L2(h'i)>
(9)

和

ρ̂=∑
n

i=1
< hi

LF(H)
, h'i
LF(H')>

(10)

其中,L2(·)和LF(·)分别表示向量的L2范数和矩

阵的F 范数.对比上述两个式子,全局信息的引入

在以下两个地方:1)n个独立项的求和;2)每个数据

表示的标准化.̂ρa 虽然在第一处考虑了其余数据表

示,但是仅使用数据表示自身的L2 范数来对其进行

标准化.反观ρ̂,其在第一处考虑全局信息的基础

上,使用所有数据表示的F 范数来进行标准化,即
使用其他样本的信息对目标样本进行了标准化,全
局信息考虑的更为全面.从单位球投影的角度来看,

ρ̂a 将数据样本的向量表示投影到单位球的表面.而
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ρ̂则将其投影到一个半径为η(η≤1)的球内,同时保

留了向量的大小和它们之间的角度关系.为增强说

服力,我们进行了实验对比,并将结果展示如图1.
具体而言,̂ρa 和̂ρ可通过下列三个场景进行计算:

(1)数据表示 H 和H'均分别从第一个高斯分

布中随机采样得到;
(2)数据表示 H 和H'均分别从第二个高斯分

布中随机采样得到;
(3)数据表示H 从第一个高斯分布中随机采样

得到,而数据表示H'从第二个高斯分布中随机采样

得到.
在多次重复采样后,我们计算出上述三个场景

下的ρ̂a 和̂ρ值,并将其展示在图1中.可以观察到,
相较于表示对齐ρ̂,̂ρa 在三个场景下的概率直方图

呈现出更大的重叠.这说明仅使用余弦相似度来衡

量数据相关性有更大的概率误分类样本点,即判别

性较差.上述现象清晰地说明了充分考虑数据表示

全局信息的优势.

图1 从左至右为二维空间中两个高斯分布(左)、表示对齐ρ̂的频率直方图(中)和余弦相似度均值ρ̂a 的频率直方图

在频率直方图中,左右两部分分别代表两个高斯分布内样本的相关性度量分布,

中间部分代表两个高斯分布之间样本的相关性度量分布.

  相较于核对齐和CCA度量方法,本文所提出

的表示对齐具有更低的计算复杂度.具体而言,表示

对齐在数据样本数量和表示维度上的计算复杂度均

为线性.从公式(10)可以看出,计算数据表示的F
范数和n 个向量的内积只需O(dn)的复杂度,即表

示对齐的计算复杂度为O(dn).如使用核对齐来衡

量数据表示的相关性,需O(dn2)的复杂度来计算与

之对应的核矩阵,以及O(n2)的复杂度来计算公式

(2).对于CCA方法而言,虽然其公式(3)的计算复

杂度为O(dn),但是计算最优的投影矩阵a和a'需

O(d3n)的复杂度[7].总而言之,相较于现有可选方

案,数据对齐度量方法更适合处理大规模高维数据.
定理1. 给定两个采样于η球和η'球的任意

数据表示H 和H',它们的表示对齐经验估计分布

在其期望值的邻域,即以1-σ的概率,下列不等式

成立.

|̂ρ(H,H')-ρ|≤C(H,H',η,η')
ln(2/σ)
2n
(11)

其中,C为与变量n 和σ无关的函数项.
定理1给出了表示对齐的中心界,说明了表示

对齐的经验估计与其期望值之间差值的上界是一个

指数下降函数.这意味着表示对齐这一个衡量方法

的泛化性较好,即其在测试集上的表现接近于在训

练集上的表现,使得其应用更具可预测性[6].详细证

明过程请见附录.

4 基于对比的表示对齐

本节将表示对比这一度量方法拓展到了对比学

习领域,提出了基于对比的表示对齐(CRA)度量方

法.给定n个数据样本 {xi}ni=1,对比学习方法将产

生两组对照样本,即

hi =t(xi)和h'i =t'(xi) (12)
其中,t∈ 和t'∈ '为两组变换函数.之后,我们

将两组样本进行一一对应,并将对应的样本对视为

正样本对,而将非对应的样本对视为负样本对.在算

法的训练过程中,需最大化正样本对的相似度,且最

小化负样本对的相似度.在此设定下,我们将上述对

照样本的数据表示hi和h'i 约束在一个d 维空间中.
如此一来,便可将n个数据样本写为矩阵形式,即

H ∈ n×d 和H'∈ n×d.对应的相似度矩阵可定义

如下.
定义2. 相似度矩阵.对照样本H 和H'的相
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似度矩阵可计算为它们乘积的归一化,即

C= HH'T

<H,H >F <H',H'>F

=

C1,1 C1,2 … C1,n
C2,1 C2,2 … C2,n
︙ ︙ ⋱ ︙

Cn,1 Cn,2 … Cn,n





















(13)

其中,Ci,j 度量了数据向量hi 和h'i 的相似度,其表

达式为

Ci,j = <hi,h'j >
<H,H >F <H',H'>F

(14)

不难看出,每个相似度Ci,j 均包含一个统一的分母

<H,H >F <H',H'>F,而其取值取决于不同

的分子 <hi,h'j >.
结合定义1和定义2,不难看出上述两组对照

样本的表示对齐等于其相似度矩阵的迹,即

ρ̂(H,H')=Tr(C) (15)
换言之,所提出的表示对齐仅取决于对应相似度矩

阵的对角线元素,而与其余值无关.接下来,我们将

其扩展为基于对比的表示对齐来解决这一问题,详
见定义3.

定义3. 基于对比的表示对齐(CRA).将数

据表示H 和H'视为两组对照样本,基于对比的表

示对齐可计算为

(H,H')=Tr(CW) (16)
其中,C 为定义2中的相似度矩阵,W 为正负样本

对的指示矩阵.记wp 和wn 为两个正实数,那么

Wi,j =
wp当hi 和h'j 为正样本对;

-wn当hi 和h'j 为负样本对.  (17)

  在无监督学习场景下,最常见的方式便是将同

一个数据的不同对照样本视为正样本对,而不同数

据的对照样本视为负样本对[10].在有监督学习场景

下,同类数据的不同对照样本被视为正样本对,而其

余对照样本被视为负样本对[26].在此设定下,基于

对比的表示对齐的指示矩阵在无监督和有监督场景

下分别为

Wun = (wp +wn)I-wn1,

Wsup = (wp +wn)YYT-wn1.
(18)

其中,I为单位矩阵,1为全1矩阵,且Y 是大小为

n×k(k为类别数量)的one-hot标签矩阵.
当在实际应用中使用CRA度量方法时,可预

先给定指示矩阵W.另一种可选方案是将wp 和wn

设置为变量,并添加相应的约束条件,然后在算法的

优化过程中进行求解.此外,我们在性质2中给出了

CRA的界.
性质2. 基于对比的表示对齐的取值范围为

[-δ,δ],其中δ=LF(W).
证明. 由柯西不等式,可得

[Tr(CW)]2 = (∑
n

i,j=1
wi,jCi,j)2

≤∑
n

i,j=1
w2

i,j∑
n

i,j=1
C2i,j. (19)

  上述不等式的右侧为n个独立项之和,且

∑
n

i,j=1
C2i,j =∑

n

i,j=1

(hih'T
j )2

Tr(HHT)Tr(H'H'T)  

= ∑
n

i,j=1
(hih'T

j )2

∑
n

i=1hihT
i  ∑

n

i=1h'ih'
T

i  

= ∑
n

i,j=1
(hih'T

j )2

∑
n

i,j=1
(hihT

i)(h'jh'T
j )
≤1. (20)

其中,上式的最后一步因下列柯西不等式而成立.
(hih'T

j )2 ≤ (hihT
i)(h'jh'T

j ). (21)

  与上节中的表示对齐类似,基于对比的表示对

齐的计算复杂度在数据样本数量和表示维度上均为

线性.具体而言,由定义3可得

(H,H')=Tr(CW)      

= Tr(HH'TW)
<H,H >F <H',H'>F

.

(22)
在上式中,分母的计算只需O(dn)复杂度.同时,根
据公式(18),上式的分子可计算为

Tr(HH'TWun)= (wp +wn)Tr(HH'T)  
-wnTr[(1H)H'T] (23)

和

Tr(HH'TWsup)= (wp +wn)Tr(HH'TYY'T)

-wnTr[(1H)H'T] (24)
其中,Tr(HH'T)的计算复杂度为O(dn).同时,矩
阵1H 的每行元素等于矩阵H 的列和,所以计算

Tr[(1H)H'T]也仅需O(dn)复杂度.此外,

Tr(HH'TYY'T)=Tr(BTB'). (25)
其中,

B=HTY',B'=H'TY. (26)
不难看出,B 和B'可以通过索引和加和运算替代.
再者,Tr(BTB')的计算只需O(kd)的复杂度.总而

言之,公式(23)和公式(24)的 计 算 复 杂 度 均 为

O(kd),意味着基于对比的表示对齐的计算复杂度

为O(kd).
表示对齐和基于对比的表示对齐两个度量方法
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之间的关系可表达为

(H,H')=wp̂ρ(H,H')+Tr(CW'). (27)

其中,W'=W -wpI.结合公式(18),W'可改写为

W'un =-wn(1-I),

W'sup =-wp(I-YYT)-wn(1-YYT).
(28)

由公式(28),易得W'的对角线元素为0.这说明了

相较于表示对齐,基于对比的表示对齐包含一个额

外项Tr(CW').换言之,后者保留了相似度矩阵C
中非对角线元素的信息.我们在后文的实验中证明

了此额外项对描述数据表示之间的相关性是有

益的.

5 多视图领域的应用

在此节中,我们展示了上述两种表示对齐度量

方法的应用.具体而言,它们均可通过度量不同视图

数据之间隐表示的相关性,从而应用于多视图学习

领域.在此基础上,我们分别提出了两种新颖的多视

图聚类算法.
5.1 多视图场景的适配

在多视图场景中,一般将数据视图个数记为V,
且第v个视图的数据记为Xv∈ n×dv,其中n和dv

代表数据样本的数量和第v个视图数据的特征维

度.在此设置下,多视图学习算法常使用显式的函数

将不同视图的数据映射为隐表示[35,36],即

Hv = (Xv,Θv) (29)

其中,Θv 表示函数 中的未知变量.另一个常用的

可选方案是通过约束隐藏表示Hv 与数据Xv 之间的

关系,而非显式地给出映射函数[31,37,38],即

min
Θv

(Hv,Xv,Θv). (30)

其中,和Θv 分别代表约束关系和待优化的变量.
在上述场景下,可十分自然地使用表示对齐来

度量隐表示Hv 和Hv' 之间的相关性.此外,学术界

已达成共识,认为一个数据视图的隐表示可视为另

一个视图隐表示的对照样本[39-41].如此,便可将基于

对比的表示对齐应用于多视图数据的隐表示.所以,
我们提出两个约束项来最大化隐表示 {Hv}Vv=1 两两

之间的相关性,即
 max

{Hv}
V
v=1

ρ({Hv}Vv=1)

= max
{Hv}

V
v=1

1
V(V-1)∑

V

v1,v2=1
v1≠v2̂ρ(Hv1

,Hv2
)(31)

和

 max
{Hv}

V
v=1

({Hv}Vv=1)

= max
{Hv}

V
v=1

1
V(V-1)∑

V

v1,v2=1
v1≠v2 (Hv1

,Hv2
)

(32)
其中,当且仅当v1 ≠v2 时,指示变量 v1≠v2 取值为

1,否则为0.在接下来的章节中,我们将通过实验验

证最大化公式(31)和公式(32)能够有效地融合不同

数据视图的互补信息,从而提升多视图聚类算法的

性能.
5.2 多视图聚类算法

本文采用了公式(30)所述的方式来约束多视图

数据{Xv}Vv=1和隐表示{Hv}Vv=1之间的关系.具体而

言,我们使用线性核函数构造下列两个核矩阵.
Kv =XvXT

v,K'v =HvHT
v (33)

使用公式(2)将核矩阵K'v 和Kv 进行对齐,可得

 max
{Hv}

V
v=1

ρ̂k(Kv,K'v)

≐ max
{Hv}

V
v=1

Tr(XvXT
vHvHT

v)
Tr(XvXT

vXvXT
v)Tr(HvHT

vHvHT
v)

.

(34)

  此外,使用公式(31)中的 ρ 和公式(32)中的

对公式(34)进行约束,上述公式可进一步转换为

max
{Hv}

V
v=1

1
V∑

V

v=1
ρ̂k(Kv,K'v)+λ ρ({Hv}Vv=1)(35)

和

max
{Hv}

V
v=1

1
V∑

V

v=1
ρ̂k(Kv,K'v)+λ ({Hv}Vv=1).(36)

其中,λ是一个用于平衡前后两项权重的超参数.为
便于表达,我们将公式(35)中的目标式记为 MCRA
(Multi-viewClusteringwithRepresentationAlignment)
算法,同时将公式(36)中的目标式记为 MCCRA
(Multi-viewClusteringwithContrastiveRepresentation
Alignment)算法.此外,我们还注意到对于聚类任务

而言,隐表示Hv 常被加以正交约束,以增强不同样

本之间的判别性[31,42].而且,它们的规模一般被设

置为n×k(k表示数据类别的数量).总之,上述两个

多视图聚类算法的目标式可以统一记作

max
{Hv}

V
v=1

1
V∑

V

v=1

1
kμv

Tr(HT
vXvXT

vHv)       

 +λ 1
V(V-1)k ∑

V

v1,v2=1
v1≠v2Tr(Hv1H

T
v2̂W)

s.t. HT
vHv =Ik. (37)

对于 MCRA算法而言,上述式子中 Ŵ =I;对于

MCCRA算法而言,上述式子中 Ŵ =Wun.此外,

μv =Tr(KvKT
v),且Ik 表示k阶单位矩阵.为增强实
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用性,我们将正样本对的权重wp 和负样本对的权

重wn 分别设置为1/2n和1/2n(n-1).
5.2.1 优化算法

为求解公式(37)中的目标式,我们提出了一个

循环优化策略,即在每次循环中只求解一个变量,而
固定其余变量[32].具体而言,当求解矩阵 Hv 时,目
标式可转换为

max
{Hv}

V
v=1

Tr(HT
vGvHv)+λ 1

(V-1)kTr
(Hv̂HT

v'̂W)

s.t.HT
vHv =Ik.

(38)
其中,

Gv =XvXT
v

kμv

,

ĤT
v' =∑

V

v'=1
v≠v'Hv'.

(39)

显然,公式(38)是一个Stiefel流形上的二次优化问

题[43],可求解如下:

1)随机初始化Hv,使得HT
vHv =Ik;

2)更新M =GvHv+λ 1
(V-1)kŴ

T̂Hv';

3)对M 进行奇异值分解,即UΣVT = M,其中

U ∈ n×k,且V ∈ k×k;

4)更新Hv =UVT;

5)重复步骤2)-4)直至收敛.
此外,我们还将优化的全过程展示如算法1.
算法1. MCRA算法和 MCCRA算法.
输入:多视图数据 {Xv}Vv=1

输出:数据类别划分

1.随机初始化 {Hv}Vv=1,使得HT
vHv =Ik;

2.t=0;

3.WHILEt<TDO

4. FORv=1toVDO

5. 通过解决Stiefel流形上的二次规划问题(详见第

5.2.1节),更新Hv;

6. ENDFOR

7. 计算公式(37)的目标值;

8. t=t+1

9.ENDWHILE

10.将隐表示 {Hv}Vv=1 进行拼接,并使用k-均值算法计

算出数据类别划分.

5.2.2 计算技巧和复杂度分析

接下来,我们将介绍相关的计算技巧来加速上

述优化过程,并分析了 MCRA和 MCCRA两种算

法的计算复杂度.对于上节步骤2)中矩阵 M 的计

算,可通过下式计算其第一项GvHv.

GvHv = 1
kμv

Xv(XT
vHv) (40)

且 MCCRA算法中的 ŴT̂Hv 可计算为

ŴT̂Hv = n
n-1

Ĥv- 1
n-1

1̂Hv (41)

其中,1表示一个大小为n×n的全一矩阵.不难看

出,矩阵1̂Hv 的每行元素等于矩阵Ĥv 的列和.如此

一来,公式(40)和公式(41)的 计 算 复 杂 度 仅 为

O(n).此外,步骤3)中计算 M ∈ n×k 的奇异值分

解只需O(n)的复杂度.再者,将隐表示 {Hv}Vv=1 水

平拼接,并使用k-均值聚类进行类别划分,此过程

也只需O(n)的计算复杂度.总而言之,MCRA算法

和 MCCRA算法的计算复杂度在数据样本数量上

均为线性.

6 实 验

6.1 实验设定

在下面的实验中,我们在七个常用的基准数据

集上测试了 MCRA算法和 MCCRA算法的性能.
数 据 集 为 Flower17[44]、Caltech101[45]、AwA[46]、

MNIST[47]、YtVideo[48]、AndroidM[49]和 DryBean[50].
此外,我们还将上述两个算法与文献中的六个代表

性多视图聚类算法进行了对比(为公平起见,仅考虑

了 线 性 复 杂 度 的 算 法 ),包 括 MNMF[51]、

RMKMC[52]、BMVC[37]、LMSuC[53]和OPMC[32].再
者,上述对比算法的执行代码均来自其作者发布的

版本.在执行过程中为确保对比的公平性,我们测试

了上述算法在所有参数下的性能,并汇报最优的性

能.MCRA和 MCCRA算法也是如此,其参数取值

范围为λ∈[10-5,10-4,…,105].注意,在后文中汇

报的性能均为多次执行下的平均值,且聚类的性能

由准 确 度(ACC)、归 一 化 互 信 息(NMI)和 纯 度

(Purity)三方面指标进行衡量.更详细的实验细节

可见附录.
6.2 消融实验

为验证约束项 ρ 和 在多视图数据集上的有

效性,我们设计了一个消融实验,且将使用的对比算

法 记 为 MCKA (Kernel Aligned Multi-view
ClusteringwithKernelAlignment),目标式为

max
{Hv}

V
v=1

1
V kμv

∑
V

v=1
Tr(HT

vXvXT
vHv)

s.t.HT
vHv =Ik.

(42)
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这样一来,是否含有约束项 ρ 和 便成了 MCKA
算法与 MCRA算法和 MCCRA算法的唯一区别.
我们在七个标准数据集上测试了上述三个算法,相
应的实验结果已展示在表1中.可以看出,相较于

MCKA算法,MCRA算法和 MCCRA算法均大幅

提高了聚类的准确率.这充分说明了最大化表示对

齐和基于对比的表示对齐能够有效的提高多视图聚

类算法的性能.此外,MCCRA算法在大多数数据集

上超越了 MCRA算法,表明了相较于表示对齐,基
于对比的表示对齐能更有效地捕捉数据隐表示的相

关性,进一步验证了公式(27)中考虑非对角部分元

素能带来有效的增益.

表1 MCKA、MCRA和 MCCRA算法的准确度(ACC)对比

数据集 MCKA MCRA MCCRA

Flower17 37.33 44.82 46.50

Caltech101 28.30 28.98 29.62

AwA 9.81 10.33 10.29

MNIST 98.79 98.79 98.80

YtVideo 20.71 25.25 25.44

AndroidM 27.52 31.66 32.01

DryBean 66.53 74.44 75.09

注:最优和次优结果已加粗或用下划线标明.

6.3 对比实验

为进一步验证 MCRA算法和 MCCRA算法的

有效性,我们还将之与现有文献中的六种多视图聚

类算法进行了实验对比.相应的实验结果展示如表

2.可以看出,MCCRA算法在每种设定下取得了最

好的性能.具体而言,相较于对比算法,该算法在

Flower17、Caltech101、MNIST、YtVideo、AndroidM和

DryBean六个数据集上准确率分别提高了10.78%、

1.91%、0.01%、2.10%、3.62%和4.49%,归一

化互信息分别提高了11.01%、2.36%、0.07%、

3.98%、3.21%和2.80%,纯度分别提高了10.44%、

2.95%、0.01%、0.91%、1.25%和3.09%.还可观察

到,MCRA算法的性能稍差于 MCCRA算法,但相

较于对比算法在Flower17数据集上的准确率提高

了9.10%,在Clatech101数据集上提高了1.27%,
在YtVideo数据集上提高了1.91%.不难看出,归
一化互信息和纯度两个性能指标也表现出了相同的

趋势.虽然 MCCRA 算 法 和 MCRA 算 法 相 较 于

BMVC算法在AwA数据集上的准确度分别下降了

0.16%和0.12%,但应注意到BMVC算法包含了6
个超参数,而前两个算法只包含1个超参数,更具实

用性.

表2 MCRA算法和 MCCRA算法以及文献中代表算法的准确度(ACC)、归一化互信息(NMI)和纯度(Purity)对比

指标 数据集 MNMF RMKMC BMVC LMSuC OPMC MCRA MCCRA

ACC

Flower17 35.72 23.31 27.57 31.40 29.56 44.82 46.50

Caltech101 20.76 15.48 27.71 21.17 25.18 28.98 29.62

AwA 6.74 9.13 10.45 8.18 9.49 10.33 10.29

MNIST 97.96 91.55 85.63 98.75 98.79 98.79 98.80

YtVideo 10.17 12.38 19.41 17.25 23.34 25.25 25.44

AndroidM 26.80 23.29 26.90 27.90 28.39 31.66 32.01

DryBean 36.09 55.24 50.45 70.60 58.24 74.44 75.09

NMI

Flower17 34.54 20.87 24.88 29.34 29.22 45.00 45.55

Caltech101 41.69 23.78 45.33 43.49 46.41 48.22 48.77

AwA 7.59 11.26 12.30 9.03 11.71 11.94 12.06

MNIST 96.12 88.88 90.59 96.27 96.30 96.37 96.37

YtVideo 8.24 10.17 15.80 14.08 20.74 24.72 24.72

AndroidM 9.61 1.13 2.62 11.30 9.10 14.23 14.51

DryBean 20.49 47.16 37.30 57.00 40.36 59.23 59.80

Purity

Flower17 36.87 24.68 28.90 33.16 31.47 45.98 47.31

Caltech101 41.17 26.24 44.13 42.05 44.59 47.11 47.54

AwA 8.57 11.24 12.19 10.03 11.23 12.14 12.19

MNIST 97.96 92.59 89.90 98.75 98.79 98.79 98.80

YtVideo 26.68 26.87 30.78 32.25 31.78 33.25 33.16

AndroidM 32.28 23.29 26.90 34.74 30.88 35.82 35.99

DryBean 42.30 59.56 57.17 72.00 58.24 74.44 75.09

注:最优和次优结果已加粗或用下划线标明.
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6.4 参数与收敛性分析

在实验中,我们分析了超参数λ对聚类性能的

影响.以Flower17数据集为例,图2中左边两个子

图展示了超参数λ在[10-5,10-4,…,105]区间内取

不同值时对应的性能变化.不难看出,本文所提出的

MCRA算法和 MCCRA算法在绝大部分参数设置

下均超越了文献中的对比方法.其次,随着超参数λ
的增大,聚类性能有所提高,且在10-1和101 之间

呈现出巨大的跃升,随后保持相对稳定.这种正相关

性说明了增加表示对齐和基于对比的表示对齐两项

约束在目标式中的权重能明显地提高聚类性能,从
而验证了这两项约束的有效性.

图2 MCRA和 MCCRA算法在不同超参数λ取值下的性能变化曲线,及其在优化时目标式值的变化曲线.
注意,上述结果均来源于Flower17数据集上的实验,且虚线表示相关文献中对比算法的最优值.

  此外,我们通过实验的方式探究了所提出算法

的收敛性.具体而言,我们收集了 MCRA 算法和

MCCRA算法在每个优化轮次中目标式的值,并将

Flower17数据集上的结果展示在图2中的第三幅

子图.可以看出,随着优化的不断进行,上述两个算

法的目标值单调上升,且趋于上限,清晰地展现了其

收敛性.其他数据集上的结果可见附录.

7 讨 论

本文所提出的表示对齐RA和基于对比的表示

对齐CRA两种度量方法均受数据表示的特征顺序

影响.以两个数据表示 H 和 H' 为例,可通过将 H'
的第一列(第一个特征)和第二列(第二个特征)调换

得到新的数据表示H″.尽管数据表示H'和H″在语

义上未发生变化(仅是特征顺序发生改动),但是可

观察到ρ̂(H,H')和ρ̂(H,H″)的值将出现较大差异.
因此,我们不建议将本文提出的RA和CRA两种度

量方法应用在固定的数据表示上,如数据的原始表

示,而建议将之应用于算法学习过程中的隐藏数据

表示之间,如公式(29)和(30).在后面一种应用场景

下,最大化这两种度量可有效且自动地调整数据特

征顺序,进而避免上述问题.此外,此类应用场景可

常见于数据表示学习算法,尤其是多视图算法,如文

献[22,36,37].

8 结 论

在本文中,我们首次定义了数据表示的对齐的

度量方法,并将之与三个现阶段常用的方法进行了

对比,以凸显其优势.在此基础上,通过引入对比学

习的概念,我们提出了基于对比的表示对齐.此外,
我们在多视图学习场景中最大化上述两个表示对

齐,从而构造了两个全新的多视图聚类算法.最后,
我们在七个标准数据集上测试了上述两个算法,并
取得了领先的聚类性能.
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附录

附1. 定理证明

令D 表示 {H,H'},且定义

ρ̂1(D)=
1
n∑

n

i=1
hTih'i,

ρ̂2(D)=
1
n∑

n

i=1
hihi,

ρ̂3(D)=
1
n∑

n

i=1
h'Tih'i,

ρ1 = [̂ρ1(D)],

ρ2 = [̂ρ2(D)],

ρ3 = [̂ρ3(D)]

(43)

可得

ρ̂(D)= ρ̂1(D)

ρ̂2(D)̂ρ3(D)
,ρ= ρ1

ρ2ρ3
(44)

通过构造另一数据集D=D\{(hi,h'Ti )}∪{(hi,h'i)},可得

下列误差界.

|̂ρ1(D)-̂ρ1(D)|≤
2ηη'
n
,

|̂ρ2(D)-̂ρ2(D)|≤η2
n
,

|̂ρ3(D)-̂ρ3(D)|≤η2
n.

(45)

由 McDiarmid不等式[54]可知,对于任意σ>0,均有至少1-
σ的概率使得下式成立.

|̂ρ1(D)-̂ρ1(D)|≤ηη'
2ln(2/σ)

n
,

|̂ρ2(D)-̂ρ2(D)|≤η2
ln(2/σ)
2n

,

|̂ρ3(D)-̂ρ3(D)|≤η'2
ln(2/σ)
2n

(46)

上式可推导为

|̂ρ(D)-ρ|= ρ̂1(D)

ρ̂2(D)̂ρ3(D)
- ρ1

ρ2ρ3
= ρ̂1(D) ρ2ρ3-ρ1 ρ̂2(D)̂ρ3(D)

ρ̂2(D)̂ρ3(D)ρ2ρ3

=
(̂ρ1(D)-ρ1) ρ2ρ3-ρ1( ρ̂2(D)̂ρ3(D)- ρ2ρ3)

ρ̂2(D)̂ρ3(D)ρ2ρ3

= ρ̂1(D)-ρ1
ρ̂2(D)̂ρ3(D)

-ρ ρ̂2(D)̂ρ3(D)-ρ2ρ3
ρ̂2(D)̂ρ3(D)( ρ̂2(D)̂ρ3(D)+ ρ2ρ3)

(47)

由法则可知-1≤ρ≤1,故

|̂ρ(D)-ρ|≤ |̂ρ1(D)-ρ1|
ρ̂2(D)̂ρ3(D)

+ |̂ρ2(D)̂ρ3(D)-ρ2ρ3|
ρ̂2(D)̂ρ3(D)( ρ̂2(D)̂ρ3(D)+ ρ2ρ3)

=|̂ρ1(D)-ρ1|
ρ̂2(D)̂ρ3(D)

+|̂ρ2(D)(̂ρ3(D)-ρ3)+ρ3(̂ρ2(D)-ρ2)|
ρ̂2(D)̂ρ3(D)( ρ̂2(D)̂ρ3(D)+ ρ2ρ3)

≤ ln(2/σ)
2n

1
ρ̂2(D)̂ρ3(D)

2ηη'+ η'2̂ρ2(D)+η2ρ3
ρ̂2(D)̂ρ3(D)+ ρ2ρ3  

≤ ln(2/σ)
2n

1
ρ̂2(D)̂ρ3(D)

2ηη'+η'2 ρ̂2(D)
ρ̂3(D)

+η2 ρ3
ρ2  . (48)

因为H 和H'分别是在半径为η和η'的球内采样得到,即ρ3/ρ2 =η'/η,所以公式(47)可转化为

|̂ρ(D)-ρ|≤ ln(2/σ)
2n

1
ρ̂2(D)̂ρ3(D)

η(2η'+ ηη')+η'2 ρ̂2(D)
ρ̂3(D)  =C(D,η,η')

ln(2/σ)
2n . (49)

附2. 大规模问题

在计算基于对比的表示对齐时需将之分解为两部分,即

相似矩阵C的构建以及矩阵C与W 的乘法.前者的复杂度为

O(n2).同时因可采用公式(41)相似的加速技巧,后者只需

O(n)的复杂度.为使得基于对比的表示对齐能够处理大规

模问题,可将数据分为多个批次并分别进行计算,如定义4.
显然,定义4中的方法只需O(bn)的复杂度.

定义4. 分m 个批次给定两组数据表示,其中批大小b

≪n,基 于 对 比 的 表 示 对 齐 可 近 似 估 计 为 a(H,H')=

∑
m

i=1
Tr(CiWi).

其中,Ci 和Wi 分别为第i批次样本的相似矩阵和预定义的

指示矩阵.

附3. 数据集和对比算法介绍

为验证所提出 MCRA和 MCCRA算法的有效性,本文

在七个基准数据集上进行了实验.数据集简要介绍如下:
(1)Flower17[44]:该数据集收集了17类花朵的图片,且

每类图片80张,包 含 了7个 常 见 的 图 片 特 征,即5376-D
ColorHistogram、512-DGIST、5376-DHOG[2×2]、5376-D
HOG[3×3]、1239-DLBP、5376-DSIFT和5376-DSSIM.数
据集网 址 为https:∥www.robots.ox.ac.uk/~vgg/data/

flowers/17/.
(2)Caltech101[45]:该数据集收集了101类9144张物品

的图片,包含了5个常见的图片特征,即48-DGabor、40-D
WaveletMoments、254-D Cenhist、512-D GIST 和 928-D
LBP.数据集网址为http:∥www.vision.caltech.edu/Image_
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Datasets/Caltech101/.
(3)AwA[46]:该数据集收集了50类30475张动物的图

片,包含了6个常见的图片特征,即2688-DColorHistogram、

2000-DLocalSelf-Similarity、252-DPHOG、2000-DSIFT、

2000-DColorSIFT和2000-DSURF.数据集网址为https:∥
cvml.ist.ac.at/AwA/.

(4)MNIST[47]:该数据集收集了60000张0到9的手写

数字图片,包含了3个深度网络特征,维度分别为342、1024
和64.数据集网址为http:∥yann.lecun.com/exdb/mnist/.

(5)YtVideo[48]:该数据集收集了101499段 Youtube视

频,并 从 中 提 取 出 了5个 数 据 特 征, 包 括 64-D Audio
Volume、512-D Vision Cuboids Histogram、64-D Vision
HIST、647-DVisionHOG和838-DVisionMISC.数据集网

址为 http:∥archive.ics.uci.edu/ml/datasets/YouTube+
Multiview+Video+Games+Dataset.

(6)AndroidM[49]:该数据集收集了感染特洛伊病毒的安

卓手机所产生的流量.经过梳理清洗,我们提取出了803条

TLS网络流量的3部分特征,分别为27-D的流量包特征、

786-D的TLS协议特征和42-D的证书特征.数据集的网址

为 https:∥www.stratosphereips.org/android-mischief-
dataset.

(7)DryBean[50]:该数据集收了13611个豆类果实的两

部分,包括12-D的统计特征(如硬度、导电性等)和4-D的形

状特 征.数 据 集 的 网 址 为 https:∥archive.ics.uci.edu/

dataset/602/dry+bean+dataset.
同时,上述基准数据集的样本数量、视图数量等信息总

结如表3.
此外,我们还简要介绍了文中所使用对比算法如下:
(1)MNMF[51]:该算法首先通过在各个数据视图上应用

NMF算法得出数据分类的指示矩阵,然后再约束它们向一

个公共的指示矩阵靠齐,从而得出最后的聚类结果.
(2)RMKMC[52]:该算法将标准的$k$-均值聚类算法拓

展到多视图场景.
(3)BMVC[37]:该算法首先在各个视图彼此约束的情况

下将多视图数据编码为紧致的离散表示,然后通过离散矩阵

分解求得最终的聚类结果.
(4)LMSuC[53]:该算法通过在数据中寻找锚点的方法,

将子空间聚类算法拓展到了大规模多视图数据上.
(5)OPMC[32]:该算法提出了矩阵三分解方法,并使用公

共的离散指示矩阵来融合多个数据视图的信息,从而最终计

算出数据的类别划分.

表3 基准数据集详情

数据集 样本数量 视图数量 类别数量

Flower17 1360 7 17
Caltech101 9144 5 101
AwA 30475 6 50

MNIST 60000 3 10
YtVideo 101499 5 31
AndroidM 803 3 8
DryBean 13611 2 7

附4. 补充实验

表4展示了 MCKA算法、MCRA算法和 MCCRA算法

在七个基准数据集上标准化互信息(NMI)和纯度(Purity)的
对比.不难看出,表中的数据与正文中表1展现的结果类似.
其次,我们也在表5比较了上述算法的运行时间对比.可以

看出,本文所提出的 MCRA算法和 MCCRA算法耗时为中

游水平.值得注意的是,本文使用的对比算法均为线性复杂

度.故 MCRA算法和 MCCRA算法的时间消耗在可接受范

围内.再 者,我 们 将 上 述 两 个 算 法 在 Caltech101、AwA、

MNIST、YtVideo、AndroidM和DryBean六个数据集上的收

敛性分析展示如图3.
附5. 实验环境

本文涉及的实验室均是在台式计算机上完成,CPU型

号为Intel(R)Core(TM)i9-10900X@3.70GHz.

表4 MCKA、MCRA和 MCCRA算法在七个基准数据集上标准化互信息(NMI)和纯度(Purity)的对比

指标 数据集 Flower17 Caltech101 AwA MNIST YtVideo AndroidM DryBean

NMI
MCKA 36.21 43.89 11.48 96.37 19.81 8.89 58.69
MCRA 45.00 48.22 11.94 96.37 24.96 14.23 59.23
MCCRA 45.55 48.77 12.06 96.37 24.72 14.51 59.79

Purity
MCKA 38.86 42.91 11.58 98.79 29.34 28.14 66.53
MCRA 45.98 47.11 12.14 98.79 33.25 35.82 74.44
MCCRA 47.31 47.54 12.19 98.80 33.16 35.99 75.09

注:其中最优和次优结果已用粗体和下划线标明.

表5 MCRA、MCCRA算法以及文献中的代表性算法在七个基准数据集上的耗时对比 (单位:s)

数据集 MNMF RMKMC BMVC LMSuC OPMC MCRA MCCRA
Flower17 1846.98 7.49 1.43 24.66 33.52 35.03 46.66
Caltech101 1736.73 14155.70 4.69 113.53 65.69 513.59 495.58
AwA 15952.07 6785.31 68.77 2379.84 1364.77 1873.53 1816.53
MNIST 2914.92 312.73 30.53 211.83 40.56 52.48 71.25
YtVideo 9553.65 59.69 151.24 1422.19 794.74 2277.29 2199.22
AndroidM 10.76 181.13 1.06 2.06 0.26 0.39 1.21
DryBean 23.30 2.57 3.24 22.24 0.49 4.99 5.61
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图3 MCRA算法和 MCCRA算法在优化时目标式值的变化曲线
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Background
  Thispaperfocusesonthecorrelation measurement
betweendatarepresentations.Itisthebasisofmachine
learningandartificialintelligencetechniques,andhasbeen
widelyappliedinvariousfields,suchasimageretrieval,

advertisingrecommendation,biologicalgeneanalysis,etc.
Inliterature,existingcorrelationmeasurementmethods

canberoughlydividedintothreecategories,namelycosine
similarity, kernel alignment and canonical correlation
analysis. However, they either overlook the global
informationontheinvolvedrepresentationspartiallyorscale

poorly.
To address the issue,this paper proposes the

RepresentationAlignment (RA)toglobally measurethe
correlationbetweentwoarbitrarydatarepresentationsin
lineartimetothedimensionandthenumberofsamples.As
well,wefurtherextendtherepresentationalignmenttothe
ContrastiveRepresentationAlignment(CRA),wherethe
concernedrepresentationsaretwoaugmentations (inthe
scopeofcontrastivelearning)ofdatasamples.Inaddition,

thetwoalignmentscanbenaturallyappliedinmulti-view
learning systems by maximizing them on the latent
representationsofdifferentdataviewssoastointegratetheir
complementaryinformation.Onthebasis,wedeveloptwo
novelmulti-viewclusteringalgorithms.Theyachievestate-
of-the-artperformanceonsevenbenchmarkdatasets.

Itisworthtonotethatthetwoproposedalignmentsare
notonlyrestrictedtothetwoproposedmulti-viewclustering
algorithms,butcanbe widelyappliedonrepresentation
learning,single-view/multi-viewclassification/clustering/anomaly
detectionsystems,etc.
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