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摘　要　正则化稀疏模型在机器学习和图像处理等领域发挥着越来越重要的作用，它具有变量选择功能，可以解

决建模中的过拟合等问题．Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ提出的Ｌａｓｓｏ使得正则化稀疏模型真正开始流行．文中总结了各种正则化稀

疏模型，指出了各个稀疏模型被提出的原因、所具有的优点、适宜解决的问题及其模型的具体形式．最后，文中还指

出了正则化稀疏模型未来的研究方向．
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１　引　言

机器学习和生物信息学中常常遇到高维小样本

数据，高维小样本数据的变量空间维数很高而样本

空间维数却很低，因此往往会为建模带来一系列的

问题，例如，过少的训练样本会导致过拟合问题，模

型的泛化能力很差；训练样本数小于变量数会导致

建模过程需要求解病态的欠定方程组，进而导致模

型的解不唯一，而且模型的解不连续依赖于定解条

件，变量的值发生很小的变化，模型函数的值都会发

生很大的变化．稀疏模型通过降低变量空间维数可

有效解决上述问题．稀疏模型将大量的冗余变量去

除，只保留与响应变量最相关的解释变量，简化模型

的同时却保留数据集中最重要的信息，有效地解决

了高维数据集建模中的诸多问题．稀疏模型具有更



好的解释性，便于数据可视化、减少计算量和传输存

储．１９９６年Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ
［１］把岭回归估计的犔２范数罚

正则化项替换为犔１范数罚正则化项得到了Ｌａｓｓｏ

（ＬｅａｓｔＡｂｓｏｌｕｔｅＳｈｒｉｎｋａｇｅａｎｄＳｅｌｅｃｔｉｏｎＯｐｅｒａｔｏｒ，

Ｌａｓｓｏ）．犔１范数罚具有产生稀疏模型的能力，使用

犔１范数罚作为正则化项的Ｌａｓｓｏ具有变量选择功能

和变量空间降维功能．实际上在Ｌａｓｓｏ之前已有能

够产生稀疏解的非负绞刑估计（ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｇａｒｒｏｔｅ

ｅｓｔｉｍａｔｏｒ）
［２］和桥回归（ｂｒｉｄｇｅｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）模型

［３］被

提出，但由于缺少高效的求解算法因而没有引起足够

的重视，而直到Ｌａｓｓｏ这种正则化稀疏模型以及可对

其有效求解的ＬＡＲ算法（ＬｅａｓｔＡｎｇｌｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ，

ＬＡＲ）
［４］被提出后，正则化稀疏模型才得到了广泛

深入的研究，并在机器学习、数理统计和生物信息学

等领域逐渐流行起来．正则化稀疏模型的分类图如

图１所示．

图１　正则化稀疏模型分类图

本文第２节介绍各种正则化稀疏模型，其中首

先介绍Ｌａｓｓｏ及其起源，然后介绍近似无偏稀疏模

型、自动组效应稀疏模型、预设组效应稀疏模型以及

其他一些稀疏模型；第３节介绍正则化稀疏模型对

应的贝叶斯模型；第４节介绍正则化稀疏模型的常

见求解算法及其软件包；第５节通过一些实验直观

地展示几种主要稀疏模型的变量选择效果；第６节

介绍了稀疏模型在实际中的一些应用；第７节指出

了正则化稀疏模型未来的发展方向；第８节对全文

进行总结．

２　正则化稀疏模型

２１　犔犪狊狊狅及其起源

已知线性回归模型

狔＝犡β＋ε （１）

其中狔∈犚
犖叫做响应向量，犡∈犚

犖×犘叫做设计矩阵，

β∈犚
犘叫做回归系数向量，ε∈犚

犖叫做误差向量且全

部误差变量独立同分布ε狀～犖（０，σ
２），狀∈｛１，２，…，

犖｝．在Ｌａｓｓｏ被提出之前，最佳子集选择法和逐步

回归方法是统计学上传统的变量选择方法，但是这

些变量选择方法都是离散的过程，所谓离散的过程

指的是初始选择某一个变量或全部变量，然后由某

种选择标准依次添加或删除变量的个数，直至选择

标准的函数值不再改变为止，最终得到的变量子集

参与到模型的拟合过程中．逐步回归法这种离散的

变量选择过程抗干扰能力差，数据中微小的扰动都

有可能导致完全不同的变量选择结果，并且其变量

选择过程与参数估计过程是相互独立的．另外，基于

式（１）中线性回归模型的岭回归（ｒｉｄｇｅｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）

是一种典型的正则化模型

ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λβ
２

２
（２）

岭回归估计对回归系数向量会进行了一定程度的压

缩，但并不能将其压缩为零，因此不能产生稀疏解．

Ｂｒｅｉｍａｎ提出的基于式（１）中线性回归模型的非负

绞刑估计（ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｇａｒｒｏｔｅｅｓｔｉｍａｔｏｒ）
［２，５６］为

犮^＝ａｒｇｍｉｎ
犮∈犚

犘

１

２
狔－犡犅犮

２

２＋λ犮｛ ｝２２ （３ａ）

ｓ．ｔ．狆，犮狆０ （３ｂ）

其中犅＝ｄｉａｇ（β
Ｏ^ＬＳ
１ ，…，β

Ｏ^ＬＳ
犘 ），其中β

Ｏ^ＬＳ
狆 为普通最小
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二乘估计的解．非负绞刑估计的解比最佳子集选择法

和逐步回归方法稳定且是稀疏的，它的提出比Ｌａｓｓｏ

还早．另外，在Ｌａｓｓｏ被提出之前还有一种叫做桥回

归（ｂｒｉｄｇｅｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）
［３，７９］的稀疏模型被提出：

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ·β
γ｛ ｝１ （４）

其中γ∈（０，＋∞）．Ｌａｓｓｏ是受到上述子集选择法、

岭回归估计、非负绞刑估计和桥回归模型等的启发

而被提出的，其通过对回归系数的绝对值之和（即回

归系数向量的犔１范数）进行惩罚来压缩回归系数的

大小，使绝对值较小的回归系数自动被压缩为０，从

而产生稀疏解和实现变量选择，Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ提出的

基于式（１）中线性回归模型的Ｌａｓｓｏ为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ·β １ （５）

其中λ０为可调参数（ｔｕｎｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒ），· ２表

示犔２范数，β １＝∑
犘

狆＝１
β狆 为犔１范数罚．与最小二乘

法和岭回归不同，Ｌａｓｓｏ不具有显式解，其解可通过

坐标下降算法（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔａｌｇｒｉｔｈｍ）
［１０］进

行不断迭代求得，求解Ｌａｓｓｏ的坐标下降算法关于

回归系数β狆的更新公式为

β
＾
狆＝ｓｉｇｎ（β

Ｏ^ＬＳ
狆 ）（β

Ｏ^ＬＳ
狆 －λ）＋

＝

β
Ｏ^ＬＳ
狆 －λ，β

Ｏ^ＬＳ
狆 ＞λ

０， －λβ
Ｏ^ＬＳ
狆 λ

β
Ｏ^ＬＳ
狆 ＋λ，β

Ｏ^ＬＳ
狆 ＜－

烅

烄

烆 λ

（６）

其中β
Ｏ^ＬＳ
狆 为普通最小二乘估计 （ｏｒｄｉｎａｒｙｌｅａｓｔ

ｓｑｕａｒｅ）的解，ｓｉｇｎ（·）为符号函数，（β
Ｏ^ＬＳ
狆 －λ）＋表

示当 β
Ｏ^ＬＳ
狆 －λ＞０时取 β

Ｏ^ＬＳ
狆 －λ，否则取０．坐标

下降算法每次只更新一个回归系数，同时固定其他

回归系数不变．整个坐标下降算法关于全部回归系

数｛１，…，犘｝循环迭代上述更新过程直到收敛．由

式（６）可以看出，落在［－λ，λ］区间内的回归系数向

量分量均被置零０，因此实现了回归系数向量的稀疏

化，而回归系数向量的稀疏化使得与回归系数向量

分量为零所对应的变量不参与模型的拟合，实现了

变量选择效果．实际上，Ｌａｓｓｏ是桥回归模型在狇＝１

时的一个特例．Ｌａｓｓｏ有着诸多优点，其能够同时实

现变量选择和参数估计，并且对应的优化问题是凸

优化问题．由于Ｌａｓｓｏ这种正则化稀疏模型具有上

述诸多优点，所以逐渐流行起来，被广泛应用到机器

学习、图像处理、生物信息学和信号处理等多个领域．

２２　近似无偏稀疏模型

在变量选择中，将与响应变量密切相关的变量

叫做目标变量（即期望选择出来的变量），而将其他

与响应变量无关的变量叫做噪声变量（即冗余变

量）．由于Ｌａｓｓｏ对回归系数向量的全部分量都进行

相同程度的惩罚，因此除了将噪声变量对应的回归

系数压缩为０外，还会对目标变量对应的回归系数

进行一定程度的压缩，导致了对目标变量回归系数

的有偏估计．针对Ｌａｓｓｏ的有偏估计这个缺点，一

系列的近似无偏稀疏模型陆续被提出．所谓近似

无偏的稀疏模型指的是与Ｌａｓｓｏ相比减弱甚至消

除了对于目标变量回归系数压缩的稀疏模型，这

些近似无偏的稀疏模型有：自适应Ｌａｓｓｏ
［１１１２］、松弛

Ｌａｓｓｏ
［１３］、ＳＣＡＤ模型

［１４１５］、ＭＣＰ模型
［１６］和桥回归

模型［３，７１０］，其中自适应 Ｌａｓｓｏ和松弛 Ｌａｓｓｏ是凸

的，而ＳＣＡＤ、ＭＣＰ和桥回归是非凸的．

（１）自适应 Ｌａｓｓｏ（ａｄａｐｔｉｖｅＬａｓｓｏ）．自适应

Ｌａｓｓｏ
［１１１２］的提出是为了克服Ｌａｓｓｏ估计有偏的缺

点．若要令Ｌａｓｓｏ具有估计无偏的特性，一个自然的

想法就是令各个变量对应的回归系数所受到的惩罚

程度具有自适应的性质，将罚函数中目标变量的回

归系数的惩罚权重设定地比较大，而将罚函数中噪

声变量的回归系数的惩罚权重设定地比较小，这就

是自适应Ｌａｓｓｏ的思想．基于式（１）中线性回归模型

的自适应Ｌａｓｓｏ为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犘

狆＝１

狑^狆 β狆 （７）

其中λ０，狑^狆＝１／β
Ｏ^ＬＳ
狆

γ为第狆 个回归系数的权

值，γ＞０，β
Ｏ^ＬＳ
狆 为普通最小二乘估计的解．可以看出，

自适应Ｌａｓｓｏ稀疏模型构造过程分为两步：①先做

一次普通最小二乘估计，将得到的系数估计值的绝

对值的γ次方的倒数作为第狆 个变量对应的权值；

②将权值代入式（７）中，求解式（７）．自适应组Ｌａｓｓｏ

克服了Ｌａｓｓｏ估计有偏的缺点．

（２）松弛Ｌａｓｓｏ（ｒｅｌａｘｅｄＬａｓｓｏ）．另外一种针对

Ｌａｓｓｏ有偏估计而被提出的稀疏模型为松弛Ｌａｓｓｏ
［１３］，

其思想为将变量选择过程和参数估计过程分为两

步：第１步利用Ｌａｓｓｏ进行变量选择步骤得到变量

子集，第２步在第１步中得到的变量子集的基础上进

行参数估计，但第２步中的可调参数不像第１步中的

可调参数那样大，因此减小了对目标变量的回归系

数的压缩，但仍有可能将某些冗余变量的回归系数

置零．令犕λ表示由求解Ｌａｓｓｏ得到的回归系数集：

犕λ＝｛狆 β
＾
狆≠０，狆∈｛１，…，犘｝｝ （８）

则基于式（１）中线性回归模型的松弛Ｌａｓｓｏ
［３１］为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡｛β·１犕λ｝＋λβ １ （９）
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其中λ０，∈（０，１］，狆∈｛１，…，犘｝，１犕
λ
为关于变量

集犕λ｛１，…，犘｝的指示函数，即

｛β·１犕λ｝狆＝
０， 狆犕λ

β狆， 狆∈犕
烅
烄

烆 λ

（１０）

当＝１时，松弛Ｌａｓｓｏ就退化为Ｌａｓｓｏ．松弛Ｌａｓｓｏ

对回归系数向量进行了两次压缩过程，因此比Ｌａｓｓｏ

的解更加稀疏；但松弛Ｌａｓｓｏ与Ｌａｓｓｏ相比减小了

对目标变量对应的回归系数的压缩程度，从而提高

了Ｌａｓｓｏ的预测准确性．

（３）ＳＣＡＤ（ＳｍｏｏｔｈｌｙＣｌｉｐｐｅｄＡｂｓｏｌｕｔｅＤｅｖｉａｔｉｏｎ

ｐｅｎａｌｔｙ）．ＳＣＡＤ模型
［１４］与也为一种近似无偏稀疏

模型，其具有如下的形式：

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋∑
犘

狆＝１
φλ，γ（β狆） （１１）

其中狆∈｛１，…，犘｝，φλ，γ（·）为ＳＣＡＤ罚

φλ，γ（θ）＝

λθ ， ０ θ λ

－
（θ

２－２γλθ ＋λ
２）

２（γ－１）
，λ＜ θ ＜γλ

（γ＋１）λ
２

２
， θ 

烅

烄

烆 γλ

（１２）

其中γ＞２，λ０．ＳＣＡＤ模型对绝对值小于λ的回

归系数（即噪声变量的回归系数）的压缩作用与

Ｌａｓｓｏ相同，倾向于将这一部分回归系数压缩为零；

对于绝对值位于区间［λ，γλ］内的回归系数（即目标

变量的回归系数），随着回归系数绝对值的增大而减

小压缩的程度；对于绝对值大于γλ的回归系数（即

目标变量的回归系数），不再对其进行压缩．由于减

小甚至避免了对目标变量对应的回归系数的压缩，

故ＳＣＡＤ模型克服了Ｌａｓｓｏ有偏估计的缺点，改善

了其参数估计一致性和变量选择一致性．另外，文献

［１５］中将损失函数由最小二乘损失函数替换为铰链

损失函数，但基于铰链损失函数的ＳＣＡＤ与基于最

小二乘损失函数的ＳＣＡＤ的变量选择效果相同，因

为其变量选择效果取决于ＳＣＡＤ罚而与损失函数

无关．

（４）ＭＣＰ（ＭｉｎｉｍａｘＣｏｎｃａｖｅＰｅｎａｌｔｙ）．ＭＣＰ模

型［１６］也是一种近似无偏稀疏模型，其形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋∑
犘

狆＝１
φλ，γ（β狆） （１３）

其中φλ，γ（·）为 ＭＣＰ罚

φλ，γ（θ）＝

λθ －
θ

２

２γ
， θ γλ

１

２
γλ

２， θ ＞

烅

烄

烆
γλ

（１４）

λ０，γ＞１，犐（·）为指示函数．当γ→∞时，ＭＣＰ罚

逐渐趋向于犔１范数罚，解得的回归系数向量的稀疏

性越来越小；当γ→１时，ＭＣＰ罚逐渐趋向于犔０范

数罚，解得的回归系数向量的稀疏性越来越大．

ＭＣＰ模型对绝对值小于γλ的回归系数（噪声变量

的回归系数）进行压缩，而对绝对值大于γλ的回归

系数（目标变量的回归系数）不再进行压缩．通过减

小对于目标变量回归系数的压缩来实现近似无偏

估计．

（５）桥回归模型．在第２．１节中已提到的桥回

归［３，７９］，实际上是最早被提出的近似无偏稀疏模

型，但由于求解算法困难导致一直没有流行起来．其

形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
狆

１

２
狔－犡β

２

２＋λ·β
γ｛ ｝１ （１５）

其中 β
γ

１＝∑
犘

狆＝１
β狆

γ为犔γ范数罚，γ∈（０，１］．与

ＳＣＡＤ模型和 ＭＣＰ模型类似，桥回归模型也是通

过随着回归系数的绝对值的增大而减小压缩的程度

来克服Ｌａｓｓｏ有偏估计缺点的．

（６）小结与分析．虽然Ｌａｓｓｏ能够得到稀疏回归

系数向量，但其有一个显著缺点：Ｌａｓｓｏ是有偏估计，

只在不可表示条件［１７］（ｉｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｂｌｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）、

稀疏Ｒｉｅｓｚ条件
［１８］（ｓｐａｒｓｅＲｉｅｓｚｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）和限制

特征值条件［１９］（ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）等

非常强的附加条件下的估计值才是近似无偏的，此

时其参数估计一致性和变量选择一致性才存在．所

谓变量选择一致性是指稀疏模型所选出的变量与实

际上对响应变量有影响的变量一致，即

ｌｉｍ
犖→∞
犘（｛狆：β

＾
狆≠０｝＝｛狆：β狆≠０｝）＝１ （１６）

Ｌａｓｓｏ估计有偏的主要原因在于其不仅对噪声变量

对应的回归系数进行压缩，而且对目标变量对应的

回归系数也进行压缩，即它对全部变量对应的回归

系数向量都进行压缩．针对Ｌａｓｓｏ估计有偏的问题，

提出的正则化稀疏模型大都从调整回归系数向量各

分量被惩罚的程度入手，例如自适应 Ｌａｓｓｏ、松弛

Ｌａｓｓｏ、ＳＣＡＤ模型和 ＭＣＰ模型，而其中ＳＣＡＤ模

型和 ＭＣＰ 模型的罚函数为非凸的 ＳＣＡＤ 罚和

ＭＣＰ罚，非凸罚较之凸罚（例如Ｌａｓｓｏ的罚函数就

是凸罚）来说在某些方面具有优势，比如利用非凸罚

函数得到的正则化稀疏模型往往变量选择一致性不

错．但非凸的罚函数也有弊端，例如非凸性会导致全

局最优解不存在，因此在求解优化过程时往往比凸

的罚函数难度大．

２３　自动组效应稀疏模型

Ｌａｓｓｏ在进行变量选择时不具有组效应．所谓
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组效应指的是某些变量作为一个整体被同时选中进

而参与模型的构造，或同时从模型中移除进而不参

与模型的构造，即具有变量组选择的效果．自动组效

应在文献［２０］中首先被提出，其含义为某种估计方

法令那些彼此之间高度相关的变量的回归系数的绝

对值（几乎）相等，从而倾向于将全部高度相关的变

量作为一个组同时选中或同时移除．但自动组效应

只能实现对高度相关变量的组选择效果．自动组效应

稀疏模型可被分为三类：一类为通过岭罚实现自动组

效应的稀疏模型，包括弹性网［２０］、弹性ＳＣＡＤ
［２１２２］、

两两弹性网［２３２４］和迹Ｌａｓｓｏ
［２５］；另一类为通过对回

归系数之差施加犔１范数罚从而实现自动组效应，包

括融合Ｌａｓｓｏ
［２６３１］、两两融合Ｌａｓｓｏ

［３２］、ＨＯＲＳＥＳ模

型①、加权两两融合Ｌａｓｓｏ
［３３］和弹性相关网［３４］；第三

类为利用两两无穷范数罚实现自动组效应，包括

ＯＳＣＡＲ模型
［３５３６］．

２．３．１　通过岭罚实现自动组效应

通过岭罚实现自动组效应的稀疏模型有弹性

网、弹性ＳＣＡＤ、两两弹性网和迹Ｌａｓｓｏ．

（１）弹性网．弹性网（ｅｌａｓｔｉｃｎｅｔ）为第一种被提

出的具有自动组效应的稀疏模型，其分为朴素弹性

网（ｎａｉｖｅｅｌａｓｔｉｃｎｅｔ）和弹性网．朴素弹性网形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１ β １＋λ２ β
２

２
（１７）

其罚函数λ１ β １＋λ２ β
２

２
由犔１范数罚 β １和岭罚

（即岭回归的罚函数）β
２

２
组成，被称作弹性网罚函

数（ｅｌａｓｔｉｃｎｅｔｐｅｎａｌｔｙ）．犔１范数罚使得朴素弹性网

具有稀疏性，岭罚使得弹性网具有自动组效应的特

性．但由于岭罚和犔１范数罚都具有压缩回归系数的

作用，因此朴素弹性网对回归系数进行了两次压缩，

从而导致估计的偏差较大，因此需要对朴素弹性网

进行改进．Ｚｏｕ等人
［２０］提出的将朴素的弹性网进行

一次大小为（１＋λ２）的比例变换的方法即可解决两

次压缩增加的偏差问题，并将比例变换后的朴素弹

性网称作弹性网．令β
ｎ^ａｉｖｅ表示朴素弹性网的解，则弹

性网与朴素弹性网之间的关系为β
＾＝（１＋λ２）β

ｎ^ａｉｖｅ．

（２）弹性ＳＣＡＤ．弹性网由于使用了犔１范数罚，

因此其缺点为有偏估计，Ｚｅｎｇ等人
［２１］针对此问题

提出了弹性ＳＣＡＤ，其形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１∑
犘

狆＝１
φλ，γ（β狆）＋λ２ β

２

２

（１８）

其中φλ，γ（·）为ＳＣＡＤ罚，λ１＞０，λ２＞０，γ＞２．弹性

ＳＣＡＤ克服了弹性网有偏估计的缺点，而且由于使

用了岭罚，故其具有自动组效应．

（３）两两弹性网．弹性网忽略了不同变量之间

相关程度大小各不相同的事实：有些变量之间具有

相关性，因此需要施加岭罚；有些变量之间的相关程

度较低，故施加岭罚的程度要较小；有些变量之间的

相关程度较高，故施加岭罚的程度要较大；甚至有些

变量之间并不存在相关性，因此根本不需要施加岭

罚，因而弹性网“一刀切”地施加同等程度岭罚的方

法是不恰当的．针对该问题，文献［２３２４］提出两两

弹性网（ｐａｉｒｗｉｓｅｅｌａｓｔｉｃｎｅｔ），其形式如下：

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λβ
Ｔ犘β （１９）

其中λ０，β 表示向量β的全部元素取绝对之后

形成的新的向量，犘为元素非负的对称半正定矩阵

犘＝犐＋１１Ｔ－犚 （２０）

两两弹性网中的罚函数 β
Ｔ犘β 可被转化为

β
Ｔ犘β ＝ β

２

２＋ β
２

１－ β
Ｔ犚β （２１）

由式（２１）可知关于相关系数矩阵犚中元素犚犻犼的罚

函数为

犚犻犼（β
２
犻＋β

２
犼
）＋（１－犚犻犼）（β犻 ＋ β犼 ）

２ （２２）

相关系数犚犻犼越小则式（２２）就越接近于 β
２

１
，更倾向

于稀疏性；相关系数犚犻犼越大则式（２２）就越接近于

β
２

２
，更倾向于组效应．因而可以看出两两弹性网

的自动组效应本质上也是通过岭罚实现的．而且，两

两弹性网的显著特点为利用相关系数矩阵犚来确

定矩阵犘，从而使得两两弹性网能够根据变量之间

相关系数的大小自适应地决定是否施加岭罚以及施

加多大程度的岭罚，从而克服了弹性网死板地施加

岭罚的缺点．

（４）迹Ｌａｓｓｏ．另外一种利用岭罚实现自动组效

应的稀疏模型为迹Ｌａｓｓｏ（ｔｒａｃｅＬａｓｓｏ），其形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ·狋狉（犡ｄｉａｇ（β））（２３）

其中λ０，ｄｉａｇ（β）表示由向量β的全部分量作为对

角元素构成的对角阵，狋狉（·）表示矩阵迹范数罚

（ｔｒａｃｅｎｏｒｍｐｅｎａｌｔｙ），含义为矩阵的全部特征值之

和．迹Ｌａｓｓｏ具有根据变量之间相关系数大小不同

而自适应变化的功能．当全部变量两两都不相关且

设计矩阵被单位化时，迹范数退化为犔１范数罚：

狋狉（犡ｄｉａｇ（β））＝∑
犘

犻＝１

犡
（犻）

２ β犻 ＝ β １ （２４）
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此时倾向于实现解的稀疏性．当全部变量两两完全

相关且设计矩阵被单位化时，迹范数罚退化为犔２范

数罚：

狋狉（犡ｄｉａｇ（β））＝ 狓１β ＝ 狓１ ２ β ２ （２５）

此时倾向于实现自动组效应．显然，迹Ｌａｓｓｏ的自动

组效应本质上也是通过岭罚实现的．另外，迹Ｌａｓｓｏ

较之于弹性网的优点在于：施加的犔１范数罚随变量

之间的相关性减小而增大，施加的岭罚随着变量之

间的相关性增大而增大，因而其自动组效应性质具

有自适应特点．

（５）小结与分析．我们知道，岭回归适合处理变

量之间存在高度相关性的数据集，Ｚｏｕ等人
［２０］受此

启发，将岭回归的罚函数（岭罚）引入到Ｌａｓｓｏ的目

标函数中，构造出新的稀疏模型弹性网，使得弹性网

兼具Ｌａｓｓｏ的稀疏性和岭回归处理相关性数据的优

越性，能够将高度相关的变量作为一个整体同时选

中或移除．本节介绍的弹性网、弹性ＳＣＡＤ、两两弹

性网、自适应弹性网和迹Ｌａｓｓｏ这些稀疏模型虽然

形式完全不同，但是本质上都是利用岭罚而实现的

自动组效应的．另外，弹性网、弹性ＳＣＡＤ和自适应

弹性网的自动组效应比较死板，对全部变量均施加

同等程度的岭罚．而两两弹性网和迹Ｌａｓｓｏ根据变

量间相关系数值的变化而自适应地改变所施加的岭

罚的大小．

２．３．２　通过惩罚回归系数之差（和）实现自动组效应

通过惩罚回归系数之差实现自动组效应的稀疏

模型有融合 Ｌａｓｓｏ、两两融合 Ｌａｓｓｏ、ＨＯＲＳＥＳ模

型、加权两两融合Ｌａｓｓｏ和弹性相关网．

（１）融合Ｌａｓｓｏ．融合Ｌａｓｓｏ（ｆｕｓｅｄＬａｓｓｏ）
［２６３１］

假设全部变量是有序的，它不仅对回归系数进行惩

罚，还对相邻变量的回归系数之差的绝对值进行惩

罚，因此不仅会使解稀疏化，还会使相邻回归系数平

坦变化，即得到的解具有分段常数化（ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ

ｃｏｎｓｔａｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎ）的特点．基于式（１）中线性回归模

型的融合Ｌａｓｓｏ为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１ β １＋λ２∑
犘

狆＝２
β狆－β狆－１

（２６）

其中λ１０，λ２０，∑
犘

狆＝２
β狆－β狆－１ 叫做融合罚（ｆｕｓｉｏｎ

ｐｅｎａｌｔｙ），融合罚的作用即为对相邻变量对应的回

归系数之差的绝对值进行惩罚，从而使得融合

Ｌａｓｓｏ的解具有分段常数化的特点，而犔１范数罚的

作用为实现解的稀疏性．显然，由于融合Ｌａｓｓｏ的解

具有“分段常数化”性质，它的作用是使相邻回归系

数的绝对值几乎相等，所以融合Ｌａｓｓｏ可以被看做

具有自动组效应性质．但融合Ｌａｓｓｏ的这种自动组

效应性质仅仅局限于前后相邻的变量，为最简单的

自动组效应性质．

（２）两两融合 Ｌａｓｓｏ与 ＨＯＲＳＥＳ模型．融合

Ｌａｓｓｏ的应用具有局限性，其只适用于一维有序的

变量，只能在前后相邻变量间实现组效应，两两融合

Ｌａｓｓｏ（ｐａｉｒｗｉｓｅｆｕｓｅｄＬａｓｓｏ）
［３２］将融合Ｌａｓｓｏ推广

到变量无序的情形，其思想为对任意两两变量的回

归系数之差的绝对值都进行惩罚，因而可以令不相

邻变量的回归系数的绝对值趋向于相等，从而将不

相邻但具有共性的一些变量成组地选择出来，实现

不相邻变量间的自动组效应．两两融合Ｌａｓｓｏ的形

式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１ β １＋λ２∑
犘

犼＝２
∑
犼－１

犻＝１
β犻－β犼

（２７）

其中λ１０，λ２０．罚函数∑
犘

犼＝２
∑
犼－１

犻＝１

｜β犻－β犼｜叫作两两

融合罚，两两融合罚的作用为对任意两两变量的回

归系数之差的绝对值进行惩罚．另外，ＨＯＲＳＥＳ模

型本质上属于两两融合Ｌａｓｓｏ，其与两两融合Ｌａｓｓｏ

唯一的不同之处在于其要求调节参数λ１大于某个人

为选定的正数．另外，两两融合Ｌａｓｓｏ和 ＨＯＲＳＥＳ

只实现关于正相关变量的自动组效应．

（３）加权两两融合Ｌａｓｓｏ．与两两融合Ｌａｓｓｏ只

能实现正相关变量的自动组效应不同，加权两两融

合Ｌａｓｓｏ
［３３］将相关系数值引入罚函数中，能够同时

实现关于正相关变量和负相关变量的自动组效应，

即将正相关变量和负相关变量作为一个整体同时选

中或移除．加权两两融合Ｌａｓｓｏ的形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１ β １＋

λ２∑
犘

犼＝２
∑
犼－１

犻＝１

１

１－ ρ犻犼
β犻－ｓｉｇｎ（ρ犻犼）β犼 （２８）

其中ρ犻犼表示变量狓犻和变量狓犼之间的相关系数，且

ｓｉｇｎ（ρ犻犼）＝
１， ρ犻犼０

－１，ρ犻犼＜
烅
烄

烆 ０
（２９）

ｓｉｇｎ（ρ犻犼）有两方面的作用：当变量为正相关时对回

归系数之差的绝对值进行惩罚；当变量为负相关时

对回归系数之和的绝对值进行惩罚，因而能够实现

关于正相关和负相关变量的自动组效应．另外，权重

１／（１－ ρ犻犼 ）随着相关系数绝对值的增大（减小）而

增大（减小），这样可以保证当变量之间的相关性越

大（小）时对它们之间回归系数之差的惩罚力度越大
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（小），从而令两个变量对应的回归系数的绝对值越

接近（不接近），即加权两两融合Ｌａｓｓｏ的自动组效

应具有随相关系数值自适应变化的特点．特别地，当

ρ犻犼＝０时，则弱化为两两融合Ｌａｓｓｏ．

（４）弹性相关网．另外一种能同时实现正相关

和负相关变量自动组效应的稀疏模型为弹性相关网

（ｅｌａｓｔｉｃｃｏｒｒｎｅｔ）
［３４］，其形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１ β １＋λ２（β）（３０）

其中λ１＞０，λ２＞０，（β）为基于相关系数的罚（ｃｏｒｒｅ

ｌａｔｉｏｎｂａｓｅｄｐｅｎａｌｔｙ）：

（β）＝∑
犘

犼＝２
∑
犼－１

犻＝１

（β犻－β犼）
２

１－ρ犻犼
＋
（β犻＋β犼）

２

１＋ρ犻
（ ）

犼

（３１）

其实现自动组效应的原理为：当ρ犻犼→１（趋向于完全

正相关）时，式（３１）中括号里的第一项的权重变得很

大，此时主要对回归系数之差进行惩罚；当ρ犻犼→－１

（趋向于完全负相关）时，式（３１）中括号里的第２项

的权重变得很大，此时主要对回归系数之和进行惩

罚．总之，弹性相关网通过将变量之间的相关系数引

入罚函数中，使得到的解中正相关的变量具有几乎

相等的回归系数大小，同时负相关的变量具有符号

相反而绝对值几乎相等的回归系数，既实现了关于

正相关变量的组效应，也实现了关于负相关变量的

组效应．

（５）小结与分析．本节介绍的稀疏模型本质上

都是通过惩罚回归系数之差（和）来实现自动组效应

的，其中融合Ｌａｓｓｏ只对有序变量中前后相邻的两

个施加融合罚，因此只适用于一维有序变量的情形．

但融合Ｌａｓｓｏ是本小结所介绍的其他全部模型的鼻

祖，其余模型的提出均受到其融合罚的启发；两两融

合Ｌａｓｓｏ和 ＨＯＲＳＥＳ模型对原始的融合Ｌａｓｓｏ进

行了拓展，其对任意两两变量之间均施加融合罚，但

只能实现关于正相关变量的自动组效应；加权融合

Ｌａｓｓｏ和弹性相关网中均引入了数据集中变量之间

的具体相关系数值，因而对变量施加的融合罚随相

关系数值不同而自适应变化，且能够实现关于正相

关和负相关变量的自动组效应（即将正相关和负相

关变量作为一个整体同时选中或移除）．

２．３．３　通过两两无穷范数实现自动组效应

Ｂｏｎｄｅｌｌ等人提出的ＯＳＣＡＲ（ＯｃｔａｇｏｎａｌＳｈｒｉｎｋａｇｅ

ａｎｄＣｌｕｓｔｅｒｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）
［３５３６］模型

也具有自动组效应，其通过无穷范数约束任意两两

变量的回归系数的最大值，从而令该两个变量的回

归系数趋于相等而实现自动组效应．基于式（１）中线

性回归模型的ＯＳＣＡＲ模型求解问题为

　 　β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋

λ β １＋犮∑
犘

犼＝２
∑
犼－１

犻＝１

ｍａｘ｛β犻 ，β犼（ ）｝ （３２）

其中犮＞０，λ０．犔１范数罚的作用为实现稀疏性，罚

函数中的第２项叫做两两无穷范数罚（ｐａｉｒｗｉｓｅ犔∞

ｎｏｒｍｐｅｎａｌｔｙ），其作用为约束任意两两变量的回归

系数的最大值进而使得ＯＳＣＡＲ模型具有组效应．

ＯＳＣＡＲ模型既能实现关于正相关变量的自动组效

应，也能实现关于负相关变量的自动组效应．

２．３．４　自动组效应稀疏模型的总结

岭罚具有组效应性质，弹性网、两两弹性网和基

于相关系数的弹性网在本质上都是使用了岭罚才具

有组效应性质的．迹Ｌａｓｓｏ虽然没有直接使用岭罚

而是使用的迹范数罚，但当变量间存在的相关性增

大时迹范数罚朝着岭罚的方向变化，所以本质上也

可将迹Ｌａｓｓｏ归为使用岭罚而具有组效应性质的那

一类．而融合Ｌａｓｓｏ、两两融合Ｌａｓｓｏ、基于相关系数

的两两融合Ｌａｓｓｏ和 ＨＯＲＳＥＳ模型本质上是对回

归系数之差或和的绝对值进行惩罚，从而促使回归

系数相等，实现组效应．ＯＳＣＡＲ模型通过限制回归

系数向量的两两无穷范数罚而实现组效应．但必须

指出的是，自动组效应稀疏模型与下文中的预设组

效应稀疏模型不同，自动组效应稀疏模型只是对强

相关的变量实现组选择，且其组选择是自动实现的，

而预设组效应稀疏模型的组选择特性是通过人为事

先定义分组而实现的且可对任意变量组实现组选择．

２４　预设组效应稀疏模型

具有代表性的预设组效应稀疏模型有组Ｌａｓｓｏ

（ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ）、组ＳＣＡＤ（ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ）模型、组

ＭＣＰ（Ｇｒｏｕｐ ＭＣＰ）模型和稀疏组 Ｌａｓｓｏ（Ｓｐａｒｓｅ

ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ，ＳＧＬ）等，三者均只具有组稀疏性，而

稀疏组Ｌａｓｓｏ既具有变量稀疏性又具有变量组稀疏

性．预设组效应稀疏模型需要预先设定分组，分组情

况完全由人为决定，被设定为同一个组的变量的回

归系数将同时为零或非零，即同时被预设组效应稀

疏模型选中或移除．

（１）组Ｌａｓｓｏ．实践中常常遇到变量之间具有组

结构的情形，例如在多因子方差分析中因子对应的

多个哑变量可被视为一个变量组，针对该问题组

Ｌａｓｓｏ
［３７］被提出．假设存在犘个变量，预先人为地将

它们划分成犑个变量组，则组Ｌａｓｓｏ为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λβ ２，１ （３３）
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其中 β ２，１＝∑
犑

犼＝１

β犼 ２，β犼为第犼个变量组对应的回

归系数向量．组结构还有一些特殊情形，例如不同变

量组所包含的变量出现重复的情形［３８４０］和变量组

之间的关系为树结构［４１４３］的情形，组Ｌａｓｓｏ正在从

简单的组结构向着复杂的重复组（ｏｖｅｒｌａｐｇｒｏｕｐ）结

构和树组（ｔｒｅｅｇｕｉｄｅｄｇｒｏｕｐ）结构等方向发展．

（２）组ＳＣＡＤ与组ＭＣＰ．与Ｌａｓｓｏ类似，组Ｌａｓｓｏ

的估计也是有偏的，针对该问题，文献［４４］利用

ＳＣＡＤ罚构造出组ＳＣＡＤ模型，文献［４５］利用 ＭＣＰ

罚构造出组 ＭＣＰ模型．组ＳＣＡＤ与组 ＭＣＰ具有如

下统一的形式：

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犑

犼＝１
φλ，γ（β犼 ２）（３４）

φλ，γ（·）为式（１２）中的ＳＣＡＤ罚或式（１４）中的 ＭＣＰ

罚．因为利用了非凸的ＳＣＡＤ罚和 ＭＣＰ罚，所以组

ＳＣＡＤ与组ＭＣＰ克服了组Ｌａｓｓｏ估计有偏的缺点．

（３）稀疏组Ｌａｓｓｏ．Ｓｉｍｏｎ等人
［４６］将Ｌａｓｓｏ与组

Ｌａｓｓｏ的罚函数结合到一起提出了稀疏组Ｌａｓｓｏ．稀

疏组Ｌａｓｓｏ的形式为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１ β ２，１＋λ２ β １（３５）

其中λ１ β ２，１使得稀疏组Ｌａｓｓｏ具有组稀疏性，而

λ２ β １使得稀疏组Ｌａｓｓｏ的某些分组内的变量也具

有稀疏性．

（４）小结与分析．预设组效应的实现必须预先

将变量进行分组，并且分组情况完全由实验者自主

决定，因而其与自动组效应的最大区别在于可实现

关于任意分组的组选择效果，而自动组效应稀疏模

型只能实现关于高度相关变量的组选择．值得指出

的是，同时结合了Ｌａｓｓｏ罚函数和组Ｌａｓｓｏ罚函数

的稀疏组Ｌａｓｓｏ既能实现变量选择也能实现变量组

选择．另外，组ＳＣＡＤ和组 ＭＣＰ克服了组Ｌａｓｓｏ的

有偏估计缺点．

２５　其他稀疏模型

（１）Ｄａｎｔｚｉｇ选择器（ＤａｎｔｚｉｇＳｅｌｅｃｔｏｒ）．基 于

式（１）中线性回归模型的Ｄａｎｔｚｉｇ选择器
［４７５３］为如

下的凸规划问题：

ｍｉｎ
β∈犚

犘
β １　　　　　　 （３６ａ）

ｓ．ｔ． 犡Ｔ（狔－犡β） ∞λ犇 （３６ｂ）

其中λ犇＞０，且

犡Ｔ（狔－犡β） ∞＝ｓｕｐ
１犻犘

（犡Ｔ（狔－犡β））犻 （３７）

Ｄａｎｔｚｉｇ选择器也可以被写作如下无约束的形式：

ｍｉｎ
β∈犚

犘
犡Ｔ（狔－犡β） ∞＋λ

～

犇 β １ （３８）

其中λ
～

犇＞０．显然，Ｄａｎｔｚｉｇ选择器与Ｌａｓｓｏ的不同

之处在于Ｌａｓｓｏ的目标函数是最小化输出误差的

犔２范数的平方，而Ｄａｎｔｚｉｇ选择器的目标函数是最

小化输出误差向量与设计矩阵乘积的犔∞范数，两

者共同之处在于均使用了犔１范数罚 β １，因此

Ｄａｎｔｚｉｇ选择器也能实现稀疏解，具有类似于Ｌａｓｓｏ

的变量选择功能．文献［４９］指出当犘犖（参数空间

维数小于样本空间维数）时，Ｄａｎｔｚｉｇ选择器和Ｌａｓｓｏ

的解路径相同的充分条件为矩阵（犡Ｔ犡）－１满足对角

占优条件：

犕犻犻＞∑
犻≠犼

犕犻犼 （３９）

其中 犕＝（犡Ｔ犡）－１，犻，犼∈｛１，…，犘｝．特别地，在二

维的参数空间中（即犘＝２时）对角占优条件总是成

立的，因此Ｄａｎｔｚｉｇ选择器与Ｌａｓｓｏ得到的解在二

维的参数空间中总是等价的．但是文献［４９］中给出

的Ｌａｓｓｏ与Ｄａｎｔｚｉｇ选择器两者产生的解等价的条

件只局限于犘犖 的情形，为此文献［５３］给出了在

任意情形下（无论是犘犖 还是犘＞犖）Ｌａｓｓｏ与

Ｄａｎｔｚｉｇ选择器等价的条件：对于Ｌａｓｓｏ

ｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ犔 β １ （４０）

令犐犔表示由Ｌａｓｓｏ得到的解β
Ｌ^ＡＳＳＯ中的非零元素的

索引集，令珟犡犔∈犚
犖×｜犐犔｜表示由索引集犐犔对应的变

量组成的矩阵，令犡犔∈犚
犖×｜犐犔｜表示将珟犡犔中每个变

量乘以β
Ｌ^ＡＳＳＯ的分量β犻的符号后形成的新的矩阵，假

设设计矩阵犡是满秩矩阵且秩为 犐犔 ，在式（３６）中

的可调参数λ犇与式（４０）中Ｌａｓｓｏ的可调参数λ犔满

足λ犇＝λ犔时，若

狌＝（犡Ｔ犡）－１１０ （４１ａ）

犡Ｔ犡狌 ∞１ （４１ｂ）

成立，则βＤ^ａｎｔｚｉｇ＝βＬ^ＡＳＳＯ，其中１为 犐犔 维的全部元

素都为１的向量，狌＝（犡Ｔ犡）－１１０表示向量狌中

的元素全部都大于等于０．此外，文献［５３］还指出，

当令λ犇＝λ犔时，式（４０）中的Ｌａｓｓｏ的解总是式（３６）

中的Ｄａｎｔｚｉｇ选择器的一个可行解（虽然不一定是

最优解），因此当Ｌａｓｓｏ和Ｄａｎｔｚｉｇ选择器的解不同

时，Ｄａｎｔｚｉｇ选择器的解要比 Ｌａｓｓｏ的解更具稀疏

性．文献［４９］指出 Ｄａｎｔｚｉｇ选择器解路径的波动

性比较严重，Ｌａｓｓｏ的解路径比Ｄａｎｔｚｉｇ选择器的解

路径要平滑地多，并且 Ｌａｓｓｏ关于β的均方误差

β－β
＾ ２

２
和犡β的均方误差 犡β－犡β

＾ ２

２
与Ｄａｎｔｚｉｇ选

择器相比差不多，有时候还明显小于Ｄａｎｔｚｉｇ选择

器的均方误差，尤其当信噪比较高或变量间的相关
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性较高时Ｄａｎｔｚｉｇ选择器的均方误差要比Ｌａｓｓｏ的

均方误差大很多．但Ｄａｎｔｚｉｇ选择器与Ｌａｓｓｏ相比

最大的优点在于其要求解的优化问题是一个线性规

划问题，求解非常方便．

（２）核Ｌａｓｓｏ．将式（１）中的线性模型推广为如

下的基于核函数的非线性模型：

狔＝∑
犖

狀＝１
β狀犽（狓，狓狀）＋ε （４２）

其中ε为噪声向量，犽（狓，狓狀）为核函数．已知设计矩

阵犡＝［狓１，狓２，…，狓犖］∈犚
犖×犘，其中狓１，狓２，…，狓犖∈

犚犘，犖 为样本数，犘为变量数，假设ε～犖（０，σ
２犐），

则基于式（４２）中非线性模型的核 Ｌａｓｓｏ（ｋｅｒｎｅｌ

Ｌａｓｓｏ）
［５４５６］为

β
＾＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犖

１

２
狔－犓β

２

２＋λβ １

＝ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犖

１

２∑
犖

狀＝１

狔狀－∑
犖

犿＝１
β犿犽（狓狀，狓犿（ ））

２

＋λ∑
犖

犿＝１
β犿

（４３）

其中犓为由核函数犽（狓狀，狓犿）作为元素组成的核矩

阵犓＝［犽（狓狀，狓犿）］
犖

狀，犿＝１
，狀∈｛１，…，犖｝，犿∈｛１，…，

犖｝．核Ｌａｓｓｏ的提出是因为Ｌａｓｓｏ只能处理线性回

归模型下的变量选择问题，存在一定的局限性，在处

理非线性问题时线性Ｌａｓｓｏ的预测效果较差．而引

入核函数是处理非线性问题的典型方法，对于线性

不可分的情形，核函数利用非线性变换将数据从低

维空间映射到高维空间，在高维空间中实现分类．核

函数的引入使得核Ｌａｓｓｏ具有处理非线性情形下变

量选择问题的能力，克服了Ｌａｓｓｏ不适用于处理非

线性情形下变量选择问题的缺点．

（３）图Ｌａｓｓｏ．已知

犡
（１），…，犡

（犖）
～犖犘（０，Σ） （４４）

则基于式（４４）的图Ｌａｓｓｏ（ＧｒａｐｈｉｃａｌＬａｓｓｏ）
［５７６０］为

Σ^
－１＝ａｒｇｍａｘ

Σ
－１
０

ｌｏｇΣ
－１ －狋狉（犛Σ

－１）－λΣ
－１

１（４５）

其中

犛＝∑
犖

狀＝１

犡
（狀）犡

（狀）Ｔ／犖 （４６）

Σ
－１

１＝∑
犘

犼＝１
∑
犘

犻＝１

Σ
－１
犻犼 使得图Ｌａｓｓｏ具有稀疏解．

近年来将稀疏方法应用于概率图模型的结构和参数

学习中是研究的热点，很多学者还将图Ｌａｓｓｏ推广

到有向无环图［６１６２］、Ｉｓｉｎｇ模型
［６３６４］、半参数图模

型［６５６７］、Ｐｏｉｓｓｏｎ 图 模 型
［６８６９］、节 点 不 能 观 图 模

型［７０７１］和时变图模型［７２７４］等其他概率图模型中，图

Ｌａｓｓｏ的应用领域正在快速扩展．

２６　各稀疏模型的对比

各正则化稀疏模型的特点如表１所示，其中“稀

疏性”指变量水平上的稀疏性，“预设组稀疏性”和

“自动组稀疏性”指变量组水平上的组稀疏性．

表１　各正则化稀疏模型的特点归纳

模型 稀疏性 预设组稀疏性 自动组稀疏性 无偏性 说明

非负绞刑估计 √ × × × 提出比Ｌａｓｓｏ早，具有稀疏性

Ｌａｓｓｏ √ × × × 具有开创性的意义，使得正则化稀疏模型真正开始广泛流行

自适应Ｌａｓｓｏ √ × × √ 近似无偏估计，克服了Ｌａｓｓｏ有偏估计的缺点

松弛Ｌａｓｓｏ √ × × √ 近似无偏估计，克服了Ｌａｓｓｏ有偏估计的缺点

ＳＣＡＤ模型 √ × × √ 近似无偏估计，克服了Ｌａｓｓｏ有偏估计的缺点

ＭＣＰ模型 √ × × √ 近似无偏估计，克服了Ｌａｓｓｏ有偏估计的缺点

桥回归 √ × × √ 近似无偏估计，克服了Ｌａｓｓｏ有偏估计的缺点

弹性网 √ × √ × 克服Ｌａｓｓｏ不适合处理共线性数据集的缺点

弹性ＳＣＡＤ √ × √ √ 克服Ｌａｓｓｏ不适合处理共线性数据集的缺点且具有估计无偏性

两两弹性网 √ × √ × 引入相关性信息，克服Ｌａｓｓｏ不适合处理共线性数据集的缺点

迹Ｌａｓｓｏ √ × √ × 罚函数中引入设计矩阵，能根据相关性信息自适应地施加岭罚

融合Ｌａｓｓｏ √ × √ × 对相邻变量的系数进行融合，其解具有分段常数化的特点

两两融合Ｌａｓｓｏ √ × √ × 与融合Ｌａｓｓｏ区别在于其对全部变量两两之间的系数都进行融合

ＨＯＲＳＥＳ √ × √ × 对全部变量两两之间的系数都进行融合

加权两两融合Ｌａｓｓｏ √ × √ × 在两两融合Ｌａｓｓｏ的基础上引入了数据集中的相关性信息

ＯＳＣＡＲ √ × √ × 通过两两无穷范数罚同时实现对正负相关变量的组效应

弹性相关网 √ × √ × 引入相关性信息，克服Ｌａｓｓｏ不适合处理共线性数据集的缺点

组Ｌａｓｓｏ × √ × × 克服了Ｌａｓｓｏ不能进行变量组选择的缺点

组ＳＣＡＤ × √ × √ 克服组Ｌａｓｓｏ估计有偏的缺点

组 ＭＣＰ × √ × √ 克服组Ｌａｓｓｏ估计有偏的缺点

稀疏组Ｌａｓｓｏ √ √ × × 同时具有稀疏性和组稀疏性

核Ｌａｓｓｏ √ × × × 克服Ｌａｓｓｏ不适合处理非线性情形的缺点

图Ｌａｓｓｏ √ × × × 简化概率图模型的结构

Ｄａｎｔｚｉｇ选择器 √ × × × 优化问题为线性规划问题，求解方便
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３　贝叶斯模型

早在１９９６年Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ
［１］就指出基于式（１）中

线性回归模型狔＝犡β＋ε的Ｌａｓｓｏ可以被表示为一

个最大后验估计，其中Ｌａｓｓｏ的正则化项对应最大

后验估计中的先验分布，Ｌａｓｓｏ的损失函数项对应

最大后验估计中的似然函数，文献［７５７６］根据这一

思想进一步具体地提出了贝叶斯Ｌａｓｓｏ（Ｂａｙｅｓｉａｎ

Ｌａｓｓｏ）．贝叶斯Ｌａｓｓｏ实质上是关于参数向量β的最

大后验估计，其似然函数和先验分布分别如式（４７）

和（４８）所示：

犘（狔 犡，β）＝∏
犖

狀＝１

犖（狔狀 狓
Ｔ
狀β，σ

２） （４７）

犘（βσ
２）＝∏

犘

狆＝１

λ
２σ
ｅ
－λ｜β狆｜

／σ （４８）

其中狓狀和狔狀表示第狀个样本，且各样本间是相互独

立的，狔狀服从均值为狓
Ｔ
狀β和方差为σ

２的正态分布，方

差σ
２即为式（１）中误差变量ε狀～犖（０，σ

２）的方差．需

注意的是，式（４８）中参数向量β的先验分布是条件

Ｌａｐｌａｃｅ分布，而且取σ
２所服从的分布为均匀分布，

如下文中式（５１ｅ）所示，文献［４６］指出这样做能够保

证后验分布的单峰性，若后验分布不具有单峰性会

导致吉布斯抽样算法收敛太慢．由式（４７）和（４８）便

可以求得参数向量β的后验概率分布

犘（β狔）＝犘（狔 犡，β）犘（βσ
２） （４９）

根据贝叶斯理论，在贝叶斯估计中有了参数向量β
的后验概率分布后，若给定某可信水平１－α，则计

算回归系数β狆的贝叶斯可信区间（Ｂａｙｅｓｉａｎｃｒｅｄｉｂｌｅ

ｉｎｔｅｒｖａｌ）是非常直接的，因此贝叶斯Ｌａｓｓｏ能够提

供全部回归系数β１，…，β犘的贝叶斯可信区间，这是

贝叶斯Ｌａｓｓｏ的显著优点，因为Ｌａｓｓｏ这种非贝叶

斯形式的稀疏模型只能给出回归系数的点估计值而

不能给出其区间估计．另外，贝叶斯Ｌａｓｓｏ通过吉布

斯抽样等算法可以求得式（１）中误差变量ε狀的方差

σ
２的估计值，这也是Ｌａｓｓｏ所不能做到的．文献［７７］

中进一步指出，将式（４８）中的Ｌａｐｌａｃｅ分布表示为

如下Ｇａｕｓｓｉａｎｓｃａｌｅｍｉｘｔｕｒｅ分布的形式会有效降

低计算的复杂度：

犘（βσ
２）＝∏

犘

狆＝１∫
∞

０

λ

２πσ
２
τ
２槡 狆

ｅ
－λ｜β狆｜

２／２σ
２
τ
２
狆λ
２

２
ｅ
－
λ
２

２τ
２
狆２
ｄτ

２
狆

＝∏
犘

狆＝１∫
∞

０
犖（β狆 ０，σ

２
τ
２
狆）Ｇａｍｍａτ

２
狆 １，

λ
２

（ ）２ ｄτ２狆 （５０）
其中犖（β狆 ０，σ

２
τ
２
狆）表示β狆服从均值为零且方差为

σ
２
τ
２
狆的正态分布，Ｇａｍｍａτ

２
狆 １，

λ
２

（ ）２ 表示τ
２
狆服从参

数为１和
λ
２

２
的伽马分布，显然式（４８）将β的先验分

布进一步转化成了两层结构：顶层分布为正态分布，

底层分布为伽马分布．因此整个贝叶斯Ｌａｓｓｏ的最

大后验估计形式可以被表示为如下的层次贝叶斯模

型（ＨｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌＢａｙｅｓｉａｎＭｏｄｅｌ）：

狔犡，β，σ
２
～犖犖（犡β，σ

２犐犖） （５１ａ）

βσ
２，τ

２

１
，…，τ

２
犘～犖犘（０犘，σ

２犇τ） （５１ｂ）

犇τ＝ｄｉａｇ（τ
２

１
，…，τ

２
狆） （５１ｃ）

σ
２，τ

２

１
，…，τ

２
犘～π（σ

２）ｄσ
２

∏
犘

狆＝１

λ
２

２
ｅ
－λ
２
τ
２
狆
／２
ｄτ

２
狆 （５１ｄ）

π（σ
２）＝１／σ

２ （５１ｅ）

σ
２，τ

２

１
，…，τ

２
犘＞０ （５１ｆ）

其中式（５１ｅ）表示σ
２服从均匀分布，犐犖为犖×犖 阶

的单位矩阵．可以看出，关于β的整个最大后验估计

形式被表示成了一个具有３层分布结构的层次模

型：第１层分布为响应向量所服从的均值为犡β且

协方差矩阵为σ
２犐狀的正态分布，第２层分布为回归

系数向量所服从的均值为零向量且协方差矩阵为

σ
２犇τ的正态分布，第３层分布为τ

２
狆所服从的参数为

１和
λ
２

２
伽马分布和σ

２所服从的均匀分布π（σ
２）＝

１／σ
２．文献［７５］中利用吉布斯抽样方法求解贝叶斯

Ｌａｓｓｏ中的参数，但吉布斯抽样方法对于高维数据集

来说计算复杂度很高，期望最大化算法（Ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ

Ｍａｘｉｍａｔｉｏｎ，ＥＭ）的计算复杂度往往比吉布斯抽样

方法低，因此未来探索如何利用ＥＭ 算法求解贝叶

斯Ｌａｓｓｏ是一个值得研究的方向．

实际上，很多正则化稀疏模型均有其对应的贝

叶斯模型，均可以被表示为一个最大后验估计形式，

例如桥回归模型的最大后验估计———贝叶斯桥

（ＢａｙｅｓｉａｎＢｒｉｄｇｅ）
［７５］、自适应Ｌａｓｓｏ的最大后验估

计形式———贝叶斯自适应Ｌａｓｓｏ（ＢａｙｅｓｉａｎＡｄａｐｔｉｖｅ

Ｌａｓｓｏ）
［７８］、弹性网的最大后验估计形式———贝叶斯

弹性网（ＢａｙｅｓｉａｎＥｌａｓｔｉｃＮｅｔ）
［７９］、组Ｌａｓｓｏ的最大

后验估计形式———贝叶斯组Ｌａｓｓｏ（ＢａｙｅｓｉａｎＧｒｏｕｐ

Ｌａｓｓｏ）
［７７，８０］以及图Ｌａｓｓｏ的最大后验估计形式———

贝叶斯图Ｌａｓｓｏ（ＢａｙｅｓｉａｎＧｒａｐｈｉｃａｌＬａｓｓｏ）
［８１］等，

虽然各个正则化稀疏模型的最大后验估计形式不同

（主要是先验分布不同），但其原理是相同的，即正则

化稀疏模型的损失函数项对应最大后验估计形式中

的似然函数．正则化稀疏模型的正则化项对应最大

后验估计形式中的先验分布，各正则化稀疏模型的

最大后验估计形式均可以用类似于式（５１ａ）～（５１ｆ）

的层次贝叶斯模型并利用吉布斯抽样算法求解，具
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体形式请参考相应的文献，在此不再赘述．

另外，贝叶斯模型推理中的先验信息多种多样，

远不止目前已经构造的稀疏模型中的正则化项的形

式．从贝叶斯角度设计新的先验信息从而得到新的

正则化稀疏模型是一个重要的研究方向．

４　正则化稀疏模型的求解算法

正则化稀疏模型本质上为一个最优化问题．在

Ｌａｓｓｏ被提出的前几年，由于缺少对其高效求解的

算法，所以一直没有广泛流行．直到 ＬＡＲ 算法

（ＬｅａｓｔＡｎｇｌｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ，ＬＡＲ）的提出，使得Ｌａｓｓｏ

的求解方便而快捷，Ｌａｓｓｏ等一系列正则化稀疏模

型开始被广泛地研究．文献［４］中指出，在一定条件

下ＬＡＲ算法的解路径与Ｌａｓｓｏ的解路径一致，因而

可以通过ＬＡＲ算法来求解Ｌａｓｓｏ的解．另外，ＬＡＲ

算法的变体组 ＬＡＲ 算 法 （ＧｒｏｕｐＬｅａｓｔＡｎｇｌｅ

Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ）
［３７］可用来求解组Ｌａｓｓｏ．

坐标下降［１０，８２］（ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔ）及其变体组

坐标下降［３７］（Ｂｌｏｃｋｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔ）可用来求解

Ｌａｓｓｏ、自适应 Ｌａｓｓｏ、非负绞刑估计、弹性网、组

Ｌａｓｓｏ和稀疏组Ｌａｓｓｏ等问题，但不同的稀疏模型的

坐标下降算法的具体形式不同，例如 Ｌａｓｓｏ和组

Ｌａｓｓｏ等稀疏模型直接利用坐标下降算法或组坐标

下降算法求解即可，而求解稀疏组Ｌａｓｓｏ需要利用

两层迭代的结构才行，其中外层迭代为针对犔２，１范

数罚的组坐标下降算法，内层迭代为针对犔１范数罚

的坐标下降算法．

对于ＳＣＡＤ模型与 ＭＣＰ模型这类非凸的稀疏

模型来说，无法直接应用凸优化方法求解，Ｆａｎ等人

提出的 ＬＱＡ（ＬｏｃａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）
［１４］

方法可有效解决优化问题目标函数中的非凸非光滑

难题，但ＬＱＡ方法往往较为耗时．

ＡＤＭＭ方法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆ

Ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ）
［８３］可以被用来求解Ｌａｓｓｏ和组Ｌａｓｓｏ

等诸多稀疏模型问题．已知优化问题：

ｍｉｎ
狓∈犚

犘
犵（狓）＋犺（狕） （５２ａ）

ｓ．ｔ．犃狓＋犅狓＝犮 （５２ｂ）

其中犵（·）和犺（·）均为凸的，狓∈犚
犘，狕∈犚

犙，犃∈

犚犖×犘，犅∈犚
犖×犙，犮∈犚

犖．对应的增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ函

数为

犔ρ（狓，狕，狔）＝犳（狓）＋犵（狕）＋狔
Ｔ（犃狓＋犅狕－犮）＋

ρ
２
犃狓＋犅狕－犮

２

２
（５３）

其中ρ＞０，狔∈犚
犖，ＡＤＭＭ算法由如下的迭代组成：

狓
（犽＋１）＝ａｒｇｍｉｎ

狓∈犚
犘
犔ρ（狓，狕

（犽），狔
（犽）） （５４）

狕
（犽＋１）＝ａｒｇｍｉｎ

狕∈犚
犘
犔ρ（狓

（犽＋１），狕，狔
（犽）） （５５）

狔
（犽＋１）＝狔

（犽）＋ρ（犃狓
（犽＋１）＋犅狕

（犽＋１）－犮） （５６）

另外一类求解稀疏模型的算法为近似梯度方法

（ｐｒｏｘｉｍａｌｇｒａｄｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄ）及其变种，近似梯度方

法又叫做广义梯度方法（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄ）

或近似算子方法（ｐｒｏｘｉｍａｌｏｐｅｒａｔｏｒｍｅｔｈｏｄ）．近似

梯度方法一般要求解的优化问题的形式为

ｍｉｎ
狓∈犚

犘
犵（狓）＋犺（狓） （５７）

其中犵（狓）为可微的凸函数，犺（狓）为任意的凸函数，

不要求犺（狓）为可微的．求解上式中优化问题的近似

梯度算法的迭代公式为

狓
（犽）＝狆狉狅狓（狓

（犽－１）－狋犽·犵（狓
犽－１）），

其中狋犽为步长，狆狉狅狓（·）为近似算子：

狆狉狅狓（狌）＝ａｒｇｍｉｎ
狕∈犚

犘

１

２狋
狌－狕 ２＋犺（狕） （５８）

当犺（狓）＝０时，近似梯度算法就是经典的梯度方

法；当犺（狓）为指示函数犺（狓）＝犐犆（狓）时，近似梯度算

法退化为投影梯度法；当犺（狓）为犔１范数罚犺（狓）＝

狓 １时，近似梯度算法特化为所谓的ＩＳＴＡ 算法

（ＩｔｅｒａｔｉｖｅＳｏｆｔｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＩＳＴＡ）
［８４］．

Ｎｅｓｔｅｒｏｖ
［８５８７］对近似梯度方法的收敛速度进行了改

善．近似梯度算法及其变种形式广泛应用于稀疏优

化问题的求解中，例如文献［８８］利用近似梯度方法

的变种求解以融合罚为罚函数，文献［８９］利用近似

梯度方法的变种求解以迹范数罚为罚函数的稀疏

模型，文献［９０］利用近似梯度方法的变种求解重叠

组Ｌａｓｓｏ．另外，著名的稀疏优化问题求解软件包

ＳＬＥＰ（ＳｐａｒｓｅＬｅａｒｎｉｎｇｗｉｔｈＥｆｆｉｃｉｅｎｔＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ）

中的算法基本上都采用了近似梯度方法及其变种形

式来求解稀疏模型，更详细的说明请参考该软件包

提供的说明书①．另外，更多关于稀疏模型求解方法

的研究综述，读者可参考文献［９１］．

５　实　验

本节通过高维小样本不相关数据集实验和高维

小样本相关数据集实验来展示 Ｌａｓｓｏ、ＳＣＡＤ、组

Ｌａｓｓｏ、稀疏组Ｌａｓｓｏ和弹性ＳＣＡＤ这５种具有代表

性的正则化稀疏模型的变量选择效果进行对比，其

中Ｌａｓｓｏ和ＳＣＡＤ代表了只在变量水平上实现稀疏

性的稀疏模型，其他的稀疏模型例如自适应Ｌａｓｓｏ、
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松弛Ｌａｓｓｏ和 ＭＣＰ模型等的变量选择效果与Ｌａｓｓｏ

和ＳＣＡＤ的变量选择效果类似；组Ｌａｓｓｏ代表了在

组水平上实现稀疏性的预设组效应稀疏模型，其他

的稀疏模型像组ＳＣＡＤ模型和组 ＭＣＰ模型的变量

选择效果与组Ｌａｓｓｏ类似；稀疏组Ｌａｓｓｏ代表了同

时实现变量水平上稀疏性和组变量水平上稀疏性的

稀疏模型；弹性ＳＣＡＤ代表了具有关于高度相关变

量的组选择能力的自动组效应稀疏模型；其他的稀

疏模型像弹性网、ＯＳＣＡＲ模型、ＨＯＲＳＥＳ模型、两

两弹性网和两两融合Ｌａｓｓｏ等与弹性ＳＣＡＤ的变

量选择效果一致．

（１）高维小样本不相关数据集实验．首先通过

不相关数据集实验来对比基于最小二乘损失函数的

３种稀疏模型：Ｌａｓｓｏ（使用了犔１范数罚）、Ｇｒｏｕｐ

Ｌａｓｓｏ（使用了犔２，１范数罚）与ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ

（同时使用了犔１范数罚和犔２，１范数罚）的变量选择

效果．当今稀疏模型能够实现的稀疏效果有３种：普

通的稀疏性、组稀疏性和双稀疏性，其中普通的稀疏

性是指稀疏效果只在变量水平上实现，具有代表性

的稀疏模型为Ｌａｓｓｏ，组稀疏性是指在变量组的水

平上实现稀疏效果，具有代表性的稀疏模型为

ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ；双稀疏性是指既在变量组水平上实现

变量组选择，又在组内的变量中实现变量选择，即既

有稀疏性又具有组稀疏性，具有代表性的稀疏模型

为ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ．因此，本实验中我们选择

Ｌａｓｓｏ、ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ和ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ这３种

具有代表性的模型来说明稀疏模型的变量选择效

果．首先生成一模拟数据集，该数据集包含２０个样

本和１００个变量：变量１，变量２，…，变量１０，…，变

量１００，且各个变量之间不具有相关性，其真实的系

数向量为

（－２，－１，０，１，０，０，１，１，０，０，０，…，０），

即变量１、变量２、变量４、变量７和变量８的回归系

数非零，为想要选择出来的重要变量，而其余变量均

为不期望选择出来的噪声变量．对于 ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ

和ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ来说，其分组情况为

分组１＝（变量１，变量２，变量３，变量４），

分组２＝（变量５，变量６），

分组３＝（变量７，变量８），

分组４＝（变量９，变量１０），

分组５＝（变量１１，变量１２，…，变量１００）．

对于Ｌａｓｓｏ来说不进行任何分组．３种稀疏模型所拟

合出的回归系数向量如表２和表３所示，但由于空间

有限，我们只列出前１０个变量变量１，变量２，…，变

量１０的回归系数，从前１０个变量的回归系数就足

以展示３种稀疏模型的变量选择功能了．从表２和

表３的对比可以看出，ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ具有组稀疏性，

因为其各个分组中的回归系数同时为零或同时非零，

尤其从分组１中的回归系数可以看出虽然变量３为

不期望选择出来的噪声变量，但由于分组时将变量

３（噪声变量）与期望选择出来的变量１、变量２和变

量４分在了同一组，所以其也不得不被选择出来，所

以这４个变量的回归系数同时不为零．再观察表３，

其中的ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ，ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ与

ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的分组情况完全一致，但得到的稀疏

性效果却不同：ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ得到的回归系

数向量中变量３（噪声变量）的系数为零，而 Ｇｒｏｕｐ

Ｌａｓｓｏ却不能将分组１中变量３的回归系数置零，

这说明ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的优点为具有组内变量

水平上的稀疏性．本实验中利用了求解Ｌａｓｓｏ的软

件包ｇｌｍｎｅｔ①；求解 ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ利用了软件包

ｇｇｌａｓｓｏ②；求解ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ利用了软件包

ＳＧＬ③．总之，ｇｌｍｎｅｔ、ｇｇｌａｓｓｏ和ＳＧＬ软件包均来自

ＣＲＡＮ网站（ＴｈｅＣｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅＲＡｒｃｈｉｖｅＮｅｔ

ｗｏｒｋ，ＣＲＡＮ）．

表２　犔犪狊狊狅拟合出的回归系数向量

模型 截距 变量１ 变量２ 变量３ 变量４ 变量５ 变量６ 变量７ 变量８ 变量９ 变量１０ …

Ｌａｓｓｏ ０．８０３ －０．７２４ －０．１３６ ０ ０．２５４ －０．０１６ ０ ０ ０．７２１ ０ ０ …

表３　犌狉狅狌狆犔犪狊狊狅与犛犌犔拟合出的回归系数向量

模型 截距
分组１

变量１ 变量２ 变量３ 变量４

分组２

变量５ 变量６

分组３

变量７ 变量８

分组４

变量９ 变量１０
…

ＧＬ ０．１４５ －１．７８９ －０．８２２ ０．０４９ ０．９３３ ０ ０ ０．７４２ ０．９８１ ０ ０ …

ＳＧＬ ０．９１６ －７．０６２ －２．４９８ ０　　 ３．７１４ ０ ０ １．７９３ ４．３１５ ０ ０ …

（２）高维小样本相关数据集实验．稀疏模型是

否具有自动组效应由罚函数部分决定，而与损失函

数无关，下面通过高度相关数据集实验来对比基于
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②
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铰链损失函数的Ｌａｓｓｏ、ＳＣＡＤ和弹性ＳＣＡＤ的变

量选择效果，三者分别使用了犔１范数罚、ＳＣＡＤ罚

和弹性ＳＣＡＤ罚，而损失函数均为铰损失函数．首

先生成一个含有若干高度相关变量的模拟数据集，

该模拟数据集包含狀＝５０个样本和狆＝３００个变

量，其中前５个变量两两之间具有高度的相关性且

相关系数ρ＝０．９．进行６０次实验，将６０次实验结

论的平均值列入表４中，其中狋狅犾、狊犻犵和狌狀狊犻犵分别

表示基于铰链损失函数的 Ｌａｓｓｏ、ＳＣＡＤ、弹性

ＳＣＡＤ选中的变量数、选中的重要变量数、选中的噪

声变量数．通过表４中的实验结果可以看出Ｌａｓｓｏ

与ＳＣＡＤ具有明显的变量选择能力，但面对５个高

度相关的变量却只能选择出其中的一小部分；弹性

ＳＣＡＤ也具有明显的变量选择能力，而且几乎将高度

相关的重要变量都选出来了．因此可以得出结论：弹

性ＳＣＡＤ具有关于高度相关变量的变量组选择能

力，而Ｌａｓｓｏ和ＳＣＡＤ具有变量选择能力但却不具

有变量组选择能力．与上一节中的实验一样，本实验

中求解各稀疏模型的软件包来自网站ＣＲＡＮ，求解

ＳＣＡＤ和弹性网的软件包在ＣＲＡＮ网站①上有许多．

表４　犔犪狊狊狅、犛犆犃犇和弹性犛犆犃犇的变量选择效果对比

模型
样本

数狀

变量

数狆

选出变

量数狋狅犾

选出的重要

变量数狊犻犵

选出的噪声

变量数狀狅犻

Ｌａｓｓｏ

ＳＣＡＤ

弹性ＳＣＡＤ

５０ ３００

１７．４８ ２．１６ １５．３２

３．３６ １．５３ １．８３

１６．８２ ４．９７ １１．８５

６　正则化稀疏模型的应用

总体来说，ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ适用于具有组稀疏性

的数据集的变量选择，例如在基因微阵列分析中属

于同一个生物学路径的基因可被归类为一个基因

组，在基因关联研究中某基因的全部基因标记可被

视为一个基因标记组；弹性网、两两弹性网、迹

Ｌａｓｓｏ、ＯＳＣＡＲ模型和 ＨＯＲＳＥＳ模型等适用于具

有高度相关变量的数据集的变量选择；融合Ｌａｓｓｏ

适用于处理变量的回归系数具有光滑性的数据

集，例如在微阵列比较基因组杂交（Ａｒｒａｙｂａｓｅｄ

Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｇｅｎｏｍｉｃｈｙｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ，ａｒｒａｙＣＧＨ）分

析中，相邻基因往往被认为具有共性，往往将相邻基

因的回归系数近似相等作为先验信息；核Ｌａｓｓｏ适

合处理非线性情形下的变量选择问题；图Ｌａｓｓｏ适

合处理具有网络结构的数据集．下面介绍一些稀疏

模型的代表性的应用情况．

６１　在生物信息学和医药学中的应用

稀疏模型在生物信息学中有大量的应用．随着

科学技术的发展，生物医学领域中数据的规模、多样

性以及复杂性快速增长，形成了海量数据的状况．然

而，虽然生物医药数据是海量的，但往往只有一小部

分是有意义的数据，即生物医药数据可以被稀疏化．

在微阵列比较基因组杂交（ＡｒｒａｙｂａｓｅｄＣｏｍｐａｒａ

ｔｉｖｅｇｅｎｏｍｉｃｈｙｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ，ａｒｒａｙＣＧＨ）中，相邻基

因往往被认为具有共性，因此将相邻基因的回归系

数近似相等作为先验信息是合理的．Ｌｉｕ等人
［８８］将

融合罚应用于ａｒｒａｙＣＧＨ中对膀胱癌的级别分类问

题（ｔｕｍｏｒｇｒａｄｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ），实验证明利用融合

罚的分类准确性比利用犔１范数罚的分类准确性要

高出６个百分点．科学家通常通过脑部图像来诊断

阿尔茨海默（Ａｌｚｈｅｉｍｅｒ’ｓＤｉｓｅａｓｅ）疾病，一种合理

的假设是阿尔茨海默疾病的早期损害集中于脑部的

某个区域，然而传统方法在诊断阿尔茨海默病时往

往忽略了立体像素之间的关联性，针对上述问题，

Ｘｉｎ等人
［９２］利用基于两两融合罚的逻辑斯蒂回归方

法对阿尔茨海默疾病的诊断并且通过实验证明收到

了良好的效果，诊断的准确性要比犔１逻辑斯蒂回

归、支持向量机以及文献［９３］和文献［９４］中的方法

都高．Ａｌｌｅｎ等人
［９５］将图Ｌａｓｓｏ推广到随机变量服

从泊松分布的情形，并且将其应用到乳腺癌微核苷

酸（ｍｉｃｒｏＲＮＡ）的网络结构的学习中；Ｚｈｏｎｇ等

人［９６］将Ｌａｓｓｏ、ＯＳＣＡＲ模型、融合Ｌａｓｓｏ和弹性网

应用于乳腺癌数据的基因选择中．实验证明ＯＳＣＡＲ

模型的测试准确性最高．另外，还有很多文献将稀疏

模型应用于生物信息学与医药学中［９７９８］．

６２　在信号去噪中的应用

文献［１０］中提出了ＦＬＳＡ（ｆｕｓｅｄｌａｓｓｏｓｉｇｎａｌ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｏｒ）方法，该方法利用了融合Ｌａｓｓｏ的罚

函数，其与经典的全变差（ｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎ）去噪方法

的区别在于多了一项犔１范数罚，ＦＬＳＡ方法可对一

维的信号进行去噪．文献［１０］中还提出了二维的

ＦＬＳＡ方法，该方法假设对象为一个网格，对网格结

构的横向和纵向均施加融合Ｌａｓｓｏ罚，因而能够对

二维的图像进行去噪，文献［９９］中应用二维的融合

Ｌａｓｓｏ进行图像去噪获得了良好的效果．Ｗａｎｇ等

人［１００］将Ｌａｓｓｏ和自适应Ｌａｓｓｏ应用到图像去噪领

域：传统去噪方法考虑的都是去除高斯噪声的影

响，而 Ｗａｎｇ等人考虑了一种脉冲噪声（ｉｍｐｕｌｓｅ
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ｎｏｉｓｅ），脉冲噪声是数字系统中常见的一种噪声，常

常由相机中传感器发生故障、模数转换错误以及硬

件中存储位置错误等造成．Ｗａｎｇ等人通过实验对

最小二乘法、Ｌａｓｓｏ和自适应Ｌａｓｓｏ的去噪效果进

行了对比，实验结果表明自适应Ｌａｓｓｏ的去噪效果

最好；Ｓｅｌｅｓｎｉｃｋ等人
［１０１］在经典的全变差去噪基础

上进一步假设相邻变量的回归系数之差具有重叠的

组结构，将该重叠组结构作为先验信息引入去噪方

法中，实验结果表明得到的去噪信号比全变差方法

更加平滑．

６３　在信号重建中的应用

压缩感知无疑是稀疏模型应用的前沿阵地，例

如利用了犔１范数罚的基追踪方法为压缩感知中图

像重建的重要方法．然而，很多情况下信号的稀疏结

构是组稀疏的，因此文献［１０２］将犔１范数罚替换为

组Ｌａｓｓｏ的罚函数、稀疏组Ｌａｓｓｏ的罚函数和重叠

组Ｌａｓｓｏ的罚函数，将组稀疏结构、双水平稀疏结构

（组稀疏而且组内元素也稀疏）和重叠组稀疏结构引

入到图像重建中．实验结果证明基于双水平稀疏结

构的信号重建方法和基于重叠组稀疏结构的信号重

建方法均优于基于单纯组稀疏结构的信号重建方

法．Ｒａｏ等人①指出当信号的具有重叠组稀疏结构

时，将该重叠组稀疏结构作为先验信息进行信号重

建所需的测量值比不利用重叠稀疏结构作为先验的

标准压缩感知方法更少，并且给出了所需测量值的

边界．以往的压缩感知方法均假设信号是时不变的，

而文献［１０３］将组Ｌａｓｓｏ的罚函数和融合Ｌａｓｓｏ的

罚函数应用到时变信号的重建当中．

６４　在人脸与语音识别中的应用

文献［１０４］中提出基于稀疏表示的分类算法

（ＳｐａｒｓｅＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｂａｓｅｄＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＳＲＣ）

应用于人脸识别中，该方法利用了犔１范数罚；而文

献［１０５］则将组稀疏结构引入人脸识别中；进一步

地，文献［１０６］将更复杂的数组稀疏结构引入ＳＲＣ

中实现人脸识别，并且通过实验证明该方法取得了

比ＳＲＣ更佳的识别效果；文献［１０７］将迹范数罚

（ｔｒａｃｅｎｏｒｍｐｅｎａｌｔｙ）应用于人脸识别中，提出了一

种叫做监督迹Ｌａｓｓｏ（ＳｕｐｅｒｖｉｓｅｄＴｒａｃｅＬａｓｓｏ，ＳＳＬ）

的方法，但值得指出的是该方法中迹范数罚的构造

与上文中迹Ｌａｓｓｏ中的迹范数罚的构造方式不完全

相同．Ｔａｎ等人
［１０８］将组Ｌａｓｓｏ的组稀疏思想应用于

语音识别领域，将组稀疏思想与文献［１０９］中的稀疏

贝叶斯学习（ＳｐａｒｓｅＢａｙｅｓｉａｎＬｅａｒｎｉｎｇ）方法结合，

提出了一种新的组稀疏贝叶斯学习（ＧｒｏｕｐＳｐａｒｓｅ

ＢａｙｅｓｉａｎＬｅａｒｎｉｎｇ）方法，并通过实验证明组稀疏结

构的语音识别方法（组稀疏贝叶斯学习方法）准确率

明显高于不具有组稀结构的语音识别方法（稀疏贝

叶斯学习方法）；另外，他们还提出了一种叫做组弹

性网（ＧｒｏｕｐＥｌａｓｔｉｃＮｅｔ）的新稀疏模型，该模型是

将弹性网中的犔１范数罚替换为组Ｌａｓｓｏ的犔２，１范数

罚而得到的，他们的实验还表明组弹性网模型的识

别准确率高于弹性网的识别准确率，而且弹性网和

Ｌａｓｓｏ的识别准确率都比稀疏贝叶斯方法高．

７　未来研究方向

７１　拓展正则化稀疏模型

尽管已经提出了很多正则化稀疏模型，但它们

仍然存在各自的缺点，如何克服这些正则化稀疏模

型的缺点？一种方法为改进已有的罚函数，例如

Ｚｏｕ等人将犔１范数罚和犔２范数罚结合到一起提出

的弹性网兼具犔１范数罚的稀疏性和犔２范数罚的组

效应性质，类似的，未来通过改进已有的正则化稀疏

模型也许可以得到大大优于已有正则化稀疏模型的

新的正则化稀疏模型．例如，将非凸的ｃａｐｐｅｄ犔１罚

函数［１１０１１１］、对数罚［１１２１１４］（ｌｏｇｐｅｎａｌｔｙ）、对数和罚函

数（ＬｏｇＳｕｍＰｅｎａｌｔｙ，ＬＳＰ）
［１１５］、对数指数和罚［１１６］

（ＬｏｇＥｘｐＳｕｍｐｅｎａｌｔｙ）、Ｇｅｍａｎ罚函数
［１１７］（Ｇｅｍａｎ

Ｐｅｎａｌｔｙ，ＧＰ）等非凸罚函数推广到变量组选择情形

下从而得到相应的组稀疏模型的问题值得研究．当

然，另一种方法为针对已有正则化稀疏模型存在的

缺点直接设计新的罚函数并将其应用到正则化稀疏

模型中．

７２　其他回归模型上的推广

正则化稀疏模型在线性回归模型中已经得到了

极其广泛的应用，并且其中一些在广义线性回归模

型中得到了一定程度的应用，但还有很多正则化稀

疏模型在其他某些回归模型中的应用有待于更深入

更广泛的研究，未来我们可以将已有的正则化稀疏

模型推广到其他回归模型中，以便处理在相应回归

模型下的变量选择问题．例如，将融合Ｌａｓｓｏ推广到

ＣＯＸ比例风险回归模型的情形和将 ＭＣＰ模型推广

到负二项回归模型的情形等问题有待于研究．研究

损失函数的改变，对稀疏模型统计特性和变量选择

特性的影响也是值得研究的问题．
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７３　正则化稀疏模型的一致性

很多正则化稀疏模型的一致性尚未被研究，例

如，基于相关系数的弹性网和两两弹性网的变量选

择一致性和参数估计一致性等的研究仍为空白．另

外，正则化稀疏模型的一致性大都在不可表示条件

和限制特征值条件等假设条件下进行探讨，然而这

些假设条件在实际应用中指导性不大，而且目前主

要使用人工产生的数据集对变量选择一致性进行验

证，对变量选择一致性进行验证的基准实际数据集

仍没有建立，这些方面还需要继续深入地研究．

７４　贝叶斯观点重新审视正则化稀疏模型

根据贝叶斯的观点，用损失函数＋正则化罚项

构造模型即相当于用似然函数＋正则化罚项构造模

型，而正则化罚函数本质上对应于贝叶斯模型推理

中的先验信息．贝叶斯模型推理中的先验信息多种

多样，远不止目前已经构造的稀疏模型中的罚函数

形式，而且针对不同的问题应使用不同的先验信息，

到底使用哪种先验信息，怎样判别先验信息形式的

好坏，都是值得探讨的问题．

７５　稀疏模型问题的再思考

最原始的稀疏模型或变量选择的问题本质上应

该是组合优化问题，即给定犘 维变量的采样样例，

如何从犘 维变量中选择犽维变量子集参与到回归

系数向量的求解当中去，使得这犽维变量子集是真

正与输出最相关的变量，且在求得的回归系数向量

尽可能低的维数情况下，对输出的预测尽可能的准

确．这里牵涉到到底选择多大的变量子集，选择的变

量子集是否是真正产生输出变量的原因变量，选择

的变量是否能够产生足够准确的回归系数向量的问

题，这些问题的权衡有时候可能是矛盾的，有的时候

变量选择正确并不一定能够使得回归系数向量对输

出的预测更准确．真的是在损失函数或似然函数上

增加一个罚项就能实现上述所有目标了吗？如何在

目标函数中引入更加精细化的约束项，体现上述所

有要求，是值得认真思考的问题．而且损失函数或似

然函数与稀疏罚项之间存在一个比例分配系数（即

可调参数λ），使得整个问题的求解需要遍历整个比

例分配系数取值范围的解路径，才能确定这个比例

分配系数适当的值，除了某些特殊情况外，这使得参

数选择算法复杂性太高，在实际应用中不太可行．如

何解决这些问题仍需要研究．

７６　稀疏方法在支持向量机中的应用

稀疏方法已被应用到支持向量机（ｓｕｐｐｏｒｔｖｅｃｔｏｒ

ｍａｃｈｉｎｅ）领域用来同时进行分类和变量选择，例如

使用了犔１范数罚的犔１ＳＶＭ
［１１８］和使用了ＳＣＡＤ罚

的ＳＣＡＤＳＶＭ
［１５］不仅仅为分类器，其还具有稀疏

性，具有变量选择功能；而使用了“犔１范数罚＋犔２范

数罚的”ＤｒＳＶＭ
［１１９１２０］（ｄｏｕｂｌｙｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｓｕｐｐｏｒｔ

ｖｅｃｔｏｒｍａｃｈｉｎｅ）同时具有３种能力：分类、变量选择

和组效应．未来可以探讨融合Ｌａｓｓｏ的融合罚、两两

融合罚、迹范数罚和犔２，１范数罚等其他罚函数应用

于支持向量机领域中得到的分类器具有何种特性．

７７　模型稀疏化的质疑

模型稀疏化有许多优点，但是到底是否应该稀

疏化，稀疏化到什么程度才合适？最近有学者［１２１］对

稀疏模型提出质疑，他们认为稀疏性必然带来模型

不稳定，模型不稳定使得留一误差估计值不准确，最

终使得模型的泛化误差不好，因此模型的稀疏化和

稳定性是一对不可调和的矛盾，在使用时必须在两

者之间做出恰当的权衡．另外，我们不禁要问，除了

牺牲算法的稳定性以外，得到模型稀疏化的同时是

否还会付出更多其他方面的代价？

８　结论与展望

本文对各种正则化稀疏模型进行了综述，指出

了各个模型提出的原因、所具有的优缺点和应用中

应该注意的问题．纵观正则化稀疏模型的发展历程，

其大都是根据人们期望的新特性，合理地在已有模

型的目标函数基础上进行改动或直接设计新的目标

函数，大致思想为或将先验信息加入到罚函数中，或

将不同的罚函数进行整合，或将其推广到其他的回

归模型情形下等．正则化稀疏模型为进行变量选择

的有效方法，可以解决建模过程中由于高维数据集

造成的过拟合问题和数值计算病态等问题，其在机

器学习和图像处理等领域势必将发挥越来越重要的

作用．
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