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概率图模型的稀疏化学习
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摘　要　利用稀疏化学习得到的概率图模型结构简单却保留了原始概率图模型中重要的结构信息，且能同时实现

结构和参数学习，因此近几年来概率图模型的稀疏化学习一直是研究的热点，其中概率图模型的第一种稀疏化学

习方法是图套索．文中总结了概率图模型的稀疏化学习方法，包括概率图模型的犔１范数罚稀疏化学习、概率图模型

的无偏稀疏化学习、概率图模型的结构稀疏化学习和概率图模型的多任务稀疏化学习．最后，文中还指出了概率图

模型的稀疏化学习未来有意义的研究方向．
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１　引　言

套索模型（Ｌａｓｓｏ）
［１］由估计损失项和犔１范数罚

项组成，其通过犔１范数罚实现稀疏化学习．自从套

索模型被提出后，稀疏化学习方法迅速发展，其中一

种重要的研究方向为将稀疏化学习思想应用到概率

图模型的结构和参数学习中．精度矩阵（ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

ｍａｔｒｉｘ）是概率图模型中全部随机变量的协方差矩

阵的逆矩阵，它同时包含了概率图模型中的结构信

息和参数信息，故通过对精度矩阵的学习可同时获

得概率图模型的结构信息和参数信息，因此对概率



图模型的稀疏化学习问题本质上是对精度矩阵的稀

疏化学习问题，该问题又被称作稀疏化协方差选择

（ｃｏｖａｒｉａｎｃｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ）
［２］问题．第一种对概率图模型

进行稀疏化学习的方法是将套索的罚函数犔１范数

罚嵌入到概率图模型的极大似然估计中以实现精度

矩阵的稀疏化，从而实现概率图模型结构的稀疏化，

该稀疏化学习方法被称作图套索（ＧｒａｐｈｉｃａｌＬａｓｓｏ）．

本文系统综述了概率图模型的稀疏化学习问题，包

括概率图模型的犔１范数罚稀疏化学习、概率图模型

的无偏稀疏化学习、概率图模型的结构稀疏化学习

和概率图模型的多任务稀疏化学习．其中概率图模

型的犔１范数罚稀疏化学习主要应用在高斯无向图

模型［３６］、部分随机变量不可观测的图模型［７９］、有向

无环图图模型［１０１１］和伊辛模型［１２１３］中，概率图模型

的无偏稀疏化学习包括ＳＣＡＤ图套索
［１４１５］、自适应

图套索［１５］、贝叶斯无偏图套索［１６１７］和幂法则图套

索［１８］，概率图模型的结构稀疏化学习包括犔狇，１范数

组结构图套索［１９２０］、犔犉，１范数组结构图套索
［２１］、双稀

疏图套索［２２］和局部共性图套索［２３］，概率图模型的多

任务稀疏化学习主要包括多任务两两融合图套

索［２４］、多任务有序融合图套索①和多任务组结构

图套索［２５］．概率图模型稀疏化学习的分类图如图１

所示，各稀疏化学习方法对应的参考文献也列入了

图１中．

图１　概率图模型稀疏化学习分类

概率图模型的稀疏化学习的必要性体现在如下

几个方面：

（１）极大简化网络结构，提高概率图模型的可

解释性．概率图模型的结构和参数学习，需要学习的

空间维数很高，需要遍历的网络结构数随着顶点变

量的个数呈指数增长，使得找到最适合数据样本的

网络结构和最优的模型参数问题非常困难．由于概

率图模型经过模型稀疏化学习后既结构简单又保留

了原始概率无向图模型中重要的结构与参数信息，

因此近几年来概率图模型的稀疏化学习问题越来越

受到学者的重视．

（２）概率图模型的稀疏化学习能够通过学习精

度矩阵而同时实现网络结构和参数的学习．

（３）提高泛化能力．从统计观点来看，概率图模

型的稀疏化学习可以解决过拟合问题，从而使得模

型更具有普适性和提高泛化能力．另外，概率图模型

的稀疏化学习在一定的附加条件下能够保证学习得

到的概率图模型拥有较好的统计特性．

（４）更有效地利用已知的先验信息．对复杂对

象建模时，通常具有先验信息，也叫先验偏置，更好

地利用这些先验信息，对于改善模型的统计特性和

模型的推理和学习都有好处，概率图模型的稀疏化

学习问题本质上是一个正则化问题，正则化项对应

先验信息，根据不同的先验信息设计不同的正则化

项会得到不同特点的稀疏解，从而可实现对概率图

模型各种复杂的稀疏化学习，例如概率图模型的组

结构稀疏化学习、概率图模型的重叠组结构稀疏化

学习、概率图模型的树组结构稀疏化学习、局部共性

结构稀疏化学习、节点和边同时稀疏的结构稀疏化

学习等．

（５）概率图模型稀疏化学习的优化问题的求解

可借助于大量现成的有效求解算法．稀疏化学习问

题已经被广泛研究，其对应的优化问题的求解算法

众多而且已经较为成熟，这些优化问题的求解算法

使得概率图模型的稀疏化学习对应的优化问题的求

解不再成为难题．例如对伊辛模型进行稀疏化学习的

邻域选择方法［２６］（ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓｅｌｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ），

将概率图模型的稀疏化学习问题转化为求解一系列

的套索问题，可利用现成的求解套索的各种解法（最

小角回归算法［２７］等）进行求解．

（６）使得概率图模型可处理大规模复杂推理和

学习问题，对概率图模型的推理和学习更加方便．
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① Ｆｕｓｅｄｍｕｌｔｉｐｌｅｇｒａｐｈｉｃａｌｌａｓｓｏ．ｈｔｔｐ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ａｂｓ／１２０９．
２１３９，２０１３，１２，３１



从后续的分析和算法设计的观点来看，概率图模型

的稀疏化学习极大降低了参数个数，使得后续对概

率图模型的各种分析和算法处理方面变得较为容

易，一定程度上消除了算法设计面临的算法复杂性

难题．

２　概率图模型的稀疏化学习

２１　概率图模型的犔１范数罚稀疏化学习

２．１．１　高斯无向图图套索

令无向概率图模型对应的数据矩阵为犡∈犚
犖×犘．

假设每个样本犡
（犖）都服从独立同分布的犘 维高斯

分布犖犘（μ，Σ）：

犡
（１），…，犡

（犖）
～犖犘（μ，Σ） （１）

其中μ∈犚
犘为均值，Σ∈犚

犘×犘为协方差矩阵．令Θ＝

Σ
－１表示协方差矩阵Σ的逆矩阵，并将其称作精度

矩阵．精度矩阵Θ 中某个元素Θ犻犼为零（不为零）表

示无向概率图模型中两个节点犻和犼之间不存在

（存在）一条边，即代表了变量犡犻和犡犼是条件独立

（不是条件独立）的．不妨假设均值μ＝０，且下文中

如无特别说明均默认均值μ＝０．由于精度矩阵同时

包含了无向概率图模型中的参数信息和结构信息，

因此学习无向概率图模型结构和参数的问题就转化

成了学习精度矩阵Θ＝Σ
－１的问题．令犛表示数据

矩阵犡∈犚
犖×犘的样本协方差矩阵犛＝∑

犖

狀＝１

犡
（狀）犡

（狀）Ｔ／

犖，则关于精度矩阵Θ＝Σ
－１的极大似然估计问题为

ｍａｘ
Θ０
ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ） （２）

其中Θ０表示矩阵Θ的元素均大于零，狋狉（·）表示

矩阵的迹，Θ 表示矩阵Θ 的行列式．但是，极大似

然估计方法不能产生稀疏解，因此得到的模型复杂

度过高，不具有现实的可解释性．针对上述问题，在

式（２）的基础上添加犔１范数罚便得到图套索
［３６］：

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－λΘ １ （３）

其中λ０，精度矩阵Θ∈犚
犘×犘为正定矩阵，Θ 表

示矩阵Θ 的行列式，狋狉（犛Θ）＝〈犛，Θ〉表示矩阵犛

和Θ 乘积的迹（即矩阵犛和Θ 的内积），Θ １＝

∑
犘

犼＝１
∑
犘

犻＝１

Θ犻犼 为关于精度矩阵Θ 的犔１范数罚，需注

意，该矩阵的犔１范数罚形式与当前国内大多数教材

中矩阵的犔１范数罚不同，该范数罚为对精度矩阵中

全部元素的绝对值求和．由于使用了犔１范数罚，因

此式（３）的解Θ^是稀疏的（即精度矩阵 Θ^ 中零元素

占的比例较大），Θ^ 中为零的元素Θ^犻犼表明随机变量

犡犻和犡犼之间是条件独立的，即在无向图中随机变量

犡犻和犡犼之间不存在边连接，因此大大简化了无向概

率图模型的结构，并且同时实现了概率图模型的参

数学习．式（３）中的图套索是第一种被提出用来对概

率图模型进行稀疏化学习的方法，为与下文各种概

率图模型稀疏化学习方法区分，本文将其称作朴素

图套索．实际上朴素图套索服从贝叶斯理论，朴素图

套索可以被表示为先验信息下的层次后验估计形

式，该层次后验估计形式被称作贝叶斯图套索［２８］，

其中精度矩阵中非对角元素的罚函数部分对应于后

验估计中的拉普拉斯先验分布，对角元素部分对应

指数先验分布，且该层次后验估计中的超参数可以

利用吉布斯抽样方法求解．Ｂａｎｅｒｊｅｅ等人
［２９］考虑了

贝叶斯图套索后验分布的收敛率（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｓ

ｏｆｐｏｓｔｅｒｉｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ）问题．

２．１．２　部分随机变量不可观图套索

除了将犔１范数罚用于高斯无向图模型的稀疏

化学习，大量的研究还将犔１范数罚应用到其他图模

型的稀疏化学习中．Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋａｒａｎ等人
［７９］研究

了某些随机变量不可观测时概率图模型的稀疏化学

习问题，他们将协方差矩阵和精度矩阵分别进行如

下分解：

Σ＝
Σ犗 Σ犗犎

Σ犎犗 Σ
［ ］

犎

（４ａ）

Θ＝
Θ犗 Θ犗犎

Θ犎犗 Θ
［ ］

犎

（４ｂ）

其中犗为可观测随机变量的下标，犎 为不可观测随

机变量的下标．Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋａｒａｎ等人令珔犛＝Θ犗，珚犔＝

Θ犗犎（Θ犎）
－１
Θ犎犗，则根据ｓｃｈｕｒ补（ｓｃｈｕｒｃｏｍｐｌｅ

ｍｅｎｔ）可得（Σ犗）
－１＝珔犛－珚犔，其中假定珔犛和珚犔 分别为

稀疏矩阵和低秩矩阵，对稀疏矩阵珔犛施加犔１范数罚

珔犛 １，对于低秩矩阵珚犔施加迹范数罚狋狉（珚犔），此即矩

阵的低秩稀疏分解（ｌｏｗｒａｎｋａｎｄｓｐａｒｓｅｄｅｃｏｍｐｏ

ｓｉｔｉｏｎ）问题，Ｃｈａｎｄｒａｓｅｋａｒａｎ等人通过求解正则化

项为γ珔犛 １＋狋狉（珚犔）的罚极大似然估计问题得到珔犛

和珚犔，进而得到（Σ犗）
－１，从而学习出概率图模型可观

部分的结构与参数信息，其中γ为调节犔１范数罚

珔犛 １和迹范数罚狋狉（珚犔）之间比例大小的可调参数．

２．１．３　有向无环图图套索

Ｓｈｏｊａｉｅ等人
［１０］利用犔１范数罚学习有向无环图

图模型，但他们事先假定有向无环图具有已知的自

然序（ｎａｔｕｒａｌｏｒｄｅｒｉｎｇ），故其本质上是对有向无环

图骨架的学习，并不能学习出有向无环图中的因果

方向．针对上述问题，Ｆｕ等人
［１１］利用犔１范数罚方法
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结合实验干预法同时学习高斯有向无环图的参数信

息、稀疏结构和因果方向，其中犔１范数罚的作用为

实现对因果高斯有向无环图的参数学习和稀疏结构

学习，实验干预法的作用为进行因果方向的推断．

２．１．４　伊辛模型图套索

Ｒａｖｉｋｕｍａｒ等人
［１２１３］利用犔１范数罚学习一种

特殊的马尔可夫网络———马尔可夫随机场中随机变

量为二元取值的伊辛模型（Ｉｓｉｎｇｍｏｄｅｌ），他们利用

伪似然函数（ｐｓｅｕｄｏｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ）作为该马尔可夫网

络似然函数的近似，然后利用邻域选择方法求解，即

分别对每个节点和其邻域内节点之间的结构进行学

习，将该情形下概率图模型的学习问题转化为求解

犘个独立且易于求解的犔１范数罚逻辑斯蒂回归问

题，其中犘为随机变量的个数．

２．１．５　其他图模型的犔１范数罚稀疏化学习

有学者［３０３２］将无向图模型中服从高斯分布的

随机变量替换为服从多维高斯分布的光滑函数，将

正态分布推广为非参数正态分布（ｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃ

ｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，简写为ｎｏｎｐａｒａｎｏｒｍａｌ），于是

将高斯无向图模型推广为半参数高斯无向图模型，

然后利用犔１范数罚对其进行稀疏化学习．Ｖｏｏｒｍａｎ

等人［３３］将可加模型与概率图模型结合，利用犔１范

数罚对该半参数类型的概率图模型进行稀疏化学习，

并将其推广到节点之间的自然序（ｎａｔｕｒａｌｏｒｄｅｒｉｎｇ）

已知的有向图的情形下．Ａｌｌｅｎ等人
［３４］将概率图模

型推广到随机变量服从泊松分布的无向图模型———

泊松无向图模型，并且利用邻域选择方法对其进行

稀疏化学习，将问题转化为犘个独立且易于求解的

犔１范数罚对数线性模型问题．Ｙａｎｇ等人
［３５］将概率

图模型推广到随机变量服从指数分布族的情形，并

将该概率图模型称作基于广义线性模型的概率图模

型，然后利用邻域选择法对其进行稀疏化学习．Ｈｉｌｌ

等人①还利用犔１范数罚同时实现基于模型的聚类

和概率图模型结构的稀疏化学习．Ｍａｕｒｙａ
［３６］在犔１

范数罚的基础上增加了一项迹范数罚（ｔｒａｃｅｎｏｒｍ

ｐｅｎａｌｔｙ）狋狉（Θ），该罚函数的含义为矩阵Θ的全部特

征值之和，叠加该罚函数后的学习效果（例如稀疏性

和误差方面）往往比单纯利用犔１范数罚要好．

２．１．６　小结与分析

利用犔１范数罚可以实现对概率图模型结构和

参数的同时学习，因此自从基于高斯无向图模型的

朴素图套索被提出后，该方法迅速被推广到大量其

他概率图模型的稀疏化学习中．但仅利用简单的犔１

范数罚对概率图模型进行稀疏化学习往往是不够

的，犔１范数罚的估计有偏，并且很多时候概率图模

型中随机变量之间往往具有某种复杂的结构，学习

该类复杂结构需要结构化的罚函数，简单的犔１范数

罚无法处理，上述缺点都有待于改进，这也是本文后

面几节所述的核心内容．最后必须指出，犔１范数罚

是非凸的犔０范数罚的凸放松形式，由于犔０范数罚构

成的优化问题难以求解，所以才对其进行凸放松得

到犔１范数罚，但犔０范数罚能够得到比犔１范数罚更

稀疏的模型，因此最近又有学者［３７３８］重新提出利用

犔０范数罚图模型进行稀疏化学习且均给出了求解

非凸犔０范数正则化问题的有效求解算法．

２２　概率图模型的无偏稀疏化学习

２．２．１　ＳＣＡＤ图套索

ＳＣＡＤ罚为Ｆａｎ等人
［３９］提出的非凸罚，其具有

估计无偏性．为了实现无偏估计，将朴素图套索中的

犔１范数罚替换为ＳＣＡＤ罚便得到具有稀疏性和无

偏估计性的ＳＣＡＤ图套索
［１４１５］．已知式（１），ＳＣＡＤ

图套索要求解的问题为

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－∑
犘

犻＝１
∑
犘

犼＝１

狆λ，犪（Θ犻犼 ）

（５）

其中Θ犻犼为矩阵Θ 中的第犻行第犼列的元素，ＳＣＡＤ

罚为

狆λ，犪（θ ）＝λ犐（θ λ）＋
（犪λ－ θ ）＋
（犪－１）λ

犐（θ ＞λ｛ ｝）
（６）

其中λ０，犪＞２，犐（·）为指示函数．当犪＝∞时，

ＳＣＡＤ罚就退化为犔１范数罚，此时ＳＣＡＤ图套索也

就退化为朴素图套索．另外，Ａｂｅｇａｚ等人
［４０］还将

ＳＣＡＤ罚应用于时间序列链图模型（ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ

ｃｈａｉｎｇｒａｐｈｉｃａｌｍｏｄｅｌｓ）的稀疏化学习中．

２．２．２　自适应图套索

除了ＳＣＡＤ图套索外，自适应图套索
［１５］是另外

一种具有无偏估计特点的图套索，已知式（１），自适

应图套索要求解的问题为

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－λ∑
犘

犻＝１
∑
犘

犼＝１

ω犻犼 Θ犻犼 （７）

其中λ０，犘 为随机变量个数，ω犻犼＝１／Θ
～

犻犼
γ为权

重，γ＞０，Θ
～

犻犼为已知的矩阵Θ
～
中第犻行第犼列的元

素．当犘＜犖 时令Θ
～
为样本协方差矩阵的逆矩阵，

当犘犖 时令Θ
～
为朴素图套索的解．自适应图套索

模型求解本质上分为两步：（１）求得样本协方差矩
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阵或朴素图套索的解Θ
～
；（２）利用第（１）步中得到的

Θ
～
确定权重ω犻犼＝１／Θ

～

犻犼
γ，然后求解式（７）．自适应

图套索对于矩阵Θ
～
中较大的元素值Θ

～

犻犼给其分配小

的权重，对于矩阵Θ
～
中较小的元素值Θ

～

犻犼给其分配

大的权重，从而减小对于无向概率图模型中重要边

的惩罚，加大对于不重要边的惩罚，最终实现无偏估

计．另外，Ｐｅｔｅｒｓｏｎ等人
［４１］还利用自适应图套索对

代谢网络（ｍｅｔａｂｏｌｉｃｎｅｔｗｏｒｋｓ）进行稀疏化学习．

２．２．３　贝叶斯无偏图套索

与朴素图套索类似，自适应图套索也具有贝叶

斯理论中的形式，其可以被表示为先验信息下的层

次后验估计形式，其中精度矩阵中非对角元素的罚

函数部分对应于后验估计中的拉普拉斯先验分布，

对角元素部分对应指数先验分布，该层次后验估计

形式被称作贝叶斯自适应图套索［１６］．与自适应图套

索类似，贝叶斯自适应图套索在其先验分布中给精

度矩阵的不同元素分配不同的权重，因而贝叶斯自

适应图套索可实现无偏估计．Ｗｏｎｇ等人
［１７］也引入

了一个层次贝叶斯模型来对高斯图模型进行稀疏化

学习，但他们将拉普拉斯先验替换为Ｊｅｆｆｒｅｙｓ先验

这种无信息先验分布（ｎｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｖｅｐｒｉｏｒｄｉｓｔｒｉ

ｂｕｔｉｏｎ），因而避免了概率图模型稀疏化学习中需要

利用交叉验证方法选择可调参数的问题，并且指出

该层次贝叶斯模型中的后验估计式中的似然函数是

非凸的，具有估计的无偏性．Ｏｒｃｈａｒｄ等人①利用

ＧＷｉｓｈａｒｔ分布（ＧＷｉｓｈａｒｔＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）作为先验

分布，然后利用哈密顿蒙特卡罗方法（Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）进行采样学习．

２．２．４　幂法则图套索

另外，犔１范数罚不适用于无标度网络的学习．在

无标度网络中大部分节点只和少数几个节点相连，极

少数节点（中枢节点）与很多节点相连，而且无标度网

络中节点的自由度分布服从幂法则．由于犔１范数罚

对概率图模型中各个节点的惩罚程度是相同的，因

此不具有识别出中枢节点的功能，于是Ｌｉｕ等人
［１８］

将犔１范数罚替换成幂法则罚∑
犻

ｌｏｇ∑
犻≠犼

Θ犻犼＋ε（ ）犻 ，其

中ε犻为一正数，并且指出新的幂法则图套索优化问

题等价于一系列再权犔１范数正则化（ｒｅｗｅｉｇｈｔｅｄ犔１

ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ）问题，对各个节点惩罚的权重合理调

整，使得自由度高的中枢节点的惩罚权重大大减小，

从而促使中枢节点的出现．

２．２．５　小结与分析

式（３）中的朴素图套索采用了犔１范数罚，虽然

具有稀疏性，但是其得到的解是有偏估计．犔１范数

罚导致有偏估计的原因为其对精度矩阵中的每个元

素施加同等程度的罚，不具有对重要元素施加较小

程度的罚而对非重要元素施加较大程度罚的自适应

特性，针对该缺点而进行改善的方法大都从调整不

同元素被惩罚的程度大小入手，例如本节所述的

ＳＣＡＤ图套索、自适应图套索、贝叶斯无偏图套索和

幂法则图套索．

２３　概率图模型的结构稀疏化学习

２．３．１　犔狇，１范数组结构图套索

犔狇，１范数组结构图套索有两种，一种为犔∞，１范

数组结构图套索［１９］，另一种为犔２，１范数组结构图套

索［２０］．已知式（１），犔∞，１范数组结构图套索要求解的

问题为

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－

λ∑
犿

犵＝１

ｍａｘ｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝ （８）

其中∑
犿

犵＝１

ｍａｘ｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝为犔∞，１范数罚，表

示先对分组犌犵中的元素进行犔∞范数运算，然后再

横跨全部组进行犔１范数运算．已知式（１），犔２，１范数

组结构图套索为

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－

∑
犿

犵＝１

｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝２ （９）

其中∑
犿

犵＝１

｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝２为犔２，１范数罚，表示

先对分组犌犵中的元素进行犔２范数运算，然后再横

跨全部组进行犔１范数运算．犔狇，１范数组结构图套索

的提出是因为有时希望概率图模型中某些边作为一

个整体同时存在或者同时消失，故组结构图套索需

要事先人为将精度矩阵Θ 中的全部元素分为犿 个

组｛犌１，…，犌犿｝，导致犔狇，１范数组结构图套索具有令

精度矩阵中元素成组地进行稀疏的效果．Ｃｈｅｎｇ

等人②和Ｌｅｅ等人③将犔狇，１范数组结构图套索应用

到既有随机变量服从连续分布又有随机变量服从

离散分布的混合概率图模型中进行结构稀疏化

学习．
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２．３．２　犔犉，１范数组结构图套索

假设概率图模型中每个节点都为多属性节点，即

每个节点对应的是一个多维随机向量而不是单个随

机变量，则犔犉，１范数组结构图套索
［２１］要求解的问题为

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－λ∑
犪，犫

Θ犪犫 犉（１０）

其中Θ犪犫表示多属性节点犪和多属性节点犫在密度

矩阵中对应的元素块，罚函数∑
犪，犫

Θ犪犫 犉表示对元素

块先进行犉 范数（Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数）运算，再横跨全

部元素块进行犔１范数运算，其作用为实现精度矩阵

的块稀疏化（即组稀疏化）．犔犉，１范数组结构图套

索背后的原理为：由于两个多属性节点之间是否相

互独立等价于其偏典型相关系数（ｐａｒｔｉａｌｃａｎｏｎｉｃａｌ

ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）是否为零，而偏典型相关系数是否为零

又等价于两多属性节点在精度矩阵中对应的元素块

是否为零，故基于多属性节点的概率图模型的稀疏

化学习问题等价于精度矩阵的块稀疏化学习问题．

２．３．３　双稀疏图套索

Ｈｏｎｏｒｉｏ等人
［２２］提出了边和节点同时稀疏的

双稀疏图套索，双稀疏图套索在假设无向概率图模

型中边存在稀疏现象的同时还假设无向概率图模型

中只有一小部分的节点与其他节点存在相互依赖的

关系（存在边相连），而大部分节点都是孤立的，即大

部分节点与其他全部节点都不存在相互依赖关系

（没有边相连）．对于孤立的节点来说，其在精度矩阵

Θ中对应的行和列中的元素除对角元素非零外其他

非对角元素全部都为０，例如如图２（ａ）所示，假设某

无向概率图模型有４个节点狀１、狀２、狀３和狀４，其中节

点狀２与其他３个节点狀１、狀３和狀４之间都不存在边相

连，则对应的精度矩阵如图２（ｂ）所示，其中×表示

对应位置的元素非零，０表示对应位置的元素为零．

已知式（１），双稀疏图套索要求解的问题为

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－λ１ Θ １－λ２ Θ １，狇

（１１）

其中λ１０，λ２０，犛为样本协方差矩阵，且

Θ １，狇＝∑
犘

犻＝１

Θ犻１，…，Θ犻，犻－１，Θ犻，犻＋１，…，Θ犻犘 狇 （１２）

图２　节点稀疏示意

犔１范数罚 Θ １的作用为实现边的稀疏，Θ １，狇表示

对精度矩阵Θ 中第犻行中除对角线元素外其他全部

非对角线元素组成的向量进行犔狇范数运算，其作用

为产生孤立的节点，即实现节点的稀疏．显然，若令

式（１１）中的λ１＝０，则可以得到双稀疏图套索的一

种特殊情况：只使得节点稀疏的图套索；而若令

式（１１）中的λ２＝０，则可以得到双稀疏图套索的另

一种特殊情况：只使得边稀疏的图套索，即２．１节中

的朴素图套索．必须指出，节点稀疏图套索在本质上

就是将与某节点相连的所有边作为一个组并且令该

组中的全部边同时存在或同时消失，因此节点稀疏

图套索是组结构图套索的一种特殊形式．

２．３．４　局部共性图套索

在有些情形下，概率图模型中相邻的节点之间

往往具有某种共性，因而在对其进行稀疏化学习时

也希望保留相邻节点之间的这种共性，Ｈｏｎｏｒｉｏ等

人［２３］针对该问题提出对精度矩阵中相邻元素之差

进行惩罚以学习出概率图模型中局部存在的共性，

再叠加犔１范数罚实现稀疏性．本文将该方法称作局

部共性图套索，已知式（１），局部共性图套索要求解

的问题为

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－

λ１ Θ １－λ２ 犇Θ １ （１３）

其中λ１＞０，λ２＞０，而

犇Θ＝犑（犇）（犇Θ） （１４）

其中“”运算表示矩阵之间对应元素的相乘即

（犃犅）犻犼＝犪犻犼犫犻犼．犑（犇）为对矩阵犇 的Ｉｖｅｒｓｏｎ括号

算子，例如对于犇中位于第犻行犼列的元素来说其

Ｉｖｅｒｓｏｎ括号算子为犑犻犼（犇）＝［犱犻犼＝０］，该括号算子

具体含义为当矩阵犇中的元素犱犻犼＝０时则犑（犇）中

元素犑犻犼（犇）＝１，否则犑犻犼（犇）＝０．矩阵犇的构造方

法为：（１）若概率图模型中节点犿与节点狀相邻，则

令矩阵犇第犻行中犱犻犿＝１和犱犻狀＝－１，同时令第犻

行中其他元素全部为０；（２）将第（１）步中的方法遍

历全部相邻的节点，填满整个矩阵犇．该方法实际上

是对精度矩阵中相邻元素之差进行惩罚，能够在实

现稀疏化学习的同时揭示出概率图模型中相邻节点

之间的共性．

２．３．５　小结与分析

将稀疏化学习应用到概率图模型的学习中已经

是某种意义上的结构稀疏化（图结构稀疏化），进一

步地，若在图模型的稀疏化学习中边或节点在被置

零时又具有某种结构化的特点，则称该问题为概率
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图模型的结构稀疏化学习．概率图模型的结构稀疏

化学习大都采用结构化的罚函数，结构化的罚函数

是结构稀疏化学习的本质，其原理为事先假设对象

具有某种稀疏化结构，然后将该稀疏化结构作为先

验信息来构造稀疏化罚函数，进而进行结构稀疏化

学习．结构稀疏化近年来一直是研究的热点，譬如近

年提出的组套索（ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ）
［４２］、组之间元素重

叠的组套索（ｏｖｅｒｌａｐＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ）
［４３］和树结构组

套索（ｔｒｅｅｇｕｉｄｅｄＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ）
［４４４５］等，但这些结

构稀疏化的模型都是针对回归模型的，并不涉及概

率图模型的结构稀疏化学习，未来将重叠组结构等

其他结构化的罚函数引入到概率图模型的稀疏化学

习中是非常有前景的研究方向．

２４　概率图模型的多任务稀疏化学习

假设有犓 个无向概率图模型犡
（１），…，犡

（犓）
∈

犚犖犽×犘，其中犖犽为关于第犽个无向概率图模型犡
（犽）

的样本数，犘为随机变量数．令Θ
（犽）＝Σ

－１
犽 代表第犽

个无向概率图模型犡
（犽）的协方差矩阵的逆矩阵，

Θ^
（１），…，Θ^

（犓）代表对Σ
－１
１ ，…，Σ

－１
犓 的估计值，其中

犽＝１，…，犓．假设全部样本都是相互独立的，且同

一个无向概率图模型对应的全部样本是独立同分

布的：

狓
（犽）
１
，…，狓

（犽）

犖犽
～犖（μ犽，Σ犽） （１５）

且假设μ犽＝０，第犚个无向概率图模型犡
（犽）的样本

协方差矩阵为珔犛
（犽），令｛Θ｝＝｛Θ

（１），…，Θ
（犓）｝，其中

Θ
（１），…，Θ

（犓）是正定矩阵，下面在上述符号定义的

基础上介绍各种多任务图套索．

２．４．１　多任务两两融合图套索

多任务两两融合图套索［２４］的罚函数为犔１范数

罚和两两融合罚［４６４７］（ｐａｉｒｗｉｓｅｆｕｓｅｄｐｅｎａｌｔｙ）的组

合，已知式（１５），多任务两两融合图套索要求解的问

题为

｛Θ^｝＝ ａｒｇｍａｘ
Θ
（１），…，Θ

（犓）


｛
０
∑
犓

犽＝１

犖犽［ｌｏｇΘ
（犽） －狋狉（犛

（犽）
Θ
（犽））－

λ１Φ１（Θ
（犽）
犻犼 ）－λ２Φ２（Θ

（犽
１
）

犻犼 －Θ
（犽
２
）

犻犼 ｝）］ （１６）

其中λ１＞０，λ２＞０，且

Φ１（Θ
（犽）
犻犼 ）＝∑

犓

犽＝１
∑
犘

犼＝２
∑
犘－１

犻＝１

Θ
（犽）
犻犼 （１７）

为横跨犓 个精度矩阵的犔１范数罚，其作用为实现

稀疏解，另一项

Φ２（Θ
（犽
１
）

犻犼 －Θ
（犽
２
）

犻犼
）＝∑

犓

犽
２＝２
∑
犓－１

犽
１＝１
∑
犘

犼＝２
∑
犘－１

犻＝１

Θ
（犽
１
）

犻犼 －Θ
（犽
２
）

犻犼
（１８）

为两两融合罚，能够使得不同数据集对应的精度矩

阵Θ^
（犽）＝Σ

－１
犽 具有类似的稀疏结构，即促使不同数

据集对应的精度矩阵 Θ^
（犽）＝Σ

－１
犽 的零元素出现在同

一位置．

２．４．２　多任务有序融合图套索

Ｙａｎｇ等人（见本文第２页脚注①）利用有序融

合罚对多个概率图模型进行多任务稀疏化学习，与

多任务两两融合图套索不同，他们假设多个概率图

模型之间是有序的，只对相邻的图模型施加有序融

合罚［４８］（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｆｕｓｅｄｐｅｎａｌｔｙ）．已知式（１５），多

任务有序融合图套索要求解的问题为

｛Θ^｝＝ ａｒｇｍａｘ
Θ
（１），…，Θ

（犓）


｛
０
∑
犓

犽＝１

犖犽［ｌｏｇΘ
（犽） －狋狉（犛

（犽）
Θ
（犽））－

λ１Φ１（Θ
（犽）
犻犼 ）－λ２Φ２（Θ

（犽＋１）
犻犼 －Θ

（犽）
犻犼 ｝）］ （１９）

其中λ１＞０，λ２＞０，且

Φ１（Θ
（犽）
犻犼 ）＝∑

犓

犽＝１
∑
犘

犼＝２
∑
犘－１

犻＝１

Θ
（犽）
犻犼 （２０）

为横跨犓 个精度矩阵的犔１范数罚，其作用为实现

稀疏解；另一项

Φ２（Θ
（犽＋１）
犻犼 －Θ

（犽）
犻犼 ）＝∑

犓－１

犽＝１
∑
犘

犼＝２
∑
犘－１

犻＝１

Θ
（犽＋１）
犻犼 －Θ

（犽）
犻犼 （２１）

为有序融合罚，其作用为促使相邻的概率图模型

结构一致．另外，Ｚｈａｎｇ等人①也利用有序融合罚对

概率图模型进行多任务稀疏学习，在对照实验

（ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ）中，当某些实验条件变化

时图模型的结构也会发生变化，Ｚｈａｎｇ等人利用犔１

范数罚叠加有序融合罚来对概率图模型的结构变化

进行稀疏化学习，其中犔１范数罚实现模型稀疏化学

习，有序融合罚抑制噪声带来的结构和参数的不一

致性，使得两次不同实验条件下的两个图模型的结

构和参数平坦变化．

２．４．３　多任务组结构图套索

多任务组结构图套索为犔１范数罚与犔狇，１范数

罚的组合，已知式（１５），多任务组结构图套索要求解

的问题为

｛Θ^｝＝ ａｒｇｍａｘ
Θ
（１），…，Θ

（犓）


｛
０
∑
犓

犽＝１

犖犽（ｌｏｇΘ
（犽） －狋狉（犛

（犽）
Θ
（犽））－

λ１∑
犓

犽＝１

Θ
（犽）

１－λ２ Θ 狇，１ ｝） （２２）

其中λ１＞０，λ２＞０，∑
犓

犽＝１

Θ
（犽）

１为横跨犓 个精度矩阵

的犔１范数罚，其作用为实现稀疏解；当 Θ 狇，１为犔２，１

范数罚 Θ ２，１＝∑
犘

犼＝２
∑
犘－１

犻＝１
∑
犓

犽＝１

Θ
（犽）
２

犻槡 犼 时，式（２２）为犔２，１
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范数罚多任务组结构图套索［２４］；当 Θ 狇，１为犔∞，１范

数罚 Θ ∞，１＝∑
犘

犼＝２
∑
犘－１

犻＝１

ｍａｘ
犽∈｛１，…，犓｝

Θ
（犽）
犻犼 时，式（２２）为

犔∞，１范数罚多任务组结构图套索
［２４２５］．犔２，１范数罚

和犔∞，１范数罚能促使不同概率图模型对应的精度

矩阵Θ^
（犽）＝Σ

－１
犽 具有类似的稀疏结构．

此外，Ｇｕｏ等人
［４９］针对概率图模型的多任务

学习提出了一种具有两层结构的罚函数λ１∑
犻≠犼

θ犻犼＋

λ２∑
犻≠犼
∑
犓

犽＝１

γ
（犽）
犻犼 ，他们令精度矩阵中的元素Θ

（犽）
犻犼 ＝

θ犻犼γ
（犽）
犻犼 ，其中犻≠犼且犻，犼∈｛１，…，犘｝，犽＝１，…，犓．该

罚函数相当于在两层水平上进行稀疏学习：θ犻犼若非

零（为零）则全部犓 个概率图模型中的节点犻与犼之

间均存在（不存在）一条边，此为第一层水平上的稀

疏学习；在θ犻犼非零的前提下，γ
（犽）
犻犼 为零（非零）表示第

犽个概率图模型的节点犻与犼之间存在（不存在）一

条边，此为第二层水平上的稀疏学习．显然，θ犻犼的作

用为促使各概率图模型间具有类似的结构，而γ
（犽）
犻犼

的作用为促使各概率图模型在某种程度上还具有自

己独有的特性．另外还有研究指向一种较为特殊的

多任务稀疏化学习问题———随机变量所服从的概率

分布随时间变化的概率图模型的多任务稀疏化学习

问题［５０５２］．

２．４．４　小结与分析

概率图模型的多任务稀疏化学习方法主要采用

两种罚函数：一种为融合罚，包括两两融合罚和有序

融合罚，前者对全部元素两两之间的差的绝对值都

进行惩罚，而后者则假设元素是有序的，只对前后相

邻的两个元素之差的绝对值进行惩罚；另一种为

犔１，狇范数罚，包括犔２，１范数罚和犔∞，１范数罚．当有多

个结构上具有某种共性的概率图模型需要进行稀疏

化学习时，若对这些概率图模型分别独立进行稀疏

化学习则无法揭示其内在的联系，所以必须对这些

概率图模型联合进行稀疏化学习以揭示出其内在共

性，此即图模型的多任务稀疏化学习．

３　概率图模型的稀疏化学习中常用的

求解算法

概率图模型稀疏化学习本质上是一个最优化问

题，该最优化问题由两部分组成：似然函数和正则化

项，不同概率图模型的稀疏化学习对应的优化问题

的求解算法不同，各求解算法适用的条件也不尽相

同，如表１所示．

表１　概率图模型的各稀疏化学习方法比较

稀疏化学习方法 各自特点 比较

犔１范数罚稀疏化

学习

高斯无向图图套索
使用了犔１范数罚，适用于马尔可夫网络的稀疏化学习，是最

早被提出的概率图模型稀疏化学习方法

部分随机变量不可观图套索
使用了犔１范数罚，适用于某些随机变量不可观测的图模型

的稀疏化学习，本质为矩阵的低秩稀疏分解

有向无环图图套索

使用了犔１范数罚，适用于因果贝叶斯网络的稀疏化学习，其

中因果方向的学习需要采用实验干预法才能实现，否则只能

学习出有向无环图的骨架

伊辛模型图套索
使用了犔１范数罚，适用于伊辛模型的稀疏化学习，本质为求

解犘个独立的犔１范数罚逻辑斯蒂回归问题

该四类方法均利用了

犔１范数罚作为正则化

项对不同情形下的概

率图模型进行稀疏化

学习，由于犔１范数罚有

偏估计的特点，故其缺

点均为关于精度矩阵

的有偏估计

无偏稀疏化学习

ＳＣＡＤ图套索 通过使用无偏ＳＣＡＤ罚实现无偏稀疏化学习

自适应图套索
使用了自适应的犔１范数罚，本质为两步的估计，通过第２步

对第１步中的权重进行合理调整实现无偏的稀疏化学习

贝叶斯自适应图套索
贝叶斯框架下的两步估计，通过第２步对第１步中的权重进

行合理调整实现无偏稀疏学习

幂法则图套索

使用了幂法则罚，对各个节点惩罚的权重合理调整，使得自

由度高的中枢节点的惩罚权重大大减小，从而促使中枢节点

的出现

该四类方法均具有无

偏估计的优点，其原理

均为从调整精度矩阵

中各个元素被惩罚的

权重大小方面入手，从

而大大地降低了有偏

估计的程度

结构稀疏化学习

犔狇，１范数组结构图套索
使用了犔狇，１范数罚，以组结构为先验信息，使得精度矩阵中

的元素具有组稀疏化特点

犔犉，１范数组结构图套索
使用了犔犉，１范数罚，以组结构为先验信息，使得精度矩阵中

的元素具有组稀疏化特点

双稀疏图套索
同时使用了犔狇，１范数罚和犔１范数罚，将与某节点相连的全

部边划分为同一个分组，能够使得节点和边同时稀疏

局部共性图套索
本质为对精度矩阵中相邻元素之差进行惩罚，揭示出相邻节

点的共性

该四类方法均以精度

矩阵中的元素具有某

种已知结构作为先验

信息，将该先验信息引

入罚函数中，从而实现

概率图模型的结构化

的稀疏化学习
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（续　表）

稀疏化学习方法 各自特点 比较

多任务稀疏化

学习

多任务两两融合图套索

同时使用了两两融合罚和犔１范数罚，两两融合罚对全部元

素两两之间的差的绝对值都进行惩罚从而促使不同概率图

模型对应的精度矩阵具有类似的稀疏结构

多任务有序融合图套索

同时使用了有序融合罚和犔１范数罚，有序融合罚对前后相

邻的两个元素之差的绝对值进行惩罚从而促使前后相邻的

概率图模型对应的精度矩阵具有类似的稀疏结构

多任务组结构图套索
同时使用了犔狇，１范数罚和犔１范数罚，犔狇，１范数罚促使不同概

率图模型对应的精度矩阵具有类似的稀疏结构

该三类方法均对多个

概率图模型同时进行

稀疏化学习，在利用犔１
范数罚实现稀疏化学

习的同时利用两两融

合罚、有 序 融 合 罚 和

犔狇，１范数罚揭示出不同

概率图模型之间存在

的共性

高斯无向图图套索是第一种被提出的概率图

模型的稀疏化学习方法，因此研究其求解算法的

文献较多，其求解算法有组坐标下降方法［５，５３５４］

（ＢｌｏｃｋＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＤｅｓｃｅｎｔＭｅｔｈｏｄ）、非精确内点

算法［５５］（ＩｎｅｘａｃｔＩｎｔｅｒｉｏｒＰｏｉｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＩＩＰＭ）、投

影子梯度方法［２１］（ＰｒｏｊｅｃｔｅｄＳｕｂｇｒａｄｉｅｎｔＭｅｔｈｏｄ）、

贪心坐标上升算法［５６］（ＧｒｅｅｄｙＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＡｓｃｅｎｔ

Ａｐｐｒｏａｃｈ）、交替线性化方法
［５７］（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＬｉｎ

ｅａｒｉｚａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｓ）和二次近似算法
［５８］（Ｑｕａｄｒａｔｉｃ

Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）．高斯无向图图套索对应的优化问题

实际上是一个对数行列式半定规划问题（ｌｏｇｄｅｔｅｒｍｉ

ｎａｎｔＳｅｍｉｄｅｆｉｎｉｔｅＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍｓ，ｌｏｇｄｅｔ

ＳＤＰ），但由于该问题往往是高维甚至超高维的，

因此传统的半定规划求解算法（如 ＳＤＰＴ３
［５９］和

ＳｅＤｕＭｉ
［６０］）并不适用．针对该问题，文献［５５］给出了

一种非精确内点算法（ＩｎｅｘａｃｔＩｎｔｅｒｉｏｒＰｏｉｎｔＭｅｔｈｏｄ，

ＩＩＰＭ）来求解该半定规划问题，该非精确内点算法

在确定搜索方向时为了减少算法的空间复杂性和时

间复杂性，通过非精确方式（数值迭代）求得搜索方

向的近似替代公式，因此该非精确内点算法非常适

用于处理高维的概率图模型稀疏化学习问题．Ｄｕｃｈｉ

等人［２０］将高斯无向图图套索的优化问题进行对偶

变换，然后利用投影子梯度法求解其对偶问题．组坐

标下降算法的前身是坐标下降算法，该算法在求解

优化问题时每次只涉及单个坐标块，同时令其余全部

坐标块保持不变，因此大大简化了优化问题．文献［５］

中利用组坐标下降算法求解概率图模型稀疏化学习

对应的优化问题时，每次更新精度矩阵中的第犻行

和第犻列（精度矩阵为对称矩阵，其第犻行和第犻列

中元素相同），即固定精度矩阵中的其他全部元素的

同时，只关于精度矩阵中的第犻行和第犻列求解优

化问题．显然，该方法将复杂的多维优化问题转化为

容易求解的低维优化问题，文献［５］中给出的求解高

斯无向概率图模型的稀疏化学习对应的优化问题的

算法中，将多维优化问题转化为每次求解一个犔１正

则化问题，可以直接利用套索（Ｌａｓｓｏ）的各种高效解

法（例如最小角回归算法）来求解该犔１正则化问题．

但值得注意的是该方法得到的精度矩阵可能不是对

称的，尤其在正则化参数被选定为较小的数值时非

对称性更加明显［５５］，而精度矩阵的非对称性会造成

负的特征值，给后续应用主成分分析等分析方法造

成了困难．因此，文献［６１］中给出了解决精度矩阵非

对称问题的方法，例如可以根据得到的精度矩阵的

上三角部分转置后作为下三角部分，同时上三角部

分保持不变，从而把非对称精度矩阵转化为对称精

度矩阵．（块）坐标下降算法是求解概率图模型稀疏

化学习对应的优化问题的最广泛的解法，文献［６２］

中还利用组坐标下降算法对协方差矩阵而不是其逆

矩阵进行稀疏学习．Ｓｃｈｅｉｎｂｅｒｇ等人
［５６］提出一种贪

心坐标上升算法，该算法直接对高斯无向图图套索

的优化问题求解，不像Ｆｒｉｅｄｍａｎ等人
［５］的组坐标下

降算法和Ｄｕｃｈｉ等人
［２０］的投影子梯度算法等算法

那样求解其对偶优化问题；另外，该算法在每次迭代

中只关于精度矩阵中的一个对角元素或两个对称的

非对角元素求解优化问题，不像Ｆｒｉｅｄｍａｎ等人的组

坐标下降算法那样每次迭代时关于精度矩阵中对称

的一行和一列求解优化问题．交替方向乘子法
［６３］也

是求解图套索问题的一种重要算法，其一般要求解

的优化问题形式为

ｍｉｎ犳（狓）＋犵（狕） （２３ａ）

ｓ．ｔ．犃狓＋犅狕＝犮 （２３ｂ）

其中狓∈犚
狀，狕∈犚

犿，犃∈犚
狇×狀，犅∈犚

狇×犿，犮∈犚
狇，写出

其增广拉格朗日函数为

犔ρ（狓，狕，狔）＝犳（狓）＋犵（狕）＋狔
Ｔ（犃狓＋犅狕－犮）＋

ρ
２
犃狓＋犅狔－犮

２

２
（２４）

因此其求解步骤一般如下：

狓犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
狓
犔ρ（狓，狕

犽，狔
犽） （２５）

狕犽＋１＝ａｒｇｍｉｎ
狕
犔ρ（狓

犽＋１，狕，狔
犽） （２６）

狔
犽＋１＝狔

犽＋ρ（犃狓
犽＋１＋犅狕犽＋１－犮） （２７）

其中ρ＞０．Ｓｃｈｅｉｎｂｅｒｇ等人
［５７］提出一种交替线性

化方法，该方法实际上是一种交替方向乘子法的改

进方法，与交替方向乘子法的不同之处在于该方法

在每次迭代时都在当前点处将函数犵（狕）替换为一
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个一阶线性项与另一近似项之和，而且每次迭代时

求解的子问题都具有显式解．Ｈｓｉｅｈ等人
［５８］提出一

种二次近似（ＱｕａｄｒａｔｉｃＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）算法，该方

法同时结合了二次近似、牛顿方法和坐标下降的思

想，其首先利用二阶泰勒展开公式对原优化问题的

目标函数进行二次近似，然后利用坐标下降方法和

Ａｒｍｉｊｏ规则分别得到牛顿下降方向和步长，故该方

法为二阶方法，而且具有超线性收敛（ｓｕｐｅｒｌｉｎｅａｒｌｙ

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ）的特点．

其他概率图模型稀疏化学习对应的优化问题的

求解算法如下所述．Ｙｅ等人①利用划分Ｂｒｅｇｍａｎ方

法（ＳｐｌｉｔＢｒｅｇｍａｎＭｅｔｈｏｄ）
［６４］求解部分变量不可观

图套索，该方法通过引入辅助变量解决部分变量不

可观图套索的目标函数中变量不可分离的问题，并

且收敛速度快．Ｌｉｕ等人
［１８］将幂法则图套索对应的

优化问题等价地转化为一系列再权犔１范数正则化

（ｒｅｗｅｉｇｈｔｅｄ犔１ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ）问题，然后利用 ＭＭ

算法［６５］（ＭａｊｏｒｉｚｅＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ）求解该

问题，该方法用求解一系列近似子问题来逼近原目

标优化问题．Ｙａｎｇ等人（见本文第２页脚注①）利用

谱投影梯度法［６６］求解多任务有序融合图套索，谱投

影梯度法是对投影梯度算法的改进，主要用于克服

前者收敛速度慢的缺点．投影梯度算法存在两方面

的问题：一是每次选择最速下降方向会导致收敛速

度变慢；二是投影步骤的计算复杂度过高．谱投影梯

度法在迭代过程中采用非单调线搜索技术，不要求

每次迭代后目标函数值都下降，只要求在规定的最

近某些次迭代目标函数下降即可，并且结合谱梯度

法的ＢａｒｚｉｌａｉＢｏｒｗｅｉｎ步长来选择谱投影梯度法在

迭代过程中的步长．谱投影梯度法适用于投影步骤

计算高效的情形，因此投影步骤的计算方法非常关

键．文献中已有的概率图模型的稀疏化学习对应的

优化问题的求解算法如表２所示，值得指出的是

ＳＣＡＤ图套索在应用组坐标下降算法前需要对其目

标函数中的ＳＣＡＤ 罚函数进行局部线性近似
［６７］

（ＬｏｃａｌＬｉｎｅａｒＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＬＬＡ），具体说来就

是在已知点狑０将ＳＣＡＤ罚函数狆λ，犪（狑 ）用如下

的近似表达式表示：

狆λ，犪（狑 ）≈狆λ，犪（狑０ ）＋狆′λ，犪（狑０ ）（狑 － 狑０ ）

（２８）

其中狆′λ，犪（狑）＝


狑
狆λ，犪（狑）．另外，贝叶斯自适应图

套索的求解需要利用吉布斯抽样（Ｇｉｂｂｓｓａｍｐｌｉｎｇ）

方法，文献［２４］中利用交替方向乘子法求解多任务

两两融合图套索和多任务组结构图套索，而犔∞，１范

数组结构图套索的求解算法利用了投影子梯度

法［２０］，文献［１１］中利用组坐标下降算法求解有向无

环图图套索．值得指出的是，伊辛模型图套索的求解

利用了邻域选择方法［２６］（ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｓｅｌｅｃｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄ），该方法在对伊辛模型稀疏化学习时依次

将每个随机变量作为输出变量而其余全部随机变量

作为自变量，即转化为利用套索求解关于一系列回

归模型的变量选择问题．各算法的特点如表３所示．

表２　文献中提出的对概率图模型稀疏化学习的求解算法

稀疏化学习方法 求解算法

高斯无向图图套索

组坐标下降算法，非精确内点算法，

投影子梯度算法，贪心坐标上升算

法，交替线性化方法，二次近似算法

部分随机变量不可观图套索 划分Ｂｒｅｇｍａｎ方法

有向无环图图套索 组坐标下降算法

伊辛模型图套索 邻域选择方法

ＳＣＡＤ图套索 局部线性近似＋组坐标下降算法

自适应图套索 组坐标下降算法

贝叶斯自适应图套索 吉布斯抽样（Ｇｉｂｂｓｓａｍｐｌｉｎｇ）方法

幂法则图套索 ＭＭ算法

犔∞，１范数组结构图套索 投影子梯度法

犔犉，１范数组结构图套索 组坐标下降算法

双稀疏图套索 组坐标下降算法

局部共性图套索 组坐标下降算法

多任务两两融合图套索 交替方向乘子法

多任务有序融合图套索 谱投影梯度法

多任务组结构图套索 交替方向乘子法，组坐标下降算法

表３　概率图模型稀疏化学习的求解算法的特点

算法 特点

组坐标下降算法
要求目标函数变量块可分离或具有显式解，

要求子问题的求解复杂性尽可能低

非精确内点算法
通过非精确方式（数值迭代）求得搜索方向

的近似替代公式，适用于处理高维情形

投影子梯度法
整个算法的高效与否依赖于投影步骤的计

算复杂度

贪心坐标上升算法
求解原优化问题，每次迭代只涉及一个对角

元素或两个对称的非对角元素

二次近似算法
利用二阶泰勒展开公式对原优化问题的目标

函数进行二次近似，具有超线性收敛的特点

交替方向乘子法 要求分解子问题的求解复杂性低

交替线性化方法
是交替方向乘子法的改进形式，其特点同于

交替方向乘子法

吉布斯抽样方法 对于高维问题来说算法复杂度过高

ＭＭ算法

能够求解等式和不等式约束优化问题，可把

非可微问题转化为可微问题，可对模型参数

进行分离单独求解，缺点是多步迭代，需要

近似子问题算法复杂性尽可能低

划分Ｂｒｅｇｍａｎ方法
通过引入辅助变量解决变量不可分离的问

题，收敛速度快

谱投影梯度法
克服了投影梯度收敛速度慢的缺点，但整个算

法的高效与否依赖于投影步骤的计算复杂度
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文献［５８］中对求解高斯无向图图模型的各种算

法进行了比较：（１）实验数据为人工产生的链图，其

精度矩阵为：非对角元素为Θ犻，犻－１＝０．５且对角元素

为Θ犻，犻＝１．２５．设定算法迭代的停止条件为ε＝１０
－６

且可调参数λ＝０．４时的实验结果如表４所示，其中

犘表示随机变量个数；（２）实验数据为人工生成的

随机稀疏图（随机产生的具有一定稀疏结构的概率

图模型），设定算法迭代的停止条件为ε＝１０
－６时的

实验结果如表５所示，其中犘 表示随机变量个数．

从表４和表５可以看出，在该实验中二次近似算法

在六种算法中最快，而贪心坐标上升算法非常慢，交

替线性化方法对于本实验中生成的链图来说速度较

快而对于随机稀疏图来说速度很慢；投影子梯度方

法与组坐标下降算法速度适中，非精确内点算法比

投影子梯度方法和组坐标下降算法慢一些．表４和

表５中的“－”表示迭代时间超过３００００ｓ．

表４　求解高斯无向图图套索优化问题的算法比较（链图）

算法
耗时／ｓ

犘＝１０００ 犘＝４０００ 犘＝１００００

二次近似算法 ２．２６ ５３．５１ ９８６．６

非精确内点算法 １５１．２ ５７５４ —

投影子梯度方法 ３４．９１ １２５８ １９２５１

组坐标下降算法 ４５．１ ２１１９ —

贪心坐标上升算法 ５２０．８ — —

交替线性化方法 ４１．８５ １７３４ ２８１９０

表５　求解高斯无向图图套索优化问题的

算法比较（随机稀疏图）

算法

耗时／ｓ

犘＝１０００

λ＝０．１２λ＝０．０７５

犘＝４０００

λ＝０．０８λ＝０．０５

犘＝１００００

λ＝０．０８λ＝０．０４

二次近似

算法
１．２ ６．８７ １６０．２ ４７８．８ １１２５ ２９５１

非精确内点

算法
１１６．７ １４５．８ ８０９７ １３６５０ － －

投影子梯度

方法
５９．８９ ９１．７ ４２３２ ９５４１ － －

组坐标

下降算法
２０．４３ ６０．６１ ２５６１ ８３５６ － －

贪心坐标

上升算法
６８３．３ ４４４９ － － － －

交替线性化

方法
２８２５０ － － － － －

４　存在的问题与未来研究方向

４１　存在的问题

虽然概率图模型的稀疏化学习问题近年来得到

了广泛研究，但仍然存在大量需要研究的问题．例

如，目前概率图模型的无偏稀疏化学习只利用了无

偏的ＳＣＡＤ罚，然而还有许多种无偏罚未被考虑，

例如狆∈（０，１）时的犔狆范数罚、ＭＣＰ罚
［６８］和截断

犔１罚
［６９］．目前对概率图模型中随机变量服从负二项

分布、均匀分布和指数分布等诸多分布时的稀疏化

学习缺乏研究．概率图模型的结构稀疏化学习当前

也只涉及到组结构而并未涉及近年来新提出的重叠

组结构和树组结构．许多概率图模型的稀疏化学习

方法被陆续提出，但人们往往只是给出了一种稀疏

化学习方法，忽视了该稀疏化学习方法的统计性质

的讨论（参数估计一致性等）．在算法方面，概率图模

型对应的优化问题的求解还未考虑过具有低计算复

杂度、小的存储空间和对数据较强的适应能力的在

线学习算法．

４２　未来研究方向

４．２．１　新的无偏稀疏化学习方法

将ＳＣＡＤ罚用于无向概率图模型的稀疏化学

习中得到的ＳＣＡＤ图套索具有无偏估计的特点，未

来将狆∈（０，１）时的犔狆范数罚、ＭＣＰ罚和截断犔１罚

ρλ，γ（!）＝ｍｉｎ
γλ

２

２
，λ（ ）!

（２９）

等其他可实现无偏估计的非凸罚应用到无向概率图

模型的稀疏化学习中是否会比ＳＣＡＤ图套索的稀

疏化学习效果更好？这都是值得研究的问题．

４．２．２　将概率图模型的稀疏化学习方法在其他概

率分布上推广

目前概率图模型的稀疏化学习问题逐渐从最初

的无向高斯图模型向着有向、非参数和随机变量服

从其他分布的方向发展，该研究方向尚有大量需要

完成的工作，例如，随机变量服从均匀分布和指数

分布等诸多分布下的概率图模型的稀疏化学习问题

尚未有学者进行研究，而且将可实现无偏估计的

ＳＣＡＤ、ＭＣＰ罚和截断犔１罚应用到这些概率图模型

下进行无偏稀疏化学习的问题尤其值得研究．

４．２．３　拓展概率图模型的结构稀疏化学习

本文中所述犔狇，１范数组结构图套索对精度矩阵

中元素利用了犔２，１范数罚，双稀疏图套索对精度矩

阵中的元素施加了犔２，１范数罚和犔１范数罚，此两种

结构化的罚函数均为组之间不具有重叠元素的罚函

数，如何将具有重叠组结构的罚函数应用到概率图

模型的结构稀疏化学习中是一个有待于解决的问

题．另外，组结构图套索和双稀疏图套索由于利用了

不可实现无偏估计的犔２，１范数罚和犔１范数罚，所以

其一致性等性质不好，而利用结构化的复合非凸罚

函数则可解决该问题，复合组桥罚［７０］和复合 ＭＣ

７０６１８期 刘建伟等：概率图模型的稀疏化学习



罚［７１］是两种典型的结构化复合非凸罚函数，猜想将

该两种罚函数引入到概率图模型的结构稀疏化学习

中会解决上述问题，但遗憾的是尚无学者对该问题

进行深入研究．

４．２．４　概率图模型稀疏化学习方法的统计性质

虽然目前有很多形式的图套索被陆续提出，但

其统计性质仍然缺少理论上的论证，例如，双稀疏图

套索的一致性等统计性质有待于理论上的研究和证

明，将邻域选择方法应用到泊松图模型中进行稀疏

化学习时泊松图模型重建的一致性和模型参数估计

的一致性未被论证，局部共性图套索的模型选择一

致性未被研究，该方面仍有大量的理论工作需要

完成．

４．２．５　向在线学习领域推广

在线算法以低计算复杂度、小的存储空间和对

数据较强的适应能力而被广泛应用，目前套索的在

线算法［７２７５］和组套索［７６］的在线学习算法已经被提

出并且在实践中验证了其优势，未来图套索及其各

种变种的在线学习算法是很有意义的研究方向．

５　结　语

国内已经有学者研究稀疏学习优化问题［７７］，而

国外稀疏学习研究逐渐从单纯的无结构稀疏学习发

展到各种结构化的稀疏学习，其中概率图模型的稀

疏学习是近年来研究的热点之一．经过稀疏学习后

的概率图模型结构简单却保留了原始概率图模型的

重要结构信息，大大简化了概率图模型的结构，同时

实现了结构和参数学习，未来概率图模型的稀疏化

学习势必在机器学习等领域中发挥越来越重要的

作用．
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１１６１８期 刘建伟等：概率图模型的稀疏化学习


