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收稿日期：２０１６０１２５；在线出版日期：２０１６０９２７．刘建伟，男，１９６６年生，博士，副研究员，主要研究方向为机器学习、智能信息处理、复

杂系统的分析、预测与控制．Ｅｍａｉｌ：ｌｉｕｊｗ＠ｃｕｐ．ｅｄｕ．ｃｎ．崔立鹏，男，１９９０年生，硕士研究生，主要研究方向为机器学习．罗雄麟，男，１９６３

年生，博士，教授，主要研究领域为智能控制和复杂系统的分析、预测与控制．

结构稀疏模型

刘建伟　崔立鹏　罗雄麟
（中国石油大学（北京）自动化系　北京　１０２２４９）

摘　要　由于生物信息学、心理学诊断、计算语言与语音学、计算机视觉、门户网站、电子商务、移动互联网、物联网

中处理高维和超高维数据的需求不断涌现，迫切需要研究具有变量选择和特征降维功能的回归和分类模型，所以以

Ｌａｓｓｏ、自适应Ｌａｓｓｏ和ｅｌａｓｔｉｃｎｅｔ等为代表的稀疏模型近年来在机器学习领域中非常流行．然而，这些稀疏模型没

有考虑变量中存在的组结构、重叠组结构、双层稀疏结构、多层稀疏结构、树结构和图结构等结构化信息．结构稀疏

模型考虑了这些结构先验信息，改善了模型对特征选择的结果和稀疏模型在相应结构稀疏化数据背景下的统计特

性．结构稀疏化模型是当前稀疏学习领域的研究方向，近几年来涌现出很多研究成果，文中对主流的结构稀疏模

型，如组结构稀疏模型、结构稀疏字典学习、双层结构稀疏模型、树结构稀疏模型和图结构稀疏模型进行了总结，对

结构稀疏模型目标函数中包含非可微、非凸和不可分离变量的结构稀疏模型目标函数近似转换为可微、凸和可分

离变量的近似目标函数的技术如控制受控不等式（ＭａｊｏｒｉｔｙＭｉｎｏｒｉｔｙ，ＭＭ），Ｎｅｓｔｅｒｏｖ双目标函数近似方法，一阶

泰勒展开和二阶泰勒展开技术，对求解结构稀疏化模型近似目标函数的优化算法如最小角回归算法、组最小角

回归算法（ＧｒｏｕｐＬｅａｓｔＡｎｇｌｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ，ＧｒｏｕｐＬＡＲＳ）、块坐标下降算法（ｂｌｏｃｋｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、分

块坐标梯度下降算法（ｂｌｏｃｋｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔｄｅｓｃｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、局部坐标下降算法（ｌｏｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、谱投影梯度法（ＳｐｅｃｔｒａｌＰｒｏｊｅｃｔｅｄＧｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、主动集算法（ａｃｔｉｖｅｓｅｔａｌｇｒｉｔｈｍ）和交替方向乘子

算法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）进行了比较分析，并且对结构稀疏模型未来的研究方向

进行了探讨．

关键词　稀疏化模型；结构稀疏化模型；组结构稀疏模型；多层稀疏结构模型；树结构稀疏化模型；图结构稀疏化模

型；结构稀疏字典；结构稀疏码；人工智能
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１　引　言

在统计机器学习研究中，需要学习高维数据的

模型，样本的维数高达数十万维，如果强行在高维数

据上建立高维模型，建立的模型就会失去模型的解

释性，找不到与输出变量最相关的输入影响因素．另

外根据人类大脑认知、学习和推理的过程可知，高维

数据总是在低维空间中进行学习和推理，信息论、编

码理论和压缩传感理论也说明，高维数据完全可以

从低维数据重构出来，而且能够在概率意义上统计

得知担保重构误差很小．

另一个原因是统计学中发现模型降维，即只选

择少量的预测变量比精确地求解包含全部预测变量

的最小二乘和极大似然估计问题，能够解决模型过

拟合问题．但是难点在于选择几个预测变量，选择哪

几个变量，有的学者提出用Ｃｐ、ＡＩＣ和ＢＩＣ等准则

确定所选变量的个数．

套索模型（Ｌｅａｓｔａｂｓｏｌｕｔｅｓｈｒｉｎｋａｇｅａｎｄｓｅｌｅｃｔｉｏｎ

ｏｐｅｒａｔｏｒ，Ｌａｓｓｏ）
［１］能够同时实现变量选择和模型参

数估计．Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ提出的套索为

ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ·β １ （１）

其中λ０，· ２表示犔２范数，β １＝∑
犘

狆＝１
β狆 表示向

量β的犔１范数，犡∈犚
犖×犘，狔∈犚

犖，β∈犚
犘叫做模型向

量，犖 为样本个数，犘为变量个数．套索的解为满足

以下条件的β犻^

犡
Ｔ
犻（狔－犡β）^＝λｓｉｇｎ（β犻^）　ｉｆ　β犻^≠０

犡
Ｔ
犻（狔－犡β）^λ　ｉｆ　β犻^＝０

（２）

这里犡犻为矩阵犡 第犻列，ｓｉｇｎ（·）为符号函数．当

β犻^＞０时，ｓｉｇｎ（β犻^）＝１；β犻^＜０时，ｓｉｇｎ（β犻^）＝－１；其

他情况下，ｓｉｇｎ（β犻^）＝０．

满足不等式｜犡
Ｔ
犻（狔－犡β）^｜λ的模型向量的分

量的解为０，犡
Ｔ
犻（狔－犡β　^）落在区间［－λ，λ］内时，模

型向量β的分量为０．

套索模型的模型向量的解随着λ的变化而变

化，有无数个解．这些解随着λ而变化，画出一条曲

线，为套索模型的解路径．可以证明套索的解路径是

一条分段线性曲线，假定λ１＜λ２，λ１与λ２足够靠近，

只要β
＾的符号不变，则解β（^λ１）和β（^λ２）不改变，即

两者相等．也就是如果０犪１，则对所有的λ＝

犪λ１＋（１－犪）λ２和β＝^犪β（^λ１）＋（１－犪）β（^λ２），β（^λ）＝

β，^也就是只要模型向量的解的符号不变，在λ１与λ２

之间的解路径是一条直线．这样，可以通过求解解路

径，比较所有的解，使得误差最小的解为最终的套

索解．

套索只能实现普通的非结构稀疏化效果，其示意

图如图１所示，从７个变量中选择出的变量不具有任

０１３１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１７年

《
计
算
机
学
报
》
版
权



何结构化的形式，然而有时样本的多个变量之间本

身具有某种结构，来看一个实例，Ｈｏｓｍｅｒ等人
［２］收

集的新生儿体重数据集（ＢｉｒｔｈｗｅｉｇｈｔＤａｔａｓｅｔ），见

表１．该数据集包含１８９个新生儿的体重以及可能

与新生儿体重有关的一些解释变量：母体年龄、母体

体重、种族、吸烟史、早产史、高血压史、子宫刺激性

史以及怀孕期间的物理检查次数，其中母体年龄和

母体体重为连续变量，而其余６个解释变量均为取

离散值的分类变量．对于取离散值的分类变量，其所

对应的多个水平值可被视为多个特征变量，这些属

于同一分类变量的特征变量自然形成组变量，这就

是一种典型的组结构模型的情形．又例如使用ｆＭＲＩ

数据进行精神疾病分析，图１中，输出犢为要预测的

精神状态、人类行为或执行特定任务的外部应激反

应，矩阵犡为ｆＭＲＩ数据，矩阵犡的列由３０万个三

维像素特征变量组成，矩阵犡的行有１０００个样例，

大脑的不同脑功能区域，自然地把３０万个三维像素

特征变量分成多个组，不同脑功能区域对应的模型

向量β分量自然地分成组．此外，还有很多组稀疏化

情形，在基因微阵列数据分析中起同一生物功能的

多个基因序列看做一个组；在基因关联研究中，某基

因的全部基因标记可以被看作一个组；在多因子方

差分析中，因子可能同时具有若干个水平，因而需要

用一组哑变量来表示这些水平，因子对应的这些哑

变量可以被看做一个组；在信号处理邻域，小波被广

泛地用作信号表示的基函数，实验发现信号小波表

示的能量集中于很少几个系数上，而且选择小波基

个数时，由于小波系数存在空间上的近邻关系，自然

地形成树结构；基于主题模型进行图像重构时，属于

同一主题的图像区域被自然地分为一组；对于有类

标签的数据，使用二值指示变量编码表示分类变量

所属的类，这样自然地把变量被分为组；多任务学习

中，使用同样模型参数的输入变量预测多个目标变

量，具有同样模型参数的输入变量自然地属于同一

组．Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ提出的套索模型没有利用上述先验

结构信息，得不到结构稀疏模型，得到的模型没有考

虑变量同时被选中或同时不被选中的情况，这种结

构关系，如图２所示．

表１　新生儿体重数据集中的某些变量

种族

白人 黑人

吸烟史

吸烟 不吸烟

早产史

一次 两次

高血压史

有 无

子宫刺激性史

有 无

怀孕期间的物理检查次数

一次 二次 三次

图１　ｆＭＲＩ数据集上神经状态预测模型

图２　套索的稀疏化效果

图２中令β＝狏＝（狏１，…，狏犘）
Ｔ
∈犚

犘，狏３、狏６和狏１１

为选中的变量，其余未选中的变量对应的模型分量

β狆均为０．Ｙｕａｎ等人
［３］充分利用这种组结构作为

先验信息，将变量事先进行分组，再与Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ提

出的套索模型的犔１范数罚方法相结合，提出了组

套索（ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ），组套索在变量组的水平上同时

实现了稀疏变量组选择和模型参数估计．显然，

Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ提出的套索和Ｙｕａｎ等人提出的组套索

之间的区别在于模型选择的效果不同，套索模型导
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致的模型稀疏性是变量水平上的，未选中的变量对

应的模型分量β狆均为０；而组套索导致的模型稀疏

性是变量组水平上的，这些未选中的组中的变量对

应的模型向量β犼均为０，即变量组选择．组套索的提

出引出了利用结构稀疏化思想进行稀疏变量选择的

新思路：结构稀疏模型．结构稀疏模型的目标函数的

一般形式为［４８］

ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘
Ξ（β；犡，狔）＝Φ（β；犡，狔）＋λ·Ω（β） （３）

其中Φ（β；犡，狔）为最小二乘、铰链或逻辑斯蒂损失函

数，Ω（β）为产生各种结构稀疏模型的罚函数，λ０，

犡∈犚
犖×犘，β＝（β１，…，β犘）

Ｔ
∈犚

犘．回归时，Φ（β；犡，狔）

为最小二乘损失函数，狔＝（狔１，狔２，…，狔犖）
Ｔ
∈犚

犖，分

类时Φ（β；犡，狔）为铰链或逻辑斯蒂损失函数，狔∈

｛－１，＋１｝．式（３）还可以改为以下有约束的等价

形式：

ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘
Φ（β；犡，狔） （４）

ｓ．ｔ．　Ω（β）＜犿


这里犿 为决定解路径的阈值．构造各种诱导组

稀疏模型的罚函数Ω（β）是结构稀疏模型的主要

任务．

不同的结构稀疏化模型所实现的稀疏化效果往

往不同，因此本文按照稀疏模型所实现的稀疏化效

果对其进行分类，即按照其实现的稀疏化结构将其

分为组结构稀疏模型、结构稀疏字典学习、双层结构

稀疏模型、树结构稀疏模型和图结构稀疏模型这几

个部分来进行讨论，其具体分类如图３所示
［９１８］．

图３　结构稀疏模型分类图

２　组结构稀疏模型

２１　组套索模型

组模型典型的例子如用二值指示变量表示分类

输入变量所属的类，同一类输入变量，有一个组子模

型向量；对于非参数加回归模型，组模型子向量β犵犼
为第犼个输入变量的按第犼个加函数的基展开系

数；再比如同一输入变量使用多组模型向量预测多

个输出变量的多任务学习．又比如在多变量多水平

因子分析模型中，每个水平因式上的模型向量不同，

假定输入犡为四水平因子犵１犵２犵３犵４模型犌，则线性

模型的均值为

犈（犢｜犡，犌）＝犡β＋∑
４

犽＝１
β０犽犐犵犽（犌）

引入虚拟（哑）变量π＝（π１，π２，π３，π４），令π犽＝

犐犵犽（犌），β０＝（β０１，β０２，β０３，β０４）．上述模型可表示为

犈（犢｜犡，犌）＝犡β＋π
Ｔ

β０，π＝（π１，π２，π３，π４）为单个水

平犵犻上的组模型子向量．

假定模型为

狔＝犡β＋ε （５）

其中犡∈犚
犖×犘，β∈犚

犘，狔∈犚
犖，ε∈犚

犖且ε～犖（０，

σ
２犐）．这里，犖 为样例个数，狀∈｛１，２，…，犖｝表示样

例或观察次数的索引．犘为变量个数，用狆∈｛１，…，
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犘｝表示变量的索引．设模型向量的犘 个分量被分

为犑个组犌＝｛犵犼｜犼＝１，２，…，犑｝，β＝∪
犑

犼＝１
犵犼，对于

犻≠犼，犵犻∩犵犼＝．犱犼表示第犼个组中变量的个数，

β∈犚
犘叫做模型向量，β犼∈犚

犱
犼叫做第犼个组犡犼对应

的子模型向量，组套索模型的目标函数为

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犑

犼＝１

β犼 犓
犼

（６）

其中，β犼 犓
犼
＝ β

Ｔ

犼犓犼β槡 犼，λ０，当取犓犼＝狀犼犐狀犼，

犐狀
犼
∈｛０．１｝

狀
犼
×狀
犼为单位矩阵时，得到

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犑

犼＝１

犱槡犼 β犼 ２，

这里，∑
犑

犼＝１

犱槡犼 β犼 ２为块犔１／犔２罚，随着λ的改变，子

模型向量分量要么全部为０，要么所有的子模型向

量分量均不为０．其中，∑
犑

犼＝１

β犼 ２为犔２，１范数，简写为

β ２，１．当第犼个组中变量的个数犱犼为１时，β犼 ２＝

β犼 ，此时，每组内只有一个变量，式（６）变为套索

模型．

组套索的变量选择效果如图４所示，其中每个

椭圆形中的变量对应一个组．

图４　组套索的稀疏化效果

２２　犔∞，１组套索

犔∞，１组套索将组套索中的罚函数由犔１范数和

犔２范数的组合变为犔１范数和犔∞范数的组合：先对

组犼对应的子模型向量β犼执行犔∞范数运算，再对由

子模型向量β犼（其中犼∈｛１，…，犑｝）的犔２范数值组成

的向量求犔１范数，便得到犔∞，１范数罚∑
犑

犼＝１

β犼 ∞．已

知式（５）中的线性回归模型，则犔∞，１组套索具有如

下的形式：

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犑

犼＝１

犱槡犼 β犼 ∞ （７）

其中λ０，第犼∈｛１，…，犑｝个组子模型向量为β犼，第

犼个组中变量的势为犱犼．实际上组套索和犔∞，１组套

索可以归结为以下的犔狇，１组套索
［１９，２０］：

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犑

犼＝１

犱槡犼 β犼 狇 （８）

这里，１狇∞，∑
犑

犼＝１

β犼 狇为犔狇，１范数．显然，在式（８）

中，当狇＝１时对应Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ的套索模型，当狇＝２

时对应组套索，当狇＝∞时对应犔∞，１组套索．Ｖｏｇｔ

等人［２１］对犔∞，１组套索和组套索进行了仿真比较，指

出组套索在预测准确性、计算复杂性和解的可解释

性方面都优于犔∞，１组套索．

２３　重叠组套索

组套索在实际应用中具有局限性，例如在微阵列

基因表达数据分析中，由于基因以多路径（ｍｕｌｔｉｐｌｅ

ｐａｔｈｗａｙｓ）的方式参与模型的构造过程，因此一个基

因可能同时属于多个组，即组与组之间包含的变量

存在重叠．非重叠组稀疏模型没有考虑不同的组子

模型向量可能包含相同的某些变量，这些变量组合

情况被非重叠组稀疏模型排除在外了．假设犘个变

量被分为犑 个组犵１，…，犵犑，其中犵犼｛１，…，犘｝表

示组的索引集，用β犵犼表示组犵犼对应的子模型向量，

犌＝｛犵犼｜犼＝１，…，犑｝表示全部组的索引集的集合，且

∪
犵犼∈犌
犵犼＝｛１，…，犘｝．注意上述定义中犵犼｛１，…，犘｝

允许不同组之间的变量出现重叠，引入了“重叠”结

构这种先验信息的方法．已知式（５）中的线性回归模

型，重叠组套索求解目标函数为［２１２４］

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犵犼∈犌

狑犵犼 β犵犼 ２ （９）

这里，狑犵犼为组犵犼固定权值，犵犼｛１，…，犘｝．Ｏｂｏｚｉｎｓｋｉ

等人指出［２４］，当组具有重叠结构时，若利用式（４）即

组之间变量不具有重叠结构的组套索进行组内的变

量选择的话，因为未选中组｛狏１，狏２，狏３，狏４｝，故在丢

弃组｛狏１，狏２，狏３，狏４｝的时候将变量狏３和狏４都丢弃了．

而组｛狏３，狏４，狏５，狏６｝被选中，但由于丢弃了变量狏３和

狏４，所以最终的选择效果中将不会含有变量狏３和

狏４，如图５所示．导致这种情况的原因是没有考虑组

｛狏１，狏２，狏３，狏４｝和组｛狏１，狏２，狏３，狏４｝之间存在重叠的

变量狏３和狏４这种先验信息．重叠组套索的变量选择

效果如图６所示，组｛狏１，狏２，狏３，狏４｝被完整地选择出

来了．另外，Ｊｅｎａｔｔｏｎ等人
［２５］均指出重叠组套索在

满足一定条件时具有变量选择一致性，并给出了满

足变量选择一致性所需要的假设条件．Ｐｅｒｃｉｖａｌ等

人［２６２８］给出了输出预测误差 犡（β－β）^和估计值

的犔２，１范数误差 β－β
＾

２，１的上界，同时还指出在变

量个数一定的前提下，划分的组数目越多则估计值

的误差上界就越大．因此其建议在使用重叠组套索

时要考虑组的划分情况，宜在划分的组的个数不太

大的情况下使用重叠组套索．
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图５　组套索在数据具有重叠组结构时的稀疏化效果

图６　重叠组套索在数据具有重叠组结构时的稀疏化效果

２４　广义线性模型组套索

可以通过定义μ＝犡β，Σ＝犐，狔～犖（μ，Σ），求解

狔的负对数似然函数
［２９］

－ｌｏｇ狆（狔｜犡β）＝Τ（狔）＋
１

２
狔－犡β

２

２
（１０）

即可得到线性模型最小二乘目标函数 狔－犡β ２ε．

这是假定线性模型狔＝犡β＋ε的噪声ε为高斯分布

的例子．假定模型狔＝犡β＋ε中的噪声ε为指数分布

簇狆（狔）＝狆０（狔）ｅ
θ
Ｔ
犜（狔）－ψ（θ），如伯努利分布、多项分

布、指数分布、伽马分布、卡方分布、贝塔分布、韦伯

分布（Ｗｅｉｂｕｌｌ）、狄氏分布和泊松分布，令

μ（θ）＝犈（狔）＝犳
－１（犡β）＝犳

－１（θ）＝ψ（θ），

这里犳（·）为线性或非线性连接函数，θ为自然参数，

犜（狔）为狔的充分统计量，ψ（θ）＝ｌｏｇ∫狆０（狔）ｅ
θ
Ｔ
犜（狔）
ｄ狔

为严凸可微对数配分函数，ψ（θ）为梯度函数，狆０（狔）

为基测度，求解负对数似然函数－ｌｏｇ狆（狔｜犡β）即得

到相应的各种广义线性模型．

由于Ｂｒｅｇｍａｎ离差

犱φ（狔，μ（犡β））＝

　　 φ（狔）－φ（μ（犡β））－（狔－μ（犡β））
Ｔ
φ（狔）（１１）

和指数分布簇的等价表示形式

狆ψ，θ（狔）＝ｅ
（－犱


（狔，μ（犡β）））犳

（狔）

有一一对应关系，这里（·）为ψ（·）的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ对

偶函数，所以广义线性模型组套索的目标函数为

β（^λ）＝ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２∑
犖

犻＝１

犱（狔犻，μ（犡犻β））＋

λ∑
犑

犼＝１

犱槡犼 β犼 ２ （１２）

当取连接函数为

犳（μ）＝ｌｏｇ
μ
１－μ

，

犳
－１（θ）＝

１

１＋ｅｘｐ
－θ

时，得到逻辑斯蒂模型

犈（狔｜犡β）＝
１

１＋ｅｘｐ
－犡β
．

逻辑斯蒂模型组套索模型为

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘
Ξ（β）

＝ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘
－Φ（β）＋λ∑

犑

犼＝１

β犼｛ ｝２ ，

Φ（β）＝∑
犖

狀＝１

狔狀犡
Ｔ

狀β－ｌｏｇ［１＋ｅｘｐ（犡
Ｔ

狀β）］．

２５　犔２范数组犛犆犃犇模型

犔２范数组ＳＣＡＤ（ＳｍｏｏｔｈｌｙＣｌｉｐｐｅｄＡｂｓｏｌｕｔｅ

Ｄｅｖｉａｔｉｏｎ）罚模型为
［３０］

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋∑
犑

犼＝１

λ（β犼 ２） （１３）

其中

λ（θ）＝

λθ， ０＜θλ

－
（θ
２－２γλθ＋λ

２）

２（γ－１）
，λ＜θ＜γλ

（γ＋１）λ
２

２
， θ＞

烅

烄

烆
γλ

（１４）

这里γ＞２，λ０．当γ→∞时，式（１３）等于λ（θ）＝

λθ，因此γ→∞时，犔２范数组ＳＣＡＤ罚模型变为组套

索．式（１４）中的ＳＣＡＤ罚
［３１］是一种非凸的罚函数，

其对模型向量分量的惩罚程度随着分量大小的增大

而逐渐减小，因此避免了对目标变量回归系数的较

大惩罚，构造的模型往往具有变量选择一致性．对于

犔２范数组ＳＣＡＤ罚模型来说，由于在组水平上使用

了非凸的ＳＣＡＤ罚，因此犔２范数组ＳＣＡＤ罚模型具

有变量组选择一致性．

２６　犔２范数组桥模型

已知式（５）中的线性回归模型，犔２范数组桥模

型［３２］具有如下的形式：

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犑

犼＝１

犮犼 β犼
γ

１
（１５）

其中λ０，０＜γ＜１，β犼为第犼∈｛１，…，犑｝个组的子

模型向量，犮犼＝犱
１－γ

犼 ．当犱犼＝１时，组桥模型即为桥

模型［３３］，而实际上组桥模型的提出也正是受到了桥

模型的启发，实际上是将桥模型推广到组变量选择

情形下得到的．与ＳＣＡＤ罚类似，桥罚函数也是一

种随着模型向量分量增大而逐渐减小惩罚程度的非

凸罚，其构造出的模型也往往具有变量选择一致性．

对于犔２范数组桥模型来说，由于在组水平上使用了

非凸的ＳＣＡＤ罚，因此犔２范数组桥模型具有变量组

选择一致性．

２７　犔２范数组 犕犆模型

ＭＣ（ＭｉｎｉｍａｘＣｏｎｃａｖｅｐｅｎａｌｔｉｅｓ）罚函数为
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∑
犘

犼＝１

犘λ，γ（β犼），

这里，犘λ，γ（β犼）＝∫
狘β犼狘

０

１－
狓（ ）λγ ＋

ｄ狓．

使用 ＭＣ罚函数，犔２范数组 ＭＣ罚（Ｍｉｎｉｍａｘ

Ｃｏｎｃａｖｅｐｅｎａｌｔｉｅｓ）模型为
［３４］

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋∑
犑

犼＝１
φλ，γ（β犼 ２）（１６）

这里λ０，γ＞１，

φλ，γ（θ）＝

λθ－
θ
２

２γ
， ０＜θ＜γλ

１

２
γλ

２， θ＞

烅

烄

烆
γλ

（１７）

由式（１７），令γ→∞、λ（θ）＝λθ，由此可以得到

结论：犔２范数组ＭＣ模型在γ→∞时近似为组套索．

式（１７）中的 ＭＣ罚
［３５］与ＳＣＡＤ罚类似，也是一种非

凸的罚函数，其对模型向量分量的压缩程度随着分

量大小增大而逐渐较小，构造的模型也往往具有变

量选择一致性．对于犔２范数组 ＭＣ罚模型来说，由

于在组水平上使用了非凸的 ＭＣ罚，因此犔２范数组

ＭＣ罚模型具有变量组选择一致性．

３　多层结构稀疏模型

３１　双层稀疏模型

所谓双层结构稀疏模型指的是既能够实现变量

组稀疏又能够实现变量组内变量选择的稀疏模型，

即同时实现组稀疏性和组内变量的稀疏性，其变量

选择的示意图如图７所示，变量选择的结果为从

５个变量组中选择出了２个变量组，与此同时被选

择出的变量组中也并非包含原变量组中的全部变

量，换句话说既具有组稀疏性又具有组内稀疏性．例

如，在文献［３６］的表３中，不仅期望探究哪些组变量

对体质指数有显著影响，而且期望探究哪些组变量

中的哪个变量对体质指数具有显著影响；再比如，在

遗传关联研究中，每个基因上都有多个变异点，这些

位于同一个基因上的变异点自然应该被视为位于同

一个分组，因而希望在识别出与疾病发生相关的产

生变异的基因的同时也识别出基因内部与疾病发生

相关的变异点［３７］．双层结构稀疏模型大体可被分为

两类：罚函数为加和形式的稀疏组套索和犔１范数组

ＳＣＡＤ模型等一类由层次罚函数构成的双层结构稀

疏模型．

３．１．１　稀疏组套索

套索导致的模型稀疏性是变量水平上的稀疏

性，能够实现组内的变量选择；组套索导致的模型稀

疏性是组水平上的稀疏性，能够实现组内的变量选

择．然而很多时候我们既希望将重要的变量组选择

出来，又希望将变量组中重要的变量选择出来，组套

索显然不能满足这种要求．如果将犔１范数罚添加到

组套索的目标函数中，那么既可以实现变量组水平

上的模型稀疏性，又可以实现变量水平上的模型稀

疏性，即同时实现变量组选择和组内的变量选择，我

们将这种组套索叫做稀疏组套索．已知式（５）中的线

性回归模型，令犼∈｛１，…，犑｝表示变量组的索引，

狆∈｛１，…，犘｝表示变量的索引，则稀疏组套索问题

（ＳｐａｒｓｅＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ）
［３８］为

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ１∑
犑

犼＝１

β犼 ２＋λ２ β １（１８）

其中λ１０、λ２０．β犼表示第犼个组对应的子模型向

量，罚项λ１∑
犑

犼＝１

β犼 ２约束组向量个数和组变量内各

变量的下标索引值；罚项λ２ β １约束组子模型向量

的分量的大小．稀疏组套索可被看作是两层的树组

套索，λ１∑
犑

犼＝１

β犼 ２看作是根节点约束，λ２ β １为叶子

节点约束．Ｃｈａｔｔｅｒｊｅｅ等人
［３９］指出稀疏组套索在满

足一定条件时具有参数估计一致性，并给出了满足

参数估计一致性所需要的假设条件．

３．１．２　由层次罚构成的一类双层稀疏模型

图７所示为双层结构稀疏模型的稀疏化效果．

Ｈｕａｎｇ等人
［１９］构造了一种层次罚函数

∑
犑

犼＝１

犳ｏｕｔ ∑

犱
犼

狆＝１

犳ｉｎ（β犼狆｛ ｝） （１９）

其中犱犼为第犼个变量组所含的变量数，并且要求内

部的罚函数犳ｉｎ在［０，＋∞）上为凹函数，则由这种罚

函数构成的稀疏模型能够实现双层的变量选择．由

这种层次罚函数构成的具有双层稀疏性的结构稀疏

模型有很多：犔１范数组ＳＣＡＤ模型
［２４］的罚函数内部

采用了犔１范数罚，外部采用了ＳＣＡＤ罚；犔１范数组

ＭＣ模型
［２４］的罚函数内部采用了犔１范数罚，外部采

用了 ＭＣ罚；犔１范数组桥模型
［２４］的罚函数内部采用

了犔１范数罚，外部采用了桥罚；指数组套索（Ｇｒｏｕｐ

ＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌＬａｓｓｏ）
［３７］内部采用了犔１范数罚，外部

采用了Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ罚；复合组 ＭＣ模型
［２４］的罚函

数内部和外部同时采用了 ＭＣ罚，其相对于前述几

种内部采用犔１范数罚的双层稀疏模型具有组向量选

择和组内分量选择一致性；使用内外桥罚的复合组桥

罚也具有组向量选择和组内分量选择一致性［３９］．

５１３１６期 刘建伟等：结构稀疏模型

《
计
算
机
学
报
》
版
权



图７　双层结构稀疏模型的稀疏化效果

３２　多层稀疏模型

除双层稀疏模型外，Ｇａｏ和Ｃｈｉａ等人
［４０］提出

一种多层稀疏模型．在图像分类和图像标注中，他们

提出一种多层组稀疏编码方法，该方法的稀疏结构

分为三层：实例层（ｉｎｓｔａｎｃｅｌａｙｅｒ）、基于类的分组层

（ｃｌａｓｓｂａｓｅｄｇｒｏｕｐｌａｙｅｒ）和基于标注的子组层

（ｔａｇｂａｓｅｄｓｕｂｇｒｏｕｐｌａｙｅｒ）．假设图像共有犕 个类

标签，第犿 类的全部图像样本组成矩阵犡犿，其中

犿∈｛１，２，…，犕｝．第犿类的全部图像又进一步被划

分为犌犿个基于标注的子组犡犿１，犡犿２，…，犡犿犵，…，

犡犿犌犿，其中犵∈｛１，２，…，犌犿｝．令犡
犽
犿犵∈犚

犱×１表示基

于标注的子组中的第犽个元素，犽∈｛１，２，…，犕犿犵｝，

其中犕犿犵为第犵 个基于标注的子组犡犿犵中的元素

数目，犱表示每个图像的特征维数．总之，令犡表示

全部图像对应的数据矩阵，且犡犿犵∈犚
犱×犕犿犵，犡犻∈

犚
犱×∑犵犖犿犵 ，犡∈犚

犱×∑犿∑犵犕犿犵，则Ｇａｏ和Ｃｈｉａ等人提

出的多层组稀疏编码方法为求解如下的优化问题：

ｍｉｎ
犞

１

２
狔－犡犞

２

犉＋λ犞 １＋∑
犕

犿＝１

狑犿 犞犿 狆＋

∑
犕

犿＝１

狑犿∑

犌犿

犵＝１

γ犿犵 犞犿犵 狆，

其中 · 犉表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，犞 １表示矩阵犞 的

全部元素的绝对值之和，而犞犿犵 ∈犚
犕犿犵×１，犞犿 ∈

犚∑犵犕犿犵×１和犞∈犚∑犿∑犵
犕犿犵 ×１为对应的模型向量的

系数矩阵．Ｇａｏ和Ｃｈｉａ等人提出的多层稀疏模型充

分挖掘了图像类标签（ｃｌａｓｓｌａｂｅｌ）和标注（ｔａｇ）之间

的依赖关系，相应地引入了基于标注的子组层这一

正则化项，构造出了具有多层组稀疏结构的编码方

法，可同时实现图像标注和图像分类．

４　树结构稀疏模型

４１　树组套索模型

树组套索假定特征组结构之间满足偏序关系．

例如，图像处理中各像素间的关系往往为树结构或

森林结构［４１］；再比如，在基因表达分析中各个基因

之间往往具有偏序关系，即某基因能否表达取决于

另一基因是否已经表达．层次稀疏组结构假定变量

组成树结构或森林结构，树结构或森林结构的节点

上变量设置为０时，所有其子节点变量也都置为０，

或者说，变量属于最终的模型向量的支集只当其所

在树或森林中的祖先节点属于最终的模型向量的支

集．当处理这种数据时，需要充分利用树结构作为先

验信息［４２］．假定犵１，…，犵犑，犵犼｛１，…，犘｝，犌＝

｛犵犼｜犼＝１，…，犑｝，β犵犼表示组犵犼的子模型向量，犵犼∈

犌和犵犼∈犌为任意的两个组，满足关系：

（犵犼∩犵犼≠）（犵犼犵犼∪犵犼犵犼） （２０）

∪
犵犼∈犌
犵犼＝｛１，…，犘｝ （２１）

树组套索目标函数为［４３］

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λ∑
犵犼∈犌

狑犵犼 β犵犼 ２ （２２）

这里λ０为正则化因子，狑犵犼为组犵犼的权，犌具有树

结构．实际上，树结构是重叠组结构的一个特例，因

而树组套索也是重叠组套索的一个特例，树结构在

重叠组结构的基础上附加如下三个条件：同一层中

的各组节点之间不包含共有的变量；树中子节点的

索引集是父节点索引集的子集；树中父节点的索引

集为树中其子节点索引集的覆盖集．图８（ａ）为６个

节点的树结构模型，图８（ｂ）为树组套索的选择效

果，其中椭圆形内部的变量属于一个组．假设树组套

索的选择结果为选中了组｛狏１｝，而组｛狏２，狏４｝、｛狏３｝、

｛狏５｝和｛狏６｝被丢弃了，如图８所示．由于选中了

｛狏１｝，故其全部父组｛狏１，狏２，狏３，狏４，狏５，狏６｝和｛狏１，狏３，

狏５，狏６｝也就被选中了；同时，由于｛狏２，狏４｝被丢弃了，

那么其所有的子组｛狏２｝和｛狏４｝也就被丢弃了．树组

套索的选择效果的特点体现在如下两个方面：若某

个组（节点）被树组套索选中，那么该组（节点）的全

部父组（父节点）也被选中；若某个组（节点）被树组

套索丢弃，那么该组（节点）的全部子组（子节点）也

被丢弃．

图８　树组套索的稀疏化效果

４２　多输出树组套索模型

在多输出变量情形下，假设输出变量具有分层的

树结构，其中叶子节点对应单个输出变量，而内部节

点对应一组输出变量，子节点只与包含子节点元素

的父节点有边连接，根节点为所有叶子节点元素组
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成的集合．将此树结构作为先验信息，可以得到输出

具有树结构的多输出树组套索．多变量线性模型为

犢＝犡犅＋犠 （２３）

这里，犡∈犚
犖×犘为输入矩阵，犢∈犚

犖×犓为输出变量矩

阵，Β∈犚
犘×犓为模型矩阵，犠∈犚

犖×犓表示噪声矩阵．

假设多个输出变量之间的关系为树结构犜．令

犌＝｛犵犼｜犼＝１，…，犑｝，犵１，…，犵犑中的每一个下标子

集犵犼｛１，…，犘｝满足 ∪
犵犼∈犌
犵犼＝｛１，…，犘｝，如图９和

图１０所示．图中，叶子节点对应单个输出变量，内部

节点对应下标子集犵犼｛１，…，犘｝所确定的输出变

量集，节点犵犼∈犌的权为狑犵犼．输出变量具有树结构

的多输出树组套索问题为［４４］

犅^＝ａｒｇｍｉｎ
犅

１

２
犢－犡犅

２

犉＋

λ ∑
狆∈｛１，…，犘｝

∑
犵犼∈犌

狑犵犼 β
狆

犵犼 ２
（２４）

这里，λ０，· 犉
表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，β犵犼表示组（节点）

犵犼对应的子模型向量．正则化项 ∑
狆∈｛１，…，犘｝

∑
犵犼∈犌

狑犵犼 β
狆

犵犼
２

包含犔２，１运算∑
犵犼∈犌

狑犵犼β
狆

犵犼
２和外部的犔１运算 ∑

狆∈｛１，…，犘｝

．

内部的犔２，１范数运算∑
犵犼∈犌

狑犵犼 β
狆

犵犼
２表示对系数矩阵

犅的第狆行进行如下操作：（１）将第狆行的全部系

数进行分组，所划分的组具有如图８所示的树结构．

其中罚函数中的β
狆

犵犻
表示系数矩阵犅 的第狆 行中第

犵犻个组的系数；（２）对第狆行中各组分别单独进行

犔２范数运算；（３）在上述组水平上执行犔１范数运算，

于是导致系数矩阵犅第狆行内某些组为零，造成行

内的组稀疏．由于系数矩阵犅的第狆 行全部表示输

出关于第狆个变量的系数向量，代表了输出之间的

关系，因此第（１）步中第狆行内组之间的树结构关

系即对应犓 个输出之间的树结构关系，并且第狆行

内的组稀疏就相当于从犓 个输出角度而言的稀疏．

外部的犔１范数运算 ∑
狆∈｛１，…，犘｝

表示将系数矩阵犅的一

行作为一个组，在此组（行）水平上进行犔１范数运

算，导致某些行的系数全部为零．由于系数矩阵犅

的列表示同一输出关于全部变量的系数，因此从犘

个变量角度而言实现了稀疏．因此，树组套索能够同

时实现从变量角度而言的稀疏和从输出角度而言的

稀疏．以较简单的３个输出变量的情况来进行说明．

此时系数矩阵为

犅＝

β１１ β１２ β１３

β２１ β２２ β２３

β３１ β３２ β

烄

烆

烌

烎３３

（２５）

其第１行对应的分组情况如图９所示，其中一个椭

圆对于一个组，第一行对应的输出变量的树结构关

系如图１０所示．图９中的组即为图１０中的节点，两

者均用犵犼表示．

图９　系数矩阵第１行的分组情况

图１０　输出变量的树结构

４３　输入与输出联立犔１／犔∞罚套索

Ｔｕｒｌａｃｈ等人
［４５］提出使用输入预测变量的同一

子集同时预测几个目标响应变量的模型，表示为联立

变量选择（ＳｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓＶａｒｉａｂｌｅＳｅｌｅｃｔｉｏｎ，ＳＶＳ）．

ＳＶＳ把套索用于式（２３）表示的多输入输出模型，在

式（２３）中

犡＝

犡１１ … 犡１犘

  

犡犖１ … 犡

烄

烆

烌

烎犖犘

∈犚
犖×犘，

犢＝

犢１１ … 犢１犓

  

犢犖１ … 犢

烄

烆

烌

烎犖犓

＝（犢１，…，犢犓）

＝｛犢犻犾｝∈犚
犖×犓，

Β＝｛β犼犾｝＝（β
Ｔ

１
，…，β

Ｔ

犘
）Ｔ＝（β

１，…，β
犓）∈犚

犘×犓，

犢犾∈犚
犖，β犼∈犚

犓，β
犾
∈犚

犘．ＳＶＳ结构稀疏模型假设犖

个预测变量中每一个预测变量的特征分量犡犻１，…，

犡犻犘中只有很少的子集变量与输出变量犢犻１，…，犢犻犓

相关，输入与输出联立犔１／犔∞罚套索（Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ

犔１／犔∞ ＰｅｎａｌｔｙＬＡＳＳＯ）问题为

ｍｉｎ
β１１
，…，β犘犓
∑
犓

犾＝１
∑
犖

犻＝１

（犢犻犾－∑
犘

犼＝１

犡犻犼β犼犾）
２
　

ｓ．ｔ．∑
犘

犼＝１

ｍａｘ（β犼１ ，…，β犼犓 ）狋
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其等价形式为

ｍｉｎ
犅 ∑

犓

犾＝１

犢犾－犡β
犾 ２

２＋λ∑
犘

犼＝１

β犼 ∞，

这里 β犼 ∞＝ｍａｘ（β犼１ ，…，β犼犓 ）为犔１／犔∞范数，

这里犔∞罚只依赖于Β每一行最大的系数，对别的

非０系数不执行罚，组内没有稀疏化，如果某个预测

变量被选中（Β的某行），则执行选中犓 个非０系数

的回归模型，因此犔１／犔∞ 范数与犔１／犔∞ 块范数一

样，实现组之间稀疏，而组内不稀疏的模型．

５　图结构稀疏模型

稀疏正则化思想还被应用于概率图模型的学

习中．概率图模型学习的本质任务为对其ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

矩阵的学习，于是利用犔１范数罚对概率图模型进行

稀疏学习，这种方法即所谓的图套索（Ｇｒａｐｈｉｃａｌ

Ｌａｓｓｏ）
［４４，４６］：

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－λΘ １ （２６）

其中犛为经验协方差矩阵，Θ＝Σ
－１为概率图模型的

ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ矩阵，ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ矩阵中的元素是否为零对应

着概率图模型中两个节点犻和犼之间是否存在一条边

连接，狋狉（·）表示矩阵的迹，Θ １＝∑
犘

犼＝１
∑
犘

犻＝１

Θ犻犼 ．利用

犔１范数罚对概率图模型进行稀疏学习为最简单的

情形，后来又有学者陆续提出了新的正则化项，例如

犔∞，１范数组结构图套索
［４４］：

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－

λ∑
犿

犵＝１

ｍａｘ｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝ （２７）

其中∑
犿

犵＝１

ｍａｘ｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝为犔∞，１范数罚，表

示先对分组犌犵中的元素进行犔∞范数运算，然后再

横跨全部组进行犔１范数运算．再例如犔２，１范数组结

构图套索［４６］：

Θ^＝ａｒｇｍａｘ
Θ０

ｌｏｇΘ －狋狉（犛Θ）－

∑
犿

犵＝１

｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝２ （２８）

其中∑
犿

犵＝１

｛Θ犻犼 ：（犻，犼）∈犌犵｝２为犔２，１范数罚，表示

先对分组犌犵中的元素进行犔２范数运算，然后再横

跨全部组进行犔１范数运算．这两种图套索具有令

ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ矩阵中元素成组地进行稀疏的效果．

６　结构化稀疏字典学习

结构化稀疏字典学习分类如图１１所示．信号处

理和统计学中稀疏编码或者字典学习的一个起源来

自于矩阵因式化，即用两个未观测的矩阵犃和犇 表

示一个已知矩阵犡≈犃犇，ＰＣＡ是这一思想的典型

应用［４７］，这里犇的列向量为字典元素，犃为相应的

系数矩阵．但是使用预先固定的字典不一定是特定

信号最优的字典，不能产生适当稀疏的信号表示．稀

疏编码假定数据由一些字典元素线性组合形成，最

近，这些思想在神经科学，生物信息学，计算机视觉

中的图像解噪、超分辨率分析、图像重构以及用可操

纵小波去马赛克中被广泛应用．字典学习的另一个

起源来自于建立自然图像统计结构与哺乳动物的视

觉皮层区域犞１神经元之间关系
［４８］．由于用整个矩

阵表示自然图像时矩阵过大无法计算，而且实际自

然图像样本个数狀非常大，而信号的维数犿 相比较

样本个数狀而言非常小，而且常常选择字典元素的

个数狆大于犿，此时称为过完备（ｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ），所

以，神经科学研究中，Ｏｌｓｈａｕｓｅｎ和Ｆｉｅｌｄ提出学习

训练数据上的的图像块的自适应字典稀疏码［４７，４８］，

典型的学习场景中，如样本个数为狀＝１０００００、字典

元素的个数为狆＝２５６以及图像块选为犿＝１６×１６，

Ｏｌｓｈａｕｓｅｎ研究显示稀疏字典能够自动发现自然图

像统计结构与哺乳动物的视觉皮层区域犞１神经元

之间关系［４７，４８］，在图像重构邻域，稀疏字典显著优

于使用固定的字典元素如曲线小波（ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ）、轮

廓小波（ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔｓ）或带通小波 （ｂａｎｄｌｅｔｓ）的重构

效果．不用任何先验假设，只用稀疏模型假设就能够

产生类似于空间局部有向基函数 Ｇａｂｏｒ小波的字

典元素［４９，５０］．

图１１　结构化稀疏字典学习
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给定狀个训练样例犡＝（狓１，…，狓狀）∈犚
犿×狀，

狓犻≈犇犪犻＝∑
狆

犼＝１

犪犻犼犱犼∈犚
犿，犇＝（犱１，…，犱狆）∈犚

犿×狆，

犃＝（犪１，…，犪狀）∈犚狆
×狀，稀疏字典学习可归结为以下

优化问题［５１５３］

ｍｉｎ
犇∈Ξ，犃∈犚

犘×犖∑
狀

犻＝１

１

２
狓犻－犇犪犻

２

２＋λψ（犪犻），

Ξ≡｛犇∈犚
犿×狆：犼 犱犼 ２１｝ （２９）

这里，ψ（犪犻）为诱导稀疏的正则化项．上述问题也可

以等价写为

ｍｉｎ
犇∈Ξ，犃∈犚

狆×狀

１

２
犡－犇犃

２

犉＋λψ（犃），ψ（犃）＝∑
狀

犻＝１
ψ（犪犻），

这体现了字典的因式分解观点形式．这种表示得到

字典学习与其他无监督学习如非负矩阵因式化和聚

类等之间的关联关系．

除了稀疏假设外，实际的数据的支集本身具有

结构约束，例如在网络异常检测时，可以假设异常行

为从某些网络节点产生，形成星形模式子网结构．在

基因表达研究中，某些不同个体的基因组对同一类

型疾病具有某一相同的生物学机制，在这一情况，基

因表达矩阵的支集应该是其子矩阵，能否用这些结

构信息进一步地增加稀疏模型对真实支集估计算法

的性能是值得研究的．

６１　层次结构稀疏字典学习

（１）组稀疏字典

组稀疏字典罚为

ψ（犪犻）＝∑
犑

犼＝１

犪犻［犵犼］２，

这里，∪
犵犼∈犌
犵犼＝｛１，…，狆｝的子集犵犼｛１，…，狆｝组成

组结构犌＝｛犵犼｜犼＝１，…，犑｝，组稀疏字典罚选择犪犻＝

（犪犻１，…，犪犻狆）∈犚
狆的某些个分量组成组子向量［５４］．

（２）层次稀疏字典

层次稀疏字典罚为

ψ（犪犻）＝λ２∑
犑

犼＝１

犪犻［犵犼］２＋λ１ 犪犻 １

层次稀疏字典罚不但用∑
犑

犼＝１

犪犻［犵犼］２罚项实现组稀

疏字典，而且还用 犪犻 １罚项实现组内稀疏功能
［５５］．

（３）树层次稀疏字典

假定狆个字典元素中每个字典元素对应树中

的某个节点，狆个字典元素存在层次组稀疏树关系，

树结构由先验知识人为确定，此时，罚函数ψ（犪犻）选

为层次组套索罚

ψ（犃）＝∑
狀

犻＝１
∑
犑

犵犼∈犌

犪犻［犵犼］狇，

这里，· 狇范数可选为犔∞ 或 犔２范数．∪
犵犼∈犌
犵犼＝

｛１，…，狆｝的子集犵犼｛１，…，狆｝组成组结构犌＝

｛犵犼｜犼＝１，…，犑｝，每个组包含树中的某个节点及其

在树中的子节点，犪犻［犵犼］表示犪犻对应犵犼组索引集的

子模型向量［５６］．

实验发现，字典元素自然地把图像块组合成树

结构，图像低频区域位于树的根节点，图像高频区域

位于叶子节点．树中的父节点与其子节点具有更强

的相关关系，子节点代表的图像与父节点图像更相

似，但是子节点代表的图像比父节点代表的图像具

有更高的频率并且表示的图像稍微有些变化［５７］．

（４）多任务协作层次稀疏字典

很多情况下，我们希望狀个训练样例｛狓１，…，狓狀｝

共享字典同样的子向量，即对于每一个狓犻∈｛狓１，…，

狓狀｝，犪犻的非０分量集合是一样的．该问题为多任务

协作稀疏字典问题，此时ψ（犃）＝∑
狆

犽＝１

犪犽 ２，这里

犪犽∈犚
狀为矩阵犃 的第犽 行，犪犽的分量相应于所有

狓犻∈｛狓１，…，狓狀｝的第犽个原子（ａｔｏｍ）．使用组套索

得到多任务协作组稀疏字典问题，相应的罚函数为

ψ（犃）＝∑
犑

犼＝１

犃
［犵犼
］
犉，这里犃

［犵犼
］为所有属于犵犼的行形

成的子矩阵．

多任务协作层次稀疏字典罚函数为

ψ（犪犻）＝λ２∑
犑

犼＝１

犃
［犵犼
］
犉＋λ１∑

狀

犻＝１

犪犻 １．

当设置λ１＝０，得到多任务协作组稀疏字典问题，当

设置λ２＝０，可获得每个狓犻∈｛狓１，…，狓狀｝的套索解．

｛狓１，…，狓狀｝的多任务协作组稀疏字典表示形式不依

赖于组内分量的特定的表示和大小，组内分量合起

来，才决定｛狓１，…，狓狀｝的字典，多任务协作层次稀疏

字典罚函数能发现对应于同一组结构上述的｛狓１，…，

狓狀｝表示形式．

６２　层次卷积稀疏码（字典）学习

与前述图像块学习相反，Ｚｈｕ等人
［５８］提出学习

整个图像的卷积稀疏字典方法，整个图像的卷积稀

疏字典由在图像的各个位置上的小的字典元素线性

组合得到．

Ｚｅｉｌｅｒ等人
［５９，６０］提出了层次卷积稀疏码模型

（ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｓｐａｒｓｅｃｏｄｉｎｇｍｏｄｅｌ）．

假定输入图像犡
犻有犓０个颜色通道犡

犻

１
，…，犡

犻

犓
０
，假

定第犮个通道犡
犻
犮为犓１个隐特征狕

犻

犽
与过滤子犳犽，犮卷

积形成
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犡
犻
犮＝∑

犓
１

犽＝１

狕
犻

犽犳犽，犮，

这里，犡
犻
犮∈犚

犖狉×犖犮，犳犽，犮∈犚
犎×犎，共有 犓１＝（犖狉＋

犎－１）×（犖犮＋犎－１）个隐特征狕
犻

犽．卷积稀疏码模

型目标函数为

犆１（犡
犻）＝

λ
２∑

犓
０

犮＝１
∑

犓
１

犽＝１

狕
犻

犽犳犽，犮－犡
犻
犮

２

２
＋∑

犓
１

犽＝１

狕
犻

犽 １．

卷积稀疏码模型学习时，对图像集犡＝｛犡１，…，犡犐｝，

每一个隐特征映射犳＝（犳１，１，…，犳犓
１
，犓
０
）和过滤子

狕＝（狕
犻
１，…，狕

犻
（犖狉＋犎－１

）×（犖犮＋犎－１
）），求解ａｒｇｍｉｎ

犳，狕
犆１（犡）

学习最优的隐特征映射犳和过滤子狕，犡 里的每个

图像具有自己的隐特征映射函数，但是犡中的所有

图像公用同样的过滤子．犳把上述特征提取过程分

层，把第犾层的特征映射狕
犻

犽，犾
作为第犾＋１层的输入，

犾层的图像输入为具有犓犾－１个颜色通道的犾－１层

的特征映射狕
犻

犽，犾－１
，第犾层的目标函数为

犆犾（犡
犻）＝

λ
２∑

犐

犻＝１
∑

犓犾－１

犮＝１
∑

犓
１

犽＝１

犵
犾

犽，犮
（狕
犻

犽，犾犳
犾

犽，犮
）－狕

犻

犮，犾－１

２

２＋

∑
犐

犻＝１
∑

犓狋

犽＝１

狕
犻

犽，犾 １，

狕
犻

犮，犾－１
为前一层的特征映射，二值矩阵犵

犾

犽，犮
决定两层

之间的特征映射之间的连接关系，二值矩阵犵
犾

犽，犮
决

定狕
犻

犽，犾
是否连接到狕

犻

犮，犾－１
，第一层的二值矩阵犵

１

犽，犮
为

全１矩阵．

相似于文献［５８］提出的卷积稀疏码方法，Ｂｏ等

人在文献［６１］提出组合具有不同层数的多个网络，

使用层次匹配追踪（ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ）

方法构造多路径稀疏码（Ｍｕｌｔｉｐａｔｈｓｐａｒｓｅｃｏｄｉｎｇ），

对每个图像构造多层特征映射序列，但是编码过程

对卷积稀疏码进行了简化，简化的部分主要有：所有

图像块的特征映射编码相互独立，使用贪心正交匹

配过程构造编码，Ｂｏ等人的方法在图像识别任务中

大获成功．另外，只具有单层的简化版的此类层次

卷积稀疏码也显示能够有效地替代梯度直方图构

造的低水平特征［６２］，可用于计算机视觉对象检测任

务［６３，６４］．

另外，类似于独立成分分析形式，Ｋａｖｕｋｃｕｏｇｌｕ

等人［６５］提出具有两维网格结构的字典，与层次结构

的字典学习类似，字典元素组成网格状，字典元素之

间可定义近邻关系，例如可以把狆个字典元素组成

槡狆×槡狆循环网格，具有３×３，４×４的空间字典元

素近邻元素重叠组成狆个组．

Ｇａｒｒｉｇｕｅｓ和 Ｏｌｓｈａｕｓｅｎ在文献［６６］中提出可

以在近邻变量组上定义隐变量概率模型构造混合稀

疏码，Ｇｒｅｇｏｒ等人在文献［６７］提出字典元素之间存

在禁止近邻关系的网状结构字典学习模型．

７　结构稀疏模型的统一框架

７１　结构稀疏化与贝叶斯理论之间的联系

贝叶斯理论认为，可以把组套索表示为贝叶斯

最大后验估计问题［６８，６９］，其中组套索的损失函数项

对应贝叶斯最大后验估计中的似然函数，组套索的

罚函数对应贝叶斯最大后验估计中的先验概率．实

际上，由结构风险最小化理论可知，其他的结构稀疏

模型也可被视为将变量中存在的结构作为先验信息

的贝叶斯最大后验估计，即结构稀疏模型具有贝叶

斯形式的统一框架．贝叶斯理论揭示了结构稀疏模

型的拓展方向，改变似然函数，将其向其他统计模型

拓展，或者改变其先验概率，设计新的正则化项．

７２　结构稀疏化与编码复杂度之间的联系

Ｈｕａｎｇ等人
［７０］利用编码复杂度理论观点来审

视稀疏模型和结构稀疏模型，并将其称作编码复

杂度正则化（ＣｏｄｉｎｇＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙＲｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ）方

法．Ｈｕａｎｇ等人将非结构化的稀疏性、组结构稀疏

性、树结构稀疏性和图结构稀疏性等纳入了编码复

杂度正则化的统一框架．另外，Ｈｕａｎｇ等人所做的

工作的一个重要意义在于其利用所提出的编码复杂

度正则化理论揭示了在何种情况下结构稀疏模型优

于非结构化的稀疏模型．

７３　结构稀疏化与子模函数之间的联系

Ｂａｃｈ等人
［７１］利用子模函数建立了结构稀疏模

型的统一框架．犔０范数表示模型向量中非零元素的

个数，其等价于模型向量支撑集的势（ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ），

其是一种集合函数并且是实现稀疏性的最直观方

法，但由于对其难以求解从而利用其凸包络犔１范数

代替．Ｂａｃｈ等人考虑了更广泛的集合函数，假设集

合函数犉（·）为任意一非降的子模函数，犳（·）为其

Ｌｏｖａｓｚ展开（Ｌｏｖａｓｚｅｘｔｅｎｓｉｏｎ），β 表示模型向量

的每个元素均取绝对值后构成的新向量，ｓｕｐｐ（β）表

示模型向量β的支撑集，同时指出并证明了犳（β ）

是一种范数并且是犉（ｓｕｐｐ（β））的凸包络．显然，要

想得到犉（ｓｕｐｐ（β））的凸包络，对其进行Ｌｏｖａｓｚ展

开即可．Ｂａｃｈ等人指出非重叠组结构稀疏性和重叠

组结构稀疏性等很多结构化稀疏性都可纳入这个

框架．
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７４　通过引入辅助向量构造出的结构稀疏模型统

一框架

Ｍｉｃｃｈｅｌｌｉ等人
［７２］引入一辅助向量γ∈犚

犘构造

了结构稀疏模型的一种统一框架：

β＝^ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘

１

２
狔－犡β

２

２＋λΩ（βΛ） （３０）

其中

Ω（βΛ）＝ｉｎｆ｛Γ（β，γ）：γ∈Λ｝ （３１）

Γ（β，γ）＝
１

２∑
犘

狆＝１

β
２
狆

γ狆
＋γ（ ）狆 （３２）

向量集Λ的选定非常重要，选择不同的向量集

Λ就会构造出不同的结构稀疏模型．例如，Ｍｉｃｃｈｅｌｌｉ

等人构造了一种结构稀疏模型，这种结构稀疏模型

的罚函数叫做箱形罚，由其得到的模型向量β的各

分量均处于规定的区间中，他们指出此时选定Λ＝

｛（γ狆：狆∈｛１，…，犘｝：γ狆∈［犪狆，犫狆］）｝则可实现这种

结构稀疏化效果；Ｍｉｃｃｈｅｌｌｉ等人还构造了一种叫做

楔形罚的罚函数，由楔形罚构成的结构稀疏模型得

到的模型向量各分量的大小是非递增的，他们指出

选定Λ＝｛（γ狆：狆∈｛１，…，犘｝：γ狆γ狆＋１）｝即可实现

这种结构稀疏化效果．Ｍｉｃｃｈｅｌｌｉ等人提出的这种框

架有力地对结构稀疏模型进行了概括，可通过选定

不同的向量集Λ 来构造出具有不同特性的结构稀

疏模型．

８　结构稀疏模型的统计特性

参数估计一致性、变量选择一致性和ｏｒａｃｌｅ性

质是结构稀疏模型中被讨论最多的统计特性，而这

些统计特性当前主要出现在组结构稀疏模型中，

树结构和图结构等结构稀疏模型的统计特性当

前尚少有研究，因此本节以组结构稀疏模型为例

探讨实现这些统计特性的附加条件．参数估计一致

性是指对于任意正数ε
有ｌｉｍ

犖→∞
犘（β－β

＾
２＜ε

）＝１

成立，其中 犖 是样本个数．变量选择一致性是指

ｌｉｍ
犖→∞
犘（｛犼：β

＾
犼≠０｝＝｛犼：β犼≠０｝）＝１，而ｏｒａｃｌｅ性

质［１６］包括两方面：

（１）变量选择一致性：

ｌｉｍ
犖→∞
犘（｛犼：β

＾
犼≠０｝＝｛犼：β犼≠０｝）＝１；

（２）参数估计渐近正态性：令犃＝｛犼：β
＾
犼≠０｝，

则当犖→∞时有

槡犖（β犃^－β犃）→犖（０，Σ）．

与Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ的套索类似，组套索的估计值一

般不具有变量选择一致性，或者说只有在很强的假

设条件下才具有变量选择一致性．这是因为组套索

对于各个组对应的子模型向量β犼的惩罚程度不随子

模型向量β犼的模的大小而自适应地改变，因此会过

度缩小模较大的子模型向量的值，导致对模较大的

子模型向量产生有偏估计．为了补偿对模较大的子

模型向量的过度缩小，组套索会倾向于将一些不必

要的组也选择出来，即组套索具有对组过选择的特

性．套索模型的参数估计一致性、变量选择一致性和

ｏｒａｃｌｅ性质的讨论需要附加假设条件，这些假设条件

主要有不可表示条件［７３］（ｉｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｂｌｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）、

稀疏Ｒｉｅｓｚ条件
［７４］（ｓｐａｒｓｅＲｉｅｓｚｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）和限制

特征值条件［７５］（ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ）等，

类似地，在讨论组套索等结构稀疏模型的参数估计

一致性、变量选择一致性和ｏｒａｃｌｅ性质时也要附加

上述３个假设条件．

不可表示条件是组套索满足变量选择一致性的

必要条件，分为强不可表示条件和弱不可表示条件．

Ｂａｃｈ等人
［７３］将套索模型中的不可表示条件推广到

组套索中，并指出组套索在满足不可表示条件时具

有变量选择一致性．已知珟犅＝｛犼：β犼≠０｝，珟犅
犆表示珟犅

的补集，则关于组套索的设计矩阵的强不可表示条

件和弱不可表示条件分别为

ｍａｘ
犼

∈珟犅
犆

１

犱犼槡 

Σ犡
犼
犡珟犅
Σ
－１

犡珟犅犡珟犅
ｄｉａｇ

犱槡犼

β犼

烄

烆

烌

烎２
β珟犅 ＜１ （３３）

ｍａｘ
犼

∈珟犅
犆

１

犱犼槡 

Σ犡
犼
犡珟犅
Σ
－１

犡珟犅犡珟犅
ｄｉａｇ

犱槡犼

β犼

烄

烆

烌

烎２
β珟犅 １ （３４）

其中

Σ犡
犼
犡珟犅
＝犈（犡犼犡珟犅）－犈（犡犼）犈（犡珟犅），

Σ犡珟犅犡珟犅＝犈（犡珟犅犡珟犅）－犈（犡珟犅）犈（犡珟犅），

ｄｉａｇ
犱槡犼

β犼

烄

烆

烌

烎２
表示块对角矩阵，每个对角块为

犱槡犼

β犼 ２

犐犱
犼
×犱
犼
，犐犱

犼
×犱
犼
表示犱犼×犱犼阶的单位矩阵．

Ｗｅｉ等人
［２８］给出的关于组套索的设计矩阵的稀

疏Ｒｉｅｓｚ条件为：已知珦犃｛１，…，犑｝，珦犃 ＝Σ犼∈珦犃犼

表示集合珦犃 中元素的个数，犡珦犃＝（犡犼，犼∈珦犃）表示由

珦犃 个子设计矩阵组成的新矩阵，令Σ珦犃珦犃＝
犡
Ｔ
珦犃犡珦犃

犖
，

狇
＝ 犃 ，若对于任意的珦犃 和珟犞∈犚

Σ
犼∈珦犃

犱
犼都有下式

成立：

犮
犡珦犃
珟犞

２

２

犖 珟犞
２

２

犮
 （３５）
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则称设计矩阵犡 满足关于给定的常数狇
 和０＜

犮＜犮

＜∞的稀疏Ｒｉｅｓｚ条件．显然，稀疏Ｒｉｅｓｚ条

件的作用为规定了矩阵变量值的上下界．Ｗｅｉ等人

在组套索的参数估计一致性方面进行了研究，他们

给出了组套索在满足稀疏Ｒｉｅｓｚ条件和其他一些条

件时参数估计值的犔２范数误差 β－β
＾

２的上界．

Ｌｏｕｎｉｃｉ等人
［７５］给出的关于组套索的设计矩阵

的限制特征值条件为：已知珟犛｛１，２，…，犑｝，珟犛 表

示集合珟犛 中元素的个数，珟犛犆表示珟犛 的补集，正整数

常数１狊

犑，若存在一个正的犮使得如下最优

化问题的最优值大于０

ｍｉｎ犡Δ ２／槡犖 Δ珓狊 　　 （３６ａ）

ｓ．ｔ．珟犛 狊
 （３６ｂ）

　　Δ∈犚
犘，Δ≠０ （３６ｃ）

　　 ∑
犼∈珟犛

犆

Δ犼 犮


∑
犼∈珟犛

Δ犼 （３６ｄ）

则称满足限制特征值条件．

９　结构稀疏模型小结

结构稀疏模型按实现的稀疏化效果可分为组结

构稀疏模型、双层结构稀疏模型、树结构稀疏模型和

图结构稀疏模型．组结构稀疏模型中，组套索忽视了

变量组之间重叠的情况，重叠组套索是在组套索基

础上考虑了分组之间重叠的情况而提出的；组套索

只是基于线性回归模型的，逻辑斯蒂组套索将组套

索从线性回归模型推广到逻辑斯蒂回归模型；组套

索不具有变量选择一致性，针对组套索这一缺点而

提出的自适应组套索、Ｌ２范数组ＳＣＡＤ模型、Ｌ２范

数组 ＭＣ模型和Ｌ２范数组桥模型与组套索相比往

往在变量选择一致性和变量组选择一致性方面表现

更佳．在双层结构稀疏模型中，稀疏组套索可实现分

组水平上和分组内变量水平上双层的稀疏化结构，

但稀疏组套索在变量选择一致性和变量组选择一致

性方面表现很差，而Ｌ１范数组ＳＣＡＤ模型、Ｌ１范

数组 ＭＣ模型、Ｌ１范数组桥模型和指数组套索内部

采用了Ｌ１范数罚而外部采用了非凸罚，因此其与

稀疏组套索相比在变量组选择一致性上往往表现更

佳；复合组 ＭＣ模型和复合组桥模型内部与外部均

采用了非凸罚，其相对于前述几种内部采用Ｌ１范

数罚的双层稀疏模型来说在组内变量选择的一致性

上往往表现更佳．树结构稀疏模型中，树组套索实现

的稀疏效果为解释变量的树结构稀疏化，而多输出树

组套索实现的稀疏效果为响应变量的树结构稀疏化．

图结构稀疏模型中，图套索只可实现图的ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

矩阵中元素稀疏化，而犔∞，１范数组结构图套索

和犔２，１范数组结构图套索可实现图的ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ矩

阵中元素的组结构稀疏化．表１对各结构稀疏模型

的结构稀疏特性，算法复杂性和不同模型间的联系

进行了总结．表２中，犖 是样本个数，犘 是样例维

数，ｍａｘ｛犱１，…，犱｜犌｜｝为组内模型向量的最大维数，

犌 为组集合的势，犜为迭代次数，犓 是输出变量犢

的维数，ε是预设的准确率，犑树中的顶点个数，犈为

树中的边集．

表２　各结构稀疏模型对比

模型 结构稀疏性 算法复杂性 不同模型间的联系

套索［７５］ 非结构化稀疏性 犗（犖犘ｍｉｎ｛犖，犘｝） 利用正则化方法进行变量选择和稀疏化的开山之作

组套索［７６］ 组稀疏性 犗（犘＋ｍａｘ｛犱１，…，犱｜犌｜｝犐狀｜犌｜） 将Ｌａｓｓｏ的非结构化稀疏性推广为组稀疏性

自适应组套索［７７］ 组稀疏性 犗（犜犖犘ｍｉｎ｛犖，犘｝） 进一步改善了ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的估计准确性

重叠组套索［７８］ 重叠组稀疏性 犗（犘｜犌｜） 将ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的组稀疏性推广为重叠组稀疏性

逻辑斯蒂组套索［７９］ 组稀疏性 犗（２犖犘２） 将ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ和 ＭＣＰ罚推广到ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型中

犔２ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ
［８０］ 组稀疏性 犗（犖犘２） 进一步改善了ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的估计准确性

犔２ＧｒｏｕｐＭＣ
［８１］ 组稀疏性 犗

１

槡ε
（犖犘＋犖犓（ ）） 进一步改善了ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的估计准确性

犔２ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ
［８２］ 组稀疏性 犗（犜犖犘２）犗（犖犘２） 进一步改善了ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的估计准确性

稀疏组套索［８３］ 双层稀疏性 犗（１／ε） 在ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ基础上进一步实现双层稀疏性

指数组套索［８４］ 双层稀疏性 犗（２犖犘２｜犌｜） 在ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ基础上进一步实现双层稀疏性

犔１ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ
［８５］ 双层稀疏性 犗（犖犘２｜犌｜） 在ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ基础上进一步实现双层稀疏性

犔１ＧｒｏｕｐＭＣ
［８６］ 双层稀疏性 犗（２犖犘２｜犌｜） 在ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ基础上进一步实现双层稀疏性

犔１ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ
［８７］ 双层稀疏性 犗（犜犖犘ｍｉｎ｛犖，犘｝｜犌｜） 在ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ基础上进一步实现双层稀疏性

复合组桥［８８］ 双层稀疏性 犗（２犜｜犌｜犖犘ｍｉｎ｛犖，犘｝） 在ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ基础上进一步实现双层稀疏性

树组套索［８９］ 树组稀疏性 犗
１

ε
（犑２＋｜犈｜（ ）） 将ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ的组稀疏性推广为树组稀疏性

多任务树组套索［９０］ 树组稀疏性 犗
１

ε
（犑２犓＋犑｜犈｜（ ）） 将结构稀疏模型向多任务学习进行拓展

图套索［９１］ 图稀疏性 犗（ｍａｘ｛犱１，…，犱｜犌｜｝＋｜犌｜ｌｏｇ犘） 将稀疏思想应用到概率图模型中，简化概率图模型的学习
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１０　优化算法

结构稀疏模型优化算法首先使用控制受控不

等式（ＭａｊｏｒｉｔｙＭｉｎｏｒｉｔｙ，ＭＭ）技术
［９２］，Ｎｅｓｔｅｒｏｖ双

目标函数近似方法，或一阶泰勒展开和二阶泰勒展

开技术求得原来包含非可微、非凸和不可分离变量

的结构稀疏模型目标函数的可微、凸和可分离变量

的近似目标函数，然后对结构稀疏模型的近似目标

函数使用最小角回归算法、组最小角回归算法［３］

（ＧｒｏｕｐＬｅａｓｔＡｎｇｌｅＲｅｇｒｅｓｓｉｏｎ，ＧｒｏｕｐＬＡＲＳ）、块坐

标下降算法（ｂｌｏｃｋｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）
［３］、

分块坐标梯度下降算法［９３］（ｂｌｏｃｋｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔ

ｄｅｓｃｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、局部坐标下降算法
［９４］（ｌｏｃａｌｃｏｏｒ

ｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、谱投影梯度法
［７］（Ｓｐｅｃｔｒａｌ

ＰｒｏｊｅｃｔｅｄＧｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ）、主动集算法（ａｃｔｉｖｅｓｅｔ

ａｌｇｒｉｔｈｍ）和交替方向乘子算法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎ

ＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）等算法求解最优化

解．可使用Ｃｐ准则、ＡＩＣ准则、ＢＩＣ准则和ＧＣＶ准

则计算结构稀疏模型的近似目标函数中的权衡参数

λ，也可以在λ的取值区间上，选择有限个离散值，使

用交叉校验方法确定权衡参数λ的值，还可以使用

解路径方法，通过理论分析给出β（λ）的解路径表达

式，找出全局最优值．

（１）变分不等式．利用变分不等式可将不光滑

的函数等价地转化为光滑的函数，但该方法会引入

一个辅助变量，故接下来往往利用轮换方向乘子法

继续求解．例如，在多输出树组套索模型中利用柯

西施瓦兹不等式将非光滑的问题转化为光滑问题

然后利用轮换方向乘子法求解．

（２）Ｎｅｓｔｅｒｏｖ技巧．假定犳＝犵＋犺中假定犵 连

续可微，而犺不可微．Ｎｅｓｔｅｒｏｖ把损失函数加正则

化项双目标最优化问题犳＝犵＋犺中的可微函数犵

用近似函数替代，然后在近似替代后的犳^函数上求

解最优化问题．假定犵的ｌｉｐｃｈｉｔｚ梯度为犔

　 犵（β）－犵（β′）２犔β－β′ ２，β，β′∈犚
犘 （３７）

使用固定步长狊狋＝狊∈（０，１／犔］，则对任意梯度

下降迭代次数狋＝１，２，…，有

犳^（β）－犳^（β
）

犆
狋＋１β

狋
－β


２ （３８）

这里犆为常数，β
为最优解，所以在梯度下降迭代

过程中，犳（β）以犗（１／狋）子线性收敛，实际迭代过程

犔不知时，可使用 Ａｒｍｉｊｏ法则选择步长，可产生同

样的收敛率．

Ｎｅｓｔｅｒｏｖ提出的方法还包括引入对偶范数，同

时将原来变量块不可分离的问题转化成了变量块可

分离的问题，经过预处理后的优化问题可以采用梯

度法等诸多传统凸优化方法进行求解，该方法非

常适用于对重叠组套索和树组套索这类不光滑且变

量块不可分离的结构稀疏模型的目标函数进行预

处理［９２］．

（３）对偶范数和对偶函数．该预处理手法主要

用于解决变量块不可分离的问题，利用引入的对偶

变量将原变量块不可分离的问题转化为对偶变量块

可分离的问题．例如，重叠组套索模型和树组套索模

型的目标函数均不光滑且变量块不可分离，可经过

该方法预处理后得到不光滑但变量块可分离的目标

函数，然后利用块坐标下降算法求解．

（４）局部近似．该预处理方法分为局部二次近

似和局部线性近似两种，主要应用于组ＳＣＡＤ模

型、组 ＭＣ模型和组桥模型最优化问题，局部近似

使用控制受控不等式（ＭａｊｏｒｉｔｙＭｉｎｏｒｉｔｙ，ＭＭ）技

术，把结构稀疏化目标函数替换为二次函数，解决非

凸非光滑的ＳＣＡＤ罚、桥罚和 ＭＣ罚在进行优化时

的困难，但由于涉及海森矩阵的重复求逆问题因而

计算复杂度很大，局部二次近似方法还需要设定一

个初始解，在初始解处开始迭代，该初始解的设定好

坏在很大程度上影响了算法收敛的快慢，并且该方

法为了避免数值不稳定问题需要设置一个阈值参数

ε０使得变量的模型向量分量小于该参数时则直接将

该变量的模型向量分量置零，因此该方法另一个缺

点是其类似于后向变量消除法有丢弃变量不可再恢

复的缺点，一旦某变量的模型向量分量被置零，该变

量将永远不再会出现在最后求得的模型中，而且阈

值参数ε０的值被设置的大小会影响解的稀疏性和收

敛速度，而究竟设置该阈值参数为多大也没有统一

的标准．局部线性近似将原目标函数近似为一次函

数，该方法不存在数值不稳定问题，因此不必设置阈

值参数，避免了局部二次近似的上述种种问题，但局

部线性近似算法性能对初始值的设置比较敏感．

（５）（组）最小角回归算法．套索提出后缺乏高

效的求解算法，因此没有立刻广泛流行，直到最小角

回归算法被提出后，套索等基于正则化方法的稀疏

模型受到越来越多的关注，可见最小角回归算法的

重要地位．组套索被提出后，最小角回归算法又被推

广为组最小角回归算法，但最小角回归算法和组最

小角回归算法均只适用于解路径为分段线性的稀疏

模型，这是因为只有稀疏模型的解路径为分段线性
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时，由最小角回归算法和组最小角回归算法所求得

的解路径才是稀疏模型的解路径．例如，对于组套索

模型来说应用组最小角回归算法求解的条件为设计

矩阵为正交矩阵，因为只有设计矩阵为正交矩阵时

组套索模型的解路径才是分段线性的．组最小角回

归算法与最小角回归算法均由于解路径为分段线性

函数，可以求解整个解路径，发现最优权衡参数λ下

的稀疏解．

（６）（块）坐标下降算法．块坐标下降算法的前

身是坐标下降算法，该算法使用分而治之的策略，把

多变量的优化问题，分解为子多变量迭代优化问题，

问题的规模变小，靠时间复杂性增加，减少优化问题

的复杂性．在迭代过程，任意选择多变量β＝（β１，…，

β犘）
Ｔ
∈犚

犘的一部分变量β
（狋）＝（β

（狋）
１ ，…，β

（狋）
犻 ）

Ｔ
∈犚

犻作

为要求解的未知变量，β的其余的变量任意置初值，

待求解出β
（狋）后此子向量作为已知值，再在β中选择

除β
（狋）外其余的变量块作为未知值，求解优化问题，

此过程反复执行．（块）坐标下降算法只能适用于块

可分离的组套索模型．函数变量块可分离性指的是

函数可以被写作不同坐标块（坐标向量）β犼对应的函

数犳犼（β犼）之间的独立相加关系

犳（β１，β２，…，β犑）＝∑
犑

犼＝１

犳犼（β犼） （３９）

且不同坐标块（坐标向量）β犼之间不包含共同的自变

量．例如，犔２，１组套索模型、自适应组套索模型、混合

组套索模型和逻辑斯蒂组套索模型的目标函数均是

变量块可分离的，可以直接应用块坐标下降算法对

其求解，而重叠组套索模型的目标函数中不同组对

应的子模型向量之间存在共同的自变量，因此是变

量块不可分离的，所以不能利用块坐标下降算法求

解重叠组套索模型．与重叠组套索模型类似，树组套

索模型和多输出树组套索模型的目标函数中不同组

对应的子模型向量之间也存在共同的自变量，也是

变量块不可分离的，因此也不能利用块坐标下降算

法直接对其进行求解．某些非凸组稀疏模型的求解

也可以利用块坐标下降算法，但要求该模型具有关

于单变量的显式解和某些使得目标函数为凸函数的

附加条件，例如组桥模型不具有关于单变量的显式

解，故不能利用块坐标下降算法求解，犔２组ＳＣＡＤ

和犔２组 ＭＣ模型具有关于单变量的显式解，可以利

用块坐标下降算法求解，但还要附加令其整个目标

函数为凸函数的条件才行，这是因为ＳＣＡＤ罚和

ＭＣ罚为非凸罚，在某些附加条件下其整个目标函

数才是凸的．

（７）局部坐标下降算法．由于基于层次罚的双

层稀疏模型不具有关于单变量的解析解，因此不能

直接利用坐标下降算法求解．为了解决这个问题，

Ｈｕａｎｇ等人
［１８］提出了一种局部坐标下降算法，其思

想为利用以一阶泰勒展开式对层次罚函数进行近

似，得到其 ｍａｊｏｒｉｚｉｎｇ函数，利用 ＭＭ（Ｍａｊｏｒｉｚｅ

Ｍｉｎｉｒｉｚｅ）方法求解．局部坐标下降算法与坐标下降

算法类似，每次只关于单个变量进行优化，不断循环

迭代每个变量直到算法收敛从而得到最终的解．

（８）块坐标梯度下降算法．块坐标梯度下降算

法首先求解原目标函数的凸二次近似函数，使用

Ａｒｍｉｊｏ法则线搜索确定步长，使用块坐标下降求

解结构稀疏化问题的凸二次近似函数的最优解，故

块坐标梯度下降算法可被视为梯度法与块坐标下降

算法的结合．块坐标梯度下降算法与块坐标下降算

法比较，块坐标梯度下降算法适用于大规模问题求

解，方法简单，可并行执行，算法收敛快．例如在逻辑

斯蒂组套索模型的求解中，关于第犼个组的优化问

题中逻辑斯蒂组套索模型的解β犼不具有显式更新公

式，因此这一步需要数值迭代计算方法，对于大规模

的变量选择问题计算复杂度太大，因此块坐标下降

算法在该情形下只适用于中小规模的变量选择问

题，而块坐标梯度下降算法在该情形下表现更好．

（９）活动集算法．活动集算法一般用于大规模

复杂问题的求解，利用最优性条件如 ＫＫＴ条件把

大规模复杂问题分解为一系列简单子问题的求解，

一般是用时间复杂性增高换取空间复杂性的降低，

但也可能由于算法迭代过程中出现满足最优性条件

提前结束，从而实现同时降低算法的时空复杂性，该

算法目前主要用于对犔２，１组套索模型和犔∞，１组套索

模型的求解．虽然该算法将大规模的复杂问题转化

为一系列简单子问题的求解，但该算法是否高效仍

然依赖于子问题的求解是否高效，例如应用于求解

犔２，１组套索模型和犔∞，１组套索模型时用于求解子问

题的投影梯度步骤计算十分关键［６７］，很大程度上决

定了活动集算法的高效与否．

（１０）交替方向乘子算法．由于在第一阶段对结

构稀疏化模型进行了近似变换，替换后的目标函数

往往具有双变量目标函数约束凸优化形式

犳＝ａｒｇｍｉｎ
β∈犚

犘，θ∈犚
犕
犵（β）＋犺（θ） （４０）

ｓ．ｔ．犃β＋犅θ＝ｃ

这里犵（β）：犚
犘
→犚，犺（θ）：犚

犕
→犚 为凸函数，犃∈

犚犕×犇，犅∈犚
犕×犇为已知矩阵，ｃ为常数．为了求解上
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述约束优化问题，引入拉格朗日乘子μ∈犚
犇，得到增

广拉格朗日对偶问题

犔（β，θ，μ）＝犵（β）＋犺（θ）＋〈μ，犃β＋犅θ－ｃ〉＋

ρ
２
犃β＋犅θ－ｃ

２

２
（４１）

ρ＞０为固定常数，
ρ
２
犃β＋犅θ－ｃ

２

２
为平滑项．交替

方向乘子算法迭代更新公式为

β
（狋）＝ａｒｇｍｉｎ

β∈犚
犘
犔（β，θ

（狋－１），μ
（狋－１）） （４２ａ）

θ
（狋）＝ａｒｇｍｉｎ

θ∈犚
犕
犔（β

（狋），θ，μ
（狋－１）） （４２ｂ）

μ
（狋）＝μ

（狋－１）＋ρ（犃β
（狋）＋犅θ

（狋）－ｃ） （４２ｃ）

对于拉格朗日乘子μ∈犚
犇，迭代过程狋＝１，２，…

为对偶上升过程．

由于目标函数对变量β和θ是分离的，犵（β）：

犚犘→犚只依赖于β，犺（θ）：犚
犕
→犚只依赖于θ．交替

方向乘子算法适宜于求解非可微约束下的凸问题，

可以把数据样例分为成多个块，在每个数据块上分

别运用交替方向乘子算法求解，从而实现大规模问

题分解为多个小问题；还可以对高维问题，每个样例

的各维变量划分为多个块，以坐标块方式求解．

轮换方向乘子法适用于分布式和并行算法求

解，可用来求解各种结构稀疏模型．

（１１）谱投影梯度法．谱投影梯度法是对投影梯

度算法的改进，主要用于克服后者收敛速度慢的缺

点．投影梯度算法存在两方面的问题：一是每次选择

最速下降方向会导致收敛速度变慢；二是投影步骤

的计算复杂度过高．谱投影梯度法使用非单调线搜索

技术确定步长，算法迭代过程目标函数可能不总是

下降的，并且需要结合谱梯度法的ＢａｒｚｉｌａｉＢｏｒｗｅｉｎ

步长来选择谱投影梯度法在迭代过程中的步长．谱

投影梯度法适用于投影步骤计算高效的情形，因此

投影步骤的计算方法非常关键，当前该方法主要用

于对于犔２，１组套索模型和犔∞，１组套索模型组套索模

型的求解［９５］．

（１２）小结与分析．不同结构稀疏模型所用来求

解的方法（预处理方法与优化算法）不同，不同的算

法也有各自的适用条件，因此在面对一种新的组稀

疏模型时，往往需要从该组稀疏模型的目标函数的

特点出发，根据其目标函数是否平滑、是否变量块可

分离和是否为凸函数等方面进行全盘考虑从而确定

最佳的求解方法．各预处理方法与求解算法的优点

与不足如表３所示，文献中已有的对各种组稀疏模

型求解算法如表４所示．陶等人
［９６］综述了稀疏模型

的算法，读者可参考之．

表３　各预处理方法和算法的优点与不足

算法 优点与不足

变分

不等式

通过引入新的变量，将非光滑函数等价地转化为光

滑函数，适当选择新增加的变量的值可使转化后的

问题的最优解是原问题的解，缺点是优化的自变量

数增多，增加了问题的求解复杂性．

Ｎｅｓｔｅｒｏｖ
平滑近似

技巧

同时解决了不平滑与变量块不可分离问题，缺点是

要求原问题满足强凸条件，求得的最优解只是原问

题的近似解．

对偶范数和

对偶函数

通过引入对偶变量，求解对偶变量的凸最优化问题，

可求解变量块不可分离原问题，缺点是算法复杂性

高，无法用于大规模结构稀疏化问题求解．

局部二次

近似

解决非凸与非平滑问题，但导致计算复杂、丢弃变量

不可再恢复、依赖于阈值参数且数值不稳定，算法性

能的好坏很大程度上依赖于初始解的设定．

局部线性

近似

克服局部二次近似方法的计算复杂、丢弃变量不可

再恢复、依赖于阈值参数和数值不稳定等缺点，但算

法性能的好坏很大程度上依赖于初始解的设定．

组最小角

回归

可得到整个解路径，但要求问题的解路径是分段线

性的，大多数问题不满足此条件，应用范围有限．

块坐标

下降

有效地将复杂优化问题转化为容易求解的简单问

题，但要求目标函数变量块可分离或具有关于子变

量的显式解，要求子问题的求解复杂性尽可能低．

局部坐标

下降算法
ＭＭ算法与坐标下降算法的结合．

块坐标

梯度下降

梯度法与块坐标下降算法的结合，简单且具有高度

并行化的特点，并且收敛性较强，尤其在块坐标下降

算法无显式解时体现出其优势，适用于求解大规模

的优化问题．

活动集算法

有效地将大规模复杂问题分解为一系列活动集变量

上简单子问题的求解，但算法复杂性仍然依赖于子

问题求解算法是否高效，且活动变量选择需要前向

和反向选择过程，时间复杂性高．

交替方向

乘子算法

适宜于求解非可微约束下的凸问题，可对数据样例

分为成多个块或每个样例的各维变量划分为多个

块，可用于高维大规模问题并行分布式求解．缺点是

算法只适用于凸问题，且引入了新的乘子迭代过程，

要求分解子问题的求解复杂性低．

谱投影

梯度法

克服了投影梯度收敛速度慢的缺点，但整个算法的

有效性依赖于投影步骤的计算复杂度．

表４　文献中对各种组套索模型的求解算法

模型 求解算法

组套索模型
组最小角回归算法，块坐标下降算法，轮换

方向乘子法，活动集算法，谱投影梯度法

犔∞，１组套索模型 活动集算法，谱投影梯度法

自适应组套索模型 块坐标下降算法

犔２组ＳＣＡＤ模型 块坐标下降算法

犔２组 ＭＣ模型 块坐标下降算法

犔２组桥模型 局部坐标下降算法

稀疏组套索模型 坐标下算法＋块坐标下降算法

逻辑斯蒂组套索模型 块坐标下降算法，块坐标梯度下降算法

基于层次罚的双层

结构稀疏模型
局部坐标下降算法

重叠组套索模型
轮换方向乘子法，Ｎｅｓｔｅｒｏｖ平滑近似技巧＋
块坐标下降

树组套索模型
轮换方向乘子法，Ｎｅｓｔｅｒｏｖ平滑近似技巧＋
块坐标下降

多输出树组套索模型
变分不等式＋轮换方向乘子法，Ｎｅｓｔｅｒｏｖ
平滑近似技巧＋块坐标下降

图套索 块坐标下降算法
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１１　结构稀疏模型的应用

总体来说，结构稀疏模型在模型预测和特征选

择上取得了很大的成功．下面以结构稀疏模型在生

物信息学和医药学、在时变和空间暂态数据上的应

用，在文本处理中的应用，在图像检索和图像理解的

应用和在压缩传感和图像重构中等典型应用予以

介绍．

１１１　在生物信息学和医药学中的应用

在基因网逆向工程和发现与脑功能关联的模式

等任务中，目标为重构感兴趣的变量之间的依赖关

系，找出与所感兴趣疾病最相关的基因或基因组和

脑区域．

文献［４４］提出树结构稀疏罚模型应用 ＤＮＡ

ＣＧＨ（ＣｏｍｐａｒａｔｉｖｅＧｅｎｏｍｉｃＨｙｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ）微阵列

数据诊断癌症疾病．

在神经科学中，让受试者说一段与某个主题有关

的话，或者看一些特定的图片，记录下同一脑区域功

能磁共振（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌＭａｇｎｅｔｉｃＲｅｓｏｎａｎｃｅＩｍａｇｉｎｇ，

ｆＭＲＩ）三维像素（ｖｏｘｅｌｓ）
［９３］，提取１７００到２２００的

三维像素子集作为输入特征，构造稀疏高斯马尔科

夫网预测人的心理状态，使用ＳＩＮＣＯ算法（ｓｐａｒｓｅ

ＧａｕｓｓｉａｎＭＲＦｍｏｄｅｌｓｌｅａｒｎｅｄｂｙａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ），完

成了５％的错误率，显著好于ＳＶＭ预测结果
［９７］．

文献［９８，９９］给出另一个使用稀疏马尔科夫网

对心理状态预测的成功应用例子．这里，目标为发现

局部脑功能异常的精神分裂症精神疾病患者最相关

的脑区域ｆＭＲＩ三维像素特征，即统计生物学标记

物，即生物学家认为从ｆＭＲＩ得到的精神分裂症和

健康受试者执行简单的听觉任务的三维像素，从整

个脑部获取的ｆＭＲＩ三维像素特征用于构造脑功能

相互作用网络，该网络的拓扑特征包含了丰富的信

息，实验表明，稀疏马尔科夫网能够准确地判别两组

受试者，得到了８６％的正确率．稀疏马尔科夫网也

用于阿尔茨海默氏症［１００］和吸毒引起的脑紊乱研

究［１０１］．稀疏马尔科夫网模型能够辨识与相应疾病

引起的网络结构发生的改变，文献［１０２］进一步引入

有节点和边选择的稀疏马尔科夫网，这里分组由同一

节点变量的相邻边组成，同一组边置为０时，去除相

应的节点，该模型能极大地改进马尔科夫网的解释

性，特别是马尔科夫网中节点上千个时，尤为明显．

１１２　在时变和空间暂态数据上的应用

在酵母细胞周期微阵列时间过程基因表达数据

上，应用组ＳＣＡＤ回归模型，能够有效地辨识变系

数生物过程基因调控转录因子，能够正确地发现已

知的与细胞周期过程有关的２１个转录因子中的

１９个，而且能辨识其他与细胞周期过程有关的周期

转录效果的５２个转录因子．实验结论为组ＳＣＡＤ

回归模型非常适合估计和选择时变过程有关变量，

能够发现随时间变化的转录因子［１０３］．

气候预测数据具有高维和空间暂态特性，需要

使用具有变量选择功能的模型，文献［１０４］使用海洋

气候数据构造陆地气候预测模型，采用树结构稀疏

组范数作为正则化项回归模型，论文证明了统计估

计一致性，实验表明优于以前的预测性能，而且模型

是气候学上可解释的．

１１３　在文本处理中的应用

Ｗｅｂ和社交媒体数据上大量存在短文本数据

（ＳｈｏｒｔＴｅｘｔＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＳＴＣ），短文本数据相较

于普通文本（ＴｅｘｔＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＴＣ）具有特征稀疏

性，以前的适用于一般文本的模型不再适用，存在的

处理ＳＴＣ的方法是附加新的信息或将外来语料库

添加到ＴＣ里，如果选择外来内容数量和性质不适

当，会使预测得性能恶化，且不一定存在合适的外来

语料库，获取外来语料库也需要人力，文献引入凸包

顶点选择减少字典冗余和相关系数构造ＳＴＣ结构

稀疏模型，在５个ＳＴＣ数据上分类结果好于以前最

好的使用外部语料库的分类效果［１０５］．

使用隐主题分布先验把隐主题作为稀疏退避树

（ＳｐａｒｓｅＢａｃｋｏｆｆＴｒｅｅ，ＳＢＴ）的叶子节点，利用稀疏

树结构上的ｃｏｌｌａｐｓｅｄ抽样方法，基于ＳＢＴ文本模

型能够在上百万主题上有效地推理主题［１０６］．

主题模型在发现医疗，金融和计算机视觉中的

隐结构很有用，但是，即使使用稀疏技术，还是很难

发现可解释的主题，使用本体单词之间的关系上的

图稀疏ＬＤＡ，在生物医疗数据上，建立层次主题模

型，得到更少的可解释的隐概念单词主题
［１０７］．

多文本总结能够节省阅读时间，很快地发现文

本中的主要的内容．基于数据重构和语句解噪模型，

提出两级稀疏表示模型，使用模拟退火算法在基准

数据ＤＵＣ２００６和 ＤＵＣ２００７上从多个文本集提取

总结，实现重构总结，实现了满足全覆盖、稀疏和多

样性的文本总结［１０８］．

１１４　在图像检索和图像理解的应用

神经元空间暂态荧光动力可以表示为光场中每

一个神经元空间位置的矩阵与每一个神经元随着时

间变化的钙离子指示剂中心矩阵的乘积，结构矩阵
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因式化神经团钙离子成像，可应用于活体树突状大

规模神经元成像数据中的空间重叠分量解混合，以

及钙离子指示剂动态变化中神经元脉冲活动的解噪

和解卷积，可估计钙离子指示剂动力曲线［１０９］．

在图像检索和图像理解中的图像自动标注问题

（ＡｕｔｏｍａｔｉｃＩｍａｇｅＡｎｎｏｔａｔｉｏｎ，ＡＩＡ），文献［１１０］研

究了结构化视觉图像特征选择和层次相关结构多

标注问题，提出同时实现输入输出结构组稀疏图

像标注正则化回归模型，提升了图像标注的性能．

考虑到输入高维异构特征如颜色、纹理以及形状等，

不同的特征具有不同的概念识别分辨力，文献［１１１］

提出的同时考虑输入输出结构组稀疏图像标注正则

化回归模型的结构特征选择方法ＢｉＭｔＢＧＳ（Ｂｉｌａｙｅｒ

ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｍｏｄｅｌｆｏｒ ＭｕｌｔｉｌａｂｅｌＢｏｏｓｔｉｎｇｂｙｔｈｅ

ｓｅｌｅｃｔｉｏｎｏｆｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｆｅａｔｕｒｅｓｗｉｔｈｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ

ＧｒｏｕｐｉｎｇＳｐａｒｓｉｔｙ）能实现组内和组级特征选择，

输出类标签层次相关结构用稀疏树结构表示，提出

的回归模型具有两层结构，第一层回归模型实现每

一个标签的判别特征选择，第二层回归为多标签集

成方法，在基准数据上的实验结果显示模型增加了

图像理解的可解释性．

计算机视觉视频理解人类行为识别中，假定视

频分解为关键词分量，局部图像特征作为词汇表的

视觉单词组成袋子模型（ＢａｇｏｆｖｉｓｕａｌＷｏｒｄｓ，ＢｏＷ），

采用人类行为中的暂态结构组稀疏码的系数构造

直方图作为ＢｏＷ，实时采集视觉单词结构稀疏系数

作为人类行为分量的几何特征，文献［１１２］提出的

方法量化误差小，暂态结构减少了模型参数和存储

空间复杂性，在基于人类行为识别数据集 ＫＴＨ、

Ｗｅｉｓｍａｎｎ和 ＵＣＦｓｐｏｒｔｓａｎｄＵＣＦ５０上的实验结

果表明比先前的方法要好．

高光谱图像研究中，文献［１１３］考虑构造属于同

一类标签的类内聚类簇样例保持图结构低维投影，

不需要像传统线性判别分析那样预先知道已标识样

例个数，提出的稀疏图判别分析可以用广义特征值

方法求解，实验显示算法同时实现降维和判别分析．

１１５　在压缩传感和图像重构中的应用

信号重构中需要发现所要查询信号的最近树稀

疏信号，即树投影问题，长度为狀的信号投影到稀疏

参数为犽的树结构，信号的取值区间为狉，原来最优

的算法的复杂性为犗（狀犽），提出的近似算法具有

犗（狀ｌｏｇ犽狉）存储复杂性，算法可应用于大规模高维树

稀疏压缩传感问题［１１４］．

压缩传感研究中，某个基函数上的未知信号的

稀疏表示特性可用作信号重构时的先验知识．基于

结构稀疏表示模型重构算法除了利用稀疏先验信

息外还使用了未知信号的特殊结构信息，分段平

滑信号的小波变换上常用的结构为稀疏树结构，

文献［１１５］提出一种利用稀疏树先验信息压缩传感

模型，使用基于树的正交匹配追踪算法求解压缩传

感问题．

文献［１１６］提出结构稀疏信号的支集估计自适

应压缩传感算法，该算法对观测数据噪声鲁棒，文献

同时给出了自适应压缩传感的估计一致性的上界和

下界．

文献［１１７］考虑盲聚类结构稀疏重构问题，实现

了基于模型的非线性滤波压缩传感，提出的模型假

定稀疏信号非０分量组成块结构，非０块数，维数和

位置均未知，引入确定性非随机近邻非凸非可分罚，

用Ｌ１迭代赋权方法，提出的模型不需要稀疏模式

任何信息，实验结果显示压缩传感性能优于以前的

研究结果．

文献［１１８］利用多视图构造语义一致的图像特

征表示，提出组稀疏多视图块对齐框架，使得各视图

语义相互补充，利用投影矩阵犔２范数行稀疏性同时

实现特征提取和特征选择功能，实验显示提高了图

像分类性能．

１２　实验分析

１２１　４０个变量实验比较

本节选取套索、组套索和复合组 ＭＣ模型来比

较其实现的（结构）稀疏化效果．组套索代表了犔２组

ＳＣＡＤ模型和犔２组 ＭＣ模型等一大类组稀疏模型，

而复合组 ＭＣ模型代表了稀疏组套索、犔１范数组ＭＣ

模型、犔１范数组ＳＣＡＤ模型以及复合组桥模型等一

大类双层结构稀疏模型．本实验中，使用的Ｒ语言包

分别为ｃｒａｎ网站上的 ｇｌｍｎｅｔ包（ｈｔｔｐｓ：／／ｃｒａｎ．

ｒｐｒｏｊｅｃｔ．ｏｒｇ／ｗｅｂ／ｐａｃｋａｇｅｓ／ｇｌｍｎｅｔ／ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ）、

ｇｇｌａｓｓｏ包 （下载网址为 ｈｔｔｐｓ：／／ｃｒａｎ．ｒｐｒｏｊｅｃｔ．

ｏｒｇ／ｗｅｂ／ｐａｃｋａｇｅｓ／ｇｇｌａｓｓｏ／ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ）和 ｇｒｐｒｅｇ

包（下载网址为ｈｔｔｐｓ：／／ｃｒａｎ．ｒｐｒｏｊｅｃｔ．ｏｒｇ／ｗｅｂ／

ｐａｃｋａｇｅｓ／ｇｒｐｒｅｇ／ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ）．

为了验证复合组 ＭＣ模型的双层变量结构稀

疏化效果，生成一基于线性回归模型狔＝犡β＋ε的

人工数据集，该人工数据集中共包含４０个变量，各

变量的分组情况及其真实系数值如下：

β＝（β１，β２，…，β７）
Ｔ
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并且上述向量中各个分量分别为

β１＝（１，１，０，０，０），

β２＝（２，２，２，２，０），

β３＝（０，０，０，０，０），

β４＝（０，０，０，０，０），

β５＝（０，０，０，０，０），

β６＝（０，０，３，３，３），

β７＝（０．２６，０，０，０，０，０，０，０，０，０）．

实验结果如表５、表６、表７和表８所示，表中未

列出的变量均为实验结果中未被选中的变量．

表５　套索的实验结果

变量 系数

犞１ ０．７４

犞２ ０．８２

犞３ －０．０３

犞１１ １．９２

犞１２ １．８１

犞１３ １．９２

犞１４ ２．００

犞２４ ０．０２

犞２８ ２．８８

犞２９ ３．０１

犞３０ ２．９１

犞３１ ０．１３

犞３９ －０．０６

表６　组套索的实验结果１

变量 系数

犞１ ０．２５

犞２ ０．４９

犞３ －０．１８

犞４ ０．０３

犞５ ０．００９

犞１１ １．９５

犞１２ １．６３

犞１３ １．９７

犞１４ １．８６

犞１５ －０．２７

犞２６ －０．０６

犞２７ －０．０１

犞２８ ２．９０

犞２９ ２．７２

犞３０ ２．７５

表７　组套索的实验结果２

变量 系数

犞３１ ０．００２

犞３２ ０．００１

犞３３ －０．００１

犞３４ －０．０００１

犞３５ －０．００３

犞３６ ０．００１

犞３７ ０．０００１

犞３８ －０．００１

犞３９ －０．００４

犞４０ ０．００１

表８　复合组 犕犆模型的实验结果

变量 系数

Ｖ１ ０．８６

Ｖ２ ０．７８

Ｖ１１ ２．０４

Ｖ１２ １．８７

Ｖ１３ ２．０４

Ｖ１４ ２．１２

Ｖ２８ ２．９９

Ｖ２９ ３．１１

Ｖ３０ ３．０６

对比套索和组套索的实验结果，容易看出套索

只得到了普通的非结构稀疏化效果，其变量选择结

果没有任何结构化形式．而组套索却实现了组结构

化的稀疏性，其实验结果中位于同一个变量组的变

量要么同时被选中要么同时不被选中．

对比套索和复合组 ＭＣ模型的实验结果，容易

看出复合组 ＭＣ模型没有选中变量犞４０，而套索却

选中了该变量，复合组 ＭＣ模型没有选中变量犞４０

的原因为犞４０与９个真实回归系数为０的冗余变

量位于同一组，大量非重要变量的存在导致该变量

组为非重要的变量组，犞４０受到这９个同组中非重

要变量的牵扯，从而没有被选中，也就是说复合组

ＭＣ模型中属于同一个组的１０个变量没有同时被

选中，即实现了组稀疏性．

对比组套索与复合组 ＭＣ模型的实验结果，容

易看出ＧｒｏｕｐＬａｓｓｏ只实现了变量组选择，被分为

同一个变量组的变量的系数同时为零或同时非零，

复合组 ＭＣ模型实现了组内的变量选择，同一个分

组内的变量系数有的为零有的非零．

综上所述，复合组 ＭＣ模型具有双层结构稀疏

化效果，而套索不具有结构稀疏化效果，组套索具有

组结构稀疏化效果．

１２２　人工数据实验比较

人工数据实验比较分为回归和分类实验．回归

时，如果是预设３个变量组成组关系，使用

犢＝∑
犑

犼＝１

２

３
犡
犼
犻犽－犡

犼
犻犽＋
２

３
犡
犼（ ）犻犽 β犼＋ε，

β犼＝（－１）
犼ｅｘｐ［－（２犼－１／２０）］

产生人工数据，多个变量为一组的生成过程类似．ε～

犖（０，σ
２）为高斯噪声．按信噪比犛犖犚（Ｓｉｇｎａｌｔｏ

ＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ）

犛犖犚＝
１

σ
２β

Ｔ
犈｛犡犡Ｔ｝β

值为１添加高斯噪声．

分类时对上述输出进行逻辑斯蒂函数变换得到
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类标签：

狆（犢＝－１｜犡，β）＝１／［１＋（１＋ｅ
－犢）］，

狆（犢＝＋１｜犡，β）＝１／［１＋（１＋ｅ
犢）］．

取犖＝５００、犘＝２００，在人工数据集上，Ｇｒｏｕｐ

ｌａｓｓｏ、ＧｒｏｕｐＭＣＰ、ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ和ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ采

用局部二次近似（ＬｏｃａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，

ＬＱＡ），局部线性近似 （ＬｏｃａｌＬｉｎｅａｒＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

（ＬＬＡ），局部坐标下降（ＬｏｃａｌＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＤｅｓｃｅｎｔ，

ＬＣＤ）算法，对运行时间进行了比较，结果见表９．

取犖＝５００、犘＝２００和犑＝２０，对Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ、

ＧｒｏｕｐＭＣＰ、ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ 和 ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ的预

测性能进行了对比．特征选择的性能按真正是０的

组未被选中计算得到虚假的正发现率犉犘（Ｆａｌｓｅ

Ｐｏｓｉｔｉｖｅ）和按真正非０的组未被选中计算得到虚

假的负发现率犉犖（ＦａｌｓｅＮｅｇａｔｉｖｅｓ），１００次平均实

验结果见表１０，表１０中犌犖 为选中的组数，犞犖 为

变变量选择个数．从表１０可以看出，ＧｒｏｕｐＭＣＰ、

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ选择变量个数比Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ少，模型

更加稀疏；ＧｒｏｕｐＭＣＰ比ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ选择更少的

变量，更加稀疏．

表９　人工数据各结构稀疏模型运行时间对比

任务 模型　 时间／ｓ

回归

Ｌａｓｓｏ（ｇｌｍｎｅｔ） ０．０３

Ｌａｓｓｏ（ｌａｒｓ） ０．４２

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ（ＬＱＡ） ３．５９

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ（ＬＣＤ） ０．６２

ＧｒｏｕｐＭＣＰ（ＬＬＡ） ５．１３

ＧｒｏｕｐＭＣＰ（ＬＣＤ） ０．１２

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ（ＬＱＡ） ０．３２

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ（ＬＬＡ） ７．０２

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ（ＬＣＤ） ０．１１

分类

Ｌａｓｓｏ（ｇｌｍｎｅｔ） ０．２４

Ｌａｓｓｏ（ｇｌｍｐａｔｈ） １３．７７

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ（ＬＱＡ） ２１．７８

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ（ＬＣＤ） １．８０

ＧｒｏｕｐＭＣＰ（ＬＬＡ） １５．０８

ＧｒｏｕｐＭＣＰ（ＬＣＤ） ０．４７

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ（ＬＱＡ） １６．３４

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ（ＬＬＡ） ２９．７７

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ（ＬＣＤ） ０．６７

表１０　人工数据各结构稀疏模型性能对比

任务 模型 组数
组选择

犌犖 犉犘 犉犖

变量选择

犞犖 犉犘 犉犖

回归

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ ２０．０ ６．８ ０．３ ０．４ ５８．５ ２０．７ １．２

ＧｒｏｕｐＭＣＰ ４．５ １０．９ ３．０ ０．１ ２４．６ ７．５ ３．９

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ ５．４ １２．８ ４．３ ０．１ ３０．６ １０．１ ３．１２

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ ８．７ ５．５ ０．３ ０．８ １９．９ ５．２ ４．３

分类

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ ２０．０ ５．９ ０．２ ０．２ ６１．９ ７．３ ２．４

ＧｒｏｕｐＭＣＰ ５．２ １０．８ ２．６ ０．０ ２８．４ ４．７ １４．３

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ ７．７ １５．４ ３．６ ０．０ ３０．５ ６．８ １１．７

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ １０．７７ ５．５ ０．３ ０．８ ２３．８ ２．１ １４．３

１２３　实际数据实验比较

按表１１选择８组数据，数据特性如表１１所示，

表１１中犖 为样本个数，犘为样例维数，犑为样例维

数中的分组个数．由于连续变量不知道分组情况，所

表１１　实验数据

数据 犖 犑 犘

Ａｕｔｏｍｐｇ
［１１９］ ３９２ 　　７ 　　３５

Ｂａｒｄｅｔ［１２０］ １２０ ２００ １０００

Ｃａｒｄｉｏｍｙｐａｔｈｙ
［１２１］ ３０ ６３１９ ３１５９５

ｓｐｅｃｔｒｏｓｃｏｐｙ
［１２２］ １０３ １００ ５００

Ｂｒｅａｓｔ［１２３］ ４２ ２２２８３ １１１４１５

Ｃｏｌｏｎ［１２４］ ６２ ２０００ １００００

Ｐｒｏｓｔａｔｅ［１２５］ １０２ ６０３３ ３０１６５

Ｓｏｎａｒ［１２６］ ２０８ ６０ ３００

以采用５阶样条基函数作为加模型拟合原有数据，

把样条基函数的展开式的系数作为组变量，从而实

现分组．

使用误差公式

犈犚＝（β－β
）Ｔ犈｛犡犻·犡

Ｔ
犻·｝（β－β

）

计算误差，这里，β
为真实模型向量．

实验时，每组数据划分为６０％为训练数据，

４０％为测试数据，每组数据实验执行１００次，对实验

结果求平均后计算得到最终实验比较结果．各结构

稀疏模型在８组数据上的运行时间对比如表１２所

示．表１３为各结构稀疏模型４组数据上回归时的性

能对比．表１４为各稀疏模型在４组分类数据集上的

性能．
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表１２　各结构稀疏模型运行时间对比 （单位：ｓ）

模型
回归

Ａｕｔｏｍｐｇ Ｂａｒｄｅｔ Ｃａｒｄｉｏｍｙｐａｔｈｙ ｓｐｅｃｔｒｏｓｃｏｐｙ

分类

Ｂｒｅａｓｔ Ｃｏｌｏｎ Ｐｒｏｓｔａｔｅ Ｓｏｎａｒ

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ ３．１４ ９．９６ ７８．２３ ９．３７ ４３９．７６ ６０．４２ １１１．７５ ２４．５５

ＧｒｏｕｐＭＣＰ ４．４７ １４．２２ １１１．３７ １４．１７ ６２６．０７ ８６．７７ １５９．０８ ７８．７７

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ ０．２８ ０．８８ ６．９８ ０．８４ ３９．２２ ５．３８ ９．９７ ２．２２

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ ６．２３ １９．７７ １５５．２１ １８．６０ ８７２．５１ １１９．７７ ２２１．７７ ４８．７７

表１３　各结构稀疏模型回归性能对比

模型
Ａｕｔｏｍｐｇ

犉犖 犈犚

Ｂａｒｄｅｔ

犉犖 犈犚

Ｃａｒｄｉｏｍｙｐａｔｈｙ

犉犖 犈犚

ｓｐｅｃｔｒｏｓｃｏｐｙ

犉犖 犈犚

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ １５．５ ０．３４３ １５．２ ０．３２１ １４．９ ０．４７４ １５．７ ０．３３３

ＧｒｏｕｐＭＣＰ ４．４ ０．２５５ ４．５ ０．３１１ ４．３ ０．３８４ ４．６ ０．３１２

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ １２．５ ０．２７２ １１．８ ０．３２９ １２．３ ０．４２９ １２．７ ０．４２９

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ ３．２ ０．２４４ ３．１ ０．３２２ ３．３ ０．４２２ ３．５ ０．３２５

表１４　各结构稀疏模型分类性能对比

模型
Ｂｒｅａｓｔ

犉犖 犈犚

Ｃｏｌｏｎ

犉犖 犈犚

Ｐｒｏｓｔａｔｅ

犉犖 犈犚

Ｓｏｎａｒ

犉犖 犈犚

Ｇｒｏｕｐｌａｓｓｏ １５．６ ０．３８３ １４．８ ０．１６１ １５．４ ０．３８１ １４．６ ０．２２９

ＧｒｏｕｐＭＣＰ ４．２ ０．３４２ ４．１ ０．１２９ ４．５ ０．３２１ ４．６ ０．２０２

ＧｒｏｕｐＳＣＡＤ １２．２ ０．３６５ １２．７ ０．１４６ １１．５ ０．３４３ １２．７ ０．２１９

ＧｒｏｕｐＢｒｉｄｇｅ ３．１ ０．３５４ ３．３ ０．１５９ ３．５ ０．３５１ ３．３ ０．２２２

１３　未来研究方向

１３１　向其他统计模型拓展结构稀疏模型

将组套索和非凸罚组稀疏模型扩展到Ｐｒｏｂｉｔ

回归模型、负二项回归模型 （ｎｅｇａｔｉｖｅｂｉｎｏｍｉａｌ

ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｍｏｄｅｌｓ）、Ｐｏｉｓｓｏｎ回归模型、多项逻辑斯

蒂回归模型（ｍｕｌｔｉｎｏｍｉａｌｌｏｇｉｓｔｉｃｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｍｏｄｅｌ）

等广义线性模型、索引模型（Ｉｎｄｅｘｍｏｄｅｌ）、部分

线性模型（ＰａｒｔｉａｌｌｙＬｉｎｅａｒＭｏｄｅｌｓ）、变系数模型

（ｖａｒｙｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｍｏｄｅｌｓ）等半参数回归模型以

及ＡＲ模型，ＭＡ模型和 ＡＲＭＡ模型、生存分析中

的加速失效时间模型（ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄｆａｉｌｕｒｅｔｉｍｅｍｏｄｅｌ）

等情形，极大地丰富组稀疏模型，拓展结构稀疏模型

的应用范围．

１３２　引入其他非凸罚函数到结构稀疏模型中

犔０范数作为罚函数可以得到稀疏解，但是犔０范

数作为罚函数时的不连续性和非凸性使得最优化问

题求解很困难．犔１范数对其进行了放松，也能得到

稀疏解，但是犔１范数对应的套索往往导致过惩罚模

型．针对犔０范数和犔１范数的上述缺点，很多类似的

非凸罚函数陆续被提出，例如ＳＣＡＤ罚函数、ＭＣ

罚函数、桥罚函数、ｃａｐｐｅｄ犔１罚函数
［１２７，１２８］、对数和

罚函数（ＬｏｇＳｕｍＰｅｎａｌｔｙ，ＬＳＰ）
［１２９］、Ｇｅｍａｎ罚函

数［１３０］（ＧｅｍａｎＰｅｎａｌｔｙ，ＧＰ）以及犔狇范数（０＜狇＜１）

罚［１３１］等．犔１范数、ＳＣＡＤ罚函数、桥罚函数和 ＭＣ

罚函数已经被推广到组稀疏模型中形成组套索、组

ＳＣＡＤ罚模型、组桥模型和组 ＭＣ罚模型，那么把其

他ｃａｐｐｅｄ犔１罚函数、对数和罚函数、Ｇｅｍａｎ罚函数

以及犔狇范数（０＜狇＜１）罚等非凸罚函数推广到变量

组选择情形下从而得到相应的结构稀疏模型的问题

值得研究．

１３３　结构稀疏模型的在线算法

Ｙａｎｇ等人
［１３２］给出了组套索的在线学习算法，

这种在线学习算法还适用于稀疏组套索和重叠组套

索的求解．未来有待于研究关于组ＳＣＡＤ罚模型、

组桥模型和组 ＭＣ罚模型等非凸结构稀疏模型的

在线算法，并给出算法的收敛性和错误误差界．

１３４　结构稀疏模型的统计性质

当前，很多结构稀疏模型的统计性质研究仍是

空白．另外，最近ｖａｎｄｅＧｅｅｒ等人
［１３３］、Ｚｈａｎｇ

［１３４］和

Ｙｅ等人
［１３５］均给出了限制特征值条件的变体，这些

变体比以往的限制特征值条件要强，他们在这些限

制特征值条件的变体下对套索模型的统计性质进行

了研究，那么结构稀疏模型在这些更强的限制特征

值条件的变体下的一致性如何？

１３５　将稀疏化和结构稀疏化思想应用到概率图模

型的学习中

将稀疏化与结构稀疏化思想应用到概率图模型

的学习中值得探究．最近，有学者分别将图套索推广
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到了部分随机变量不可观的图模型［１３６１３９］、有向无

环图模型［１４０，１４１］、伊辛模型［１４２，１４３］、半参数高斯无向

图模型［１４４］、泊松无向图模型［１４５］、基于广义线性模

型的概率图模型［１４６］、无标度网络［１４７］和多任务学习

等情形［１４８，１４９］，将图套索继续向其他类型的概率图

模型等情形进行推广值得探究．

１３６　权衡参数选择问题

使用ＡＩＣ和ＢＩＣ准则选择模型的权衡参数时，

要求估计误差的协方差矩阵和自由度，Ｋ倍交叉校

验方法不需要估计误差的协方差矩阵和自由度，但

是计算量较大．最近，Ｍｅｉｎｓｈａｕｓｅｎ等人
［１５０］基于重

抽样（ｒｅｓａｍｐｌｅ）方法提出选择模型的权衡参数的稳

定选择（ＳｔａｂｉｌｉｔｙＳｅｌｅｃｔｉｏｎ）方法，这种方法是一种

通用的权衡参数选择方法，当然也适用于组稀疏模

型，重要的是这种方法不要求对方差或自由度进行

估计，未来需要做的工作是利用这种方法选择结构

稀疏模型的权衡参数，并将其效果与之前的模型权

衡参数选择方法，如Ｃｐ判据、ＢＩＣ判据、ＡＩＣ判据、

ＧＣＶ准则和交叉校验等方法进行比较．

１３７　考虑变量概率依赖关系和研究非确定性分组

结构稀疏模型

在图套索模型中，变量之间的关系可能依赖于

变量的值，例如如果狓１＝１，那么狓２与狓３是非常相

关的；如果狓１＝０，那么狓２与狓４是非常相关的．而

且特征变量分组也可以是概率的而非确定性的．这

也是一种可能的进一步研究方向．

１３８　同时考虑样例分组结构和样例的变量分组结

构关系的结构稀疏模型

结构稀疏模型还可以引入样例级结构依赖关

系，特征变量之间的关系也有可能与样例有关．一个

例子是数据是有关用户的各种行为描述的元组，那

么描述男性和女性用户各种行为关系的样例可能是

不一样的．所以一种可能的研究方向是将变量分组

和训练样本分组（如使用犽近邻、高斯混合模型和

狄氏混合模型等无监督学习过程对样例进行分组）

结合起来，这样能更充分地利用数据上存在的先验

信息，实现更加符合数据本身特性的结构稀疏化

模型．

１３９　在大数据分析中的应用

在科学、技术、商业、国防、电信、搜索引擎、电子

商务、社交网络、多媒体、信号处理、计算机视觉、生

物信息学和核磁共振影像学等领域，处理的数据往

往为无法装载进内存中的数据，即大数据［１５１］．大数

据具有以下特性：（１）样本个数大，样本维数高．处

理一遍整个数据需要很长时间，大数据不能装载进

计算机内存储器处理，需要流数据摘要算法或者序

列增量及在线学习算法；要处理的数据可能来自于

或存储于不同的地方，或者需要把数据分配到多个

计算机上用分布式或并行算法处理；（２）数据特性

存在概念漂移问题，不断改变的数据特性需要机器

学习算法具有模型自适应学习和不断学习数据新特

性的能力，而且数据的概率分布往往为重尾分布，不

符合许多常规的统计理论规律，需要特殊的统计手

段；（３）需要开发适用于大规模问题的实时分析和

决策的机器学习技术［１５２，１５３］．

稀疏模型和结构稀疏模型可在消除冗余特征方

面起到作用．可考虑：（１）研究面向高维流数据的在

线结构稀疏模型和算法；（２）研究并行和分布式稀

疏结构化模型和求解算法；（３）研究具有时变和自

适应特征的结构稀疏化模型和求解算法，实现动态

的结构稀疏模型；（４）研究面向重尾分布的贝叶斯

结构稀疏化模型和相应的求解算法．

随着与结构稀疏模型相配套的优化算法不断发

展，例如（块）坐标下降和 ＡＤＭＭ 算法等的提出与

应用［１５４１５７］，稀疏模型在大规模数据中的应用已成

为可能，ＡＤＭＭ 算法适用于求解损失函数＋正则

化项形式的优化问题，而结构稀疏模型的形式恰恰

具有损失函数＋正则化项的统一形式，Ｂｏｙｄ等

人［１５８］对于ＡＤＭＭ算法在分布式平台ｈａｄｏｏｐ上应

用的框架进行了详细讨论．另外，将坐标下降类型的

算法应用到分布式计算平台的研究也逐渐出现．

１４　结论与展望

本文按照组结构稀疏模型、双层结构稀疏模型、

树结构稀疏模型和图结构稀疏模型的顺序系统地综

述了结构稀疏模型，并且对其求解算法也进行了介

绍．接着，本文综述了研究结构稀疏模型的参数估计

一致性、变量选择一致性和ｏｒａｃｌｅ性质等统计特性

时的一些附加条件：不可表示条件、稀疏Ｒｉｅｓｚ条件

和限制特征值条件．另外，还综述了结构稀疏化理

论与贝叶斯观点、编码复杂度理论和子模函数之

间的联系．最后，本文揭示了结构稀疏模型未来的

研究方向．

结构稀疏模型作为当下主流的建模方法，无论

是理论研究，还是求解算法都处于发展阶段，如何在

未知真实模型的结构和稀疏程度的情况下确定模型

的结构和模型的稀疏程度，如何量化评价结构稀疏

模型的好坏等问题，还需要长期的研究．

１３３１６期 刘建伟等：结构稀疏模型
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ｂｒａｉｎｄｉｓｅａｓｅｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＭｅｄｉｃａｌＩｍａｇｅ

Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｎｄ ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｓｓｉｓｔｅｄＩｎｔｅｒｖｅｎｔｉｏｎ（ＭＩＣＣＡＩ

２０１２）．ＢｅｒｌｉｎＨｅｉｄｅｌｂｅｒｇ，Ｇｅｒｍａｎｙ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２０１２：２３９２４７

［４３］ ＬｉｕＪ，ＹｅＪ．ＭｏｒｅａｕＹｏｓｉｄａｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｇｒｏｕｐｅｄｔｒｅｅ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｌｅａｒｎｉｎｇ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＮｅｕｒａｌ

ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＳｙｓｔｅｍｓ２３：２４ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ

ｏｎ ＮｅｕｒａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｓｙｓｔｅｍｓ．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，

Ｃａｎａｄａ，２０１０：１４５９１４６７

［４４］ ＫｉｍＳ，ＸｉｎｇＥＰ．ＴｒｅｅｇｕｉｄｅｄＧｒｏｕｐＬａｓｓｏｆｏｒｍｕｌｔｉｔａｓｋ

ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｗｉｔｈｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｓｐａｒｓｉｔｙ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２７ｔｈ

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇ．Ｈａｉｆａ，Ｉｓｒａｅｌ，

２０１０：５４３５５０

［４５］ ＴｕｒｌａｃｈＢ Ａ，Ｖｅｎａｂｌｅｓ Ｗ Ｎ，ＷｒｉｇｈｔＳＪ．Ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓ

ｖａｒｉａｂｌｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ．Ｔｅｃｈｎｏｍｅｔｒｉｃｓ，２００５，４７（３）：３４９３６３

［４６］ ＦｒｉｅｄｍａｎＪ，ＨａｓｔｉｅＴ，ＴｉｂｓｈｉｒａｎｉＲ．Ｓｐａｒｓｅｉｎｖｅｒｓｅｃｏｖａｒｉａｎｃｅ

ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｇｒａｐｈｉｃａｌｌａｓｓｏ．Ｂｉｏｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，２００８，９（３）：

４３２４４１

［４７］ ＯｌｓｈａｕｓｅｎＢＡ，ＦｉｅｌｄＤＪ．Ｅｍｅｒｇｅｎｃｅｏｆｓｉｍｐｌｅｃｅｌｌｒｅｃｅｐｔｉｖｅ

ｆｉｅｌｄｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｂｙｌｅａｒｎｉｎｇａｓｐａｒｓｅｃｏｄｅｆｏｒｎａｔｕｒａｌｉｍａｇｅｓ．

Ｎａｔｕｒｅ，１９９６，３８１（６）：６０７６０９

［４８］ ＯｌｓｈａｕｓｅｎＢＡ，ＦｉｅｌｄＤＪ．Ｓｐａｒｓｅｃｏｄｉｎｇｗｉｔｈａｎｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅ

ｂａｓｉｓｓｅｔ：ＡｓｔｒａｔｅｇｙｅｍｐｌｏｙｅｄｂｙＶ１？ＶｉｓｉｏｎＲｅｓｅａｒｃｈ，

１９９７，３７（２３）：３３１１３３２５

［４９］ ＯｌｓｈａｕｓｅｎＢＡ，ＦｉｅｌｄＤＪ．Ｈｏｗｃｌｏｓｅａｒｅｗｅｔｏｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ

Ｖ１？ＮｅｕｒａｌＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２００５，１７（８）：１６６５１６９９

［５０］ ＳｉｍｏｎｃｅｌｌｉＥＰ，ＯｌｓｈａｕｓｅｎＢＡ．Ｎａｔｕｒａｌｉｍａｇｅｓｔａｔｉｓｔｉｃｓａｎｄ

ｎｅｕｒａｌｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ．Ａｎｎｕａｌ Ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ Ｎｅｕｒｏｓｃｉｅｎｃｅ，

２００１，２４（１）：１１９３１２１６

［５１］ ＪｅｎａｔｔｏｎＲ，ＯｂｏｚｉｎｓｋｉＧ，ＢａｃｈＦ．Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｓｐａｒｓｅｐｒｉｎｃｉｐａｌ

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１３ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅａｎｄＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ（ＡＩＳＴＡＴＳ

２０１０）．ＣｈｉａＬａｇｕｎａＲｅｓｏｒｔ，Ｓａｒｄｉｎｉａ，Ｉｔａｌｙ：ＪＭＬＲＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ，

２０１０：３６６３７３

［５２］ ＲａｍｉｒｅｚＩ，Ｓｐｒｅｃｈｍａｎｎ Ｐ，Ｓａｐｉｒｏ Ｇ．Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎａｎｄ

ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇｖｉａｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｌｅａｒｎｉｎｇｗｉｔｈｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉｎｃｏｈｅｒｅｎｃｅ

ａｎｄｓｈａｒｅｄｆｅａｔｕｒｅｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ

ＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎ Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ（ＣＶＰＲ）．Ｎｅｗ

Ｊｅｒｓｅｙ，ＵＳＡ，２０１０：３５０１３５０８

［５３］ ＹｕＧ，ＳａｐｉｒｏＧ，ＭａｌｌａｔＳ．Ｓｏｌｖｉｎｇｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈ

ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｌｉｎｅａｒｅｓｔｉｍａｔｏｒｓ：ＦｒｏｍＧａｕｓｓｉａｎｍｉｘｔｕｒｅｍｏｄｅｌｓｔｏ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｓｐａｒｓｉｔｙ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，

２０１２，２１（５）：２４８１２４９９

［５４］ ＭａｉｒａｌＪ，ＢａｃｈＦ，ＰｏｎｃｅＪ，ＳａｐｉｒｏＧ．Ｏｎｌｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇｆｏｒ

ｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｓｐａｒｓｅｃｏｄｉｎｇ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｃｈｉｎｅ

ＬｅａｒｎｉｎｇＲｅｓｅａｒｃｈ，２０１０，１１（１）：１９６０

［５５］ ＭａｉｒａｌＪ，ＪｅｎａｔｔｏｎＲ，ＯｂｏｚｉｎｓｋｉＧ，ＢａｃｈＦ．Ｎｅｔｗｏｒｋｆｌｏｗ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｓｐａｒｓｉｔｙ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ

ＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＮｅｕｒａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＳｙｓｔｅｍｓ２３：２４ｔｈ

Ａｎｎｕａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ Ｎｅｕｒａｌ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

Ｓｙｓｔｅｍｓ．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，Ｃａｎａｄａ，２０１０：１５５８１５６６

［５６］ ＭａｉｒａｌＪ，ＪｅｎａｔｔｏｎＲ，ＯｂｏｚｉｎｓｋｉＧ，ＢａｃｈＦ．Ｃｏｎｖｅｘａｎｄ

ｎｅｔｗｏｒｋｆｌｏｗｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｓｐａｒｓｉｔｙ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇＲｅｓｅａｒｃｈ，２０１１，１２（９）：２６８１２７２０

［５７］ ＭａｉｒａｌＪ，ＢａｃｈＦ，ＰｏｎｃｅＪ．Ｔａｓｋｄｒｉｖｅｎｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｌｅａｒｎｉｎｇ．

ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｐａｔｔｅｒｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｍａｃｈｉｎｅ

Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２０１２，３４（４）：７９１８０４

［５８］ ＺｈｕＳＣ，ＧｕｏＣＥ，ＷａｎｇＹ，ＸｕＺ．Ｗｈａｔａｒｅｔｅｘｔｏｎｓ？

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎ，２００５，６２（１２）：

１２１１４３

［５９］ ＺｅｉｌｅｒＭ Ｄ，Ｋｒｉｓｈｎａｎ Ｄ，ＴａｙｌｏｒＧ Ｗ．Ｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ

ｎｅｔｗｏｒｋｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒ

ＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ（ＣＶＰＲ）．ＮｅｗＪｅｒｓｅｙ，ＵＳＡ，

２０１０：２５２８２５３５

［６０］ ＺｅｉｌｅｒＭＤ，ＴａｙｌｏｒＧＷ，ＦｅｒｇｕｓＲ．Ａｄａｐｔｉｖｅｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ

ｎｅｔｗｏｒｋｓｆｏｒｍｉｄａｎｄｈｉｇｈｌｅｖｅｌｆｅａｔｕｒｅｌｅａｒｎｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ

ｏｆｔｈｅＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎ

（ＩＣＣＶ２０１１）．Ｂａｒｃｅｌｏｎａ，Ｓｐａｉｎ，２０１１：２０１８２０２５

［６１］ ＢｏＬ，ＲｅｎＸ，ＦｏｘＤ．Ｍｕｌｔｉｐａｔｈｓｐａｒｓｅｃｏｄｉｎｇｕｓｉｎｇｈｉｅｒａｒ

ｃｈｉｃａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ

ｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ（ＣＶＰＲ）．Ｎｅｗ

Ｊｅｒｓｅｙ，ＵＳＡ，２０１３：６６０６６７

［６２］ ＤａｌａｌＮ，ＴｒｉｇｇｓＢ．Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓｏｆｏｒｉｅｎｔｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｓｆｏｒ

ｈｕｍａｎｄｅｔｅｃｔｉｏｎ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ

ＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ （ＣＶＰＲ）．Ｎｅｗ

Ｊｅｒｓｅｙ，ＵＳＡ，２００５：８８６８９３

［６３］ ＲｅｎＸ，ＲａｍａｎａｎＤ．Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓｏｆｓｐａｒｓｅｃｏｄｅｓｆｏｒｏｂｊｅｃｔ

ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒ

ＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ（ＣＶＰＲ）．ＮｅｗＪｅｒｓｅｙ，２０１３：

３２４６３２５３

［６４］ ＲｉｇａｍｏｎｔｉＲ，ＳｉｒｏｎｉＡ，ＬｅｐｅｔｉｔＶ，ＦｕａＰ．Ｌｅａｒｎｉｎｇｓｅｐａｒａｂｌｅ

ｆｉｌｔｅｒｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥ ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒ

ＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ（ＣＶＰＲ）．ＮｅｗＪｅｒｓｅｙ，ＵＳＡ，

２０１３：２７５４２７６１

３３３１６期 刘建伟等：结构稀疏模型

《
计
算
机
学
报
》
版
权



［６５］ ＫａｖｕｋｃｕｏｇｌｕＫ，ＳｅｒｍａｎｅｔＰ，ＢｏｕｒｅａｕＹＬ，ｅｔａｌ．Ｌｅａｒｎｉｎｇ

ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌｆｅａｔｕｒｅ ｈｉｅｒａｒｃｈｉｅｓｆｏｒｖｉｓｕａｌｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ／／

ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＮｅｕｒａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

Ｓｙｓｔｅｍｓ２３：２４ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＮｅｕｒａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＳｙｓｔｅｍｓ．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，Ｃａｎａｄａ，２０１０：１０９０１０９８

［６６］ ＧａｒｒｉｇｕｅｓＰ，ＯｌｓｈａｕｓｅｎＢＡ．Ｇｒｏｕｐｓｐａｒｓｅｃｏｄｉｎｇｗｉｔｈａ

Ｌａｐｌａｃｉａｎｓｃａｌｅｍｉｘｔｕｒｅｐｒｉｏｒ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡｄｖａｎｃｅｓ
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