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摘　要　概念是知识表示的基本认知单元，它由外延和内涵两部分构成．由于概念的外延与内涵可以相互诱导，所
以概念的外延和内涵中一旦有一个被确定下来，那么这个概念也就随之确定．概念认知是将属于这一概念的特征
属性筛选出来，同时把不属于这一概念的特征属性排除，即通过确定内涵的方式获得概念，它采用特定的认知方法
来完成概念的识别．当前，概念认知正逐渐借鉴认知科学领域中的一些研究思想，不断地完善自身理论与方法．然
而，现有的概念认知方法要求假定概念认知算子具有完全认知功能，但现实中由于个体认知的局限性往往会出现
认知不完全的现象，在此情况下要对概念进行全面认知则需漫长等待，这意味着在时限约束条件下可能无法及时
获取足够的概念信息．在认知科学领域，一般采取问题分解求解的策略解决此类问题，即根据当前的局部有限信息
做出相应的快速决策，为阶段性认知提供有效的及时参考，是渐进式思维的一种认知模式．受此启发，本文提出概
念的渐进式认知理论与方法，以处理不完全认知条件下的概念获取问题．具体地，提出概念渐进式认知的认知机
理，其功能主要包括概念信息的增删改操作，以模拟一般的认知过程；针对线索为对象集、属性集以及对象集和属
性集的三种不同情况，分别给出概念渐进式认知算法，并对它们的时间复杂度和空间复杂度进行分析．特别地，为
了实现近似概念认知，设计乐观悲观两种信息融合策略，使得对于任意对象集和属性集为线索的概念认知至少获
得一个上界概念．最后，数值实验表明概念渐进式认知算法的有效性．
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１　引　言
概念是知识表示的基本认知单元，它常被用来

识别现实世界中的具体实体，或感知世界中的抽象
对象［１］．研究概念可从不同的角度或侧面进行．如从
代数角度研究概念的层次结构［２］，从算法复杂性角
度研究概念格构造［３５］，从机器学习角度研究概念学
习［６］，从认知心理学角度研究概念认知［７］，从粒计算
角度研究概念粒化及粒度转移方式［８９］，从云模型角
度计算概念的外延与内涵［１０］．本文主要关注概念认
知，具体围绕概念的渐进式认知问题展开探讨．

概念认知是将属于这一概念的特征属性筛选出
来，同时把不属于这一概念的特征属性排除，它采
用特定的认知方法完成概念外延与内涵的识别．目
前，概念认知已成为一个新兴的研究方向．比如，文
献［１１］提出研究概念认知的三个具体层面：抽象层

面、机器层面和大脑层面，它们既是相对独立又是相
互依赖促进的．又如，文献［１２］在模糊环境下利用充
分必要信息粒讨论了概念的不确定性认知，且仿真
实验表明不确定性认知获取概念的效果较好．再如，
文献［１３］通过概念粒计算系统建立概念的迭代认知
数学模型，它能够对各种类型的概念（经典的形式概
念、推广的模糊概念等）进行认知．实际上，粒计算在
概念认知学习过程中起到了粒化对象（样本）或属性
（特征）的作用，这是粒计算理论处理大数据的核心
思想［１４１５］．需要指出的是，在很多情况下，人们很难
完成精确的概念认知．例如，当提供的线索本身就存
在不一致性时（如对象与属性之间相对于形成概念
的外延与内涵匹配性较差［１６］），可以采取“退而求其
次”策略以获得概念认知的近似结果，即在求解问题
的复杂性与计算精度之间做出权衡．此外，文献［１７］
通过上、下近似逼近思想给出了概念认知的近似范
围（即下确界概念和上确界概念组成的区间），进一
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步讨论概念认知的精度，从而开启了近似概念认知
研究．另外，对于快速增长的大数据，因时限性、多样
性、复杂性等因素［１８］，当前收集并存储的数据往往
存在不完备、不确定等特点．此时进行精确的概念认
知相当困难，但又不得不作出决策，因为在一定时间
内得到尽可能满意的解，并根据满意解来及时指导
下一步的行动通常是必要且紧迫的［１９］．值得一提
的是，从粒计算角度而言，根据当前不完备或不确定
的信息作出及时决策以获得满意解，从而指导下一
步的行动，并随着信息的进一步完备化或不确定性
的逐渐降低，对已获得的满意解作出更新以逼近最
优解，这类问题可以通过由粗粒度到细粒度（ｃｏａｒｓｅ
ｔｏｆｉｎｅ）的策略来完成建模．当然，这种粒度变化策
略还需结合具体的问题背景进行考虑，具有较大的
灵活性，有兴趣的读者可查阅文献［２０２１］．实际上，
由粗粒度到细粒度是多粒度认知的一种典型代表模
式，也是解决渐进式优化与认知问题的核心思想，详
细的阐述见文献［２２２７］．

然而，现有的概念认知研究工作［７，１２１３，１６１７，２８２９］

在实施概念认知时，均假定认知算子具有完全认知
功能，即由对象到属性（或由属性到对象）的认知过
程能够一次性直接完成，它仅与给定数据或信息本
身有关，不考虑时间、空间、环境等诸多因素对认知
过程产生的影响．然而，现实世界中，由于个体偏好、
先验知识、背景知识、时间、空间、环境等众多因素的
影响，概念认知往往无法保证一次性就能够完成．比
如，以对象识别共性属性为例，当从一批给定对象中
找出它们共同拥有的所有属性时，一次性就直接找
出所有的共性属性往往比较困难．实际上，从认知心
理学角度来讲，找到事物所有共性属性（即认识清楚
事物）是一个非常漫长的过程，因为个体通常受到自
身认知的局限性而导致识别共性属性将是一个不断
完善的反复过程［３０］．这与现实中完全识别清楚一个
概念的外延与内涵需要经历一个漫长的阶段也是一
致的．为了描述方便，本文将这种不能一次性从给定
对象中找出所有共性属性的问题称为不完全认知条
件下的概念获取．

受上述讨论启发，本文尝试提出不完全认知条
件下的概念渐进式认知理论与方法．在具体建模过
程中，引入共性属性认知优先关系以反映个体偏好、
先验知识、背景知识、时间等因素对概念认知造成的
具体影响．在此基础上，针对线索为对象集、属性集
以及对象集和属性集的三种不同情况，分别给出概
念渐进式认知算法．在此基础上，讨论了基于共性属

性认知优先关系的认知算子与现有认知算子之间的
差异，且数值实验表明本文的概念渐进式认知算法
是有效的．

２　概念渐进式认知的基本原理
本文记对象集（即论域）犝的幂集为２犝，属性集

犃的幂集为２犃．
经典的概念认知算子是一对集值映射［３１］：

犳：２犝→２犃，
犵：２犃→２犝．

通常，称犳是对象属性算子，犵是属性对象算子．
定义１．　对于属性对象算子犵，对象集犡

犝，属性犪∈犃，若犡犵（犪），则称犪是犡的一个共
性属性．

那么，对象属性算子的像犳（犡）可看作犡的所
有共性属性组成的集合，属性对象算子的像犵（犅）
则表示满足条件犅的所有对象组成的集合．

在此基础上，易证犳和犵具有下列性质：
（１）若犡１犡２犝，则犳（犡２）犳（犡１）；
（２）若犅１犅２犃，则犵（犅２）犵（犅１）；
（３）犡犵（犳（犡）），犅犳（犵（犅））．
从认知的角度，上述三个性质均有明确的语义

解释：性质（１）表示，对象（样本）越多，其共性属性
（特征）越少；性质（２）表示，共性属性越多，满足它们
的对象越少；性质（３）表示，一个对象集经过复合认
知算子犵犳作用后，对对象的认知比原来更充分；类
似地，一个属性集经过复合认知算子犳犵作用后，对
属性的认知也比原来更充分．

进一步，如果这两个认知算子满足犳（犡）＝犅
且犵（犅）＝犡，那么称序对（犡，犅）为概念，犡为概念
的外延，犅为概念的内涵．若一个概念（犡１，犅１）的外
延包含于另一概念（犡２，犅２）的外延，则称（犡１，犅１）
是（犡２，犅２）的子概念，或（犡２，犅２）是（犡１，犅１）的父
概念．

此外，可以证明，序对（犵（犳（犡）），犳（犡））和
（犵（犅），犳（犵（犅）））都是概念，即从一个对象集犡或
属性集犅出发，经过两次迭代认知即可获得一个概
念．从数学上看，这是相当漂亮的结果，这里的复合
认知算子犵犳和犳犵分别相当于犝和犃上的闭包算
子．但是，从认知心理学、机器学习、大数据等角度而
言，这些复合算子的具体实施是很困难的，因为受时
限性、多样性、复杂性等因素影响，对概念信息的理
解和获取都是一个漫长的过程［１８，３０］．下面从认知心
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理学角度给出一个解释．在认知心理学中，对认知算
子犳的理解比较复杂（其复合算子就更加复杂），它
与认知时刻及认知持续时间长短等因素均有关，即
涉及认知过程的各个方面．比如，假设犡是由两幅
图片组成的对象集，那么早上查找两幅图片的共同
特征５ｍｉｎ与下午查找两幅图片的共同特征５ｍｉｎ，
它们的效果（即犳（犡））是不一样的；另外，晚上查找
两幅图片的共同特征５ｍｉｎ与晚上查找两幅图片的
共同特征１０ｍｉｎ，其效果也是不同的．换言之，这类
问题仅用犳（犡）是无法清楚描述具体细节的．

鉴于此，有必要将时间等因素反映到认知算子
犳上，即需要对其作一些改进．本文用犳狋（犡）表示认
知算子犳在狋时刻对对象集犡认知一段时间后得
到的结果，即通过引入变量狋来反映概念信息获取
是一个漫长的过程．为了区分于犳，称犳狋为渐进式认
知算子．

需要指出的是，对于属性对象算子犵，本文的
理解与经典的情况保持一致，原因是给定具体条件
犅（属性或特征）筛选出特定对象犵（犅）的问题，通常认
为这样的操作是可以快速实现的．它与已知对象集犡
识别其“共性属性”是不一样的，因为“共性属性”通
常不容易一次被认知完整［３０］．

定义２．　给定渐进式认知算子犳狋，对象集犡
犝，若对于任意Δ狋＞０，有犳狋＋Δ狋（犡）＝犳狋（犡），则称
犳狋（犡）在狋时刻对对象集犡实现了完全认知；否则，
称犳狋（犡）在狋时刻对对象集犡的认知是不完全的．

那么，从完全认知与否的角度而言，经典形式概
念分析理论［３１］，可以认为是基于完全认知建立的．
具体地，给定对象集犡，经过对象属性算子犳，就能
够得到犡的全体对象共同拥有的所有属性；同理，
给定属性集犅，经过属性对象算子犵，也能够得到
拥有犅中全体属性的所有对象．换言之，有了犡，犅，
犳和犵，就可以直接假定犳（犡）与犵（犅）均是已知的．
实际上，这种研究方式，是通过构造性方法实现的，
当然得到的结果肯定也是完全认知概念．

注意，本文仅将变量狋引入概念认知中，以表明
概念认知算子受某些因素的影响而出现不完全认知
现象．这种处理方法仅仅只是为了区分于完全认知．
为了叙述方便，本文称犳为完全认知算子，犳狋为渐进
式认知算子．

实际上，渐进式认知算子犳狋与完全认知算子
犳是对概念认知过程的不同解读所导致的．具体地，
犳强调完全认知，在这种情况下，获取概念只需经过
两次完全认知：第一次完全认知为犡→犳（犡），第二

次完全认知是在第一次完全认知的基础上进行的，
即犳（犡）→犵（犳（犡）），进而获得完全认知概念
（犵（犳（犡）），犳（犡））．然而，犳狋则与时间等因素有关，
它强调不完全认知或渐进式认知，并且到底需要经
过多少次渐进式认知才能获得精确的概念外延与内
涵事先是不知道的，它在渐进式认知迭代过程中需
要结合具体的问题背景来判断．

综上可知，所谓概念渐进式认知，是指通过增量
的方式逐渐识别清楚一个概念．它是一个非常复杂
的过程，持续时间事先是未知的，且涉及认知过程的
增删改操作，而不是简单的单调递增过程．基于上述
理解，下面讨论认知过程的增删改操作的设计问题．

首先，考虑增量操作，即后一次认知犳狋＋１（犡）是
在前一次认识犳狋（犡）的基础上通过新增认知部分
犉狋＋１（犡）来完成的．具体地，

犳狋＋１（犡）＝犳狋（犡）∪犉狋＋１（犡） （１）
其中犉狋＋１（犡）表示狋＋１时刻对对象集犡再次识别
后新增的认知部分．为了严谨起见，当狋＝０时，令
犳狋（犡）＝，即初始状态为犳１（犡）＝犉１（犡）．从
式（１）不难发现，已被识别的部分犳狋（犡）不需要重新
再认知，新增的认知犉狋＋１（犡）被认为来源于对剩余
属性特征的进一步识别．

注意，执行式（１）中的增量操作，它是有前提条
件的，否则概念渐进式认知就退化成一个简单的单
调递增过程，这与实际情况不符．比如，当式（１）中的
犉狋＋１（犡）为空时，即狋＋１时刻对剩余属性特征的进
一步识别没有发现新知识，这个渐进式认知过程就
无法继续下去．本文将这个特殊情形视作需要修正
概念认知的时刻．

具体地，设计修正操作如下：当新增认知部分
犉狋＋１（犡）为空时，对上一次的累积认知结果犳狋（犡）
进行修正：

犳狋（犡）←犳狋（犡）－犉狋（犡） （２）
同时，把狋＋１时刻的认知结果犳狋＋１（犡）退回到修正
之前的水平，即

犳狋＋１（犡）←犳狋－１（犡） （３）
为了严谨起见，约定修正操作至少在已执行过一次
增量操作之后才允许实施，即狋１．

综上，当新增认知部分犉狋＋１（犡）不为空时，执行
增量认知操作；否则，执行修正认知操作．

需要指出的是，修正操作实际上包含两个子操
作：式（２）可看作是删除操作，即删除上一次新增的
认知部分；式（３）可看作是修改操作，即将最新累积
认知修改成狋－１时刻的认知结果．再结合增量操
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作，那么渐进式认知过程就具备对概念信息进行增
删改的功能．

此外，考虑到修正操作会将之前认知过的部分
又删减掉，所以犉狋＋１（犡）允许与之前的新增认知取
相同值（一旦取重复值，意味着这两个状态之间的某
个时刻已执行过修正操作，如犉狋（犡）＝犉狋－２（犡），则
表明狋－１时刻执行了修正操作）．这与现实中概念
渐进式认知存在反复现象是一致的，即删减掉的部
分随着认识越来越深刻又会被重新添加回来．

由于增量操作与修正操作可以交替进行，那么
如果没有其它约束，它们将一直持续下去（最坏的情
况就是形成交替死循环），这显然不符合实际情况．
为此，本文引入额外条件犉狋（犡）＝犉狋－２（犡）作为概
念认知的暂停条件，以获得阶段性的概念认知结果．

定义３．　设犵是属性对象算子，犉狋是新增认
知算子，犳狋是渐进式认知算子．对于犡犝，犅犃，
若存在正整数狋３使得

犉狋（犡）＝犉狋－２（犡） （４）
犳狋（犡）＝犅，犵（犅）＝犡 （５）

则称序对（犡，犅）为渐进式认知概念．
上述定义中，式（５）比较容易理解，它与完全认

知算子的概念定义是类似的；式（４）表示狋－１时刻
实施过一次修正操作，但相对于未修正之前的状况，
概念认知未取得任何进展，即此次修正无效．本文将
该时刻视作已经获得阶段性的概念认知结果．

尽管如此，渐进式认知概念，随着时间的推移，
后续再度实施修正操作，仍有可能获得更多的知识，
即多次修正奏效．

此外，不管是增量操作，还是修正操作，渐进
式认知算子的通项犳狋＋１（犡）都可以由新增认知算子
的通项犉狋＋１（犡）迭代之后完全确定．因此，渐进式概
念认知的核心是如何确定每个时刻的新增认知
犉狋＋１（犡）．

为了解决这个问题，下面先从算子犳狋（犡）和
犳（犡）的角度，讨论渐进式认知概念与完全认知概念
的联系与区别．

（１）当狋足够大时，累积渐进式认知犳狋（犡）与完
全认知犳（犡）可认为是等同的，即承认概念认知的
有限性，最终趋同．

（２）现实世界中，人们一般等不到狋足够大时才
进行概念认知，很多时候概念认知具有时效性，即获
得一部分信息便开始实施概念认知，所以概念的渐
进式认知与时间等因素密切相关，而概念的完全认
知则不考虑这类干扰因素．

（３）渐进式认知概念（犡，犅）与完全认知概念
不一定相等．实际上，根据定义３，渐进式认知概念
（犡，犅）仅仅只是满足实施一次修正操作之后，未能
获得更多的知识，但据此并不能得出犳狋（犡）和犳（犡）
就一定相等，因为实施一次修正操作未能奏效，不代
表实施多次修正操作也无法奏效．

（４）渐进式认知概念（犡，犅）只是一个相对概
念，从某种程度上而言它是不稳定的，即随着时间推
移，它有可能再次被更新．然而，完全认知概念是已
有信息诱导出的稳定概念，除非信息出现更新，否则
它被认为是最终的认知结果．

（５）渐进式认知概念（犡，犅）是根据当前信息作
出的一个阶段性概念认知结果，它很可能只是一个
满意解，主要是为了通过该满意解来及时指导下一
步的行动．

例１．　表１给出了一个形式背景犓＝（犝，犃，犐），
其中对象集犝＝｛狓１，狓２，狓３，狓４，狓５｝，属性集犃＝
｛犪，犫，犮，犱，犲，犳｝，表中数字“１”表示所在行的对象拥
有所在列的属性，数字“０”表示所在行的对象不拥有
所在列的属性．取犡０＝｛狓１，狓２｝，下面计算线索犡０
的渐进式认知概念．

表１　形式背景犓＝（犝，犃，犐）
犝 犪 犫 犮 犱 犲 犳
狓１ １ １ １ １ １ ０
狓２ １ １ １ １ １ ０
狓３ ０ １ １ ０ ０ ０
狓４ ０ ０ １ １ １ ０
狓５ ０ ０ ０ ０ １ １

假设犉狋（犡犻）为狋时刻随机选择犡犻的一些共性
属性组成的集合，这里犡犻是通过属性对象算子犵
作用于累积共性属性集犳狋－１（犡犻－１）上产生的．那么
由式（１）、式（２）、式（３），概念渐进式认知的具体实施
步骤如下：

①令犉１（犡０）＝｛犮，犱｝，执行增量操作，即
犳１（犡０）＝犉１（犡０）＝｛犮，犱｝，
犡１＝犵（｛犮，犱｝）＝｛狓１，狓２，狓４｝．

②由于犉２（犡１）＝｛犲｝，执行增量操作，即
犳２（犡１）＝犳１（犡０）∪犉２（犡１）＝｛犮，犱，犲｝（此处不妨认
为犳１（犡１）＝犳１（犡０），因为犡０的共性属性犮和犱也是
犡１的共性属性），犵（｛犮，犱，犲｝）＝｛狓１，狓２，狓４｝＝犡１．

③由于犉３（犡１）＝，执行修正操作，即
犳２（犡１）←犳２（犡１）－犉２（犡１）＝｛犮，犱｝，
犳３（犡１）←犳１（犡１）＝｛犮，犱｝．
④由于犉４（犡１）＝｛犲｝，执行增量操作，即
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犳４（犡１）＝犳３（犡１）∪犉４（犡１）＝｛犮，犱，犲｝，
犵（｛犮，犱，犲｝）＝｛狓１，狓２，狓４｝＝犡１．
⑤注意到，此时已满足犉４（犡１）＝犉２（犡１）＝｛犲｝

且犳４（犡１）＝｛犮，犱，犲｝和犵（｛犮，犱，犲｝）＝犡１均成立，所
以（犡１，｛犮，犱，犲｝）是一个渐进式认知概念．

上述计算中，修正操作会受新增认知算子犉狋的
影响．比如，本例步骤①中，如果令犉１（犡０）＝｛犮｝，那
么步骤②就要开始执行修正操作，因为添加共性属
性犮之后，其它属性就无法再添加进去，所以需要通
过修正操作退回到初始状态，以便调整犉狋（犡０）的赋
值，获得更加理想的概念认知结果．

下面讨论如何设计新增认知算子犉狋，以揭示概
念渐进式认知的主要研究内容．

这个问题大致可描述为：给定对象集犡，从第１
次到第狀次认知，假设依次新增的认知部分为
犉１（犡），犉２（犡），…，犉狀（犡），那么它们之间有何关联？
即具体取什么值？显然，当犉狋＋１（犡）≠时，说明它
识别出犉狋（犡）未曾识别的共性属性（已被修正过的
认知除外）．这是问题的关键所在，为什么有些共性
属性在上一次被识别出来，而有些共性属性却要延
迟到下一次认知中才能被识别呢？从认知心理学角
度而言［３０］，这是由于属性被识别存在不均衡的现
象，即有些属性容易被识别，而另外一些属性相对
难识别．这就说明共性属性被识别存在“认知优先
关系”．换言之，当人们识别共性属性时，会出现一
些共性属性优于其它共性属性被提前识别出来的现
象．造成共性属性“认知优先关系”的原因很多，比
如，先验知识、个体偏好、背景知识等．下面列举几个
例子予以说明．

例２．　以表１为例．假设恰好被目标对象集犡
所拥有的属性为犡的理想共性属性，那么对于那些
除了被犡拥有之外还被其它对象所拥有的共性属
性而言，“其它对象越多，意味着这个共性属性越不
理想”就成为先验知识．取犡＝｛狓１，狓２｝，则共性属性
的渐进式认知过程为犪→犫，犱→犮，犲，因为犪是理想
共性属性（刚好与犡完全匹配，第一次就被识别出
来），犫，犱是次理想共性属性（除了与犡匹配，还被
另外一个对象匹配，第二次才能被识别出来），而犮，犲
是最不理想的共性属性（除了与犡匹配，还同时被
另外两个对象匹配，最后才被识别出来）．这里的共
性属性“认知优先关系”是由先验知识获得的．

例３．　图１给出了两幅图片，每幅图片包含若
干图形，每个图形内的英文字母表示该图形的填充
颜色，其中ｒ：红色，ｂ：蓝色，ｙ：黄色，ｇ：绿色，ｐ：粉

色．现要求找出它们共同拥有的图形．显然，不同的人
去完成这个任务，最终结果很可能是一样的，但是识
别出所有相同图形的先后顺序往往会存在差异．比
如，现在派甲、乙两位男同学去完成这个任务，他们
对图形本身没有偏好，但是对颜色有偏好．假设甲对
颜色的偏好依次是：粉色→蓝色→绿色，而乙对颜色
的偏好依次是：蓝色→绿色→粉色．那么甲和乙识别
出相同图形的先后顺序分别为：圆柱体→三角形→
长方体，三角形→长方体→圆柱体．尽管最终的结果
相同，但是认知过程是有差异的．这里的共性属性
“认知优先关系”是由于个体对颜色的偏好导致的．

图１　识别相同图形

例４．　图２给出了两篇论文的参考文献，要求
找出它们共同引用的论文．显然，这两篇论文的参考
文献均是按“字母序”排列的．当查找相同引文时，可
以充分利用这一背景知识．具体地，从上往下比对，
第一篇找出来的相同引文是Ｆｅｈｒ和Ｇａｃｈｔｅｒ
（２００２），第二篇找出来的相同引文是Ｌｉｕ（２０１６），第
三篇找出来的相同引文是Ｎｏｗａｋ（２００６）．这里的共
性属性“认知优先关系”是由背景知识获得的．

图２　两篇学术论文引用的参考文献

根据上述实例及其讨论，下面给出共性属性“认
知优先关系”的定义．

定义４．　给定属性对象算子犵，对象集犡犝
及其共性属性犪，犪１，犪２∈犃．如果对于犡的渐进
式认知，犪１与犪２存在优先关系，不妨记犪１犪２（或
犪２犪１），那么称犪１比犪２更容易被识别；如果犪１犪２
且犪１犪２，那么称犪１与犪２被识别的难易程度相同．
进一步，若犪比剩余所有共性属性都更容易被识别，
则称它是犡最容易被识别的共性属性．

根据前面的讨论，这里的共性属性认知优先关
系（或）一般由概念渐进式认知问题中的先验知
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识、个体偏好、背景知识等诸多因素决定．实际上，共
性属性认知优先关系并不是一成不变的．比如，执行
修正操作后，通常会将修正部分无条件降为最不容
易被识别的共性属性．

为了方便讨论，记Ｂｅｒ狋（犡）为狋时刻对象集犡
的所有最容易被识别的共性属性组成的集合．

例５．　以表１为例，假定目标对象集为犡＝
｛狓１，狓２｝．那么根据例２对渐进式认知的讨论结果
可知，
Ｂｅｒ１（犡）＝｛犪｝，Ｂｅｒ２（犡）＝｛犫，犱｝，Ｂｅｒ３（犡）＝｛犮，犲｝．

定义５．　给定对象集犡犝，定义新增认知算
子犉狋为

犉狋（犡）＝｛犪∈Ｂｅｒ狋（犡）｜犪犳狋－１（犡）｝（６）
其中犳狋－１（犡）与犉１（犡），犉２（犡），…，犉狋－１（犡）的关系
由式（１）、式（２）和式（３）确定．

由定义５可知，犉狋（犡）表示狋时刻对象集犡最
容易被识别的所有共性属性组成的集合，这些共性
属性在狋时刻之前未被识别或已被识别但又被修
正删除．至此，关于如何选取新增认知部分犉１（犡），
犉２（犡），…，犉狀（犡），已讨论完毕．

利用新增认知犉狋（犡），再结合式（１）、式（２）和
式（３）可知，在渐进式认知结束之前，渐进式累积认
知算子犳狋满足以下条件：

犳狋（犡）＝∪犻∈犜犉犻（犡） （７）
其中犜＝｛１，２，…，狋｝－｛狊１，狊１＋１，狊２，狊２＋１，…，狊犽，
狊犽＋１｝，狊１＋１，狊２＋１，…，狊犽＋１表示渐进式认知算子
在狋时刻之前执行过修改操作（即式（３））的所有时
刻，而狊１，狊２，…，狊犽表示执行修改操作时同时又实施
删除操作（即式（２））的所有时刻．换言之，犳狋（犡）表
示从初始时刻到狋时刻，对象集犡的累积认知（部
分认知由于被执行修正操作，可能出现反复，即添加
后又被删除，甚至再添加，但该认知过程的总体趋势
是渐进累积的）．

例６．以表１为例，假定目标对象集为犡＝
｛狓１，狓２｝，并满足例２中的先验知识．

①当狋＝１时，Ｂｅｒ１（犡）＝｛犪｝，犉１（犡）＝｛犪｝，
犳１（犡）＝犉１（犡）＝｛犪｝．

②当狋＝２时，Ｂｅｒ２（犡）＝｛犫，犱｝，犉２（犡）＝
｛犫，犱｝，犳２（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）＝｛犪，犫，犱｝．

③当狋＝３时，Ｂｅｒ３（犡）＝｛犮，犲｝，犉３（犡）＝
｛犮，犲｝，犳３（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）∪犉３（犡）＝｛犪，犫，犮，
犱，犲｝．

④当狋＝４时，Ｂｅｒ４（犡）＝，犉４（犡）＝，故
犳３（犡）执行删除操作，犳４（犡）执行修改操作犳４（犡）＝

犉１（犡）∪犉２（犡）＝｛犪，犫，犱｝．
⑤当狋＝５时，Ｂｅｒ５（犡）＝｛犮，犲｝，犉５（犡）＝

｛犮，犲｝，犳５（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）∪犉５（犡）＝｛犪，犫，犮，
犱，犲｝．此时，犉５（犡）＝犉３（犡）已满足，所以结束概念
渐进式认知．

从例６的③、④和⑤可知，犳狋（犡）在渐进式认知
过程中，确实会发生反复现象．

性质１．给定对象集犡犝，则对任意狋，犳狋（犡）
犳（犡）．

证明．　根据上述讨论，显然成立． 证毕．
性质２．给定对象集犡犝，则对任意狋，犡

犵（犳狋（犡））．
证明．　由式（７）可知，

犳狋（犡）＝∪犻∈犜犉犻（犡），
再根据属性对象算子犵以及性质１的结论，有
犵（犳（犡））犵（犳狋（犡））．注意到犡犵（犳（犡）），即可
证得犡犵（犳狋（犡））． 证毕．

需要指出的是，如果将性质２中的对象集替换
为属性集，则结论不成立，即给定属性集犅犃，对
任意狋，犅犳狋（犵（犅））不成立，具体见以下反例．

例７．　以表１为例，并假定目标属性集为犅＝
｛犪，犫，犱｝．那么根据例２和例６中渐进式认知的讨论
结果可知，

犵（犅）＝犡＝｛狓１，狓２｝，
犳１（犵（犅））＝犳１（犡）＝犉１（犡）＝｛犪｝犅．
性质３．　给定属性集犅犃，则存在狋使得犅

犳狋（犵（犅））．
证明．　根据约定，本文承认概念认知的有限

性，即当狋足够大时，犳狋（犡）与犳（犡）趋同．因此，存
在足够大的狋，使得犳狋（犵（犅））＝犳（犵（犅））．由于犅
犳（犵（犅）），所以也有犅犳狋（犵（犅））． 证毕．

下列例子进一步解释性质３的结论．
例８．　以表１为例，并假定目标属性集为犅＝

｛犪，犫，犱｝．那么由例２和例６中渐进式认知的讨论结
果可得，
犵（犅）＝犡＝｛狓１，狓２｝，
犳２（犵（犅））＝犳２（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）＝｛犪，犫，犱｝，
犅犳２（犵（犅））．

３　概念的渐进式认知方法
本节在概念渐进式认知原理的基础上，继续讨

论如何从一个已知线索（即对象集，属性集，或对象
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集和属性集）通过渐进式认知获取相应的概念．
３１　线索为对象集的概念渐进式认知

假定以对象集犡０为线索，通过犳１作用可得犡０的
第一次共性属性认知犳１（犡０），不妨令犅０＝犳１（犡０）
表示这些共性属性；利用属性对象算子犵对当前
获得的共性属性集犅０进行对象认知，获得更新后的
对象集犵（犅０），不妨令犡１＝犵（犅０）表示更新后的对
象集；进一步，通过犳１又可以获得犡１的第一次共性
属性认知，根据迭代累积认知思想，如果未实施修正
操作，当前认知结果应等于旧认知加上新增认知，即
犅１＝犳１（犡１）∪犅０（如果发生修正操作，意味着犡１重
新被赋值，那么以最新一次赋值为准）；再利用属性
对象算子犵对共性属性集犅１进行对象认知，又可获
得更新后的对象集犡２＝犵（犅１）．上述过程进行反复
迭代，可得到一系列的认知对象集犡３，犡４，…，犡狀和
一系列的共性属性集犅２，犅３，…，犅狀．为了下文叙述
方便，本文将上述过程称为迭代累积认知．

应注意到，上述迭代累积认知过程，与第２节介
绍的概念渐进式认知原理似乎不太一致．原因是第
２节强调的是针对同一对象集犡进行共性属性的渐
进式认知，而这里的迭代累积认知得到的是一系列
对象集犡１，犡２，…，犡狀．换言之，对相同对象集反复
识别是第２节概念渐进式认知原理的核心思想，一
系列对象集的迭代累积认知除非它们相等，否则第
２节提出的概念渐进式认知原理应用于此处效果会
不佳，即式（７）

犳狋（犡）＝∪犻∈犜犉犻（犡）
不能较好的发挥作用（它是渐进式认知思想的具体
表现）．令人欣慰的是，上述迭代累积认知产生的一
系列有效对象集犡１，犡２，…，犡狀（发生修正操作时，
无效的对象集不予记录），确实是相等的，下面把这
个结论通过性质４给出．

性质４．　给定对象集犡０犝，如果通过算子
犳１和犵对犡０进行迭代累积认知得到一系列的对象
集犡１，犡２，…，犡狀，那么犡０犡１＝犡２＝…＝犡狀．

证明．　根据迭代累积认知过程的设计，可得
犡１＝犵（犅０）＝犵（犳１（犡０）），再结合性质２的结论：
犡０犵（犳１（犡０））可知犡０犡１．

进一步，当狋２时，因为犡狋－１＝犵（犅狋－２），
犅狋－１＝犳１（犡狋－１）∪犅狋－２，犡狋＝犵（犅狋－１），所以犅狋－２
犅狋－１，故有犵（犅狋－２）犵（犅狋－１），即犡狋犡狋－１．

另一方面，注意到犡狋－１犵（犳１（犡狋－１）），因此
犡狋＝犵（犅狋－１）
＝犵（犳１（犡狋－１）∪犅狋－２）
＝犵（犳１（犡狋－１））∩犵（犅狋－２）犡狋－１∩犡狋－１＝犡狋－１．

综上两方面可得犡狋－１＝犡狋（狋２），即犡１＝
犡２＝…＝犡狀成立． 证毕．

性质４表明，式（７）中的渐进式认知犳狋（犡）是完
全适合迭代累积认知的，也能够发挥作用，因为迭代
累积认知过程产生的一系列对象集都是相等的（初
始对象集犡０除外）．

下面讨论给定线索为对象集犡０，通过渐进式认
知最终将获得一个什么样的概念（犡，犅狋）？这个问题
与第一次有效的共性属性认知犅０＝犳１（犡０）密切相
关，因为这直接决定了最终概念的外延犡＝犵（犅０）．
当然，第一次有效的共性属性认知很可能是经过反
复修正后得到的．实际上，这与现实中的概念认知是
吻合的，因为日常中人们一开始的认知方向一旦确
定下来（可能是多次修正之后的结果），就基本固化
了最终概念认知结果的总体趋势，后续进一步的迭
代累积认知只是去逐步完善这个假想概念而已．换
言之，线索为对象集的认知，外延会被提前确定下
来，而内涵则需经历一个漫长的过程才能完全认识
清楚．

算法１给出了以对象集犡０为线索的概念渐
进式认知，易证最终输出的序对（犡，犅狋）是渐进式认
知概念．一方面，由步骤３、步骤５和步骤６可知，
犉狋（犡）＝犉狋－２（犡），犅狋＝犳狋（犡）．另一方面，由性质４
可得，犵（犅狋）＝犵（犳狋（犡））＝犡．再根据定义３，即可证
得（犡，犅狋）是渐进式认知概念．

算法１．　对象集犡０的概念渐进式认知．
输入：对象集犡０，算子犵和犉狋
输出：渐进式认知概念（犡，犅狋）
１．令犻＝１；
２．犅０＝犉犻（犡０），犡＝犵（犅０）；
３．如果犉２（犡）≠，那么令犉１（犡）＝犅０并转步骤４；否

则，当犻３且犉犻（犡０）＝犉犻－２（犡０），或概念认知已遍历所有
的特征属性，令犅狋＝犅０并转步骤８，其它情况则执行犻←犻＋１
并返回步骤２；

４．令狋＝１，犅狋＝犉１（犡）；
５．如果狋３且犉狋（犡）＝犉狋－２（犡），则转步骤８；
６．如果犉狋（犡）＝，那么

犅狋＝犳狋（犡）＝犅狋－１－犉狋－１（犡），
否则，犅狋＝犳狋（犡）＝犅狋－１∪犉狋（犡）；

７．狋←狋＋１，返回步骤５；
８．输出（犡，犅狋），算法结束．
另外，通过分析不难发现，算法１的时间复杂度

为犗（｜犃｜（｜犝｜＋｜犃｜）），空间复杂度为犗（狋）．
最后，通过一个实例说明算法１如何实施．
例９．　以表１为例，并假定对象集为犡０＝｛狓１｝．

根据例２中概念渐进式认知的讨论结果可知，第一
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次共性属性识别结果为犅０＝犳１（犡０）＝｛犪｝，且认知
概念的外延为犡＝犵（犅０）＝｛狓１，狓２｝．由于犉２（犡）＝
｛犫，犱｝≠，之后进入共性属性迭代累积认知过程：
犅１＝犳１（犡）＝犉１（犡）＝｛犪｝，
犉２（犡）＝｛犫，犱｝，
犅２＝犳２（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）＝｛犪，犫，犱｝，
犉３（犡）＝｛犮，犲｝，
犅３＝犳３（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）∪犉３（犡）
＝｛犪，犫，犮，犱，犲｝，

犉４（犡）＝，
犅４＝犳４（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）＝｛犪，犫，犱｝，
犉５（犡）＝｛犮，犲｝，
犅５＝犳５（犡）＝犉１（犡）∪犉２（犡）∪犉５（犡）
＝｛犪，犫，犮，犱，犲｝．

由于犉３（犡）＝犉５（犡），所以结束概念渐进式认知算
法，并输出最终结果（犡，犅５）＝（｛狓１，狓２｝，｛犪，犫，犮，
犱，犲｝）．

注意，上述计算中，如果犡０的第一次共性属性
认知结果为犅０＝犳１（犡０）＝｛犮｝或｛犲｝，那么犡＝
犵（犅０）＝｛狓１，狓２，狓３，狓４｝或｛狓１，狓２，狓４，狓５｝，就出现
犉２（犡）＝，此时第一次共性属性认知就需要执行
修正操作之后才能确定结果．
３２　线索为属性集的概念渐进式认知

众所周知，给定属性集犅０，通过属性对象算子
犵，能够得到相应的对象集犡０＝犵（犅０）．换言之，当
线索为一个属性集时，可以通过犵将概念渐进式认
知问题归结为线索是一个对象集的情形，即此处针
对线索为属性集的情况，不用再单独提出一种新的
概念渐进式认知方法．

另外，线索为属性集犅０时，情况会更加特殊，因
为此时的概念渐进式认知，它不像线索为对象集的
情形：需要通过一次有效的共性属性认知之后才能
确定概念外延的大致情况．这里的概念外延直接就
由犡０＝犵（犅０）确定了．因此，犅０所对应的对象集犡０
在整个概念渐进式认知过程中，均不发生改变．

根据上述讨论，线索为给定属性集犅０的概念渐
进式认知，首先通过属性对象算子犵，将其转化为
线索为对象集犡０＝犵（犅０）的概念渐进式认知问题．
然后，采用第３．１节提出的算法１，就可以获得渐进
式认知概念（犡０，犅狋）．

例１０．　以表１为例，并假定线索为属性集犅０＝
｛犫｝．首先，将其转化为线索是对象集犡０＝犵（犅０）＝
｛狓１，狓２，狓３｝的概念渐进式认知问题．然后，类似于
例９，通过算法１即可获得渐进式认知概念（犡０，犅４）＝

（｛狓１，狓２，狓３｝，｛犫，犮｝）．
需要指出的是，线索为属性集的概念渐进式认

知，与线索为对象集的概念渐进式认知有所区别的
主要原因是：本文事先假定对象属性算子犳遵循
不完全认知，而属性对象算子犵则遵循完全认知．
这导致经典形式概念分析中事先假定对象与属性的
地位平等将不再成立．实际上这也是概念渐进式认
知区别于传统概念认知的关键所在，这种差异不
但体现在认知机理上，还反映在不同类型的线索的
处理上．传统概念认知将对象集和属性集等同对
待［７，１２１３，１６１７，２８２９］，而概念渐进式认知则重点关注线
索为对象集的情况，造成两者差异的原因是从认知
心理学角度识别对象的共性属性需要经历一个漫长
的过程［３０］．
３３　线索包含对象集与属性集的概念渐进式认知

假设给定线索为对象集犡０与属性集犅０，那么
相对于线索只有一个对象集或属性集的情况，概念
渐进式认知的难度将大大增加．具体原因分析如下：

首先，注意到，这里给定的两部分信息犡０与犅０
在概念渐进式认知过程中是相互影响的，彼此不能
独立于对方（即只关注其中之一）而进行概念渐进式
认知．换言之，既不是简单的重复第３．１节线索为对
象集的概念渐进式认知，更不是纯粹的重复第３．２节
线索为属性集的概念渐进式认知．此处需要提出新
的概念渐进式认知方法．

其次，在概念渐进式认知过程中，充分考虑两方
面（即对象集与属性集）的信息是非常必要的，即需
要通过信息融合去解决这个问题．但是，信息融合不
能盲目进行，要分析双方提供的信息是否满足融合
限制条件（这一点与经典概念认知类似，不同之处在
于本文将利用可匹配性作为信息融合的限制条件，
而经典概念认知则是通过下、上近似约束范围作为
信息融合的限制条件［１６１７］）．因此，在概念渐进式认
知之前，有必要先判断双方提供的信息是否具有一
定的匹配度（下文将详细讨论这个问题）．当然，对象
集与属性集提供的信息出现不匹配（即信息融合无
法进行）也是允许的，此时也能够进行概念渐进式认
知，只不过最终的认知结果相对于可匹配的情形会
有所欠佳而已（本小节末将单独讨论这个问题）．

然后，如果对象集犡０与属性集犅０可以进行信
息融合，那么还应注意到概念认知学习的方式是多
样化的，获得什么样的认知结果与拟采取的信息融
合策略密切相关．这与认知心理学相关原理是一致
的，认知结果与认知过程及认知手段均有关．
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最后，如果给定对象集犡０与属性集犅０，它们无
法做到精确认知，那么还得给出概念认知的精度．实
际应用中，这种情况发生的可能性极大，因为概念能
够做到精确认知的情形毕竟只是少数，大量的概念
认知都是在不确定性环境下完成的．

基于上述分析，下面给出相应的处理方法．为了
便于讨论信息融合，本文把属性集犅０提供的信息也
转化成对象集犢０＝犵（犅０）的形式，那么给定对象集
和属性集的概念渐进式认知就变成如何对两个对象
集犡０与犢０进行信息融合以及概念认知的问题．在
此之前，先对对象集犡０与属性集犅０之间的匹配性
做一些约束，以增强概念渐进式认知的有效性．

定义６．　给定对象集犡０与属性集犅０，令犢０＝
犵（犅０）．若犡０∩犢０＝，则称对象集犡０与属性集犅０
之间是不匹配的．

本文重点讨论给定对象集犡０与属性集犅０之间
存在匹配的情形，且匹配程度约定为

μ（犡０，犅０）＝犡０∩犢０
犡０∪犢０ （８）

对于对象集犡０与属性集犅０不匹配的情形，本节末
将单独讨论其概念渐进式认知问题．

当对象集犡０与属性集犅０存在匹配关系时，那
么犡０与犢０＝犵（犅０）在信息融合过程中应保持对等
地位（即权重相同），这在信息融合公式的设计上表
现为对称性成立．本文采取“一主一辅”的两种信息
融合方式：

（１）对象集犡０与犢０悲观取交犡０∩犢０，它是主
要信息融合机制；

（２）对象集犡０与犢０乐观取并犡０∪犢０，它是辅
助信息融合机制．

实际上，主要信息融合机制（悲观取交）与犡０和
犅０是否存在匹配关系是密切相关的．如果犡０和犅０
不匹配，那么犡０∩犢０＝，即悲观取交无实际意义．
此外，对于悲观取交犡０∩犢０与乐观取并犡０∪犢０，若
直接按第３．１节中提出的算法１进行概念渐进式认
知，则获得两个概念，但这两个概念不一定存在关联
性．为此，下面讨论悲观取交与乐观取并得到的两个
概念，可以作为概念认知的近似结果．具体地，证明
悲观取交犡０∩犢０得到的认知概念可以看作近似概
念认知的下界，乐观取并犡０∪犢０得到的认知概念可
以看作近似概念认知的上界．从这个角度而言，辅助
信息融合机制（乐观取并）只是为了获得一个上界概
念，以协助主要信息融合机制（悲观取交）产生的下
界概念，对目标概念进行逼近．

①悲观取交犡０∩犢０的概念渐进式认知
此时可以参考第３．１节的讨论结果，考虑概念

渐进式认知问题，但仍有一些细微的差别需要强调．
具体地，由于犢０＝犵（犅０），所以犡０∩犢０必拥有犅０中
的所有属性．因此，很自然地就会把已确认的共性属
性集犅０作为初始对象集犡０∩犢０第一次共性属性认
知的结果．

算法２给出了相应的概念渐进式认知过程，最
终输出的认知概念为（犢０，犅狊）．此外，通过分析不难
发现，算法２的时间复杂度为犗（｜犃｜２），空间复杂度
为犗（狊）．

算法２．　对象集犡０∩犢０的概念渐进式认知．
输入：对象集犡０∩犢０，算子犵和犉狊
输出：渐进式认知概念（犢０，犅狊）
１．初始化犅０＝犉１（犡０∩犢０），犢０＝犵（犅０）；
２．令狊＝１，犅狊＝犉１（犢０）；
３．如果狊３且犉狊（犢０）＝犉狊－２（犢０），则转步骤６；
４．如果犉狊（犢０）＝，那么

犅狊＝犳狊（犢０）＝犅狊－１－犉狊－１（犢０），
否则，犅狊＝犳狊（犢０）＝犅狊－１∪犉狊（犢０）；

５．狊←狊＋１，返回步骤３；
６．输出（犢０，犅狊），算法结束．
②乐观取并犡０∪犢０的概念渐进式认知
给定对象集犡０∪犢０，直接采用第３．１节中提出

的算法１进行概念的渐进式认知，不妨设最终得到
的认知概念为（犡，犅狋）．

下面，讨论悲观取交犡０∩犢０得到的认知概念
（犢０，犅狊）与乐观取并犡０∪犢０得到的认知概念（犡，犅狋）
之间的关系．

根据性质４，有犢０犡０∪犢０犡成立．因此，
（犢０，犅狊）是（犡，犅狋）的子概念，故可将前者看作概念
认知的下界，而把后者看作概念认知的上界．换言
之，线索为给定的对象集犡０与属性集犅０，通过概念
的渐进式认知，最终获得一个下界概念（犢０，犅狊）和
一个上界概念（犡，犅狋），它们共同组成概念渐进式认
知的结果．除非它们相等，否则这只是一个近似认知
范围，即目标概念被认为介于下界概念与上界概念
之间．当下界概念和上界概念不相等时，更加精确的
认知结果暂时无法提供，它有待于信息的进一步完
善化．

定义７．　给定对象集犡０与属性集犅０，令犢０＝
犵（犅０）．假设悲观取交犡０∩犢０得到的认知概念为
（犢０，犅狊），乐观取并犡０∪犢０得到的认知概念为
（犡，犅狋）．若犢０≠犡，则称概念认知是不精确的，并定
义其精度为
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γ（犡０，犅０）＝犢０∩犡犢０∪犡 （９）
现实中，给定对象集犡０与属性集犅０，大部分情

况下概念的渐进式认知结果都是不精确的；换言之，
出现精确认知的可能性较小，获得近似认知的可能
性较大．

另外，还需要指出的是，γ（犡０，犅０）一方面刻画
了对象集犡０与属性集犅０提供的信息的匹配程度；
另一方面，也反映了概念渐进式认知结果的不确定
性程度．精度只是提供某种程度上的一个度量参考，
不宜作为一个绝对的衡量指标．

例１１．　以表１为例，并假定线索为对象集犡０＝
｛狓１，狓２，狓３｝与属性集犅０＝｛犪｝，那么犢０＝犵（犅０）＝
｛狓１，狓２｝，犡０∩犢０＝｛狓１，狓２｝≠，犡０∪犢０＝｛狓１，狓２，
狓３｝．因此，对象集犡０与属性集犅０提供的信息是匹
配的，可以通过对悲观取交与乐观取并进行概念的
渐进式认知，以获得相应的认知概念信息．

考虑悲观取交犡０∩犢０＝｛狓１，狓２｝的概念认知．
根据算法２，可以获得认知概念（犢０，犅５）＝（｛狓１，狓２｝，
｛犪，犫，犮，犱，犲｝）．进一步，考虑乐观取并犡０∪犢０＝
｛狓１，狓２，狓３｝的概念认知．具体地，由算法１，乐观取并
犡０∪犢０＝｛狓１，狓２，狓３｝得到另一认知概念（犡，犅４）＝
（｛狓１，狓２，狓３｝，｛犫，犮｝）．综上，线索为对象集犡０与属
性集犅０，通过概念的渐进式认知，得到下界概念
（犢０，犅５）＝（｛狓１，狓２｝，｛犪，犫，犮，犱，犲｝）和上界概念
（犡，犅４）＝（｛狓１，狓２，狓３｝，｛犫，犮｝），且它们的精度为

γ（犡０，犅０）＝犢０∩犡犢０∪犡＝｛狓１，狓２｝∩｛狓１，狓２，狓３｝
｛狓１，狓２｝∪｛狓１，狓２，狓３｝

＝２３．
最后，讨论对象集犡０与属性集犅０之间不存在

匹配关系时（即犡０∩犢０＝，其中犢０＝犵（犅０）），如
何进行概念的渐进式认知．

这种情况下，主要信息融合机制（悲观取交）已
无实际意义．原因是悲观取交犡０∩犢０为空集，如果
对其进行概念渐进式认知，那么认知结果将是一个
空概念．既然主要信息融合机制（悲观取交）已不起
作用，那么辅助信息融合机制也就没有了存在的必
要，因为构造它的初衷只是为了辅助主要信息融合
机制产生的下界概念以逼近目标概念．

尽管如此，取并思想犡０∪犢０依然可以借鉴．不
妨设对象集犡０∪犢０经过算法１进行渐进式认知之
后，得到的概念为（犡，犅狋）．换言之，当对象集犡０与
属性集犅０之间不存在匹配关系时，虽然信息融合不

再适用，但仍然可以获得一个认知概念（犡，犅狋）．实
际上，这个概念是给定线索为对象集犡０与属性集
犅０获得的最大泛化概念，它是最大泛化意义上的
“上界概念”．此时，概念认知的精度无法给出，因为
它只有单侧概念．

４　概念认知方法的对比分析
本节将本文中线索为对象集、属性集、对象集和

属性集的概念渐进式认知方法，与现有的概念认知
方法作对比分析，以说明它们之间的异同．

（１）研究背景
本文讨论概念渐进式认知，其问题背景来源于

认识事物需要经历一个漫长的过程，具体表现为对
象到属性的认知是一个渐进过程；现有的概念认
知［１２，２８２９］主要针对完全认知环境，即对象到属性的
认知算子不受时间、空间、环境等诸多因素的影响，
它是一种理想的状态．

（２）研究目的
本文提出的概念渐进式认知方法，其研究目的

是希望针对特定的不完全认知环境，建立渐进累积
认知函数，获得有效的概念渐进式认知模式，以实现
满意的阶段性认知，并逐渐逼近完全认知概念；现有
概念认知方法［１２，１６１７，２８２９］针对完全认知环境模拟概
念认知，其研究目的是找到最终的认知概念，不考虑
概念认知算子受认知环境的影响，更无法提供阶段
性认知．

（３）研究方法
本文提出的概念渐进式认知方法，是通过“对象

到属性”与“属性到对象”的双向迭代累积认知完成
的．特别地，当线索为对象集和属性集时，采取“悲观
取交”与“乐观取并”一主一辅两种策略融合对象集
和属性集两方面的信息；现有概念认知方法通过粒
概念的粗糙下、上近似算子［１６１７，２９］或充分必要信息
粒合成［１２，２８］完成概念获取．

（４）研究结果
本文提出的概念渐进式认知方法，其认知结果

与拟采取的新增认知函数（即渐进式方式）以及信息
融合策略（线索为对象集和属性集）均密切相关；现
有概念认知方法与粒概念的近似逼近能力［１６１７，２９］或
粒合成方式［１２，２８］有关．值得一提的是，这些方法的
概念认知结果有可能两两不相同．

（５）适用范围
本文提出的概念渐进式认知方法，适用于给定
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线索为任意对象集、属性集或对象集和属性集的情
形，而文献［１２，２８］无法对单个对象集或属性集进行
概念认知学习，而文献［１６１７，２９］无法对不匹配的
对象集和属性集进行概念认知学习．因此，本文提出
的概念渐进式认知方法，其适用范围更广．

５　数值实验
本节通过数值实验评估概念渐进式认知算法的

有效性．主要包括两个方面：一是本文概念渐进式认
知算法自身的评估（即，各种参数对概念认知效果的
影响）；二是本文概念渐进式认知算法与现有各种概
念认知方法的对比．
５１　实验环境

实验采用的配置如下：ＣＰＵ为Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ
（ＴＭ）ｉ５２４００ＣＰＵ＠３．１０ＧＨｚ，４．００ＧＢ内存，
５００ＧＢ硬盘；ＪＤＫ为ｊｄｋ１．８．０＿２０，Ｅｃｌｉｐｓｅ使用
３２位的ｅｃｌｉｐｓｅ４．２．数据集均来源于机器学习数据
库中的真实数据①，具体如表２所示．

表２　数据集及其参数
数据集 对象数 属性类型（数量）

ＢａｌａｎｃｅＳｃａｌｅ 　　６２５ 离散（４）
ＣａｒＥｖａｌｕａｔｉｏｎ １７２８ 离散（６）
Ｎｕｒｓｅｒｙ １２９６０ 离散（８）

ＢａｎｋＭａｒｋｅｔｉｎｇＤａｔａＳｅｔ ４５２１１ 离散（１７）
Ｋｄｄｃｕｐ．ｄａｔａ＿１０＿ｐｅｒｃｅｎｔ ４９４０２１ 离散（１０），连续（３２）

ＳＵＳＹ ５００００００ 离散（１８）

将表２中的原始数据集通过尺度化变换
（Ｓｃａｌｉｎｇ）［３１］转化为标准数据集（即形式背景），并分
别记为Ｄａｔａｓｅｔｓ１，２，３，４，５和６．如表３所示．

表３　预处理后的数据集
数据集 对象数 属性数
Ｄａｔａｓｅｔ１ 　　６２５ ２０
Ｄａｔａｓｅｔ２ １７２８ ２１
Ｄａｔａｓｅｔ３ １２９６０ ２７
Ｄａｔａｓｅｔ４ ４５２１１ ７４
Ｄａｔａｓｅｔ５ ４９４０２１ １６３
Ｄａｔａｓｅｔ６ ５００００００ ３８

５２　实验结果
下面，就线索为对象集、属性集、对象集和属

性集的概念渐进式认知问题，分别进行仿真实验
分析．
５．２．１　线索为对象集的概念渐进式认知

依据３．１小节，以对象集为线索时，从对象集与
步长两个角度评估概念渐进式认知效果．图３（ａ）至
图３（ｆ）分别显示的是给定对象数为３、对象集（即数

据集）为１０％及２０％时，学习步长变化（步长变化为
属性集的１０％、２０％、３０％、４０％）的概念认知效果．
图３（ａ）至图３（ｆ）共同表示出认知效果受对象集与
认知步长的双重影响．具体地，（１）认知步长一定
时，对象集越大，则认知时间越长；（２）认知对象集
一定时，认知步长越长，则需要的认知时间越少．这
两者与现实中人类认知事物十分吻合，即认知能力
一定，对象集越复杂，则认知时间越长；而对象集一
定时，认知能力越强，则所需时间越少．

图４（ａ）至图４（ｂ）展示的是步长一定时（在此，步
长为属性集的１０％），对象集变化（对象集的１％、５％、
１０％、１５％）的概念认知效果．图４（ａ）至图４（ｂ）显示
出随着对象增多，则认知时间呈增加趋势的现象．
５．２．２　线索为属性集的概念渐进式认知

由３．２小节，取截断图５的参数为：认知步长为
２，属性个数分别为３、６、９、１２．由图５可知，在认知
步长一定时，概念渐进式认知分别受对象集与属性
集两方面的影响．具体而言，（１）当属性集一定时，
需要认知的对象越多，则所需时间越长，这与人类对
越为复杂的事物认知所需时间越长是类似的；（２）当
对象集一定时，认知时间随着属性个数的增大而减
少，这与现实中人们对属性越为详细的事物识别的
速度越快是一致的．另外，图５还表明当对象集较小
时（如Ｄａｔａｓｅｔｓ１，２，３），它们之间进行概念渐进式
认知所需时间相差不大；而当对象集较大时（如Ｄａ
ｔａｓｅｔｓ４，５，６），它们之间进行概念认知所需时间的
差距较大．这说明对象集对概念渐进式认知的影响
比属性集大，与３．２小节中将线索为属性集的认知
问题归结为对象集的情形是一致的．
５．２．３　线索为对象集和属性集的概念渐进式认知

根据３．３小节给出的结论，图６是取步长为２，
对象集为１０％，属性个数的变化为３、６、９、１２时悲
观取交（图６中，以Ｄａｔａｓｅｔ１＿Ｉ，Ｄａｔａｓｅｔ２＿Ｉ，Ｄａｔａ
ｓｅｔ３＿Ｉ，Ｄａｔａｓｅｔ４＿Ｉ，Ｄａｔａｓｅｔ５＿Ｉ，Ｄａｔａｓｅｔ６＿Ｉ表
示）与乐观取并（以Ｄａｔａｓｅｔ１＿Ｕ，Ｄａｔａｓｅｔ２＿Ｕ，
Ｄａｔａｓｅｔ３＿Ｕ，Ｄａｔａｓｅｔ４＿Ｕ，Ｄａｔａｓｅｔ５＿Ｕ，Ｄａｔａｓｅｔ
６＿Ｕ表示）的概念认知效果．由图６可知，（１）随着
数据集不断增大，乐观取并的认知时间比悲观取交
要大，且趋于稳定状态；（２）属性数对对象集与属性
集同为线索的概念渐近式认知影响较大，即属性越
少，则认知时间越长，这类似于人们对属性信息较少
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图３　步长变化时对象集的认知效果

的事物难以快速认知清楚的情况．
表４给出的是步长为２，对象集大小为３的概

念匹配程度与认知精度，其中Ｅ４表示“×１０－４”，
Ｅ６表示“×１０－６”．由于每种对象集的具体属性不
同，难以发现对象集之间的精度变化规律．但对于同
一对象集，认知精度随着属性的增加而增加．这与现
实中，信息量增加时概念认知的效果越好是一致的．
同时，表４还表明同一对象集匹配程度越高则对应

的认知精度越高；这同人类对出现的信息越一致的
概念认知效果越好的情况是类似的．

表４　概念认知精度
数据集 属性集基数为３

匹配度 精度
属性集基数为５
匹配度 精度

Ｄａｔａｓｅｔ１ ０．１４２９ ０．００９８ ０．３３３３ ０．０１０２
Ｄａｔａｓｅｔ２ ０．０１３１ ０．０９８２ ０．１１７６ ０．５９２６
Ｄａｔａｓｅｔ３ ０．０１３９ ０．３３３３ ０．０４１７ １．００００
Ｄａｔａｓｅｔ４ ３．２７３７Ｅ４０．１８７４ ０．００１７ ０．９６２９
Ｄａｔａｓｅｔ５ ８．７３５７Ｅ６０．００５６ ８．９７８４Ｅ６０．００５７
Ｄａｔａｓｅｔ６ １．１９９７Ｅ６１．００００ １．１９９７Ｅ６１．００００
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图４　步长不变时对象集的认知效果

图５　步长不变时属性集的认知效果

５３　对比分析
该小节中，将本文的概念渐进式认知方法与文

献［１７，２８］中的概念认知方法进行比较，以进一步说
明其有效性．由于本文与文献［１７，２８］均能够对线索
为对象集和属性集的情形进行概念认知，因此下文
将从线索为对象集（同时结合属性集信息）的角度比
较这三种方法．为了方便，不妨设实验环境中的对象
集大小均为３，文献［２８］需要结合属性集大小为３
的信息进行概念学习，而本文与文献［１７］的属性集
大小信息不被指定，但以步长为属性集的４０％进行
概念渐进式学习．
　　截断图７给出了本文与文献［１７，２８］的概念认

图６　对象集与属性集同为线索的认知效果
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知方法随数据集大小变化呈现出的耗时趋势．由
图７可以看出，（１）三种方法的运行时间均随数据
集的增大而增加；（２）本文方法耗时的增大趋势较
现有方法有所放缓．另外，表５给出了三种方法的
概念认知精度的对比情况，其中“－”表示文献［２８］
的学习结果只有单侧概念，无精度信息．从表５可以
看出，文献［２８］需要从给定的对象集（同时结合属性
集信息）经过充分／必要认知，获得一个充分必要概
念．因此，尽管最初给定的对象集与本文和文献［１７］
均相同，但是进一步结合属性集的信息，从对象与属
性两方面的不断相互转化，最终所获得的概念与本
文和文献［１７］均不同．实验结果还表明，给定对象
集，本文比文献［１７］的概念认知精度要高．具体地，

当文献［１７］要求的对象属性信息匹配时，本文与文
献［１７］的精度相同；否则，本文方法的精度高．

图７　算法运行时间对比分析
表５　概念认知精度对比分析

数据集 步长为４０％的概念认知精度
本文 文献［１７］

属性集基数为３的概念认知精度
文献［２８］ 概念认知学习结果

Ｄａｔａｓｅｔ１ １　　 １ － 本文与文献［１７］结果相同，
与文献［２８］结果不同

Ｄａｔａｓｅｔ２ １　　 １ － 同上
Ｄａｔａｓｅｔ３ １　　 １ － 同上
Ｄａｔａｓｅｔ４ １　　 １ － 同上
Ｄａｔａｓｅｔ５ ０．００５７ 对象属性无法匹配 － 本文与文献［１７，２８］的结果均不同
Ｄａｔａｓｅｔ６ １ 对象属性无法匹配 － 同上

６　结　论
本文在不完全认知条件下，通过引入渐进式累

积认知函数，对概念渐进式认知问题做了详细研究．
具体地，提出概念渐进式认知的基本原理，给出线索
为对象集、属性集、对象集和属性集的概念渐进式认
知方法，并与现有概念认知方法进行对比分析，且仿
真实验表明本文方法有效．

相对于已有概念认知研究工作，本文进一步得
到以下结论：

（１）概念的渐进式认知，体现了人们认识事物
是一个从不完全到完全的逐步完善过程，它在某种
程度上承认概念认知与时间、空间、环境等因素有关；

（２）概念的渐进式认知，充分考虑了个体偏好、
先验知识、背景知识等复杂因素，符合现实中概念认
知的多样性；

（３）概念的渐进式认知，能够实现阶段性认知，
并根据阶段性认知来及时指导下一步的行动，并逐
渐实现完全认知；

（４）概念的渐进式认知，可以认为是模拟人脑
进行概念认知的方法，对概念学习有一定的借鉴作

用．实际上，一旦人们找到了不完全认知问题的渐进
式认知模式，就可以借助该认知模式，进一步指导或
训练大脑进行有针对性的概念学习；

（５）概念的渐进式认知，采用了从粗粒度到细
粒度的认知方法，属于多粒度认知范畴，故有利于将
概念认知逐步优化到最优粒度上．

需要指出的是，尽管本文在不完全认知条件下
对概念渐进式认知问题做了初步探讨，然而现实中
人们认识概念的模式千差万别，且受到各种不确定
因素的影响，并不能通过一般的抽象化或理想化的
认知模型进行完全刻画．比如，对于多认知主体进行
渐进式概念认知问题，认知主体之间会相互影响，因
为每个认知主体都希望借鉴其它认知主体所发现的
概念信息，以弥补自己认知概念时存在的不足．这是
不同空间的概念演化趋同问题．此外，大脑的认知过
程，除了受渐进式认知影响，还受大脑自身内部机理
环境的制约，情况非常复杂．因此，本文提出的几种
概念渐进式认知方法，离实际应用仍有不小差距，有
待进一步完善．

本文的主要研究目的为阐述概念渐进式认知问
题的研究价值，表明它是一个非常复杂的科学问题，
且存在诸多挑战．比如，大数据环境下的概念渐进式
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认知，信息融合或并行计算意义下的概念渐进式认
知［２９，３２３３］，必然属性分析角度下的概念渐进式认
知［３４］，概念渐进式认知的衡量指标，以及如何将粗
糙逻辑推理［３５］等方法应用于概念渐进式认知，以提
高概念认知的有效性．

致　谢　西安交通大学张文修教授在本文撰写过程
中给予了指导，提出了宝贵的意见和建议，在此表示
感谢！
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