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曲线曲面局部光顺渐进迭代逼近
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摘 要 曲线曲面光顺问题源于工程设计与制造加工的实际需求，在汽车、航空航天、船舶制造等领域具有重要意

义。曲线曲面的光顺性直接影响产品的质量、物理性能和美观性。因此，曲线曲面的光顺处理是计算机辅助几何设

计中的一个研究热点，具有重要的理论与实用价值。国际上关于这一问题的研究可以追溯到 20世纪 60年代左右。
传统的曲线曲面光顺方法主要包括基于能量最小化的全局光顺方法和修改选定“坏点”的局部光顺方法。尽管现在

已存在许多曲线曲面光顺算法，但仍存在自动化水平低、计算复杂度高、效率低等问题。Fairing-PIA是一种通过调

整控制顶点生成一系列光顺曲线曲面的几何迭代方法。Fairing-PIA算法赋予每个控制顶点单独权重来优化曲线

与曲面的形状，为数据拟合生成光顺曲线曲面带来了更大的灵活性。本文设计了一种局部Fairing-PIA格式，称为

Local-Fairing-PIA。在局部 Fairing-PIA 中，仅调整部分控制顶点及相应的光顺权重来优化局部曲线曲面形状。
曲线曲面的光顺性可以通过局部 Fairing-PIA 被逐点或逐段进行调整。曲线和曲面不同部分的光顺程度可以不

同。这种局部光顺的方法可以根据用户需求交互式地调整部分区域，既能达到局部光顺的效果，又能保留其余部分

原本的特征。相较于传统的基于能量泛函极小的光顺方法，局部Fairing-PIA算法能够兼顾光顺效果与拟合误差

对曲线曲面进行局部调整，同时避免了大规模矩阵运算，降低了计算成本。在本文中，我们证明了Local-Fairing-
PIA 迭代格式的收敛性。在多个曲线曲面拟合上的实验结果表明，局部 Fairing-PIA 是有效的。通过 Local-
Fairing-PIA算法，可将曲线曲面局部能量减少 11%以上。Local-Fairing-PIA算法为曲线和曲面光顺问题提供了

一种更为鲁棒、高效且灵活的的解决方案。这种方法通过调整特定控制点和它们的权重，增强了曲线和曲面的平滑

度和拟合精度，有助于提高产品在工程应用中的性能并减少计算开销。
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Abstract The fairing of curves and surfaces originates from the actual needs of engineering design 
and manufacturing, and is of great significance in various fields, such as automotive body design, 
aircraft wing design, and ship hull design.  The fairness of these curves and surfaces directly 
influences the quality, physical performance, and aesthetics of the products.  Consequently, the 
fairness of curves and surfaces is a prominent research focus on computer-aided geometric design, 
possessing substantial theoretical and practical value.  International research on this topic began 
around the 1960s.  Traditional methods for curve and surface fairing primarily include global 
fairing techniques based on minimizing energy functionals and local fairing methods that modify 
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selected “bad points”.  Despite the many existing methods for fairing curves and surfaces, several 
challenges remain, such as low levels of automation, high computational complexity, and 
inefficient algorithms.  Fairing-PIA (Fairing-Progressive Iterative Approximation) is a geometric 
iterative method that generates a series of fairing curves and surfaces by adjusting control vertices.  
The Fairing-PIA algorithm assigns individual weights to each control vertex to optimize the shape 
of the curves and surfaces, providing greater flexibility for generating smooth curves and surfaces 
in data fitting.  In this paper, we design a local Fairing-PIA scheme, named Local-Fairing-PIA.  
In Local-Fairing-PIA, only a subset of control vertices and their corresponding fairing weights are 
adjusted to optimize the local shape of the curves and surfaces.  The fairing of curves and surfaces 
can be adjusted point by point or segment by segment using Local-Fairing-PIA, allowing different 
parts of a curve or surface to exhibit varying degrees of smoothness.  This local fairing method can 
interactively adjust part of the region according to the user’s requirements, which can not only 
achieve the local fairing effect, but also retain the original characteristics of the rest of the region.  
Compared to traditional fairing methods based on minimizing energy functionals, the Local-
Fairing-PIA algorithm balances fairing effects and fitting errors in local adjustments of curves and 
surfaces, while avoiding large-scale matrix computations and reducing computational costs.  In 
this research, we establish the convergence of the Local-Fairing-PIA iterative format.  
Experimental results across multiple curve and surface fitting instances indicate that the Local-
Fairing-PIA method is effective.  Employing the Local-Fairing-PIA algorithm, it is possible to 
reduce the local energy of curves and surfaces by more than 11%.  Overall, the Local-Fairing-PIA 
technique offers a robust, efficient, and flexible solution to the problem of curve and surface 
fairing.  By fine-tuning specific control points and their weights, this method enhances the 
smoothness and fitting accuracy of curves and surfaces, ultimately contributing to improved 
performance and reduced computational overhead in engineering applications.

Keywords progressive iterative approximation; fairing; local; data fitting; iterative geometric 
method

1 引 言

曲线曲面光顺处理一直是计算机辅助几何设计

中的研究热点。用光顺的曲线曲面拟合给定的离散

点， 这在船舶曲线曲面造型［1］、车身曲线曲面造

型［2］、飞机机翼曲线曲面造型［3］等多领域有重要应

用。光顺性对产品的质量、物理性能、美观性等都直

接产生重要影响。国际上对该问题的研究大约开始

于上世纪 60 年代。传统的曲线曲面光顺方法主要

是基于能量泛函极小的全局光顺方法与修改不符合

光顺准则的型值点的局部光顺方法。对于曲线曲面

的光顺处理， 虽然已有了许多方法， 但仍存在自动

化程度低、计算量大、算法效率不高等问题。
光 顺 渐 进 迭 代 逼 近（Progressive-Iterative 

Approximation for Fairing Curve and Surface Generation， 
Fairing-PIA）［4］是一种高效的几何迭代方法， 它兼

顾对数据点的拟合与曲线曲面的光顺性， 在每一次

迭代中不断调整控制点， 最后得到光顺的目标曲线

或曲面。Fairing-PIA 方法赋予每个控制顶点独立

的权重， 这些权重可以调整曲线曲面， 从而提高曲

线曲面光顺性。Fairing-PIA 虽然具有生成和调整

光顺曲线曲面的能力， 但这种全局调整的方法计算

量较大。即使只有部分曲线曲面没有达到要求， 在
每次迭代中仍需要调整曲线曲面的所有控制顶点。
在实际光顺问题中， 往往只有曲线曲面的部分区域

没有达到光顺要求， 因此， 发展局部光顺算法具有

重要意义。本文提出了一个局部的 Fairing-PIA 算

法， 称为局部的曲线曲面光顺渐进迭代逼近（Local 
Progressive and Iterative Approximation for Fairing 
Curve and Surface Generation， Local-Fairing-PIA）。
在局部格式中， 我们可以仅调整部分控制顶点， 在
兼顾拟合精度的基础上通过这些控制顶点的权重调

整曲线曲面的局部形状， 使其具有良好的光顺性。
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局部 Fairing-PIA 使得数据拟合生成光顺曲线曲面

更具灵活性：（1）曲线（曲面）的光顺性可以被逐点或

逐段调整；（2）曲线（曲面）不同部分的光顺程度可

以不同。
本文结构如下： 第 2 节介绍国内外相关工作； 

第 3节给出曲线局部Fairing-PIA算法， 并对其详细

描述； 第 4节从理论上分析Fairing-PIA算法的收敛

性； 第 5 节给出曲面局部 Fairing-PIA 算法； 第 6 节

通过数值实验验证局部 Fairing-PIA 算法的有效

性， 并详细分析实验结果； 第 7 节总结全文并对未

来的研究工作进行展望。

2 相关工作

2. 1　曲线曲面光顺

曲线曲面光顺性是一个难以量化的概念。在实

际工程中， 设计者通常通过观察曲率分布来评估曲

线光顺性。如果曲线的曲率变化均匀， 则认为该曲

线光顺［5］。由于光顺性涉及几何外形美观性， 受主

观因素影响大， 同时不同的实际问题中， 对于光顺

性的要求也不同， 所以很难用统一的数量指标量化

曲线光顺性［6］。对于曲线C ( t )， 我们通常使用光顺

模型

min
C ( t ) ∫κ2 ( s )ds，

其中 κ ( s ) 为曲线曲率， s为曲线弧长。对于曲面

S ( u，v )， 光顺模型为

min
S ( u，v ) ∫κ 2

1 + κ 2
2dσ，

其中， κ1，κ2为曲面主曲率， σ为曲面面积。
但是在实际应用中， 解上述能量模型会导致一

个高度非线性问题， 计算量非常大。因此， 我们通

常使用以下模型［7］来近似曲线的光顺模型，

min
C ( t ) ∫||C ( r ) ( t ) ||2dt，

其中 r= 1，2，3。
类似于曲线情形， 我们通常用以下模型来近似

曲面S ( u，v )的光顺模型［8］：

min
S ( u，v )∬||Suu ( u，v ) ||2 + 2||Suv ( u，v ) ||2 +

||Svv ( u，v ) ||2dudv.
在传统的曲线曲面光顺方法中， 常用能量最小

化问题来解决光顺问题。例如， Hosaka［9］以曲线曲

面调整前后的偏离与光顺程度（样条的能量积分）的

加权平均为目标函数， 基于能量极值原理进行光

顺； Lott和Pullin［10］以曲面曲率为目标函数， 将原始

曲面和修改曲面之间距离作为约束， 通过约束最小

化算法自动重新定位控制点， 得到光顺曲线曲面； 
Greiner 等［11］基于参数化曲面的简化薄板能量泛函

进行光顺曲面逼近。这些方法可以对曲线曲面进行

全局优化， 但需要解一个大规模的线性方程， 拟合

效果也不能很好地控制。选点法是一种局部光顺方

法， 通过逐次找到不符合光顺准则的型值点（称为”
坏点”）， 并对坏点进行修改， 从而得到光顺的曲线

曲面。Farin 等［12］依据给定的光顺准则定义曲线上

的坏点， 通过删改该"坏点"的节点提高曲线在该点

的光顺性。Stefanie［13］等将曲线节点去除算法用于

曲面， 结合最佳搜索和模拟退火两种搜索算法， 用
最小区域算法实现曲面的局部光顺。Zhang等［14］将

能量最小化方法与选点法相结合， 一次性修改所有

对”坏点”有影响的控制顶点。Vassilev［15］开发了一

种基于能量最小化和数据点插入的自适应光顺技

术。 该技术只在必要时添加新的数据点， 能够大大

减少需要求解的控制点数量。此外， 小波光顺算

法［16-18］、升阶光顺算法［19-20］等也是曲线曲面光顺问题

的重要解决办法。
近年来， 曲线曲面光顺性研究也得到了进一步

发展。Wang等［21］提出了一种基于稀疏模型的曲线

光顺算法， 并对现有评判准则进行了总结。Yang
等［22］提出了一种利用矩阵加权NURBS曲线拟合和

光顺数据点序列以及数据点处的法线或切线的

技术 。 Yu 等［23］进一步完善了基于小波技术的

NURBS 曲线光顺算法， 实现了任意控制顶点的

NURBS曲线多分辨光顺。Jiang等［24］通过迭代的节

点插入算法构造全局光滑的B样条曲面， 构造的曲

面插值于数据点且具有较少的控制顶点。这些算法

大多关注曲线曲面整体的光顺性， 在光顺的过程中

会改变曲线曲面的整体形状。在本文中， 我们提出

了一个局部光顺算法， 能够兼顾光顺效果与拟合误

差对曲线曲面进行局部调整， 使得曲线曲面不同部

分的光顺程度可以不同， 具有重要的应用价值。
2. 2　渐进迭代逼近

渐 进 迭 代 逼 近（Progressive-Iterative 
Approximation， PIA）是 Lin 等［25-26］提出并命名的一

种十分有效的数据拟合方法。渐进迭代逼近通过不

断调整控制顶点， 生成一组极限插值或逼近给定数

据点列的混合曲线或曲面序列。受 Qi等提出的均

匀 3次B样条盈亏修正算法［27-29］和 de Boor等的相关

研究［30］启发， Lin等［25］首先证明了非均匀 3 次 B 样
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条曲线曲面迭代算法的收敛性， 随后又证明了全正

基混合曲线曲面都具有这一性质［26］， 并将该方法命

名为渐进迭代逼近。
相较于传统的数据拟合方法， 渐进迭代逼近算

法简单， 几何意义明确， 同时避免了大规模线性方

程求解［31］， 越来越成为几何设计领域重要的数据拟

合算法［32］。近年来， 渐进迭代逼近算法得到了进

一步的发展 。 Lu［33］提出了带权值的 PIA 算法

（Weighted Progressive Iteration Approximation， 
WPIA）进一步提升了算法速度。Lin［34］提出了局部

PIA（Local Progressive Iterative Approximation， 
LPIA）， 该算法仅调整部分控制点， 数据点可以自

适应地拟合， 算法更加灵活。随后 Lin等［35］提出一

种 PIA 的推广形式（Extended Progressive Iterative 
Approximation， EPIA）， 该方法可以进行并行计算

并允许控制点数小于数据点个数。Deng与Lin［36］提

出 一 种 最 小 二 乘 渐 进 迭 代 逼 近（Least Square 
Progressive Iterative Approximation， LSPIA）， 能够

高效稳定地进行大规模数据拟合并显著减少计算

量。Hamza等［37］提出了 GS-LSPIA， 进一步加快了

LSPIA的收敛速度。Liu等［38］提出了一种基于径向

基函数的共轭梯度隐式渐进迭代逼近（Conjugate 
Gradient Implicit Progressive Iterative Approximation， 
CG-I-PIA），该算法能够以近似或插值的方式很好

地重构曲线、曲面甚至高维数据。Wang 等［39］提出

了一种隐式随机渐进迭代逼近（Implicit Randomized 
Progressive Iterative Approximation， IR-PIA）， 进
一步加快了曲线曲面重建速度。Liu 等［40］提出了一

种双三次 B 样条曲面的 Jacobi 渐进迭代逼近算法， 
基于配置矩阵的 Jacobi分裂， 进一步提升了算法收

敛速度。Jiang等［4］提出了一种基于渐进迭代逼近的

曲线曲面光顺方法， 即Fairing-PIA。该方法通过调

整控制点， 生成一系列光顺的曲线曲面。同时证明

了传统的能量优化光顺模型就是 Fairing-PIA 的一

种特殊情况［4］。
传统的曲线曲面光顺算法通常通过计算能量泛

函极小得到光顺曲线曲面， 在光顺的过程中会改变

曲线曲面整体形状， 是一种全局的方法。同时传统

的光顺算法往往伴随着大型方程组求解， 计算成本

高， 算法运行时间长。Fairing-PIA算法虽然规避了

矩阵计算， 同时赋予每个控制顶点单独的光顺权

重， 使得算法更具有灵活性， 但仍是一种全局的光

顺方法。在实际应用中， 曲线曲面不同部分的拟合

精度与光顺性要求往往是不同的。我们在光顺曲线

曲面的同时， 可能仍希望保留部分区域的尖锐特

征。局部 Fairing-PIA 是一种局部光顺的方法， 它
能让用户交互式地调整曲线曲面局部区域， 在兼顾

拟合效果的同时快速地提升局部光顺性， 同时保持

其余区域不变。局部 Fairing-PIA 大大降低了曲线

曲面光顺的运算成本， 同时更贴近实际需求， 具有

重要的应用价值。

3 曲线的局部Fairing-PIA算法

Fairing-PIA通过调整控制顶点， 生成一系列光

顺曲线曲面。在每次迭代中， Fairing-PIA构建各个

控制顶点对应的拟合向量与光顺向量。控制顶点的

差向量为两向量的加权和。当前控制顶点加上差向

量即为新的控制顶点。相较于基于能量泛函极小的

传统光顺方法， Fairing-PIA避免了矩阵计算， 减少

了运算成本且更加灵活。但 Fairing-PIA 仍是一种

全局光顺方法， 在每次迭代中需要调整所有的控制

顶点， 曲线曲面的整体形状都会发生变化。
在本文中， 我们将给出一个更灵活的迭代格

式， 也即局部Fairing-PIA格式。在实际应用中， 可
能仅有一部分的曲线曲面需要光顺， 同时希望保留

其余部分原有的特征。局部 Fairing-PIA 通过调整

局部控制顶点， 对曲线曲面的形状进行局部调整。
这种局部光顺的方法可以根据用户需求交互式地调

整部分区域， 既能达到局部光顺的效果， 又能保留

其余部分原本的特征。同时， 在每次的迭代中， 我
们仅需要调整部分控制顶点， 这将大大减少计算成

本， 降低算法时间。
事实上， Fairing-PIA 对于包括 Bézier 曲线曲

面、NURBS曲线曲面、T样条曲线曲面在内的混合

曲线曲面都是有效的［4］。局部 Fairing-PIA 格式也

是如此。在本文中， 我们用B样条曲线曲面来展示

局部Fairing-PIA格式。
若给定数据点 {Qi }mi= 1 以及对应参数 { ti }mi= 1， 参

数满足 t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tm。从给定的m个数据点中

选取 n个点作为控制顶点 { P [ 0 ]
j }nj= 1。假设这是一条

次 数 为 p 的 B 样 条 曲 线， 其 节 点 向 量 为 
{ t̂1，t̂2，⋯，t̂n+ p+ 1 }。

初始的B样条曲线如下：

P[ 0 ] ( t )=∑
j= 1

n

Nj ( t )P [ 0 ]
j ， t∈[ t1，tm ] （1）

其中Nj ( t )为第 j个控制顶点对应的B样条基函数。
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在局部Fairing-PIA中， 仅曲线的部分区域需要

调整， 这部分对应的数据点为 {Qq1，Qq2，⋯，QqQ }， 记
下标集合为 Ifit={ q1，q2，⋯qQ }。在这些区域中， 非
零基函数对应的控制顶点， 称为活动控制顶点， 记为

{ Pi1，Pi2，⋯，PiI }，记下标集合为 Jact ={ i1，i2，⋯，iI }。
剩余的控制顶点保持不动， 称为固定控制顶点， 记为 
{ Pj1，Pj2，⋯，PjJ }， 记下标集合为Jfix={ j1，j2，⋯，jJ }。

按照如下形式定义光顺泛函：

Fr，j ( f )=∫
t1

tm

Nr，j ( t ) fdt，

    j= 1，2，⋯，n，r= 1，2，3
（2）

其中 Nr，j 表示 Nj ( t )的 r阶导， f表示任意函数。
基于B样条基函数的局部支撑性， 对于对应参

数落在第 j个基函数支持域的数据点 Qi， 也即

Nj ( ti )≠ 0， 将被分到第 j组， 对应第 j个控制顶点 .  
第 j组中数据点的下标集记为 Ij。

下面给出局部 Fairing-PIA 算法格式。 在第一

次迭代中， 我们首先计算数据点的差向量。 不同于

全局Fairing-PIA， 这里只需要计算待拟合数据点的

差向量：
d [ 0 ]
i =Qi -P[ 0 ] ( ti )，i∈ Ifit.

再计算活动控制顶点的拟合向量

δ[ 0 ]
h = ∑

l∈ Ih∩ Ifit
Nh ( tl )d [ 0 ]

l ，h∈ J act

以及光顺向量

η[ 0 ]
h =∑

l= 1

n

Fr，l (Nr，h ( t ) )P [ 0 ]
l ，h∈ Jact.

由此可得新的控制顶点为

P [ 1 ]
h =P [ 0 ]

h + μh[ (1 -ωh )δ[ 0 ]
h -ωhη[ 0 ]

h ]，
h∈ Jact，P [ 1 ]

h =Ph， h∈ Jfix，
其中 μh为标准化因子， 用于保证算法的收敛性， ωh

为光顺权重， 用于平衡拟合向量与光顺向量。
因此第一次迭代后的B样条曲线为：

P[ 1 ] ( t )= ∑
h= 1

n

Nh ( t )P [ 1 ]
h = ∑

h∈ Jact
Nh ( t )P [ 1 ]

h +

∑
h∈ Jfix

Nh ( t )Ph，t∈[ t1，tm ] .

假设在第 k次迭代后得到了曲线P[ k ] ( t )， 为了

计算得到新一轮控制顶点坐标， 我们先计算数据点

的差向量：
d [ k ]
i =Qi -P[ k ] ( ti )， i∈ Ifit.

再计算活动控制顶点的拟合向量与光顺向量

δ[ k ]
h = ∑

l∈ Ih∩ Ifit
Nh ( tl )d [ k ]

l ， h∈ Jact， （3）

η[ k ]
h =∑

l= 1

n

Fr，l (Nr，h ( t ) )P [ k ]
l ， h∈ Jact. （4）

因此，新的控制顶点为

P [ k+ 1 ]
h =P [ k ]

h + μh[ (1 -ωh )δ[ k ]
h -ωhη[ k ]

h ]，
h∈ Jact，P [ k+ 1 ]

h =Ph， h∈ Jfix. （5）
那么，第 k+ 1次迭代后的B样条曲线为：

P[ k+ 1 ] ( t )= ∑
h= 1

n

Nh ( t )P [ k+ 1 ]
h =

∑
h∈ Jact

Nh ( t )P [ k+ 1 ]
h + ∑

h∈ Jfix
Nh ( t )Ph， t∈[ t1，tm ] .

通 过 以 上 方 法， 我 们 得 到 了 一 组 曲 线 ：
{ P[ k ] ( t )，k= 0，1，2⋯ }。在下一节中， 我们将证明

这组曲线是收敛的。
曲线局部 Fairing-PIA 算法伪代码如算法 1

所示：
算法1.  曲线局部Fairing-PIA算法
输入：有序点列 {Qi }mi= 1，调整待拟合数据点下标集合

Ifit， 相邻两次迭代拟合误差之差的绝对值上限 ε， 最大

迭代次数K， 曲线控制顶点个数 n
输出：拟合曲线P [ k ] ( t )
1.  对数据点进行参数化

2.  选 择 初 始 控 制 顶 点 构 建 初 始 曲 线 P[ 0 ] ( t )=

∑
j= 1

n

Nj ( t )P [ 0 ]
j ，确定活动控制顶点下标集合 Jact 与固定

控制顶点下标集合 Jfix
3.  k= 0
4.  WHILE（k<K）
5.        计算给定调整数据点差向量

d [ k ]
i =Qi-P[ k ] ( ti )， i∈ Ifit

6.        计算活动控制顶点拟合向量

δ[ k ]
h = ∑

l∈ Ih∩ Ifit
Nh ( tl )d [ k ]

l ， h∈ Jact

7.        计算活动控制顶点光顺向量

η[ k ]
h = ∑

l= 1

n

Fr，l (Nr，h ( t ) )P [ k ]
l ， h∈ Jact

8.        计算第 k+ 1次迭代曲线的新控制顶点

P [ k+ 1 ]
h =P [ k ]

h + μh[ (1 -ωh )δ[ k ]
h -

ωhη[ k ]
h ]，h∈ Jact，P [ k+ 1 ]

h =Ph， h∈ Jfix 
9.        计算第 k+ 1次迭代曲线

P[ k+ 1 ] ( t )= ∑
h= 1

n

Nh ( t )P [ k+ 1 ]
h

10.      计算局部拟合误差

E [ k+ 1 ]
fit = max

i∈ Ifit
||Qi-P[ k+ 1 ] ( ti ) ||

11.      IF|E [ k+ 1 ]
fit -E [ k ]

fit | < ε
RETURN P[ k+ 1 ] ( t )

12.       k= k+ 1
13.  RETURN P[ k ] ( t )
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4 收敛性分析

在这一节， 我们将进行曲线局部 Fairing-PIA
算法的收敛性分析。同时， 证明局部能量光顺算法

是局部Fairing-PIA的一种特殊形式。
为了证明局部 Fairing-PIA 的收敛性， 我们先

将其写成矩阵形式。
将控制顶点重新排序如下：

P [ k ]
act =[ P [ k ]

i1 ，⋯，P [ k ]
iI ]T，

P fix =[ Pj1，⋯，PjJ ]T，
P [ k ] =[ P [ k ]

act，Pfix ]T，
其中P [ k ]

act 为第 k次迭代中的活动控制顶点， Pfix为固

定控制顶点， P[ k ]为第k次迭代中的所有控制顶点。
因此曲线局部 fairing-PIA 中的迭代格式可被

写成如下矩阵形式：
P [ k+ 1 ]
act =( I-ΛA1 ) P [ k ]

act -ΛA2P fix +ΛBQ（6）
其中

Q=[Q1，Q2，⋯，Qm- 1，Qm ]T，
A1 =( I-Ω )DT

1 D1 +ΩF I，

A2 =( I-Ω )DT
1 D2 +ΩFJ，

B= [ ( I-Ω )DT
1 ( I-Ω )DT

2 ]，
Λ= diag ( μi1，μi2，⋯，μiI )，
Ω= diag (ωi1，ωi2，⋯，ωiI )， （7）

以及

D1 =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úNi1 ( t1 ) ⋯ NiI ( t1 )
⋮ ⋱ ⋮

Ni1 ( tm ) ⋯ NiI ( tm )
，

D2 =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úNj1 ( t1 ) ⋯ NjJ ( t1 )
⋮ ⋱ ⋮

Nj1 ( tm ) ⋯ NjJ ( tm )
，

F I =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úFr，i1 (Nr，i1 ( t ) ) ⋯ Fr，i1 (Nr，iI ( t ) )
⋮ ⋱ ⋮

Fr，iI (Nr，i1 ( t ) ) ⋯ Fr，iI (Nr，iI ( t ) )
，

FJ =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú

ú

úFr，j1 (Nr，j1 ( t ) ) ⋯ Fr，j1 (Nr，jJ ( t ) )
⋮ ⋱ ⋮

Fr，jJ (Nr，j1 ( t ) ) ⋯ Fr，jJ (Nr，jJ ( t ) )
.

引理 1.  若A1 是严格对角占优矩阵， 且 Λ 的

对角元素满足 0 < μi <
2

∑
j= 1

I

| aij|
，i= i1，⋯，iI， （aij为

A1中元素）， 则有0 < ||I-ΛA1||∞ < 1。
证明 . 根据矩阵A1 定义， 易知A1 的对角线

元素aii恒正。类似文献［4］， 可证得

（1）若0 < μi ≤
1
aii

， 则有

||I-ΛA1||∞ = max i (1 - μiaii + μi∑
j≠ i

|aij| )

< max i (1 - μiaii + μiaii ) )= 1.

（2）若
1
aii

< μi <
2

∑
j= 1

I

| aij|
，则有

||I-ΛA1||∞ = max ( μiaii - 1 + μi∑
j≠ 1

|aij| )=

max i ( μi∑
j= 1

I

|aij| - 1)< 1.

因 此， 当 0 < μi <
2

∑
j= 1

I

| aij|
时， 有 0 < ||I-

ΛA1||∞ < 1。
定理 1.  若A1 是严格对角占优矩阵， 则局部

Fairing-PIA 是收敛的。
证明 . 令 C=-ΛA2P fix +ΛBQ。显然矩阵 C

为一个固定的常数矩阵， 不会随着迭代的进行发生

变化。
根据（6）式， 我们可得

P [ k+ 1 ]
act =( I-ΛA1 ) P [ k ]

act +C
=( I-ΛA1 )(( I-ΛA1 ) P [ k- 1 ]

act +C )+C
=( I-ΛA1 )2P [ k- 1 ]

act +( I-ΛA1 )C+C
= ⋯
=( I-ΛA1 )k+ 1P [ 0 ]

act +∑
l= 0

k

( I-ΛA1 )lC （8）

基于引理1， I-ΛA1的谱半径满足

0 < ρ( I-ΛA1 )< ||I-ΛA1||∞ < 1，
由此可得

lim
k→ ∞

( I-ΛA1 )k =O，

lim
k→ ∞ ∑

l= 0

k

( I-ΛA1 )lC=( ΛA1 )-1C.

因此， 当 k→ ∞， （6）式趋于

P [ ∞ ]
act  =( ΛA1 )-1C

=( ΛA1 )-1 (-ΛA2P fix +ΛBQ )
=-A-1

1 A2P fix +A-1
1 BQ.

上式等价于如下线性方程组的解：
A1P [ ∞ ]

act =-A2P fix +BQ. （9）
在本文的数值实验中， 为了保证算法的收敛性， 
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我们均取标准化因子μi =
1

∑
j= 1

I

| aij|
( i= i1，⋯，iI )。

在实际操作中， 若我们取光顺权重ωh =ω，h=
i1，i2⋯，iI， 则局部Fairing-PIA有如下形式：
P [ k+ 1 ]
act =( I-ΛĀ1 ) P [ k ]

act -ΛĀ2P fix +(1 -ω )ΛB̄Q
（10）

其中

Ā1 =(1 -ω )DT
1 D1 +ωF I，

Ā2 =(1 -ω )DT
1 D2 +ωFJ，

B̄=[ DT
1    DT

2 ] .
易证， 在上述 Ω =ωI的特殊情况下， 局部

Fairing-PIA收敛于如下情况：
Ā1P [ ∞ ]

act =-Ā2P fix +(1 -ω ) B̄Q. （11）
在传统光顺方法中， 对于不光顺的曲线段， 常

采用能量法的方法对其进行光顺。其目标为找到如

下能量泛函的极小值：

E= 1 -ω
2 f1 + ω

2 f2， （12）

其中 f1 和 f2 分别用于衡量局部曲线拟合效果与光顺

效果， 定义如下

f1 = ∑
i= q1

qQ

||P ( ti )-Qi||2，

f2 =∫
tq1

tqQ
||P ( r ) ( t ) ||2dt

在这里P ( r ) ( t )表示曲线P ( t )的 r阶导。
下面我们将证明当活动控制点光顺权重均为ω

时， 局部能量泛函极小与局部 Fairing-PIA 算法是

等价的， 也即局部能量泛函极小是局部Fairing-PIA
的一种特殊形式。

将 f1 与 f2 的表达式代入能量函数（12）， 上述问

题等价于

minPhE= minPh [
1 -ω

2 ∑
i= q1

qQ

||P ( ti )-Qi||2 +

ω
2 ∫

tq1

tqQ
||P ( r ) ( t ) ||2dt ] .

为解上述能量优化问题， 我们令
∂E
∂Ph

= 0，h=

i1，i2，⋯，iI， 得
∂E
∂Ph

=(1 -ω ) ∑
i= q1

qQ

( P ( ti )-Qi )Nh ( ti )+ 

ω∫
tq1

tqQ
P ( r ) ( t )N ( r )

h ( t )dt= 0.

整理得

(1 -ω ) ∑
i= 1

m

Nh ( ti )Qi =(1 -

ω ) ∑
i= q1

qQ

∑
j= i1

iI

Nh ( ti )Nj ( ti )Pj +

ω∫
tq1

tqQ ( )∑
j= i1

iI

N ( r )
j ( t )N ( r )

h ( t )Pj dt，

这也意味着

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê(1 -ω ) ∑

i= q1

qQ

N 2
h ( ti )+ω∫

tq1

tqQ
(N ( r )

h )2 dt
ù

û

ú
úú
ú Ph =

(1 -ω ) ∑
i= q1

qQ

Nh ( ti )Qi - (1 -

ω ) ∑
i= q1

qQ

∑
j= i1，j≠ h

iI

Nh ( ti )Nj ( ti )Pj -

ω∫
tq1

tqQ ( )∑
j= i1，j≠ h

iI

N ( r )
j ( t )N ( r )

h ( t )Pj dt.

上述结果等价于矩阵

Ā1P1 =-Ā2P2 +(1 -ω ) B̄Q
其中，

P1 =[ Pi1，⋯，PiI ]T，
P2 =[ Pj1，⋯，PjJ ]T.

根据（11）式， 局部能量泛函极小的结果与局部

Fairing-PIA在特殊情况下的收敛结果是一致的。
类似于文献［4］， r= 1，2，3 时分别对应拉伸能

量［7］、弯曲能量［41］和扭曲能量［42］。在后续数值实验

中， 我们将比较 r的不同取值对于局部光顺性的

影响。

5 曲面的局部Fairing-PIA算法

曲线的局部光顺渐进迭代逼近可以推广到曲面

情况。在这一节， 我们将介绍曲面情况下的局部

Fairing-PIA细节。
给定一列有序的数据点 {Qij }m1，m2

i= 1，j= 1， 以及它们

对应的参数列{si，tj}
m1，m2

i= 1，j= 1
， 满足 s1 ≤ s2 ≤ ⋯ ≤ sm1 

和 t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tm2。初始的 B 样条曲面 P[ 0 ] ( s，t )
可以被表示如下：

P[ 0 ] ( s，t )= ∑
h= 1

n1

∑
l= 1

n2

Nh ( s )Nl ( t )P [ 0 ]
hl ，0 ≤ s，t≤ 1，

（13）
其中 { Phl }n1，n2

h= 1，l= 1 是初始控制顶点， Nh ( s )与 Nl ( t )
为B样条基函数。我们将数据点以及对应参数按照

字典序重新排列如下：
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[Q1，Q2，⋯，Qm1m2 ]=[Q11，Q12，⋯，Qm1，m2 ]，
[( s1，t1 )，( s2，t2 )，⋯，( sm1m2，tm1m2 ) ]=

[( s1，t1 )，( s1，t2 )，⋯，( sm1，tm2 ) ] .
按照同样的方式， 重新排列B样条基函数以及

控制顶点如下：
[ N1 ( s，t )，N2 ( s，t )，⋯，Nn1n2 ( s，t ) ]=

[ N1 ( s )N1 ( t )，N1 ( s )N2 ( t )，⋯，Nn1 ( s )Nn2 ( t ) ]，
[ P1，P2，⋯，Pn1n2 ]=[ P11，P12，⋯，Pn1，n2 ] .

那么初始曲面可被重写为

P[ 0 ] ( s，t )=∑
j= 1

n1n2

Nj ( s，t )P [ 0 ]
j . （14）

定义曲面光顺泛函如下：

F ss，j ( f )=∫
s1

sm∫
t1

tm

Nss，j ( s，t ) fdsdt，

F st，j ( f )=∫
s1

sm∫
t1

tm

Nst，j ( s，t ) fdsdt，

F tt，j ( f )=∫
s1

sm∫
t1

tm

Ntt，j ( s，t ) fdsdt，

j= 1，2，⋯，n1n2， （15）
其 中 Nss，j ( s，t )，Nst，j ( s，t ) 和 Ntt，j ( s，t ) 分 别 代 表

Nj ( s，t )关于 s和 t的二阶偏导， f为任意函数。
假设只有部分曲面需要调整， 对应的数据点为

{Qq1，Qq2，⋯，QqQ }， 记下标集合为 Ifit ={ q1，q2，⋯qQ }。
这部分曲面参数域中非零的基函数对应的控制顶点

称为活动控制顶点， 记为 { Pi1，Pi2，⋯，PiI }， 记下标

集合为 Jact ={ i1，i2，⋯，iI }。其余控制顶点保持不

动， 称为固定控制顶点， 记为 { Pj1，Pj2，⋯，PjJ }，记下

标集合为 Jfix ={ j1，j2，⋯，jJ }。
类似于曲线的情况， 在第一次迭代中， 我们先

计算数据点 {Qq1，Qq2，⋯，QqQ }的差向量：
d [ 0 ]
i =Qi -P[ 0 ] ( si，ti )， i∈ Ifit，

再计算活动控制点的拟合向量 δ[ 0 ]
h 与光顺

向量η[ 0 ]
h ：
δ[ 0 ]
h = ∑

l∈ Î l∩ Ifit

Nh ( sl，tl )d [ 0 ]
l ，h∈ Jact

η[ 0 ]
h =∑

l= 1

n1n2

[ F ss，l (Nss，h ( s，t ) )+ 2F st，l (Nst，h ( s，t ) )+

F tt，l (Ntt，h ( s，t ) ) ] P [ 0 ]
l ，h∈ Jact.

其中 Î l 为所有落在第 l个基函数支撑域的参数的指

标集。
因此， 第一次迭代曲面的新控制顶点为

P [ 1 ]
h =P [ 0 ]

h + μh [(1 -ωh )δ[ 0 ]
h -ωhη[ 0 ]

h ]，h∈ Jact，
P [ 1 ]
h =P [ 0 ]

h ， h∈ Jfix.
类似于曲线情形， 这里的 μh为标准化因子， 用

于保证算法的收敛性。ωh为光顺权重， 用于平衡拟

合向量与光顺向量。
这使得第一次迭代曲面的表达式为：

P[ 1 ] ( s，t )= ∑
h= 1

n1n2

Nh ( s，t )P [ 1 ]
h =

∑
h∈ Jact

Nh ( s，t )P [ 1 ]
h + ∑

h∈ Jfix
Nh ( s，t )Ph.

假 设 在 第 k 次 迭 代 后 得 到 了 第 k 个 曲 面 
P[ k ] ( s，t )，那么在第 ( k+ 1)次迭代中， 我们先计算

数据点的差向量：
d [ k ]
i =Qi -P[ k ] ( si，ti )，i∈ Ifit，

再计算活动控制点的拟合向量与光顺向量：
δ[ k ]
h = ∑

l∈ Î l∩ Ifit

Nh ( sl，tl )d [ k ]
l ， h∈ Jact，

η[ k ]
h =∑

l= 1

n1n2

[ F ss，l (Nss，h ( s，t ) )+2F st，l (Nst，h ( s，t ) )+

F tt，l (Ntt，h ( s，t ) ) ] P [ k ]
l ，h∈ Jact.

由此可得第 ( k+ 1)个曲面的新控制顶点为：
P [ k+ 1 ]
h =P [ k ]

h + μh [(1 -ωh )δ[ k ]
h -ωhη[ k ]

h ]， h∈ Jact，
P [ k+ 1 ]
h =P [ k ]

h ， h∈ Jfix. （16）
这使得第 ( k+ 1)个曲面的表达式为：

P[ k+ 1 ] ( s，t )= ∑
h= 1

n1n2

Nh ( s，t )P [ k+ 1 ]
h =

∑
h∈ Jact

Nh ( s，t )P [ k+ 1 ]
h + ∑

h∈ Jfix
Nh ( s，t )Ph.

通 过 如 上 方 法， 我 们 得 到 了 一 系 列 曲 面 
{ P[ k ] ( s，t )，k= 1，2，⋯ }， 该曲面序列的收敛性分析

类似于曲线序列。
曲面局部 Fairing-PIA 算法伪代码如算法 2

所示：
算法2.  曲面局部Fairing-PIA算法

输入：有序点列 {Qij }m1，m2
i= 1，j= 1， 调整待拟合数据点下标集

合 Ifit， 相邻两次迭代拟合误差之差的绝对值上限 ε，最

大迭代次数K， 曲面 s方向与 t方向控制顶点个数 n1、n2

输出：拟合曲面P [ k ] ( s，t )
1.  对数据点进行参数化

2.  选择初始控制顶点构建初始曲线， 按字典序重新排

列 数 据 点 、基 函 数 、控 制 顶 点， 得 到 初 始 曲 面

P[ 0 ] ( s，t )= ∑
j= 1

n1n2

Nj ( s，t )P [ 0 ]
j ，确定活动控制顶点下标集

合 Jact与固定控制顶点下标集合 Jfix
3.  k= 0
4.  WHILE（k<K）
5.       计算给定调整数据点差向量

d [ k ]
i =Qi-P[ k ] ( si，ti )，i∈ Ifit
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6.       计算活动控制顶点拟合向量

δ[ k ]
h = ∑

l∈ Î∩ fit

Nh ( sl，tl )d [ k ]
l ，h∈ Jact

7.       计算活动控制顶点光顺向量

η[ k ]
h = ∑

l= 1

n1n2

[ F ss，l (Nss，h ( s，t ) )+ 2F st，l (Nst，h ( s，t ) )+

F tt，l (Ntt，h ( s，t ) ) ] P [ k ]
l ，h∈ Jact 

8.       计算第 k+ 1次迭代曲面的新控制顶点

P [ k+ 1 ]
h =P [ k ]

h + μh [(1 -ωh )δ[ k ]
h -ωhη[ k ]

h ]，h∈ Jact
P [ k+ 1 ]
h =Ph， h∈ Jfix 

9.       计算第 k+ 1次迭代曲面

P[ k+ 1 ] ( s，t )= ∑
h= 1

n1n2

Nh ( s，t )P [ k+ 1 ]
h

10.     计算局部拟合误差

E [ k+ 1 ]
fit = max

i∈ Ifit
||Qi-P[ k+ 1 ] ( si，ti ) ||

11.     IF|E [ k+ 1 ]
fit -E [ k ]

fit | < ε

RETURN P[ k+ 1 ] ( s，t )
12.       k= k+ 1
13.  RETURN P[ k ] ( s，t )

6 数值实验

在这一节， 我们通过数值实验来验证局部 
Fairing-PIA的有效性。

在数值实验中，对于曲线情形， 对数据点

{Qi }mi= 1， 我们用累加弦长法给每个数据点分配对应

的参数 { ti }mi= 1，即

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

t1 = 0，tm = 1，

ti+ 1 = ti +
||Qi -Qi- 1||

∑
j= 2

m

| |Qj -Qj- 1||
，i= 2，3，⋯，m- 1

从m个数据点中选取 n个点作为控制顶点， 满
足 P [ 0 ]

j =Qij，1 = i1 < i2 < ⋯ < in =m.  一般可用

如下方法：
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

P [ 0 ]
1 =Q1，

P [ 0 ]
n =Qm，

P [ 0 ]
j =Qé

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

m ( j- 1)
n- 1

，j= 2，3，⋯，n- 1.

其 中
é

ë
ê
êê
êm ( j- 1)
n- 1

ù

û
úúúú 表 示 不 大 于

m ( j- 1)
n- 1 的 最 大

整数。
在实验中， 用 3次B样条曲线来拟合数据点，定

义节点向量 { 0，0，0，0，t̂5，⋯，t̂n，1，1，1，1 }， 其中 t̂ j =
( tij- 3 + tij- 2 + tij- 1 )/3，j= 5，⋯，n。

假设在数值实验中仅调整对应参数值为 [ ta，tb ]

的曲线段， 该段曲线对应的数据点的下标集为 Ifit。
我们用如下能量函数来度量这段曲线的局部光

顺性：

E local
eng =∫

ta

tb

||P ( r ) ( t )dt||2dt，r= 1，2，3. （17）

局部拟合误差为

E local
fit = max

i∈ Ifit
||Qi -P ( ti ) ||. （18）

若相邻两次迭代局部拟合误差（18）之差的绝对

值小于给定常值 ε， 或迭代次数达到K， 则迭代停

止 .  在本文数值实验中， 取 ε= 1 × 10-7，K= 800。
曲面的例子中， 数据点对应参数、控制顶点的

选取以及迭代停止条件类似于曲线情形。
所有的实验均在具有 16 GB RAM 和 Intel 

Core i9-12900H 2. 50 GHz CPU的计算机上完成。
6. 1　曲线

本节将用 3个例子来展示曲线局部Fairing-PIA
的有效性 .  这3个例子分别为：

（1）海星： 从如下函数中均匀采样得到 100个数

据点

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x ( t )=(1 + 1
5 cos ( 5t ) ) cos ( t )，t∈[ 0，2π ]

y ( t )=(1 + 1
5 cos ( 5t ) ) sin ( t )

（2）音符： 从音符状曲线上采集的305个数据点

（3）翼型： 飞机机翼翼面上采集的 49个数据点

图 1中数据为海星函数曲线上均匀取样得到的

100个数据点。图 1（a）为数据点的拟合曲线以及曲

率梳， 图 1（b）为图 1（a）局部细节放大。我们仅调整

部分曲线， 红色框内的橙色点为活动控制顶点。在

算法迭代的过程中， 我们发现控制顶点的光顺向量

（4）的数量级远大于拟合向量（3）。为了进一步提升

曲面光顺性， 我们希望能够通过光顺权重将拟合项

与光顺项控制在同一数量级， 并且希望光顺项大于

拟合项。基于以上考虑， 按逆时针方向， 我们将这

五 个 活 动 控 制 顶 点 的 光 顺 权 重 分 别 设 为 1 ×
10-6，1 × 10-6，5 × 10-5，8 × 10-5，1 × 10-5， 光顺泛

函（2）中取 r=2。在后续数值实验中， 光顺权重的选

取都基于类似的想法。图1（c）和图1（e）分别为局部

迭代 1次和 3次后的拟合曲线以及曲率梳。图 1（d）
和图 1（f）分别为这部分曲线的局部细节放大。可以

看到部分曲线段对应的曲率梳发生了变化， 曲线变

得更加光顺， 但其余部分曲线没有发生变化。
图 2中的数据点为音符状曲线上采集的 305个

数据点。我们选取 68个数据点作为初始控制顶点， 
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得到了初始曲线以及对应曲率梳（图 2（a））。我们

选取两处同时进行局部迭代调整（红框内曲线段）， 
图 2（b）描绘了两处红框内曲线细节。我们将两处

的 对 应 控 制 顶 点（橙 色 点）光 顺 权 重 均 设 为

5 × 10-6， 光顺泛函（2）中取 r= 2， 进行局部迭代。
这两段曲线同时得到调整， 图 2（c）为局部迭代后的

拟合曲线。我们可以看到曲线不但更贴近数据点， 
而且更为光顺。同时只有部分曲线段发生了变化， 
其余部分曲线保持不变。图 2（d）描绘了对应曲线

段细节。
图3为飞机机翼上采集的 49个数据点。我们用

19 个控制顶点的 B 样条曲线拟合这些数据点。
图 3（a）为初始的拟合曲线以及曲率梳， 可以看到机

翼上侧光顺性较好， 而右下侧曲线段光顺性不够

好。因此我们仅调整机翼右下侧局部曲线， 将对应

的七个活动控制顶点的光顺权重均设为 1 × 10-5。
图 3（b）为局部迭代后的拟合曲线， 橙色点为活动控

制顶点。该段曲线光顺程度得到提高， 其余部分曲

线未发生变化。图 3（c）为进一步提高第三和第四

个控制顶点（红色点）的光顺权重后， 再次局部迭代

得到的拟合曲线以及曲率梳。其中第三和第四个控

制顶点（红色点）的光顺权重分别设为 5 × 10-3、1 ×
10-3， 其余光顺权重不变。图 3（d）为在图 3（c）的基

础上提高第六个控制顶点（红色点）的光顺权重至为

1. 6 × 10-4， 局部迭代后得到的拟合曲线与曲率梳。
在第三节， 我们提到了 r（见公式（2））不同取值

时分别对应的能量类型。通过数值实验， 我们比较

了不同光顺权重与不同 r的取值对于曲线光顺效果

（a）初始拟合曲线以及曲率梳 （b）图(a)局部细节放大

（c）局部迭代1次后的拟合曲
线以及曲率梳

（d）图(c)局部细节放大

（e）局部迭代3次后的拟合
曲线以及曲率梳

（f）图(e)局部细节放大

图1　曲线局部光顺实例 1

（a）数据点、初始曲线以及曲率梳 （b）图(a)局部曲线细节放大

（c）数据点、局部迭代后的
拟合曲线与曲率梳

（d）图(c)局部细节放大

图2　曲线局部光顺实例2
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影响（图 4）。当光顺权重相同时， r= 3的光顺效果

最好， 拟合效果最差， r= 1情形则正好相反。在 r
取定时， 曲线的光顺效果随光顺权重的增大而变

好， 拟合效果则相反。根据该实验我们也意识到， r
的不同取值， 对应的合适的光顺权重范围不同。

在图 4这个例子里， 对于 r=3的情况， 我们选

取较小的值 1 × 10-8 作为光顺权重； 对于 r= 1 与

r= 2 我们则分别选择光顺权重为 1 × 10-4 与 1 ×
10-6 进行实验， 结果见图 4（d）。对应的局部拟合误

差与运行时间见表1。
r为光顺泛函中基函数求导的阶数， r越大， 计

算成本越高。但根据光顺泛函的定义， 在算法的迭

代过程中其值不变， 由此我们可以在迭代开始前通

过数值积分的方法计算一次光顺泛函的结果， 并将

该结果保存下来， 在之后的迭代过程中不断调用这

些常值。因此， 整个算法的时间成本主要受算法的

收敛速度和迭代次数影响。根据上述实验我们发

现， r的取值越小， 收敛速度越快， 迭代次数越少， 
算法消耗的时间越少。

虽然 r= 1时拟合误差与时间成本较小， 但其光

顺效果远不如 r= 2与 r= 3。在本文的这个例子中， 

如果不考虑计算成本与运行时间， 选择 r= 3以及较

小的光顺权重例如 1 × 10-8 能够达到较好的光顺效

果与拟合效果。在实际应用中， 我们还需要考虑迭

代次数与运行时间。结合算法效果与计算成本， 可
以选择r=2以及稍大的光顺权重，例如1 × 10-6。
6. 2　曲面

在本节， 我们将用两个例子来验证曲面局部

Fairing-PIA 的有效性。这两个例子对应的数据集

分别为人类牙齿上采集的 81 × 86 个数据点（图 5）
以 及 汽 车 外 壳 上 采 集 的 258 × 279 个 数 据

点（图6）。
图 5 为人类牙齿上采集的 81 × 86 数据点， 我

们用20 × 20个控制点的B样条曲面拟合这些数据。

=1r =2r =3r

=1r =2r =3r

=1r =2r =3r

=1r =2r =3r

（a）光顺权重均为1×10-8时曲线光顺效果

（b）光顺权重均为1×10-7时曲线光顺效果

（c）光顺权重均为1×10-6时曲线光顺效果

（d）光顺权重分别为1×10-4、1×10-6、1×10-8时曲线光顺效果

图4　光顺权重与 r的取值对曲线光顺效果的影响

（a）初始拟合曲线以及
曲率梳

（b）调整活动控制顶点(橙色点)
后的拟合曲线以及曲率梳

（c）提高部分活动控制顶点
(红点色点)光顺权重

（d）提高部分活动控制顶
(红色点)光顺权重

图3　曲线局部光顺实例 3

表1　算法迭代次数、局部拟合误差、运行时间对比

r的取值

r= 1
r= 2
r= 3

迭代次数

26
53
63

局部拟合误差

0. 000 942 17
0. 001 257 60
0. 001 823 17

运行时间(s)
0. 001 186
0. 001 375
0. 001 437
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图 5（a）为初始的拟合曲面平均曲率图， 我们选取了

一部分曲面（红色框内曲面）进行调整。图 5（b）为

局部曲面细节。图 5（c）为活动控制顶点迭代更新

后的拟合曲面平均曲率图， 图 5（d）为局部曲面细

节。实例详细数据见表 2。对于图 5这种有多个曲

率变化较大的区域，我们可以选择多处区域

（图 5（e）红框处） 继续进行局部调整，调整结果如

图5（f）。
我们选取了部分曲面对应的控制顶点进行调

整。图 6（b）描绘了经过局部迭代调整后的曲面斑

马纹。实例详细数据见表2。
本文给出了所有数值实验中实例的详细数据， 

包含了数据点个数、控制点个数以及活动控制顶点

的光顺权重， 见表 2。同时， 本文比较了五个实例

在全局 Fairing-PIA与局部Fairing-PIA下在时间和

局部拟合误差上的区别， 见表 3 与图 7。经数值实

验，局部Fairing-PIA的在运行时间与拟合效果上都

优于全局Fairing-PIA。此外，本文还比较了光顺前

后的局部能量变化， 结果见表 4。从表 4中可知， 该
算法能够有效降低曲线、曲面局部能量， 达到光顺

的效果， 这也进一步证明了我们算法的有效性。

（a）初始拟合曲面与斑马纹图 （b）局部迭代后的拟合曲面与
斑马纹图

图6　曲面局部光顺实例2
（a）初始拟合曲面与平均曲率图

(左视图)
（b）平均曲率图的局部细节放大

（d）平均曲率图的局部细节放大（c）局部迭代后的拟合曲面与
平均曲率图(左视图)

（e）选择多处进行局部调整
(俯视图)

（f）对多处进行局部调整后的
曲面(俯视图)

图5　曲面局部光顺实例 1

表3　全局与局部Fairing-PIA对比

实例

曲线局部光顺实例 1
曲线局部光顺实例2
曲线局部光顺实例 3
曲面局部光顺实例 1
曲面局部光顺实例2

运行时间(s)
全局Fairing-PIA

0. 0193
0. 0140
0. 0126

30. 365
8. 632

局部Fairing-PIA
0. 003 21
0. 002 86
0. 005 56
4. 325
1. 623

局部拟合误差

全局Fairing-PIA
0. 006 086
0. 007 430
0. 005 389
0. 051 928
0. 024 620

局部Fairing-PIA
0. 001 391
0. 005 450
0. 004 717
0. 042 609
0. 019 231

表2　曲线曲面实例相关数据

实例

曲线局部光顺实例 1

曲线局部光顺实例2

曲线局部光顺实例 3

曲面局部光顺实例 1

曲面局部光顺实例2

数据点

100

305

49

81 × 61

258 × 279

控制顶点

35

68

17

20 × 20

40 × 40

活动控制顶点光顺权重

6th -7th

1 × 10-6

34th-38th

5 × 10-6

1st-2nd

1 × 10-5

75th-80th

1 × 10-4

821st-826st

1 × 10-4

8th

5 × 10-5

59th-66th

5 × 10-6

3rd

5 × 10-3

95th-100th

5 × 10-4

861st-866st

1 × 10-3

9th

8 × 10-5

4th

1 × 10-3

115th-120th

1 × 10-3

901st-906st

3 × 10-3

10th

1 × 10-5

5th

1 × 10-5

135th-140th

1 × 10-3

941st-946st

3 × 10-3

6th

1. 6 × 10-4

155th-160th

5 × 10-4

981st-986st

5 × 10-4

7th

1 × 10-5

175th-180th

1 × 10-4

1201st-1206st

1 × 10-4
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7 结　语

本文提出了一种混合曲线曲面的局部 Fairing-
PIA 算法格式， 并证明了该算法的收敛性。和全

局 Fairing-PIA 算法相比， 本文算法更加灵活， 收
敛速度更快。局部 Fairing-PIA 能够仅对部分控制

顶点进行调整更新， 在兼顾拟合精度的基础上通

过这些控制顶点的光顺权重调整曲线曲面的局部

形状， 使其具有良好的光顺性。相较于传统的基

于能量泛函极小的光顺方法， 局部 Fairing-PIA 算

法能够兼顾光顺效果与拟合误差对曲线曲面进行

局部调整， 同时避免了大规模矩阵运算， 降低了计

算成本。理论与数值实验证明了局部 Fairing-PIA
算法的有效性。

在后续工作中， 我们将进一步研究光顺权重对

于光顺效果与拟合误差的影响， 在拟合精度确定的

情况下， 找到更合适的光顺权重范围。
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Background
Curve and surface fairing hold significant value in various 

fields, such as automotive body design, aircraft wing design, and 
ship hull design.  The fairness of these curves and surfaces directly 
influences the quality, physical performance, and aesthetics of the 
products.  Curve and surface fairing has long been a critical 
concern in the field of computer-aided design.  International 
research on this topic began around the 1960s.  Traditional 
methods for curve and surface fairing primarily include global 
fairing techniques based on minimizing energy functionals and 
local fairing methods that modify selected "bad points. " Despite 
the many existing methods for fairing curves and surfaces, several 
challenges remain, such as low levels of automation, high 
computational complexity, and inefficient algorithms.

The progressive iterative approximation (PIA) is a 
geometric iterative method that generates a series of curves by 
adjusting control vertices to interpolate or approximate given 
data points.  This method originated from the uniform cubic B-

spline gain-loss correction algorithm developed in 1975 and 
was formally proposed and named by Lin et al.  in 2005.  By 
avoiding large-scale matrix computations, the algorithm 
becomes more efficient and flexible.  In recent years, the 

progressive iterative approximation algorithm has seen further 
development, leading to improvements in speed and reductions 
in computational complexity.

Fairing-PIA is another geometric iterative method that 
generates a series of fairing curves and surfaces by adjusting control 
vertices.  This paper introduces a local fairing method based on the 
global Fairing-PIA.  In the local Fairing-PIA approach, only 
certain control vertices and their corresponding fairing weights are 
adjusted to optimize the local shape of the curve or surface.  The 
fairing of curves and surfaces can be fine-tuned point by point or 
segment by segment using local Fairing-PIA.  Different parts of a 
curve or surface can exhibit varying degrees of smoothness.  
Compared to traditional fairing methods, the local Fairing-PIA 
algorithm effectively balances fairing effects and fitting errors in 
local adjustments of curves and surfaces.  Additionally, it avoids 
large-scale matrix computations, thus reducing computational costs 
significantly and providing a low-complexity, flexible, and 
lightweight solution to curve and surface fairing problems, making 
it a highly advantageous method in the field.
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