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收稿日期：２０２００２０１；在线发布日期：２０２００８２６．本课题得到科技部重点研发计划项目（２０１８ＹＦＢ０２０４３０１）、国家重点研发计划
（２０１８ＹＦＢ０２０４３０３）、国家自然科学基金项目（６１８７２３９２，Ｕ１８１１４６１）、国家数值风洞项目（ＮＮＷ２０１９ＺＴ６Ｂ２０、ＮＮＷ２０１９ＺＴ６Ｂ２１、
ＮＮＷ２０１９ＺＴ５Ａ１０）、广东省自然科学基金（２０１８Ｂ０３０３１２００２）、广东省“珠江人才计划”引进创新创业团队（２０１６ＺＴ０６Ｄ２１１）、湖南省面上
项目（２０１９ＪＪ４０３３９）与校科研项目（ＺＫ１８０３０１）资助．廖　霞，博士研究生，主要研究方向为高性能计算、大数据分析与处理和并行计算．
Ｅｍａｉｌ：ｌｉａｏｘｉａ＠ｎｕｄｔ．ｅｄｕ．ｃｎ．李胜国，博士，助理研究员，主要研究方向为高性能计算、计算流体动力学、数值代数和特征值问题．卢宇彤，
博士，教授，中国计算机学会（ＣＣＦ）会员，主要研究领域为高性能计算、容错计算和系统软件．杨灿群，博士，研究员，主要研究领域为高性
能计算、异构计算和大规模并行软件优化．

基于犅犔犃犆犛的２５犇并行矩阵乘法
廖　霞１）　李胜国１） 卢宇彤２） 杨灿群１），３）

１）（国防科技大学计算机学院　长沙　４１００７３）
２）（中山大学国家超级计算中心　广州　５１０００６）

３）（国防科技大学并行与分布处理重点实验室　长沙　４１００７３）

摘　要　并行矩阵乘法是线性代数中最重要的基本运算之一，同时也是许多科学应用的基石．随着高性能计算
（ＨＰＣ）向Ｅ级计算发展，并行矩阵乘法的通信开销所占比重越来越大．如何降低并行矩阵乘法的通信开销，提高并
行矩阵乘的可扩展性是当前研究的热点之一．本文提出一种新型的分布式并行稠密矩阵乘算法，即２．５Ｄ版本的
ＰＵＭＭＡ（ＰａｒａｌｌｅｌＵｎｉｖｅｒｓａｌＭａｔｒｉｘＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）算法，该算法是通过将初始的进程分成犮组，利用计
算节点的额外内存，在每个进程组上同时存储矩阵犃、犅和执行１／犮的ＰＵＭＭＡ算法，最后通过规约操作来得到矩
阵乘的最终结果．本文基于ＢＬＡＣＳ（ＢａｓｉｃＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＳｕｂｐｒｏｇｒａｍｓ）通信库实现了一种从２Ｄ到
２．５Ｄ的新型数据重分配算法，与ＰＵＭＭＡ算法相结合，最终得到２．５ＤＰＵＭＭＡ算法，可直接替换ＰＤＧＥＭＭ
（ＰａｒａｌｌｅｌＤｏｕｂｌｅｐｒｅｃｉｓｉｏｎＧｅｎｅｒａｌＭａｔｒｉｘｍａｔｒｉｘＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ），具有良好的可移植性．与国际标准算法库ＳｃａＬＡ
ＰＡＣＫ（ＳｃａｌａｂｌｅＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａＰＡＣＫａｇｅ）中的ＰＤＧＥＭＭ等经典２Ｄ算法相比，本文算法缩减了通信次数，提高了
数据局部性，具有更好的可扩展性．在进程数较多时，例如４０９６进程时，系统测试表明相对ＰＤＧＥＭＭ的加速比可达
到２．２０～２．９３．进一步地，本文将２．５ＤＰＵＭＭＡ算法应用于加速计算对称三对角矩阵的特征值分解，其加速比可达
到１．２以上．本文通过大量数值算例分析了２．５ＤＰＵＭＭＡ算法的性能，并给出了实用性建议和总结了未来的工作．
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ｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｗｈｉｃｈｉｓｕｓｅｄｔｏａｃｃｅｌｅｒａｔｅｔｈｅｔｒｉｄｉａｇｏｎａｌｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｓｔｅｐ．Ｔｈｅｓｐｅｅｄｕｐ
ｏｖｅｒｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｉｎＳｃａＬＡＰＡＣＫｃａｎｒｅａｃｈｍｏｒｅｔｈａｎ１．２．Ｔｈｅｎｅｘｔｓｔａｇｅｏｆｗｏｒｋ
ｉｓｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅ２．５ＤＰＵＭＭＡａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｓｐｅｃｉａｌｍａｔｒｉｃｅｓ，ｓｕｃｈａｓＣａｕｃｈｙｍａｔｒｉｘ，Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
ｍａｔｒｉｘａｎｄＶａｎｄｅｒｍｏｎｄｅｍａｔｒｉｘ，ｗｈｉｃｈａｒｅｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｉｎｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ，ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌａｎｄｃｌｉｎｉｃａｌ
ｆｉｅｌｄｓ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ２．５ＤＰＵＭＭＡａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓａｎａｌｙｚｅｄｔｈｒｏｕｇｈａｌａｒｇｅ
ｎｕｍｂｅｒｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ，ｐｒａｃｔｉｃａｌｓｕｇｇｅｓｔｉｏｎｓａｒｅｇｉｖｅｎａｎｄｔｈｅｆｕｔｕｒｅｗｏｒｋｉｓｓｕｍｍａｒｉｚｅｄ
ａｎｄｆｏｒｅｃａｓｔｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　２．５Ｄｐａｒａｌｌｅｌｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ＳｃａＬＡＰＡＣＫ；ｐａｒａｌｌｅｌｕｎｉｖｅｒｓａｌｍａｔｒｉｘ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｓｃａｌａｂｌｅｕｎｉｖｅｒｓａｌｍａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐａｒａｌｌｅｌ

１　引　言
并行矩阵乘法是科学计算、大数据分析和机器学

习中的重要运算，也是ＬＡＰＡＣＫ［１］、ＳｃａＬＡＰＡＣＫ［２］
库的重要运算函数．面向未来Ｅ级计算机，如何提
高并行矩阵乘法的可扩展性，充分发挥巨型机计算
资源多的优势，成为大家研究的焦点．本文的研究目
标就是改进ＳｃａＬＡＰＡＣＫ库中并行矩阵乘函数
（ＰＤＧＥＭＭ）的可扩展性，介绍如何基于ＢＬＡＣＳ进
行实现，进而可简单地替换具体应用程序中的
ＰＤＧＥＭＭ函数，从而提高应用程序在巨型机上的
性能．

根据进程的网络拓扑，并行矩阵乘算法可大致
分为１Ｄ算法、２Ｄ算法和３Ｄ算法［３４］．目前常用的算
法都是２Ｄ算法，例如Ｃａｎｎｏｎ［５］、Ｆｏｘ［６］、ＳＵＭＭＡ［７］
（ＳｃａｌａｂｌｅＵｎｉｖｅｒｓａｌＭａｔｒｉｘＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）
算法等．２Ｄ算法是将矩阵分布式地存储在二维网格
的处理器上，并在２Ｄ网格上进行数据通信．与２Ｄ
算法相对应，Ａｇａｒｗａｌ等人提出了一种３Ｄ矩阵乘
算法［８］，该算法是将进程组织成３Ｄ网格，并冗余地
存储矩阵犃，犅和矩阵犆的临时块，各进程独立地对
犆的各块副本进行更新，最后通过规约来得到矩阵
乘的结果．虽然３Ｄ算法在通信次数和通信量方面
都可证明是最优的［９１３］，但是需要更多的计算资源
（例如内存和计算节点等），并不是很实用．
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ＳｃａＬＡＰＡＣＫ库中的ＰＤＧＥＭＭ函数是基于２Ｄ
算法———ＤＩＭＭＡ（ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔＭａｔｒｉｘ
Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ）算法．ＤＩＭＭＡ［１４］是ＳＵＭＭＡ的优
化版本，进一步利用了ＬＣＭ（ＬｅａｓｔＣｏｍｍｏｎＭｕｌｔｉｐｌｅ）
块的概念，并采用了流水线通信方案，可有效地实现
计算与通信的重叠．

在２０１１年，Ｓｏｌｏｍｏｎｉｋ、Ｄｅｍｍｅｌ等人［１５１６］提出
了２．５Ｄ的Ｃａｎｎｏｎ矩阵乘法，其核心思想是利用计
算节点额外的内存，在２Ｄ进程网格上模拟３Ｄ算
法，从而降低通信开销．在计算资源的需求方面，介
于２Ｄ算法与３Ｄ算法之间．相较于２Ｄ算法，２．５Ｄ
算法具有更好的数据局部性、更少的通信次数等优
点．后来很多学者［１７１９］对２．５Ｄ的矩阵乘算法进行
研究，例如日本的Ｍｕｋｕｎｏｋｉ、Ｉｍａｍｕｒａ实现了基于
ＳＵＭＭＡ的２．５Ｄ并行矩阵乘算法［２０］，并考虑了２Ｄ
进程拓扑向２．５Ｄ进程拓扑的数据转换开销，研究
表明即使考虑了数据的转换开销，２．５Ｄ的矩阵乘算
法仍可比ＳｃａＬＡＰＡＣＫ中的ＰＤＧＥＭＭ函数快．
Ｓｏｌｏｍｏｎｉｋ等人［１５］实现了２．５ＤＣａｎｎｏｎ算法，但其
只适用于方形进程网格，也没有考虑从２Ｄ到２．５Ｄ
的数据转换开销．

作者和其他学者［２１２３］研究发现，许多实际应用
问题中的矩阵乘法占据了绝大部分的计算时间，而
且矩阵往往是具有低秩结构的，通常称为秩结构矩
阵（Ｒａｎｋｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｍａｔｒｉｘ），例如三对角特征值问
题［２４］等．但是，２．５ＤＳＵＭＭＡ算法［２０］是无法利用
该低秩结构的．虽然２．５ＤＣａｎｎｏｎ算法可以利用该
特殊结构，但是该算法没有有效的从２Ｄ到２．５Ｄ的
数据重分配算法，具体可参看第３．３节的讨论，文献
［２０］中的数据重分配算法并不适用于２．５ＤＣａｎｎｏｎ
算法．为了利用矩阵块的低秩性，本文则采取研究
ＰＵＭＭＡ算法［９，２５］，结合文献［２０］中的数据重分配方
法，提出了２．５ＤＰＵＭＭＡ算法，并基于ＳｃａＬＡＰＡＣＫ
库中的ＢＬＡＣＳ通信库进行了实现．目前，作者还没
有发现有相关工作介绍２．５ＤＰＵＭＭＡ算法．本文
算法将采用与ＰＤＧＥＭＭ相同的函数接口，在函数
内部实现进程拓扑的转换，从而获得与ＳｃａＬＡＰＡＣＫ
更好的兼容性．最后，本文通过大量的数值算例测
试了２．５ＤＰＵＭＭＡ算法的性能，并与ＰＤＧＥＭＭ
算法进行了对比，结果表明其可扩展性要优于
ＰＤＧＥＭＭ算法，充分说明了新提出的２．５Ｄ算法的
有效性．

本文第２节简单介绍ＢＬＡＣＳ通信库，并行矩阵
乘算法的研究概况，包括Ｃａｎｎｏｎ、Ｆｏｘ和ＳＵＭＭＡ

算法等，并详细介绍ＰＵＭＭＡ算法；第３节详细论
述基于ＢＬＡＣＳ的２．５ＤＰＵＭＭＡ算法的流程，并
介绍２．５Ｄ矩阵乘算法的相关工作，分析本文算法
与先前算法的异同；第４节测试本文新提出的２．５Ｄ
ＰＵＭＭＡ算法的性能，在采用不同矩阵维度、分块
大小、矩阵备份数及进程数的情况下，分别与
ＰＤＧＥＭＭ的性能进行对比，给出详细的数值结果
与实用性的建议，并将广义的特征值问题作为应用
算例，简单介绍其基本算法流程以及本文算法在该
问题上的具体应用过程，最后给出相应的测试结果；
第５节对本文工作进行总结与展望．

２　相关背景简介
２１　犅犔犃犆犛通信库

ＢＬＡＣＳ［２６］是ＳｃａＬＡＰＡＣＫ库重要的通信库，负
责所有进程间的通信．基于该库，可实现不同进程
（组）间的广播、点对点通信、进程（组）间规约操作等．
如图１所示，ＳｃａＬＡＰＡＣＫ库的架构由核心函数、
ＰＢＬＡＳ和底层的ＢＬＡＣＳ、ＬＡＰＡＣＫ、ＢＬＡＳ构成．本
文中主要提到的ＰＤＧＥＭＭ函数便隶属于ＰＢＬＡＳ．

图１　ＳｃａＬＡＰＡＣＫ的组织架构图

本文算法在实现时主要采用了以下的ＢＬＡＣＳ
函数：点对点通信函数ＤＧＥＳＤ２Ｄ和ＤＧＥＲＶ２Ｄ，进
程间的广播函数ＤＧＥＢＳ２Ｄ和进程间的规约函数
ＤＧＳＵＭ２Ｄ．需要说明的是ＢＬＡＣＳ库中的函数种类
相对缺乏，只对常用的ＭＰＩ函数进行了封装，缺少许
多ＭＰＩ函数，例如ＭＰＩ＿Ａｌｌｇａｔｈｅｒ等操作函数．本
文之所以采用ＢＬＡＣＳ库来实现２．５Ｄ算法是为了
最大限度地保持与ＳｃａＬＡＰＡＣＫ的兼容，方便直接
替换ＰＤＧＥＭＭ函数，而并非处于性能考虑．为了追
求更高性能，建议采用直接调用底层的ＭＰＩ函数的
方式．
２２　并行稠密矩阵乘法

并行稠密矩阵乘法一直是科学计算的重点研究
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课题．Ｃａｎｎｏｎ算法［５］最早可追溯到１９６９年，又称为
滚动滚动计算算法，可证明理论上是通信最优的，
但是该算法只适用于方形进程网格．Ｆｏｘ算法［６］可
追溯到１９８８年，又称为广播滚动计算，是通过行
处理器间施行一到多广播，列处理器间施行循环单
步上移．该两类算法都采用二维分块式数据划分方
式，相较于先前的一维数据划分算法，减少了对计算
机的存储需求，提高了运行效率．１９８１年，Ｄｅｋｅｌ、
Ｎａｓｓｉｍｉ和Ｓａｈｎｉ提出了ＤＮＳ［２７］算法，超立方连接
的矩阵乘法，该算法属于３Ｄ算法．１９９４年，Ｃｈｏｉ等
人［２５］提出了ＰＵＭＭＡ算法，是对原来Ｆｏｘ算法［６］的
推广，并采用了二维块循环存储格式，与ＳｃａＬＡＰＡＣＫ
的数据存储格式一致，可避免数据格式的转换，同
时进一步提出了矩阵转置的乘法，即犃Ｔ犅、犃Ｔ犅Ｔ
等，这也是为什么算法名称中有Ｕｎｉｖｅｒｓａｌ的原因．
ＰＵＭＭＡ算法可适用于任意的进程拓扑，详细细节
可参看下一小节．
１９９５年，ＶａｎｄｅＧｅｉｊｎ和Ｗａｔｔｓ［７］提出了一个简

单高效的矩阵乘算法———ＳＵＭＭＡ算法．ＳＵＭＭＡ
是基于向量的外积运算，可通过采用流水线（ｐｉｐｅｌｉｎｅ）
技术，实现计算与通信的重叠，从而提高计算效
率［２８］．ＳｃａＬＡＰＡＣＫ中的ＰＤＧＥＭＭ函数也主要是
基于ＳＵＭＭＡ算法，额外利用了犔犆犕块的概念．
与Ｃａｎｎｏｎ、Ｆｏｘ算法相比，虽然ＳＵＭＭＡ算法可适
用于任意的进程拓扑，而且需要更少的内存开销；
但是作者发现Ｃａｎｎｏｎ、Ｆｏｘ以及ＰＵＭＭＡ算法可
额外地利用矩阵块的低秩性，从而来降低算法的计
算和通信开销，具体可参看文献［２４］．ＳＵＭＭＡ算
法很难利用矩阵块的低秩性，这是由于ＳＵＭＭＡ算
法是基于向量外积运算的，而Ｃａｎｎｏｎ和Ｆｏｘ算法
是基于向量内积运算的．基于内积运算，可简单地对
矩阵块进行低秩逼近，但是基于外积运算，则无法直
观地利用低秩逼近．
２３　犘犝犕犕犃算法

ＰＵＭＭＡ是块循环存储格式的Ｆｏｘ算法［６］，适
用于任意的二维进程拓扑，而Ｆｏｘ算法是基于二维
块数据结构．假设矩阵犃被划分为犕犫个行块和犓犫
个列块，矩阵犅被划分为犓犫个行块和犖犫个列块，则
乘积矩阵犆的计算公式如下：

犆（犻，犼）＝∑
犓犫－１

犽＝０
犃（犻，犽）犅（犽，犼） （１）

其中犻＝０，１，…，犕犫－１，犼＝０，１，…，犖犫－１．
在介绍ＰＵＭＭＡ算法之前，首先回顾下Ｆｏｘ算

法．Ｆｏｘ算法是假设犕犫＝犓犫＝犖犫，矩阵块犃（犻，犼），

犅（犻，犼）和计算得到的犆（犻，犼）都存储在（犻，犼）进程上．
每个进程在计算式（１）时，都是从对角块开始的．
正如前面所述，Ｆｏｘ算法又称为广播滚动计算，其
计算过程是循环地执行下面的步骤，直到矩阵犃完
全向左循环滚动一轮，最终求得矩阵犆的值．

（１）将犅的矩阵块犅（犼，犼）沿列广播给其它进
程，使得同列进程都获得一份拷贝，并执行本地运算
犃（犻，犼）·犅（犼，犼），如图２（ａ）所示；

（２）将犃的矩阵块向左循环移动一步（即滚
动），如图２（ｂ）所示；

（３）将犅的矩阵块犅（犼＋１，犼）沿列广播给其它
进程，并执行本地矩阵块的乘法运算，如图２（ｂ）
所示；

（４）将犃的矩阵块向左循环移动一步．

图２　Ｆｏｘ算法前三步计算过程的示意图

图２中展示的是矩阵犅按列进行广播，而将矩
阵犃向左循环滚动．另一种策略是矩阵犃按行进行
广播，而将矩阵犅向上循环滚动．第一种策略有利
于按列存储的Ｆｏｒｔｒａｎ程序．本文主要基于第一种
策略来描述算法．相较于Ｃａｎｎｏｎ算法，Ｆｏｘ算法需
要广播通信，如果巨型机的高速互连通信网络的广
播操作比较耗时，则Ｆｏｘ算法的性能可能会较低．

类似于ＳｃａＬＡＰＡＣＫ，ＰＵＭＭＡ算法也假设矩
阵是按照块循环格式存储的，这主要是为了兼顾其
他数值代数算法，因为对于矩阵乘法（计算密集型），
矩阵的分块越大则性能通常也会越高．图３给出了
６×６矩阵在２×３进程网格上的存储方式．

图３（ａ）是从矩阵分布的角度，每个阴影和非阴
影区域代表不同的划分区域．每个小方块表示矩阵
块，方块上的数字则表示矩阵块在进程网格中的存
储位置，标记为相同数字的所有块都存储在同一个
处理器中．矩阵的左侧和顶部，分别表示块行和块列
的全局索引．图３（ｂ）是从处理器分布的角度，每个
处理器拥有３×２个块．

最简单形式的ＰＵＭＭＡ算法是类似于Ｆｏｘ算
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图３　６×６的分块矩阵在２×３进程网格上的存储形式

法，每次广播一个矩阵犅的小块，共需执行犓犫次广
播，该算法在文献［２５］被称为ＳＤＢ（ＳｉｎｇｌｅＤｉａｇｏｎａｌ
Ｂｒｏａｄｃａｓｔ）算法．第１步是拥有主对角线上矩阵块
的进程，将其广播给同列的其它进程，参看图４（ａ）；
第２步则是拥有次下对角线上矩阵块的进程，将其
广播给同列的其它进程，参看图４（ｂ）；依次类推执
行犓犫次．

假设进程网格拓扑为犘×犙，则用犔犆犕表示犘
和犙的最小公倍数．由于每行或每列间隔犔犆犕的块
在同一个进程上，文献［２５］将这些块进行合并，这样
外层循环只需要执行犔犆犕个迭代步．在每个迭代
步，犓犫／犔犆犕个犅矩阵块沿进程列同时广播给其
它进程，从而提高每次的通信量，降低延迟开销，该
算法被称为ＭＤＢ１（ＭｕｌｔｉｐｌｅＤｉａｇｏｎａｌＢｒｏａｄｃａｓｔ１），
具体细节可参看文献［２５］的第３．２节．

在每步计算的过程中，矩阵犃的块会向左循环
滚动．如果再考虑到矩阵犃的状态，则通信的延迟
可进一步降低，算法的外循环只需要执行犙个迭代

图４　ＳＤＢ的前两次需广播的矩阵块

步．每列间隔为犙的矩阵块可合并，同时进行广播．

此时，犓犫／犙个矩阵犅块按列广播给其它进程．该
算法在文献［２５］中称为ＭＤＢ２（ＭｕｌｔｉｐｌｅＤｉａｇｏｎａｌ
Ｂｒｏａｄｃａｓｔ２）．如果矩阵的行块或列块数多于犔犆犕，
即犓犫／犔犆犕＞１，则ＭＤＢ２会适当地合并矩阵犃
的列块和矩阵犅的行块，从而将多个小矩阵乘法合
并为一个大的矩阵乘法，提高计算密集度和计算性
能．图５给出了ＭＤＢ２算法前两次迭代需要广播的
矩阵块．
ＰＵＭＭＡ算法的重要特点是通过合并矩阵块，

使得通信和矩阵规模最大化，从而减少通信延迟，提
高计算效率．但是，ＰＵＭＭＡ算法的不足是由于每
步都使得通信和计算最大化，导致计算和通信无法
重叠．另一个不足是为了最大化计算，需要对矩阵犃
的列块和犅的行块进行重排，导致需要额外的内
存．本文２．５Ｄ算法是基于ＭＤＢ２实现的，每个进程
层执行犙／犮个外迭代步，因此通信次数可直观地降
低为原来的１／犮，从而显著地降低了延迟开销，其中
犙是进程网格的列数，犮是２．５Ｄ算法中进程网格层
数，具体参看下面第３节．
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图５　ＭＤＢ２中前两次迭代需要广播的矩阵块

３　基于犅犔犃犆犛的２５犇矩阵乘法
３１　２５犇矩阵乘法

２．５Ｄ矩阵乘法的核心想法是利用计算节点的
额外内存，用少量进程来存储整个矩阵，并将矩阵在
不同进程组上进行备份，通过减少矩阵乘算法的迭
代步数，来降低通信开销．其核心计算流程介于２Ｄ
与３Ｄ矩阵乘算法之间，因此被称为２．５Ｄ矩阵乘
法．２．５Ｄ算法的核心计算流程如图６所示．

图６　２．５Ｄ算法核心计算流程
首先，将２Ｄ的进程拓扑组织为３Ｄ形式的进程

拓扑，参看文献［１５，２０］中的算法，假设矩阵犃和犅
被备份了犮份；然后，每层的进程组执行１／犮的２Ｄ
算法，即每层执行１／犮的ＳＵＭＭＡ或者ＰＵＭＭＡ

算法等；最后，沿垂直方向，通过局部的规约来得到
最后矩阵乘的解．
３２　２５犇犘犝犕犕犃并行矩阵乘法

本小节主要介绍本文新提出的２．５ＤＰＵＭＭＡ
并行矩阵乘法．为了便于描述，只介绍没有转置的
２．５ＤＰＵＭＭＡ算法，计算矩阵乘犆＝α犃·犅＋β犆
（其中α和β是标量值，犃、犅和犆是密集矩阵）．其基
本的流程如图７所示，具体的执行步骤如下：

（１）从２Ｄ进程网格创建３Ｄ逻辑进程网格；
（２）数据分层，将矩阵犃、犅从２Ｄ重新分配到

２．５Ｄ；
（３）计算２．５Ｄ矩阵乘法犜＝α犃犅，每层的进程

组执行１／犮的ＰＵＭＭＡ算法；
（４）对数据进行适当排序，通过规约操作得到

最终计算结果犆＝犜＋β犆．

图７　包含数据重分配的２．５Ｄ矩阵乘法

本文假设初始的进程拓扑为正方形网格，并且
进程总数可被４整除，即矩阵被备份４份，其他情
形可简单地类推得到，例如犮＝１，２，…．本文选取
犮＝４，一方面是为了便于描述，另一方面是因为该策
略通常会获得较好的性能．

从进程的角度考虑，本文算法将原来的进程网
格划分为４个区域，每个区域含有相同的进程数，并
且将处于３Ｄ网格的同一层．最初是用犖２狆个进程共
同存储矩阵犃，现在用１／４的进程来共同存储矩阵
犃，每个进程要近似存储４倍多的数据量．与文献
［２０］算法类似，本文采用将４个区域中相同位置的
进程的数据进行组装，构成本地的数据．文献［２０］的
数值结果表明，当划分的区域数目太多（即引入的层
数太多）时，引入的额外开销是不容忽视的．位于进
程组的同一行的进程拥有相同的矩阵行数，位于相
同列的进程拥有相同的矩阵列数，并且各个３Ｄ网
格层上的相同位置的进程将存储相同的矩阵数据．

从矩阵的角度考虑，最初矩阵被划分为犕犅×
犖犅大小的矩阵块，然后通过循环映射的方式分布
存储在各个进程中．在进行数据重分配时，即从２Ｄ
网格转化到２．５Ｄ网格时，本文仍采用相同的矩阵
块大小，即犕犅×犖犅，只是将原来划分好的矩阵块
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重新分配到新的进程．本文算法允许矩阵行的块数
不能被进程的行数整除，也允许块大小犕犅或犖犅
不能整除矩阵的行数或列数．众所周知，经典的
Ｃａｎｎｏｎ和Ｆｏｘ算法，只适用于方形的进程网格拓
扑．但是采用犔犆犕概念后，该两类算法同样适用于
任意的２Ｄ进程拓扑，具体可参看文献［２５，２９］．本
文算法是基于ＰＵＭＭＡ算法设计的，也适用于任意
的２Ｄ进程拓扑．

下面从进程拓扑重划分、数据的重分配和计算
结果的规约与重分配３个方面，分别详细地介绍具
体的基于ＢＬＡＣＳ的实现细节．

（１）进程拓扑重划分：进程的重划分是通过
ＢＬＡＣＳ函数犅犔犃犆犛＿犌犚犐犇犕犃犘实现的．通过定
义三维数据犝犕犃犘（：，：，：），将犝犕犃犘（犻，：，：）中
的进程放在３Ｄ进程网格的同一层．对于如图８所
示的６×６初始进程网格，当被等分为４个区域时，
犝犕犃犘（１，：，：）包含的数据为０，１，２，６，７，８，１２，１３
和１４．

图８　当选取犮＝４时，进程组的划分方式
通过数组犝犕犃犘，便可将原来的进程分为四

组，具体的进程重分配的Ｆｏｒｔｒａｎ伪代码如下所示，
其中假设狊犲狆＿狀狆狉狅狑狊＝狊犲狆＿狀狆犮狅犾狊＝３为每层进程
网格的行和列进程数，犮＝４是某平方数，并且
犖犘犆犗犔＝６为原来２Ｄ进程网格的列数．

犻狉狅狑＝０；犼犮狅犾＝０；
ＤＯ犐犘＝１，犮
ＤＯ犐＝１，狊犲狆＿狀狆狉狅狑狊
ＤＯ犑＝１，狊犲狆＿狀狆犮狅犾狊
犝犕犃犘（犐犘，犐，犑）＝（犻狉狅狑狊犲狆＿狀狆狉狅狑狊＋犐－１）

犖犘犆犗犔＋（犼犮狅犾狊犲狆＿狀狆犮狅犾狊＋犑－１）
犼狋狅狆＝（犐－１）狊犲狆＿狀狆犮狅犾狊＋犑
犝犜犗犘（犐犘，犼狋狅狆）＝犝犕犃犘（犐犘，犐，犑）
ＥＮＤＤＯ

ＥＮＤＤＯ

ＣＡＬＬ犅犔犃犆犛＿犌犈犜（犐犆犜犡犜，０，犆犗犖犜犡犜（犐犘））
ＣＡＬＬ犅犔犃犆犛＿犌犚犐犇犕犃犘（犆犗犖犜犡犜（犐犘），犝犕犃犘

（犐犘，：，：），狊犲狆＿狀狆狉狅狑狊，狊犲狆＿狀狆犮狅犾狊）
犻狉狅狑＝犿狅犱（犐犘，槡ｃ）
犼犮狅犾＝犿狅犱（犼犮狅犾＋１，槡ｃ）
ＥＮＤＤＯ
需要说明的是进程组的排序方式要与最初进程

的排序方式相同，即共同地都采用行优先或者列优
先排序．当实现进程拓扑的重划分后，需要将原来用
６×６个进程存储的矩阵犃和犅，通过数据通信来存
储到每个进程组的３×３个进程中．

（２）数据的重分配：矩阵最初是分布存储在原
来２Ｄ所有的进程中，当进程拓扑重划分后，需要将
其它３个进程组中数据收集到当前进程组中．本文
根据各个进程组的划分方式，将对应进程上的数据
组装到一起，来得到各个进程所需的数据．２．５Ｄ矩
阵乘法中数据重分配的实现过程如图９所示．

图９　数据重分配的实现过程

本文采用文献［２０］中的数据重分配算法．只要
进程组的个数是平方数，则按照进程组排列方式收
集到的数据可直接拼装在一起，并不需要对收集到
的数据进行重排序．具体的数据重分配过程可分为
如下３个步骤：

①每个进程根据自己在当前进程网格层中位
置，通过调用ＮＵＭＲＯＣ来计算本地的局部矩阵犔犃
和局部矩阵犔犅的维数，并开辟临时内存；

②各个进程根据所属进程组的排序，将原有的
本地矩阵犃拷贝到犔犃的相应位置；

③各网格层中相同位置上的进程，通过Ａｌｌｒｅｄｕｃｅ
或Ａｌｌｇａｔｈｅｒ来得到全部的数据．

在具体实现上述的数据重分配过程时，作者另
外定义了一个全局的网格拓扑ＴＯＰ，其包含了所有
的进程，所需的数据通信只需在相同进程列中进行
即可．ＴＯＰ的同一行保存的是位于同一进程组的进
程号，ＴＯＰ的同一列的进程应包含相同的数据．
ＴＯＰ网格的进程排序方式如图１０所示．具体的数
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据规约可通过调用ＢＬＡＣＳ中的函数ＤＧＳＵＭ２Ｄ
来实现．

图１０　顶层网格ＴＯＰ的排序方式

如上所述，本文的数据重分配算法与文献［２０］
中的策略是相同的，只是在具体的实现细节稍有不
同．为了与ＳｃａＬＡＰＡＣＫ兼容，本文采用ＢＬＡＣＳ库
来实现进程间的通信，优点是可直接使用ＢＬＡＣＳ
原有的通信器，编程比较简单．本文实现的缺点是由
于ＢＬＡＣＳ中通信函数接口不是很多，缺少ＭＰＩ＿
Ａｌｌｇａｔｈｅｒ功能的函数接口，只能通过ＤＧＳＵＭ２Ｄ
（规约求和）来模拟实现Ａｌｌｇａｔｈｅｒ功能．因此，导致
通信量有所增加，但是通信次数（延迟开销）没有
增加．利用ＢＬＡＣＳ函数ＤＧＥＢＳ２Ｄ（广播操作）也
可模拟Ａｌｌｇａｔｈｅｒ功能．文献［２０］是先利用ＭＰＩ＿
Ａｌｌｇａｔｈｅｒ函数收集到所有的数据块，再在本地拷贝
到适当的位置，编程更加底层和复杂，但性能可能会
更好些．

（３）计算结果的规约与重分配：各个进程组在
得到所需的数据后，即可同时执行ＰＵＭＭＡ矩阵乘
算法的不同计算步骤．需要强调的是每层只需执行
原来算法１／犮的迭代步．在计算得到结果后，通过将
位于ＴＯＰ相同列中的进程的数据相加求和，来得
到最终的矩阵乘的计算结果．本文仍是通过调用
ＤＧＳＵＭ２Ｄ函数，来使得每个进程都得到一份最终
的计算结果，即完成数据的规约．最后，各个进程根
据自己所属进程组的位置，将自己所需的数据从局
部矩阵犔犃中拷贝到全局矩阵犃中（此处是局部操
作，并不需要进程间的数据通信）．
３３　进一步讨论

本文提出的基于ＢＬＡＣＳ的进程与数据的重分
配方式，与ＳｃａＬＡＰＡＣＫ具有紧密联系，具有相同
的函数接口，设计得到的２．５Ｄ矩阵乘算法可直接
用于替换ＰＢＬＡＳ的函数ＰＤＧＥＭＭ．与ＳＵＭＭＡ
算法相比，ＰＵＭＭＡ算法需要大量的额外内存，这
是该类算法不足；但是对于某类矩阵，ＰＵＭＭＡ算
法可充分地利用矩阵的非对角块低秩性，从而降低
算法的通信和计算开销，可参看文献［２４］．本文的下

一步工作是针对特殊矩阵乘法设计２．５ＤＰＵＭＭＡ
算法，例如Ｃａｕｃｈｙ、Ｔｏｅｐｌｉｔｚ、离散Ｆｏｕｒｉｅｒ变换
ＤＦＴ（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ）矩阵等，进一步
地降低通信开销和计算开销．这些特殊矩阵乘法在
科学计算中具有重要应用，例如，求解三对角矩阵特
征值分解的分而治之ＤＣ（ＤｉｖｉｄｅａｎｄＣｏｎｑｕｅｒ）算
法需计算大量的矩阵乘法，其中一个矩阵是Ｃａｕｃｈｙ
型矩阵［２４］；快速傅里叶变换ＦＦＴ（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）的分布式并行可扩展性不是很好，可尝
试利用ＤＦＴ矩阵的结构进行加速等．

数据重新分配的效率会严重影响算法的性能．
在提出本文算法之前，作者曾尝试过调用ＢＬＡＣＳ
函数ＰＤＧＥＭＲ２Ｄ来实现２Ｄ进程到２．５Ｄ进程的
数据重分配，发现由于需要同时转换犃和犅两个矩
阵，该函数的开销非常大，导致２．５Ｄ算法的最终性
能会劣于ＰＤＧＥＭＭ函数．本文算法的数据重分配
算法要明显地优于调用ＰＤＧＥＭＲ２Ｄ函数的策略．
由于Ｃａｎｎｏｎ、Ｆｏｘ算法采用的二维块存储格式，不
能采用本文或文献［２０］中的数据重分配方法，只能
采用类似函数ＰＤＧＥＭＲ２Ｄ形式的重分配方法，因
此性能会受到影响．

图１１　当选取犮＝２时，进程组的划分方式

本文的数据重分配策略，同样适用于犮取其他
值的情形，只需合理地对原始的进程进行分组即可．
例如，当犮＝２时，对于图８中的进程，可进行如图１１
所示的进程分组．需要说明的是当犮不是平方数时，
通过规约操作得到重分配后的数据后，需要对矩阵
的行块和列块进行适当的重排，以得到正确的块循
环存储结构．例如，图１１中的进程０和进程３的数
据合并在一起后，需要将进程０的列块（每犖犅个
列）和进程３的列块交叉排列．在下面第４节，本文
对犮＝２的情形，通过数值算例进行了验证．当犮是
平方数时，只需要按照图８所示的方式，将不同进程
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的数据组合在一起即可，不需要重新排序．因此，通
常建议选取犮为某平方数，例如犮＝４，９，１６等，并且
犮不宜太大，否则会引入更多的额外内存开销和创
建新的进程拓扑的开销．
３４　相关２５犇矩阵乘法

２．５Ｄ矩阵乘法是Ｓｏｌｏｍｏｎｉｋ和Ｄｅｍｍｅｌ首先
提出的［１５］，结合了２Ｄ算法和３Ｄ算法［８］的概念，提
出通过使用额外内存来模拟３Ｄ算法，并实现了
２．５ＤＣａｎｎｏｎ算法．该算法是针对方形矩阵和进程
网格的，不适用于任意的进程网格．后来，Ｓｏｌｏｍｏｎｉｋ
等人进一步实现了２．５ＤＳＵＭＭＡ算法，包含在框架
ＣＴＦ（ＣｙｃｌｏｐｓＴｅｎｓｏｒＦｒａｍｅｗｏｒｋｓ）中［３０］，可适用于
任意的进程拓扑．上述两种算法的数值结果都没有
包含矩阵从２Ｄ到２．５Ｄ的转换时间．Ｍｕｋｕｎｏｋｉ和
Ｉｍａｍｕｒａ提出一种高效的从２Ｄ到２．５Ｄ的数据重
分配算法［２０，２５］，在日本京巨型机上实现了２．５Ｄ
ＳＵＭＭＡ算法．数值实验结果表明，即使包含数据
重分配时间，２．５ＤＳＵＭＭＡ算法仍优于ＰＢＬＡＳ中
的ＰＤＧＥＭＭ算法．需要说明的是该数据重分配算
法［２０］并不适用于２．５ＤＣａｎｎｏｎ算法．Ｃａｎｎｏｎ等算
法的通信最优都是基于正方形矩阵得到的，Ｄｅｍｍｅｌ
等人要在文献［３１］得到首个长方形矩阵乘法的通
信最优算法，ＣＡＲＭＡ（ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＡｖｏｉｄｉｎｇ
ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＭａｔｒｉｘｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ），在渐
进意义下是通信最优的．ＣＡＲＭＡ是递归算法，理
论上只适用于进程数为２的幂次的情形．

本文算法是将数据重分配算法［２０］与ＰＵＭＭＡ
算法相结合，提出一种２．５ＤＰＵＭＭＡ算法，可适用
于任意的进程拓扑，并且在考虑数据重分配时间情
况下，仍可优于ＰＤＧＥＭＭ算法．相较于前期算法，
本文算法的突出优势是可进一步利用矩阵块的低
秩性，从而针对某类特殊矩阵可降低计算复杂度
和通信量，具体可参看文献［２４］．本文算法的另一
个优势是基于ＢＬＡＣＳ实现，最大限度地保持了与
ＳｃａＬＡＰＡＣＫ的兼容性，可在应用程序中直接替换
ＰＤＧＥＭＭ函数．

４　算法测试与分析
本节首先对本文提出的２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵乘

算法与ＳｃａＬＡＰＡＣＫ中的ＰＤＧＥＭＭ函数进行对
比，并在一台巨型机系统上进行了大规模的测试．作
者选取了不同的矩阵维数、分块大小、矩阵备份数和
进程数进行评估．由于稠密矩阵乘法的性能与矩阵

元素的关系不大，本文采用随机生成的矩阵进行数
值实验，矩阵的元素都服从高斯分布．在第４．３节
中，将本文提出的２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵乘算法应用
于广义特征值问题，并与ＳｃａＬＡＰＡＣＫ中的相应函
数进行了数值对比．

本节数值实验是在一台具有３００个计算节点的
巨型机系统上进行的，该测试平台采用胖树结构的
高速互联网络，每个计算节点有两块ＣＰＵ处理器，
处理器型号为ＩｎｔｅｌＥ５２６６０ｖ３ＣＰＵ，共２０个计算
核，１２８ＧＢ内存．具体的测试平台的信息与编译环
境，详见表１．

表１　测试平台计算节点配置表
平台信息 配置列表　
处理器　 Ｅ５２６６０ｖ３６４位处理器（２．６ＧＨｚ，１０核）
内存　　 １２８ＧＢ（ＤＤＲ３）
操作系统 Ｌｉｎｕｘ内核版本３．１０．０
编译器　 Ｉｎｔｅｌ的ｆｏｒｔｒａｎ编译器ｉｆｏｒｔ，版本号为

Ｃｏｍｐｉｌｅｒｓ＿ａｎｄ＿ｌｉｂｒａｒｉｅｓ＿２０１９．４．２４３
编译选项 Ｏ３ｍａｖｘｑｏｐｅｎｍｐ

在进行测试时，在原则上每个节点运行２０个
ＭＰＩ进程，每个计算核运行１个ＭＰＩ进程，选取线
程数为１．
４１　分块大小对性能的影响

在本算例中，作者采用矩阵维数为１６３８４的随
机矩阵进行测试，分别选取不同的进程数犖犘和分
块大小犖犅，其中进程数分别为犖犘＝６４，２５６，１０２４
和４０９６，分块大小分别为犖犅＝３２，６４，１２８和２５６．
具体的计算结果列在图１２和图１３中．

从图１２、图１３显示的具体的计算结果中，可以
得到如下结论：

（１）ＰＤＧＥＭＭ的计算性能与犖犅的选取有较
大关系，当选取犖犅＝１２８或２５６时，性能要明显地
优于选取犖犅＝３２和６４时．２．５ＤＰＵＭＭＡ算法则
与犖犅的选取关系不是很紧密．

（２）２．５ＤＰＵＭＭＡ算法具有更好的可扩展性，
这也与算法的设计初衷是相符的．当进程数为１０２４
和４０９６时，２．５ＤＰＵＭＭＡ算法的性能均要优于
ＰＤＧＥＭＭ算法，尤其是当犖犘＝４０９６时，加速比可
达到２．２０～２．９３．因此，当进程数较多时，建议选取
２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵乘算法．

需要说明的是在实际应用中，犖犅的选取需要
根据具体的应用来综合考虑确定．选取较大的犖犅，
往往可提高矩阵乘法的性能，但是可能降低算法其
他部分的性能，尤其是当并行矩阵乘在整个应用中
所占的时间比并不是很大时，例如对于稠密矩阵的
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特征值分解算法，ＳｃａＬＡＰＡＣＫ中的算法通常选取
犖犅＝６４，往往会获得较好的性能．

图１２　２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵乘相对于ＰＤＧＥＭＭ的加速比

图１３　ＰＤＧＥＭＭ与２．５ＤＰＵＭＭＡ算法的墙上时间对比结果

４２　矩阵规模等对性能的影响
下面通过选取不同矩阵规模犖、矩阵备份数犮

和进程数犖犘，对２．５ＤＰＵＭＭＡ算法的性能进行更
加详细的测试与分析．在本算例中，统一选取犖犅＝
１２８，同样采用随机矩阵进行测试，矩阵规模分别选用
８１９２和３２７６８，并选用不同的犮进行测试，其中犮＝
１，２，４．

当犮＝１时，２．５ＤＰＵＭＭＡ算法退化为标准的
ＰＵＭＭＡ算法．相对ＰＤＧＥＭＭ，ＰＵＭＭＡ算法需
要额外的内存，并且无法实现计算与通信的重叠．但
是，ＰＵＭＭＡ算法每次计算和通信都尽力使得矩阵
规模最大，提高了计算密度，数值结果表明标准的
ＰＵＭＭＡ算法的性能与ＰＤＧＥＭＭ的性能相当，甚
至略好于ＰＤＧＥＭＭ算法．

当犮＝２时，本文分别选用规模犖＝８１９２，１６３８４
和３２７６８的矩阵，选用进程数犖犘＝６４，２５６，１０２４

和４０９６，并将进程拓扑按列划分为两组，如图１１所
示．所有的测试结果都列在图１４，图中数据是本文
算法相对ＰＤＧＥＭＭ的加速比．与文献［２０］采用的
测试方法相同，本文在统计２．５Ｄ算法执行时间时，
没有考虑创建进程拓扑的时间，因为ＰＤＧＥＭＭ函
数的计算时间也不包含创建进程拓扑的时间．随着
犮的增大，创建进程拓扑的时间占比也会增加．

需要说明的是当犮＝２时，通过数据的重分配
（即ＤＧＳＵＭ２Ｄ函数）得到数据后，每个进程需在本
地将数据按照２Ｄ块循环形式进行重新组织．由于
是本地操作，这部分的开销很小．当犮＝２时，由于选
取犖犘＝６４，２５６，１０２４和４０９６是某数的平方，因此
每层的进程网格并非为正方形的，即每行的进程数
不等于每列的进程数．例如，当犮＝２，犖犘＝６４时，本
文的数值实验中２．５Ｄ进程拓扑的每层采用的是
８×４的进程网格，这说明ＰＵＭＭＡ算法适用于任意
的进程拓扑．当犮＝２时，进程数犖犘同样可选取
１２８，５１２，２０４８等．

在选取犮＝４的情况下，本文对规模为８１９２的
矩阵进行了测试，本文算法相对于ＰＤＧＥＭＭ的加
速比也列在图１４中．从图中结果可以看出，当进程
数较多时，２．５ＤＰＵＭＭＡ算法要明显地快于
ＰＤＧＥＭＭ．但是，当进程数较少时，２．５ＤＰＵＭＭＡ
算法相对ＰＤＧＥＭＭ并没有优势，这是由于进程数
较少时，通信的开销影响不大，计算占主导因素（没
必要采用２．５Ｄ算法）；另一方面是由于进程数较少
时，从２Ｄ到２．５Ｄ的来回数据分配占据了大量的时
间，参看图１５中的结果．

图１４的测试结果还表明，相对矩阵规模较大的
矩阵，规模较小的矩阵的提速更明显，这是因为规模
较小时，通信开销对性能的影响会更大．图１５列出
了从２Ｄ到２．５Ｄ和２．５Ｄ到２Ｄ的数据分配时间占
总体时间的百分比．当进程数较少时，数据重分配时
间占据了５０％的时间；但是，当进程数较多时，进程
层间需要传输的数据量会明显降低，因此，时间开销
也会降低．

总之，从图１４和图１５中的计算结果，可得到以
下结论：

（１）当进程数较少时，从２Ｄ到２．５Ｄ的数据重
分配占据的时间较多，因此不建议采用２．５Ｄ算法；

（２）当进程数较少时，计算占主导因素，通信的
影响不大，采用通信优化的２．５Ｄ算法也没有加速
效果；

（３）当进程数较多时，从２Ｄ到２．５Ｄ的数据重
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分配的时间占比很小，通信开销影响较大，建议采用
２．５Ｄ算法，可获得很好的加速比．

图１４　２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵乘相对于ＰＤＧＥＭＭ的加速比

图１５　２Ｄ到２．５Ｄ来回数据重分配的时间占总体时间的
百分比

４３　２５犇犘犝犕犕犃矩阵乘数值应用
并行矩阵乘在科学计算中具有重要作用，本小节

将特征值问题作为应用算例，说明２．５ＤＰＵＭＭＡ
算法可用于加速ＳｃａＬＡＰＡＣＫ库中的计算对称特
征值问题函数的性能．首先简要介绍特征值问题的
计算过程．

给定对称或者Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵［２３］犃∈犉狀×狀，特
征值问题是计算对角矩阵Λ和列正交矩阵犙，使其
满足

犃犙＝Λ犙 （２）
其中Λ的对角元素称为特征值，犙的列向量称为特
征向量．求解特征值分解的算法可分为“直接法”和
“迭代法”．直接法的基本步骤是通过一系列正交变
换将（稠密）矩阵化为三对角形式，然后求解三对角
矩阵的特征值问题，最后通过对特征向量矩阵进行
后向变换（ｂａｃｋｔｒａｎｓｆｏｒｍ）来得到原来特征值问题的
解．算法的具体流程如下所示（可参考文献［１，２４］）．

　　（１）将犃化为三对角形式；
犜＝犝犃犝Ｔ （３）

其中犝＝犝狀…犝２犝１是一系列Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ矩阵
乘积．

（２）求解三对角矩阵的特征值分解；
犜^犙＝Λ^犙 （４）

　　（３）对感兴趣的犽个特征向量进行反变换，得
到标准特征值问题的特征分解；

珟犙＝犝^犙 （５）
　　在通过正交变换将矩阵化为三对角矩阵后，需
要进一步地用ＤＣ、ＱＲ或ＭＲＲＲ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＲｅｌａ
ｔｉｖｅｌｙＲｏｂｕｓｔＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ）等算法进行求解．本
文将新提出的２．５ＤＰＵＭＭＡ乘法用于加速三对角
ＤＣ算法，即上述步骤ＩＩ．在三对角ＤＣ算法中，最耗
时的部分是计算特征向量，此步骤需要计算两个稠
密矩阵的乘积，因此可用本文提出的２．５Ｄ矩阵乘
法来代替原来的ＰＤＧＥＭＭ算法．

在文献［２１］中，作者分别用ＨＳＳ矩阵来加速三
对角矩阵的ＤＣ算法，并采用Ｃｌｅｍｅｎｔ型、Ｈｅｒｍｉｔｅ
型和Ｔｏｅｐｌｉｔｚ型矩阵进行数值实验，来说明算法有
效性．与前面的工作类似，本文仍采用Ｃｌｅｍｅｎｔ和
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ型的三对角矩阵来说明２．５ＤＰＵＭＭＡ矩
阵乘对于加速三对角ＤＣ算法的计算效果．

三对角Ｃｌｅｍｅｎｔ型矩阵的定义如下：

犜＝ｔｒｉｄｉａｇ
１１ １１

２２…２２
烄

烆

烌

烎１１ １１
（６）

三对角Ｔｏｅｐｌｉｔｚ型矩阵的定义如下：

犜＝ｔｒｉｄｉａｇ
　
０
烄

烆　

槡狀
　
槡狀

　
０
　

２（狀－１槡 ）
　

２（狀－１槡 ）

　
…
　

（狀－１）槡 ２
　
（狀－１）槡 ２

　
０
　

槡狀
　
槡狀

　
０
烌

烎　
（７）

　　本算例选取矩阵的维数为犖＝１５０００，当矩阵规
模大于犛犕犅＝１００００时，我们将原来ＳｃａＬＡＰＡＣＫ
函数中的ＰＤＧＥＭＭ替换为２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵
乘法．这是因为当矩阵维数较小时，并行矩阵乘法
的耗时很小，２．５ＤＰＵＭＭＡ的提速效果不明显，性
能与ＰＤＧＥＭＭ算法没很大区别．通过选取不同的
进程数犖犘＝２５６，１０２４和４０９６，来进行数值实验，
最终的测试结果如图１６所示．数值结果表明用
２．５ＤＰＵＭＭＡ算法加速后的ＳｃａＬＡＰＡＣＫ函数
ＰＤＳＴＥＤＣ，可获得１．２０ｘ倍的加速比．
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图１６　用２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵乘法改进后的ＤＣ算法相
对ＰＤＳＴＥＤＣ的加速比（犖＝１５０００）

５　总结与展望
本文提出一种基于ＢＬＡＣＳ的２．５Ｄ稠密矩阵

乘算法，与ＰＤＧＥＭＭ具有相同的函数接口，可直
接相互替换，但是相比于ＰＤＧＥＭＭ具有更好的
可扩展性．在进程较多时，例如４０９６进程时，可比
ＰＤＧＥＭＭ快２．２０～２．９３倍．在进程数较少时，例
如６４或２５６进程时，新提出的２．５Ｄ矩阵乘法的性
能可能会比ＰＤＧＥＭＭ差，这是因为数据重分配等
带来的额外开销，并且当进程数较少时，通信对性能
的影响不大．在一台具有３００个计算节点的巨型机
系统上，用大量的数值算例测试了本文新提出算法
的性能，分别选取了不同矩阵规模犖、分块大小
犖犅、矩阵备份数犮和进程数犖犘．测试结果表明当
进程数较多时，２．５ＤＰＵＭＭＡ算法有明显的提速
效果．为了降低巨型机的系统扰动的影响，本文的测
试结果均是对函数进行多次调用，然后取平均值．进
一步，本文将新提出的２．５ＤＰＵＭＭＡ矩阵乘用于
加速三对角矩阵的特征值分解，在采用４０９６进程
时，可获得１．２倍以上的加速比．

相较于其它２．５Ｄ矩阵乘算法，本文２．５Ｄ
ＰＵＭＭＡ的突出优势是可利用矩阵块的低秩性，可
参考文献［２４］．接下来的工作是研究针对特殊矩阵
的２．５ＤＰＵＭＭＡ算法，例如Ｃａｕｃｈｙ、Ｔｏｅｐｌｉｔｚ和
Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ等矩阵，该几类矩阵在科学计算和工
业中都有广泛应用．

致　谢　本文作者非常感谢审稿人提出的宝贵建
议，极大地改进了本文的内容的呈现形式，同时感谢
丁胜杰帮忙绘制了部分的示意图！
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