
书书书

第４０卷　第４期
２０１７年４月

计　　算　　机　　学　　报
ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．４０Ｎｏ．４
Ａｐｒ．２０１７

　

收稿日期：２０１６０５１２；在线出版日期：２０１６１０１９．本课题得到国家自然科学基金项目（７１４０１１９４，７１４０１１８８，９１３２４２０３，１１１３１００９）、中央
财经大学“青年英才”培育支持项目（ＱＹＰ１６０３）资助．李慧嘉，男，１９８５年生，博士，副教授，主要研究方向为数据挖掘、复杂网络、信息检
索．Ｅｍａｉｌ：ｈｊｌｉ＠ａｍｓｓ．ａｃ．ｃｎ．李爱华，女，１９７８年生，博士，副教授，主要研究方向为数据挖掘、管理决策．李慧颖，女，１９８３年生，博士，助
理研究员，主要研究方向为生物信息学、复杂网络、数据挖掘．

社团结构迭代快速探测算法
李慧嘉１）　李爱华１）　李慧颖２）

１）（中央财经大学管理科学与工程学院　北京　１０００８１）
２）（清华大学自动化系　北京　１０００８４）

摘　要　作为复杂网络研究的重要组成部分，社团结构分析对于理解和分析现实世界中各种社会、工程和生物等
系统具有非常重要的意义．该文利用动态迭代技术，提出了一种新型的社团探测技术，能够准确而快速地识别网络
中的社团结构．首先引入一种动态系统，可以使社团归属从随机状态逐步收敛到最优划分，进一步利用严格的数学
分析给出了社团归属在离散时间内收敛到最优的条件．该文创新性地提出了划分指标函数的一般化形式，通过选
择不同的参数，可以引申到几乎所有著名的指标函数．为了使动态系统不需要任何参数选择即可完成向最优社团
的收敛，文中设计了一种新颖的图生成模型，使得算法能在无参数的情况下方便高效的运行．该算法具有较高的效
率，计算复杂性分析显示算法需要的时间与稀疏网络节点的数量呈线性关系．最后，文中将算法应用到人工网络和
实际网络中，结果显示算法不仅具有极高的准确性，还能够高效地应用于大规模现实网络的分析和计算中．
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１　引　言
随着信息技术的发展，很多现实世界系统可以

用复杂网络（ｃｏｍｐｌｅｘｎｅｔｗｏｒｋ）来模拟［１４］，例如
Ｉｎｔｅｒｎｅｔ、ＷＷＷ网络、交通运输网、电力传输网、科
学家合作网、微博关联网、蛋白质交互网和基因关联
网络等［５１１］．伴随着新型数据处理技术特别是大数
据技术的产生和发展，复杂网络特性分析获得了越
来越多的关注．社团结构作为复杂网络的一个重要
特征，它将网络划分成具有紧密内在联系的子
群［１２１４］，而同一子群中的节点通常有共同的属性和
关联．准确而快速地发现社团结构能够有效地优化
网络系统的预测、控制和演化，例如设计网络推荐系
统进行精确地营销［４，１５１６］，药物靶点和基因关联点
的定位［１２，１７１８］，网络社交媒体发展趋势的预测
等［１３，１５，１９２０］．

目前虽然已有不少经典的探测方法，但是许多
基本的社团相关问题仍然没有非常清晰的解释．例
如，社会或生物系统中社团结构的深层次意义是什
么？为什么社团结构在网络中会自然地呈现出层次
结构［２１２４］？虽然经典优化方法和启发式算法被广泛
应用到社团探测中，但它们的基本思想是比较社团
内外的直观属性和拓扑特性［２５２８］．为了达到一定的
准确性，这些方法需要很高的计算复杂度，而且结果
会出现一些不可避免的缺陷，如分辨率限制［１１］和错
误识别［１３］等．因此设计一个准确而高效的社团探测
算法并进一步刻画拓扑结构隐藏特征（比如动态迭
代［２９３４］）非常具有挑战性．

为了能快速而准确地发现最优的社团结构，本
文设计出一种新颖的动态系统（如图１所示），可将
社团归属从随机状态逐步迭代收敛到使指标函数最
大的全局最优划分．利用严格的数学推导，我们进一
步给出社团归属收敛到最优的条件．总体来说，本文
创新点主要有３个方面：

（１）根据严格的数学推导，我们证明了通过迭
代动态系统，可以最优化特定指标函数以获取理想

的社团分区，即动态迭代过程的固定的稳定值．特定
条件下，最优社团划分可以通过迭代动态系统收敛
得出．

（２）本文提出一种新颖的一般化目标函数，能
够将著名的指标函数整合为统一的形式，这样我们
可以通过选择不同的参数，来找到合适的指标函数．

（３）我们进一步设计了一种新颖的图生成模型
（ｇｒａｐｈｇｅｎｅｒａｔｉｖｅｍｏｄｅｌ），使得动态系统不需要任
何参数选择即可完成向最优社团的收敛，方便高效．

利用动态系统，我们提出了一个新型的动态社
团探测算法，在稀疏网络上其时间复杂度和节点数
目线性相关．进一步，为了确定社团的最优数目，本
文利用Ｍａｒｋｏｖ状态转移矩阵及其特征系统给出了
具体而严格的证明．最后，实验结果表明，本算法不
仅具有较高的准确性，还能够方便地应用到大规模
网络的计算和分析中．

图１　根据迭代机制，为了得到最优社团划分犡（狋），我们提
出一种高效的动态迭代系统犡（狋＋１）＝犳（犡（狋）），最
大化方程犎并得到犡（狋）收敛的最优结果（其中，指标
函数犎用来衡量狋时刻的社团归属犡（狋）的优劣，网
络中不同的社团用不同的扇区表示，可以很容易看出
通过迭代收敛，最右端的划分是最优的）

２　相关研究
近年来社团探测技术成为网络分析的热点并涌

现出多种探测算法．一般地，每种方法由两部分组
成：评估社团划分的质量函数和相应的划分算法．在
众多质量函数中，模块度函数犙是最广为人知的．
假设犃是犌的邻接矩阵，σ犻是节点犻的社团标志，当
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σ犻＝σ犼时有δ（σ犻，σ犼）＝１，否则δ（σ犻，σ犼）＝０．如式（１）
所示，模块度函数犙的增加代表了社团划分的优
化．因此，社团探测问题可以转化成为模块度函数犙
的最大化问题．

犙（｛σ｝）＝－１２犿∑犻≠犼（犃犻犼－狆犻犼）δ（σ犻，σ犼）（１）
　　Ｐｏｔｔｓ模型是另一种应用广泛的社团探测技术，
它通过将社团的标号用自旋状态（ｓｐｉｎｓｔａｔｅｓ）来表
示，进而利用系统的自旋能量函数［３５３６］来评估社团
划分的质量．Ｒｅｉｃｈａｒｄｔ＆Ｂｏｒｎｈｏｌｄｔ（ＲＢ）［１５］提出了
一个泛汉密尔顿函数来刻画能量函数，
犎ＲＢ（｛σ｝）＝－１２∑犻≠犼（犃犻犼－γＲＢ狆犻犼）δ（σ犻，σ犼）（２）

其中：γＲＢ为汉密尔顿函数的分辨率参数；γＲＢ，狆犻犼∈
!．ＲＢ模型可以拓展到两个典型的子模型：

（１）ＲＢＥＲ模型．所有的边都具有相同的连接概
率，其能量函数如下：
犎ＲＢＥＲ（｛σ｝）＝－１２∑犻≠犼（犃犻犼－γＲＢ狆）δ（σ犻，σ犼）（３）

　　（２）ＲＢＣＭ模型．边的连接概率与网络的度分
布相关，其能量函数如下：
　犎ＲＢＣＭ（｛σ｝）＝－１２∑犻≠犼犃犻犼－γＲＢ

犽犻犽犼
２（ ）犿δ（σ犻，σ犼）（４）

其中犽犻是节点犻的度．值得注意的是，当γＲＢ＝１时，
ＲＢＣＭ模型的能量函数等同于模块度函数犙．

另外，Ｈｏｆｍａｎ和Ｗｉｇｇｉｎｓ［１６］提出了一个一般
化的概率模型并定义了相关的能量函数：
犎ＨＷ（｛σ｝）＝－１２∑犻≠犼（犠犔犃犻犼－犠犌）δ（σ犻，σ犼）＋

１
２∑

犓

μ＝１
犺μ∑

狀

犻＝１
δ（σ犻，μ） （５）

其中：犠犌＝ｌｏｇ１－狆ｏｕｔ１－狆ｉｎ，犠犔＝ｌｏｇ狆ｏｕｔ狆ｉｎ＋犠犌，狆ｉｎ代表
两个节点属于相同社团的概率，狆ｏｕｔ代表两个节点属
于不同社团的概率，该能量函数通过贝叶斯方法进
行最优化处理．

进一步，Ｒｏｎｈｏｖｄｅ和Ｎｕｓｓｉｎｏｖ［１７］提出的一种
无分辨率限制的模型，其质量函数如下：
犎ＲＮ（｛σ｝）＝－１２∑犻≠犼（犠犻犼犃犻犼－γ犠犻犼珡犃犻犼）δ（σ犻，σ犼）（６）
其中：当犻≠犼时，犃犻犼＝１－犃犻犼，否则犃犻犼＝０．此外，
犠＝［犠犻犼］是一个一般化的加权矩阵，为存在和缺失
的边进行赋权．

算法方面，ＮｅｗｍａｎＦａｓｔ（ＮＦ）算法［１８］是一种
基于模块度优化的迭代算法，它采用贪婪方法逐步

更新社团归属，使得模块度的增量最大．Ｂｌｏｎｄｅｌ等
人［１０］提出了Ｌｏｕｖａｉｎ算法，它初始时分配给每个节
点不同的社团标号，使得每个节点都是一个独立社
团，然后逐步迭代社团归属直至模块度函数无法再
提高．ＯＣＲ方法［３７］是一种基于同步动态系统的社
团探测方法，它得益于动态网络中紧密连接的顶点
具有较大的局部同步性能．标签传播方法是一种接
近线性时间的社团探测方法［１９］，算法以分配给每个
节点不同的社团标号为起点，然后根据最近邻节点
的标号来更新自己的社团标号［３６４２］直至稳定状态．
有趣的是，标签传播等同于局部能量最小值的零温
度Ｐｏｔｔｓ模型［２２］：

犎ＫＰＭ（｛σ｝）＝－∑犻≠犼犃犻犼δ（σ犻，σ犼） （７）
　　另外常见的社团探测方法还包括模拟退火算法
（ＳＡ）［２０］、外部优化算法［２１，２５２６］、最大化期望值算
法［２４，２８］、贝叶斯推理方法［２２，２７］、变分贝叶斯方法
等［１６］和演化迭代方法［３６，４３４４］等．

３　问题标准化
３１　概　念

我们首先给出一些基本定义，一些主要的参数
在表１中进行了说明．

（１）犮，狀，犿分别表示网络中社团、点和边的
数目．

（２）犾ｉｎμ和犾ｏｕｔμ分别表示社团μ的团内边和团间边
数量．

（３）狆ｉｎμ表示社团μ团内边的比例，狆ｏｕｔμ表示社团
μ团间边的比例．

易得

狆ｉｎμ＝ ２犾ｉｎμ
狀μ（狀μ－１）

，狆ｏｕｔμ＝ 犾ｏｕｔμ
狀μ（狀－狀μ）

（８）

表１　主要参数说明
符号 说明 符号 说明
犮 社团数量 狆ｉｎμ 社团μ团内边的比例
狀 节点数量 狆ｏｕｔμ 社团μ团间边的比例
犿 边数量 狓犻μ 节点犻属于社团μ的概率
犾ｉｎμ 社团μ团内边数量犽犻μ 节点犻与社团μ的节点社团程度
犾ｏｕｔμ 社团μ团间边数量犙犻μ 节点犻基于社团μ的质量函数
狀μ 社团μ内节点数量

一个节点可以以不同的概率分属不同的社团．
考虑一个由狀个节点，犿条边，犮个社团构成的网络
犌，本文引入向量犡犻（狋）＝［狓犻μ（狋）］，μ＝〈１，２，…，犮〉，
其中狓犻μ（狋）表示在时刻狋时，节点犻属于社团μ的概
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率．易得
０狓犻μ（狋）１

∑
犮

μ＝１
狓犻μ（狋）＝１，犻∈犞

（９）

　　集合犡（狋）＝［狓犻μ（狋）］，犻＝｛１，２，…，狀｝为在时
刻狋时网络社团归属的集合．

定义１（硬划分）．　硬划分中的每个点犻在狋时
刻仅属于特定社团犮，它的充要条件是向量犡犻（狋）的
第犮个元素为１，其余值都等于０．在硬划分中，不存
在重叠节点（ｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇｎｏｄｅｓ）．

定义２（节点社团度）．　我们将节点犻在社团
μ中的节点社团度表示为犽犻μ，其定义为节点犻连接
到社团μ的边数．其数学化表示为

犽犻μ＝∑α狓αμ犃α犻 （１０）
　　利用社团归属犡（狋），在硬划分的条件下，一些
常用的概念狀μ，犾ｉｎμ，犾ｏｕｔμ，狆ｉｎμ，狆ｏｕｔμ可以重新表示为

狀μ（狋）＝∑犻狓犻μ（狋） （１１）

犾ｉｎμ＝１２∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）犃犻犼 （１２）

犾ｏｕｔμ＝∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）１－狓犼μ（狋（ ））犃犻犼 （１３）

狆ｉｎμ＝
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）犃犻犼
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）

＝
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）犃犻犼
∑犻狓犻μ（狋）狀μ（狋）－狓犻μ（狋（ ））

＝
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）犃犻犼
狀２μ（狋）－∑犻狓２犻μ（狋）

（１４）

狆ｏｕｔμ＝
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）（１－狓犼μ（狋））犃犻犼
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）（１－狓犼μ（狋））

＝
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）（１－狓犼μ（狋））犃犻犼
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）－∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）

＝
∑犻∑犼≠犻狓犻μ（狋）（１－狓犼μ（狋））犃犻犼
狀－（ ）１狀μ－狀２μ（狋）－∑犻狓２犻μ（狋（ ））（１５）

３２　基于迭代的新型动态系统
相比与大多数经典算法，如层次分析法和启发

式算法，利用动态系统更新归属向量（即犡（狋）＝
［狓犻μ（狋）］）到一个理想的固定值是非常简单的，其计

算复杂度非常小，便于在大规模网络上进行计算和
分析．虽然有一些其他的动态系统，如随机游走和协
同系统，也能够将归属矩阵收敛到一个稳定的状态，
但是它们仅仅是对归属矩阵进行迭代而无法保证收
敛到最优值（最优化特定的指标函数犙）．为了快速
而准确地探测社团结构，我们提出一种新型的动态
迭代算法．这里，首先给出离散时间下的动态系统：

狓犻μ（狋＋１）＝狓犻μ（狋）ｅ犙犻μ（狓μ（狋））

∑
μ～
狓犻μ～（狋）ｅ犙犻μ－（狓μ－（狋））

（１６）

其中：犙犻μ（狓μ（狋＋１））：犚狀→犚是节点犻归属于社团μ
的质量函数，狓μ（狋）是一个狀维向量，第犻维是狓犻μ（狋），
函数犙满足下列约束条件：

犙犻μ
狓犻μ＝０ （１７）

　　由此，我们推断出了几条关于动态系统的重要
性质．

性质１．　离散的动态系统有两类平凡（ｔｒｉｖｉａｌ）
稳定点，分别为：

（１）硬社团结构的社团归属，即狓犻μ（狋）＝１和
狓犻珘μ（狋）＝０，μ～≠μ；

（２）均匀的社团归属，即狓犻μ（狋）＝１犮，犻＝｛１，
２，…，狀｝，μ＝｛１，２，…，犮｝．

证明．　当狓犻μ（狋）＝１和狓犻珘μ（狋）＝０时，μ～≠μ，
得到

狓犻μ（狋＋１）＝狓犻μ（狋）ｅ犙犻μ（狓μ（狋））

∑珘μ狓犻珘μ（狋）ｅ犙犻μ
（狓珘μ（狋））

＝

狓犻μ（狋）ｅ犙犻μ（狓μ（狋））
狓犻μ（狋）ｅ犙犻μ（狓μ（狋））＋∑珘μ≠μ（０×ｅ犙犻珘μ

（狓珘μ（狋）））＝１
（１８）

　　同理，对于所有的犻有狓犻μ（狋）＝１犮，这意味着

狓犻μ（狋＋１）＝１犮对于所有的犻成立． 证毕．
为了表述方便，此后用犙犻μ（狋）代替犙犻μ（狓μ（狋））．
定理１．　考虑一个一般化离散（连续）时间的

动态系统，狓为相应的动态系统曲线的稳定值［２４］．
（１）当且仅当Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵犉狓（狓

）所有的特征
值λ犻满足｜λ犻｜＜１（Ｒｅ（λ犻＜０））时，狓是渐进稳定的．

（２）当Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵犉狓（狓
）只要有一个特征

值λ犻满足｜λ犻｜＞１（Ｒｅ（λ犻＞０））时，狓是不稳定的．
定理２．　对于任意的硬社团归属犡（狋），记μ犻

为归属值狓犻μ犻（狋）＝１时的社团．那么当
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犻，μ≠μ犻，犙犻μ（狋）＜犙犻μ犻（狋） （１９）
动态系统（１６）在犡（狋）有一渐进的稳定点．如果

对于某节点对犻μ，犻，μ≠μ犻，犙犻μ（狋）＞犙犻μ犻（狋），则此
稳定点不固定．

证明．为了确定动态系统在犡（狋）处的Ｊａｃｏｂｉａｎ
矩阵，系统（１６）的狀×犓个状态变量和相应的导数
计算如下

狓犻μ（狋＋１）
狓犻μ（狋）＝

ｅ犙犻μ（狋）∑珘μ≠μ狓犻珘μ（狋）ｅ犙犻珘μ
（狋）

∑珘μ狓犻珘μ（狋）ｅ犙犻珘μ
（狋（ ））２

狓犻μ（狋＋１）
狓犻μ（狋）狓犻μ（狋）＝１

＝０，

狓犻μ（狋＋１）
狓犻μ（狋）狓犻μ（狋）＝０狓犻珘μ（狋）＝１

＝ｅ
犙犻μ（狋）

ｅ犙犻珘μ（狋）

（２０）

狓犻μ（狋＋１）
狓犻μ′（狋）＝－狓犻μ（狋）ｅ犙犻μ（狋）ｅ犙犻μ′（狋）

∑珘μ狓犻珘μ（狋）ｅ犙犻珘μ
（狋（ ））２

狓犻μ（狋＋１）
狓犻μ′（狋）狓犻μ（狋）＝１

＝－ｅ
犙犻μ′（狋）

ｅ犙犻μ（狋），

狓犻μ（狋＋１）
狓犻μ′（狋）狓犻μ（狋）＝０

＝０，

（２１）

狓犻μ（狋＋１）
狓犼μ（狋）＝

狓犻μ（狋）ｅ犙犻μ（狋）犙犻μ（狋）狓犼μ（狋（ ））∑珘μ≠μ狓犻珘μ（狋）ｅ犙犻珘μ（狋）
∑珘μ狓犻珘μ（狋）ｅ犙犻珘μ

（狋（ ））２ ，犻≠犼

狓犻μ（狋＋１）
狓犼μ（狋）狓犻μ（狋）＝１

＝０，

狓犻μ（狋＋１）
狓犼μ（狋）狓犻μ（狋）＝０

＝０

（２２）

狓犻μ（狋＋１）
狓犼μ′（狋）＝

　
狓犻μ（狋）ｅ犙犻μ（狋）犙犻μ（狋）狓犼μ′（狋（ ））狓犻μ′（狋）ｅ犙犻μ′（狋）

∑珘μ狓犻珘μ（狋）ｅ犙犻珘μ
（狋（ ））２ ，犻≠犼

狓犻μ（狋＋１）
狓犼μ′（狋）狓犻μ（狋）＝１

＝０， （２３）

狓犻μ（狋＋１）
狓犼μ′（狋）狓犻μ（狋）＝０

＝０

　　对所有的μ和μ～，假设犑犻为一个包含狓犻μ
（狋＋１）

狓犻μ（狋）
的犓×犓的矩阵块．接着，在方程（２０）～（２３）中运
用合适的排列和替换，犑犻犻在犡（狋）的值为

犑犻犻＝

０－ｅ
犙犻１（狋）

ｅ犙犻μ犻（狋）…－ｅ
犙犻犽（狋）

ｅ犙犻μ犻（狋）

０ｅ犙犻２（狋）
ｅ犙犻μ犻（狋） … ０

   
０ ０ …ｅ犙犻犽（狋）

ｅ犙犻μ犻（狋

熿

燀

燄

燅） 犡（狋）

（２４）

　　基于硬划分下的稳定点，整个Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵可
以由以下矩阵表示：

犑＝
犑１１ ００
０犑犻犻 ０
００犑

熿

燀

燄

燅狀狀 犡（狋）

（２５）

　　很显然，基于硬划分下稳定点的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵
的特征值为［４５］

λ犻μ犻＝０，λ犻μ＝ｅ
犙犻μ（狋）

ｅ犙犻μ犻（狋），犻＝１，２，…，狀，μ≠μ犻
（２６）

　　基于定理１，动态系统在犡（狋）有一个渐进式的
稳定点，即如果

犻，μ，λ犻μ＜１ （２７）
　　已经对所有λ犻μ犻都满足，而且剩余也满足的话
需要满足下面条件：

犻，μ≠μ犻，λ犻μ＝ｅ犙犻μ（狋）
ｅ犙犻μ犻（狋）＜１（２８）

即
　犻，μ≠μ犻，ｅ犙犻μ（狋）＜ｅ犙犻μ犻（狋）犙犻μ（狋）＜犙犻μ犻（狋）（２９）
　　另一方面，如果某个点犻和社团μ，μ≠μ犻，我们
可以得到犙犻μ（狋）＞犙犻μ犻（狋），那么这个稳定点不固定．

证毕．
定理２直观地说明了函数值犙犻μ（狋）是“节点犻属

于社团μ犻”的质量指标．因此，如果硬社团归属的稳
定值是固定的，那么所有节点的相关质量函数都应
该是最大的，这可以通过迭代动态系统（１６）来实现．
相应地，社团探测问题可以简化为设计合适的犙函
数，用来衡量单个点在所有社团的归属程度．

到目前为止，我们介绍一种基于迭代的动态系
统以及分析了其收敛的具体条件．接下来，我们为算
法设计一种具有代表性的一般化社团探测指标．考
虑下列方程犎：

犎（犡（狋））＝１２∑μ∑
狀

犻＝１
狓犻μ（狋）犙犻μ（狋）（３０）

　　我们下面证明方程犎的全局最优值（ｇｌｏｂａｌ
ｍａｘｉｍｕｍ）是动态系统（１６）的固定的稳定值．

定理３．　如果记犡（狋）为社团归属向量，那么最
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大化方程犎得到的社团归属向量犡（狋）的全局最优
值是动态系统（１６）的固定的稳定值．

证明．　如果犡（狋）为最大化方程犎得到的社
团归属向量的全局最优值，利用反证法，假定犡（狋）
是动态系统的不固定的稳定值，那么会有

犻，μ～≠μ，犙犻珘μ（狋）＞犙犻μ犻（狋） （３１）
其中：μ犻是社团标号，会使得狓犻μ犻（狋）＝１．如果狓犻μ犻（狋）＝
１和狓犻珘μ（狋）＝０的值互换，那么会有狓犻μ犻（狋）＝０和
狓犻珘μ（狋）＝１，则方程犎的值的相应变化如下：
犎（犡（狋））｜狓犻μ犻（狋）＝０，狓犻μ－＝１－犎（犡（狋））｜狓犻μ犻（狋）＝１，狓犻μ－＝０＝

犙犻珘μ（狋）－犙犻μ犻（狋）＞０ （３２）
这就意味着函数犎在节点犻属于社团μ～而非

社团μ犻时有更大的值，这是矛盾的．因此我们开始
的假设是无效的，进而可以验证最大化方程犎得到
的社团归属犡（狋）的全局最优值是动态系统的固定
的稳定点． 证毕．

通过定理３，我们容易看出如果最大化犎函数
时得到的硬划分社团结构是真实的社团结构，那么
经过迭代动态系统（１６）就会收敛到真实的社团结
构上．
３３　方程犙的一般化形式和拓展形式

我们发现，对于许多社团探测算法，如模块度算
法和Ｐｏｔｔｓ模型，优化目标函数有如下的一般形式：

犈（狋）＝－１２∑μ∑
狀

犻＝１∑
狀

犼＝１
犳＋μ犃犻犼狓犻μ（狋）狓犼μ（狋（ ）－

∑
狀

犼＝１
犳－μ（１－犃犻犼）狓犻μ（狋）狓犼μ（狋））＋∑

μ
犚μ （３３）

其中：犳＋
μ为奖励项系数；犳－

μ为惩罚项系数；犚μ为一
般冗余项，式（３３）可以表述为

犈（狋）＝－１２∑
熿

燀μ
２∑

狀

犼＝１
狓犼μ（狋）
犾μ（狋）犚μ＋

∑
狀

犻＝
（

１∑
狀

犼＝１
犳＋μ犃犻犼狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）－

∑
狀

犼＝１
犳－μ（１－犃犻犼）狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）燄

燅
）

＝－１２∑μ∑
狀

犻＝１
狓犻（μ∑狀犼＝１犳＋μ犃犻犼狓犼μ（狋）－

∑
狀

犼＝１
犳－μ１－犃犻（ ）犼狓犼μ（狋）＋２

犾μ（狋）犚）μ （３４）

其中：犾μ（狋）＝∑
狀

犼＝１
狓犼μ（狋）是社团μ在时刻狋时的规模

（节点个数）．

事实上，我们可以将不同类型的指标函数解释
为其具有不同的奖励参数和惩罚参数．每一种不同
的参数都有自己的内在原因、优势和缺点．我们定义
下列方程：

犙犻μ（狋）＝∑
狀

犼＝１
犳＋μ犃犻犼狓犼μ（狋）－∑

狀

犼＝１
犳－μ１－犃犻（ ）犼狓犼μ（狋）＋犚犻μ

（３５）
　　选择犚犻μ，使犚犻μ

狓犻μ（狋）＝０，犚狌＝∑
狀

犻＝１
犚犻μ，例如犚犻μ＝

２
犾μ犚狌，可以发现，此时方程（３３）明显符合方程（３０）
定义的能量函数通用形式．

有趣的是，对于特定的社团归属狓犻μ（狋），方程
（３５）所定义的犙犻μ可以引申到几乎所有的著名指标
函数，因此它是具有代表性的一般化指标：

（１）Ｈｏｆｍａｎ＆ｗｉｇｇｉｎｓ模型［１６］

犳＋
μ＝ｌｏｇ狆

ｉｎ

狆ｏｕｔ，犳
－
μ＝ｌｏｇ１－狆

ｏｕｔ

１－狆ｉｎ，犚μ＝犾μｌｏｇπμ
（３６）

　　（２）Ｒｏｎｈｏｖｄｅ＆Ｎｕｓｓｉｎｏｖ模型［１７］

犳＋
μ＝１，犳－

μ＝ｍｉｎμ狆ｉｎ，μ，犚μ＝０ （３７）
（３）ＲＢＰｏｔｔｓ模型（ＥｒｄｏｓＲｅｎｙｉ空模型［１５］

犳＋
μ＝１－γＲＢ狆，犳－

μ＝γＲＢ狆，犚μ＝０ （３８）
（４）ＲＢＰｏｔｔｓ模型（ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ空模型）［１５］

犳＋μ＝１－γＲＢ２犿，犳
－
μ＝γＲＢ２犿，

犚μ＝∑犻＞犼γＲＢ２犿（犽犻犽犼－１）狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）
（３９）

其中：犽犻是节点犻的度；犿是网络中边的数量．
（５）模块度指标［１４］

犳＋
μ＝１，犳－

μ＝犽犻犽犼２犿，犚μ＝∑犻＞犼１２犿（犽犻犽犼－１）狓犻μ（狋）狓犼μ（狋）
（４０）

其中：犽犻是节点犻的度；犿是网络中边的数量．
（６）标号传播模型［１９］

犳＋
μ＝１，犳－

μ＝０，犚μ＝０ （４１）

４　自动选择参数的社团检测算法
在式（３５）中，目标函数犙犻μ（狋）的系数必须提前

给定，然而当运用图生成模型（ｇｒａｐｈｇｅｎｅｒａｔｉｖｅ
ｍｏｄｅｌ）得到时，犙犻μ（狋）中的系数便能够自动获得．事
实上，我们可以通过获知网络特征和相关社团结构
的先验知识来确定这些系数．文献［１６］展示了由
Ｈｏｆｍａｎ和Ｗｉｇｇｉｎｓ提出的一种基于贝叶斯分析的
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图生成模型，在此模型中系数设定为
犳＋μ＝ｌｏｇ狆

ｉｎ

狆ｏｕｔ，犳
－
μ＝ｌｏｇ１－狆

ｏｕｔ

１－狆ｉｎ，犚μ＝犾μｌｏｇπμ（４２）
　　然而在文中作者假定所有网络中的社团都有同
样的边的比率，即狆ｉｎ１＝狆ｉｎ２＝…＝狆ｉｎ犮和狆ｏｕｔ１＝狆ｏｕｔ２＝…
＝狆ｏｕｔ犮．显然这个假设并不是对多数网络都有效，例
如在ＬＦＲ网络［２３，４２］中，各个社团的边的比率是显
著不同的．

这里，我们提出一个新型的图生成模型，它考虑
了边比率在概率上的差异，提供了具有更好兼容性的
版本．本模型实际上是一个广义的ＨｏｆｍａｎＷｉｇｇｉｎｓ
模型，模型中我们假定在网络中的每一个社团都有
自己独有的概率，即对于社团μ，有特定的狆ｉｎμ和狆ｏｕｔμ
与之对应．所以，对于包含社团结构｛狇｝的网络犌，我
们提出下列似然函数
犘＝狆（犌狘｛狇｝）

＝∏［κ
（狆ｉｎκ）（∑犻＞犼，犻，犼∈κ

犃犻犼
烉烇 烋）
Ｉ

·（１－狆ｉｎκ）（∑犻＞犼，犻，犼∈κ
犃犻犼

烉烇 烋）
ＩＩ

·

　（狆ｏｕｔκ）（∑犻＞犼，犻∈κ
犃犻犼－∑犻＞犼，犻，犼∈κ

犃犻犼
烉烇 烋）
ＩＩＩ

·

　（１－狆ｏｕｔκ）（∑犻＞犼，犻∈κ
犃犻犼－∑犻＞犼，犻，犼∈κ

犃犻犼
烉烇 烋）
ＩＶ

·π狀κ︷κ］Ｖ

（４３）
其中：犃犻犼＝１－犃犻犼，πκ为将任一节点分配到社团μ中
的概率，即

πκ＝狀κ狀 （４４）
　　在方程（４３）中，多项式中的项Ｉ（ＩＩＩ）对应于社
团内（间）现存的边，而项ＩＩ（ＩＶ）对应于社团内（间）
缺失的边．依据每个社团中节点的数量，项犞定义
了网络的划分．我们可以将等式（４３）化简为
犘＝∏κ 狆ｉｎκ

狆ｏｕｔ（）κ

∑犻＞犼，犻，犼∈κ
犃犻犼１－狆ｉｎκ
１－狆ｏｕｔ（ ）κ

∑犻＞犼，犻，犼∈κ
犃犻［ 犼

（狆ｏｕｔκ）∑犻＞犼，犻，犼∈κ
犃犻犼（１－狆ｏｕｔκ）∑犻＞犼，犻，犼∈κ

犑犻犼π狀κ］κ （４５）
　　因此，狋时刻的对数似然函数，可以被整理表示
为一个硬划分犡（狋）的形式：
犔犘（狋）＝ｌｏｇ犘（狋）

＝１２∑κ ∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）狓犼κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ狆
ｉｎ
κ
狆ｏｕｔ（）［ κ

＋

∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）狓犼κ（狋）犑犻犼ｌｏｇ
１－狆ｉｎκ
１－狆ｏｕｔ（ ）κ

＋

∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ狆ｏｕｔ（）κ ＋

∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ（１－狆ｏｕｔκ）＋

２狀κ（狋）ｌｏｇ狀κ（）］狀 （４６）
　　通过比较式（４６）和式（３３），可以看出式（４６）中
的头两项分别表示奖励项和惩罚项，而其余的为冗
余项．此外，我们还可以引入参数γ１和γ２，用来分别
控制各个项的作用强度
犎（狋）＝１２∑κ ∑犻∑犼≠犻γ１狓犻κ（狋）狓犼κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ狆

ｉｎ
κ
狆ｏｕｔ（）［ κ

＋

∑犻∑犼≠犻γ２狓犻κ（狋）狓犼κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ
１－狆ｉｎκ
１－狆ｏｕｔ（ ）κ

－

∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ（狆ｏｕｔκ）＋
∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ１－狆ｏｕｔ（ ）κ ＋

∑犻２狓犻κ（狋）ｌｏｇ狀κ（）］狀 （４７）
　　值得注意的是，等式（４７）的算法复杂度是犗（狀２），
进一步它可以被整理为
犎（狋）＝１２∑κ ∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）狓犼κ（狋）犃犻犼（γ１ｌｏｇ狆

ｉｎ
κ
狆ｏｕｔ（）［ κ

－

γ２ｌｏｇ１－狆
ｉｎ
κ

１－狆ｏｕｔ（ ））κ
＋γ２ｌｏｇ１－狆

ｉｎ
κ

１－狆ｏｕｔ（ ）κ
·

∑犻狓犻κ（狋）∑犼≠犻狓犼κ（狋）＋∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）犃犻犼ｌｏｇ·
狆ｏｕｔκ
１－狆ｏｕｔ（ ）κ

＋∑犻∑犼≠犻狓犻κ（狋）ｌｏｇ１－狆ｏｕｔ（ ）κ ＋

∑犻２狓犻κ（狋）ｌｏｇ狀κ（）］狀 （４８）
式（４８）则拥有犗（犿犮）的计算复杂度，算法复杂度的
详细讨论将在下一节进行．基于方程（３５），可以得到
模型（４７）中的系数为

犳＋μ＝γ１ｌｏｇ狆
ｉｎ
κ
狆ｏｕｔ（）κ

（４９）

犳－μ＝－γ２ｌｏｇ１－狆
ｉｎ
κ

１－狆ｏｕｔ（ ）κ
（５０）

犚μ＝∑犻∑犼≠犻犃犻犼ｌｏｇ狆ｏｕｔκ
１－狆ｏｕｔ（ ）κ｛ ＋

ｌｏｇ（１－狆ｏｕｔκ）＋２ｌｏｇ狀κ（）｝狀 （５１）
　　可以证明最小化质量函数（４８）得到的硬划分社
团结构犡（狋）与真实的社团结构是一致的．我们容易
看出在简单的情况下，当节点被放置在正确的社团
中时能量函数（４８）的值会减小，例如假定有两个完
全相似的社团犆１和犆２，其中狆ｉｎ犆１＝狆ｉｎ犆２，狆ｏｕｔ犆１＝狆ｏｕｔ犆２，
狀犆１＝狀犆２．另外，假定有一个节点处于犆１和犆２之外，
分别与犆１和犆２有犽１和犽２条连边．接下来，我们比较
两种情况，即这个节点要么属于社团犆１（情况１），要
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么属于社团犆２（情况２）．在情况１和２中，等式（４８）
的差异如下：
Δ犎１，２＝－１２犽１－犽（ ）２γ１ｌｏｇ狆

ｉｎ
κ
狆ｏｕｔ（）κ

－γ２ｌｏｇ１－狆
ｉｎ
κ

１－狆ｏｕｔ（ ）（ ）κ

（５２）
在这个例子中，假设γ１，γ２＞０，狆ｉｎκ＞狆ｏｕｔκ，那么

如果犽２＞犽１则Δ犎１，２＞０，反之亦然．所以，为了使得
犎（狋）最大，这个新节点应该划归到它能获得更多连
接的社团中．

根据定理２和定理３，我们可以通过使用动态
系统（１６）来最大化一个质量函数．这里，我们展示一
种实现最大化的更加便捷的做法．

定理４．　假设质量函数形如等式（３０），并且对
于所有的犻，μ，犽，在任意一个硬划分情况下有下列
条件：

犙犻犽（狋）
狓犻μ（狋）＝０ （５３）

　　那么最大化质量函数（３０）得到硬划分归属犡，
便是动态系统（５４）的一个渐进稳定点．

狓犻μ（狋＋１）＝狓犻μ（狋）ｅ－
犎（狋）
狓犻μ（狋）

∑
犮

κ＝１
狓犻κ（狋）ｅ－

犎（狋）
狓犻μ（狋）

（５４）

　　证明．　在等式（３０）两边求导，我们可以得到
犎（狋）
狓犻μ（狋）＝

１
２犙犻μ（狋）＋∑κ狓犻κ（狋）犙犻κ

（狋）
狓犻μ（狋（ ））（５５）

　　假设犡（狋）是一个硬划分，通过假设犙犻犽（狋）狓犻μ（狋）＝
０，我们可以得到

犎（狋）
狓犻μ（狋）＝

１
２犙犻μ（狋） （５６）

　　从而根据等式（５６）和犙犻犽（狋）狓犻μ（狋）＝０，我们可以推
断出动态系统（１６）与动态系统（５４）的Ｊａｃｏｂｉａｎ行
列式在犡（狋）上是一致的．因此，如果犡（狋）是最大化
犎得到的结果，那么根据定理３它就是等式（１６）的
一个渐进稳定点，从而也就是系统（５４）的一个渐进
稳定点． 证毕．

推论１．　如果网络参数，即狆ｉｎμ，狆ｏｕｔμ和狀μ，μ＝
｛１，２，…，犮｝是已知的，并且最大化函数犎能够得到
硬划分犡（狋），那么犡（狋）就能通过迭代动态系统
（５４）获得．

本文提出的算法是以定理４为基础的．为此我
们需要计算犎（狋）狓犻μ（狋）使得

犙犻犽（狋）
狓犻μ（狋）＝０．根据式（４６），通

过重整和变形，我们可以得到犎（狋）狓犻μ（狋）为

犎（狋）
狓犻μ（狋）＝

１
２γ１（２犾ｉｎμ）

ｌｏｇ狆
ｉｎ
μ

狆ｏｕｔ（）μ
狓犻μ（狋）＋２犽犻μｌｏｇ

狆ｉｎμ
狆ｏｕｔ（）熿

燀
燄
燅μ

＋

　１２γ２ ２犾ｉｎμ１－狆ｉｎ（ ）μ
狆ｏｕｔ（ ）μ

ｌｏｇ１－狆
ｉｎ
μ

１－狆ｏｕｔ（ ）μ
狓犻μ（狋

烄

烆 ）
＋

　２狀μ－犽犻μ－狓犻（ ）μｌｏｇ１－狆
ｉｎ
μ

１－狆ｏｕｔ（ ）］μ
＋

　１２∑犪犽犪（ ）μｌｏｇ狆ｏｕｔ（）μ
狓犻μ（狋）＋犽犻ｌｏｇ狆ｏｕｔ（）［ ］μ ＋

　１２（狀μ狀－（ ）１－∑犪犽犪μ）ｌｏｇ１－狆
ｉｎ（ ）μ

狓犻μ（狋［ ）＋

　狀－犽犻－（ ）１ｌｏｇ１－狆ｉｎ（ ）］μ ＋ｌｏｇ狀μ（）狀＋１ （５７）

　　为了满足准则（５３），γ１和γ２应该被适当地选取．
从数值上来说，我们发现γ１＝１狆ｉｎμ和γ２＝１能近似完
美地满足这个准则．通过将等式（５７）中的这些系数
替换，我们得到

犎（狋）
狓犻μ（狋）＝

１
２狆ｉｎμ ２犾ｉｎ（）μ

ｌｏｇ狆
ｉｎ
μ

狆ｏｕｔ（）μ
狓犻μ（狋）＋２犽犻μｌｏｇ

狆ｉｎμ
狆ｏｕｔ（）熿

燀
燄
燅μ

＋

　１２２犾ｉｎμ１－狆ｉｎ（ ）μ
狆ｏｕｔ（ ）μ

ｌｏｇ１－狆
ｉｎ
μ

１－狆ｏｕｔ（ ）μ
狓犻μ（狋

熿
燀 ）

＋

　２狀μ－犽犻μ－狓犻（ ）μｌｏｇ１－狆
ｉｎ
μ

１－狆ｏｕｔ（ ）］μ
＋

　１２∑犪犽犪（ ）μｌｏｇ狆ｏｕｔ（）μ
狓犻μ（狋）＋犽犻ｌｏｇ狆ｏｕｔ（）［ ］μ ＋

　１２（狀μ狀－（ ）１－∑犪犽犪μ）ｌｏｇ１－狆
ｉｎ（ ）μ

狓犻μ（狋［ ）＋

　（狀－犽犻－１）ｌｏｇ（１－狆ｉｎμ］）＋ｌｏｇ狀μ（）狀＋１（５８）

　　在式（５８）中，狀μ（狋），狆ｉｎμ（狋）和狆ｏｕｔμ（狋）都是以狓犻μ（狋）
为自变量的方程，具体形式请见式（１１）、（１４）和式（１５）．

为了实现社团划分，接下来我们提出基于迭代
动态系统（５４）的快速算法（算法１）．此外，在每一个
步骤中，动态系统（５４）以一个预先确定好的步数进
行迭代，这也就是动态迭代．具体的算法流程如算
法１所示．

算法１．　社团划分算法流程．
输入：网络犌，其节点数为狀，边数为犿．最大迭代步数犚ｍａｘ
输出：社团归属矩阵犡
１．初始化犡（０）并且设置犡ｂｅｓｔ（在４．２节中阐述）；
２．重复
３．利用等式（１１）～（１５）分别更新狀μ，犾ｉｎμ，犾ｏｕｔμ，狆ｉｎμ和狆ｏｕｔμ；
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４．利用式（５８）计算犎（狋）狓犻μ（狋）；
５．利用式（５４）迭代归属矩阵犡（狋）；
６．利用式（４６）计算函数犔犘（狋）；
７．如果已经达到迭代步数上限犚ｍａｘ，则转向步８；否

则，回到步２；
８．将满足犔犘（狋）最大化的归属犡（狋）记为犡狋；
９．如果犔犘（犡狋）＞犔犘ｂｅｓｔ，令犔犘ｂｅｓｔ＝犔犘（犡狋）并且令

犡ｂｅｓｔ＝犡狋；
１０．如果达到迭代最大步数犚ｍａｘ，返回犡ｂｅｓｔ；
否则，回到步１．

４１　算法复杂度
在每步动态迭代中，计算对数似然函数（４６）的

复杂度是犗（犿·犮ｍａｘ），其中犮ｍａｘ是社团数量的最大
值．同时，对于拥有强社团结构的网络，该动态过程
的收敛速度是相当快的．动态迭代的次数犚ｍａｘ并不
直接取决于节点的数量，实际上，它与社团结构的模糊
程度是相关的．因此，算法总的计算复杂度为犗（犿·
犮ｍａｘ），而对于稀疏网络，更会下降为犗（狀·犮ｍａｘ）．另
外，计算复杂度与网络的拓扑结构相关．在许多网络
中，社团的数目比网络的节点数目要小得多，例如空
手道俱乐部网络［４６］，在这些实例中，对于稀疏网络，
算法的计算复杂度为犗（狀）．表２列出了一些著名算
法的计算复杂度，通过比较可以看出我们的算法是
非常快速的．然而，在一些特殊的网络中，社团的数
量和网络的节点数量是相关的，例如团环网络（ｒｉｎｇ
ｏｆｃｌｉｑｕｅｓ），其中的每一个团只有很少数量的节点．
在这些网络中，复杂度仍然为犗（狀·犮ｍａｘ）．
表２　在稀疏网络中，著名算法计算复杂度分析比较

算法 计算复杂度
ＣＮＭ［３８］ 犗（狀ｌｏｇ２狀）
ＤＡ［３９］ 犗（狀２ｌｏｇ狀）

Ｌｏｕｖａｉｎ［１０］ 犗（狀ｌｏｇ狀）
ＯＣＲＨＫ［３７］ 犗（狀２）

Ｂａｙｅｓｉａｎｉｎｆｅｒｅｎｃｅ［２２］ 犗（狀ｌｏｇα狀）
ＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＢａｙｅｓｉａｎ［１６］ 犗（狀１．４４）
ＲＮＰｏｔｔｓｍｏｄｅｌ［１７］ 犗（狀１．３）

为了检验算法的性能，我们与７个著名的算法
进行比较，其中包括Ｌｏｕｖａｉｎ方法［１０］、Ｎｅｗｍａｎ
Ｆａｓｔ（ＮＦ）方法［１４］、Ｈｏｆｆｍａｎ＆Ｗｉｇｇｉｎｓ方法［１６］、ＳＡ
方法［２０］、Ｐｅｉｘｉｔｏ方法［３３］、Ｄａｎｏｎ方法［３９］和ＣＮＭ方
法［４０］．同时我们也考虑网络的规模，检验其与算法
性能的关系．这里，实验环境是一台拥有２ＧＨｚ
ＣＰＵ和４ＧＢ内存的台式电脑，运行系统是Ｗｉｎ
ｄｏｗｓ７，程序软件是Ｍａｔｌａｂ２０１０ｂ．为了进行测试，
我们利用ＬＦＲ模型［２３，４２］生成稀疏网络，该模型中

的社团结构是提前定义好的，但是网络中节点的连
接情况是由参数控制的，包括节点数目狀、节点的平
均度〈犽〉、最大节点度ｍａｘ犽、混合比例参数（Ｍｉｘｉｎｇ
Ｐａｒａｍｅｔｅｒ）θ（每个节点与其他社团的节点共享θ比
例的边）、最小社团规模ｍｉｎ犮和最大社团规模ｍａｘ犮．
在ＬＦＲ网络中，混合比例参数（ＭｉｘｉｎｇＰａｒａｍｅｔｅｒ）
θ用来调整网络的模糊性．θ的变化范围为０，１，较
大的θ代表更加弱的社团结构．我们统一设定实验
中网络的节点平均度〈犽〉＝８（和ＷＷＷ网络接近，
为典型的稀疏网络）、最大节点度ｍａｘ犽＝２０、最小社
团规模ｍｉｎ犮＝１０和最大社团规模ｍａｘ犮＝１００（在网
络规模固定的情况下，ｍｉｎ犮和ｍａｘ犮控制网络中社团
的个数）．为了证明结果的一般性，我们分别在θ＝０．２
和θ＝０．６的两个ＬＦＲ网络上进行试验，结果展示
在图２中．首先看出我们的算法在所有的网络规模
中都比其他的方法快；其次，我们方法的计算时间几
乎是是随着网络的规模线性扩展的，因此可以在拥
有数百万甚至数亿节点的大规模网络中进行实现．

图２　不同规模的ＬＦＲ网络下，各个算法运行时间的比较

４２　初始化社团归属矩阵
在算法１的步１中，社团归属矩阵应该给定初

始化形式．我们设计如下的方法，首先，初始归属矩
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阵狓犻μ（０）被设定为
狓犻μ（０）＝１犮＋狔犻μ；犻＝｛１，２，…，狀｝，μ＝｛１，２，…，犮｝

ｓ．ｔ．∑
犮

μ＝１
狔犻μ＝０ （５９）

其中：狔犻μ是一个小的高斯噪声．这个策略可以避免在
性质１中描述的第２类平凡解．在接下来的步骤中，受
益于之前迭代过程的最好结果，我们有以下改进策略：
狓犻μ（０）＝狓ｂｅｓｔ犻μ＋狔犻μ；犻＝｛１，２，…，狀｝，μ＝｛１，２，…，犮｝

ｓ．ｔ．∑
犮

μ＝１
狔犻μ＝０ （６０）

其中：狓ｂｅｓｔ犻μ是犡ｂｅｓｔ的（犻，μ）元素．换句话说，此过程通
过迭代渐进地去改进结果．值得注意的是，此步的高
斯噪声的强度，即狔犻μ，必须比上一次（式（５９））的大
很多；否则，动态过程将会收敛到之前的结果．
４３　确定最优的社团个数

在运行算法之前，我们应当预先设定社团的数
量，因为它并不是一个显著的先验信息．在许多著名
算法中，社团数量被隐式地提前指定，因为不同的社
团个数会对划分质量产生极大地影响．例如，ＣＮＭ
算法［３８］和Ｌｏｕｖａｉｎ算法［１０］所考虑的初始值为狀，而
对于二分迭代算法如ＳＡ［２０］和ＤＡ［３９］，初始值则设
为２．

在算法１中，我们只需要设定社团的初始个数
为一个大于或者等于实际社团个数的值，因为额外
的社团会随着动态系统在迭代过程中逐渐被合并
掉，因此，这是一个粗糙且容易实现的步骤．

５　实　验
本文算法不仅在人工基准网络有良好的性能，

另外在真实数据网络［４７５３］特别是大规模网络上，如
大型科学家合作网络，有着出色的表现．
５１　人工网络

首先，我们将算法应用到著名的ＧＮ和ＬＦＲ基
准网络［２７，４１］．实验结果表明，即使在含有模糊社团
结构的网络中，算法也具有非常高的准确性．

图３展示了在ＧＮ基准网络［１４，４０］中不同算法
性能的比较结果．ＧＮ网络由Ｎｅｗｍａｎ等人提出，共
包含狀＝１２８个节点，分成４个社团，每个社团包含
３２个节点．假设属于相同社团的节点对以概率犣ｉｎ
相连接，而属于不同社团的节点对以概率犣ｏｕｔ相连
接．网络中点的平均节点度固定为〈犽〉＝１６，可以得
到犣ｉｎ和犣ｏｕｔ有关系３１犣ｉｎ＋９６犣ｏｕｔ＝１６．我们发现，当
犣ｏｕｔ７．４时，基本上所有算法都具有较高的性能

（犖犕犐０．７５）．随着犣ｏｕｔ的增加，基本上所有算法的
划分效率都会急剧降低，但是本文算法直到犣ｏｕｔ→８
时依然具有最高的准确率，从而说明其划分能力的
高效性．

图３　ＧＮ网络中７种不同算法的标准互信息值（犖犕犐）对
比（图中的每个点表示５０次不同实验结果的平均值）

为了进一步进行验证，我们将算法应用到ＬＦＲ
基准网络上．ＬＦＲ网络模型由Ｌａｎｃｉｃｈｉｎｅｔｔｉ等
人［２３，４２］提出，具有无标度特征的度分布和社团规模
分布，因此更加接近现实中社会和生物系统．ＬＦＲ
网络模型的生成由一些参数控制：节点数目狀、节点
的平均度〈犽〉、最大节点度ｍａｘ犽、混合比例参数
（ＭｉｘｉｎｇＰａｒａｍｅｔｅｒ）θ（每个节点与其他社团的节点
共享θ比例的边）、最小社团规模ｍｉｎ犮和最大社团规
模ｍａｘ犮．θ的变化范围为０，１，用来调整网络的模
糊性，较大的θ代表更加弱的社团结构．在本次实验
中，我们统一设定网络的节点平均度〈犽〉＝１０、最大
节点度ｍａｘ犽＝２０，每个社团的规模有大小之分（由
参数ｍｉｎ犮和ｍａｘ犮控制，从而在网络规模固定的情况
下可以调节社团的个数）．结果如图４所示，其中当
网络规模为狀＝１０００时，其拥有的小（大）社团个数
为１００（５０），当网络规模为狀＝５０００时，其拥有的小
（大）社团个数为３００（２００）．我们可以发现，在每一
种情况下，本文算法都具有最高的标准互信息值
（犖犕犐）值．

另外，我们还将算法应用到包含１０００个社团，每
个社团包含１０个节点的团环网络（ｒｉｎｇｏｆｃｌｉｑｕｅｓ）
上．这种团环网络［１１］可以用来说明模块度指标（和
一些其他的指标）有分辨率限制问题（ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｌｉｍｉｔｐｒｏｂｌｅｍ）．团环网络利用少量的边将一些团
（完全图）连接起来，并使用团的数目和每个团的规
模这两个参数进行控制．结果显示，本文算法不仅能
精确地发现每个团，而且不具有分辨率限制问题，进
一步验证了算法的高效性．
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图４　本文算法与一些著名算法的性能对比（每个点为５０次计算结果的平均值）

５２　科学家合作网络
进一步，为了验证算法的高效性，我们将算法应

用到一个大规模网络———科学家合作网（Ｓｃｉｅｎｔｉｓｔｓ
ＣｏｏｐｅｒａｔｉｏｎＮｅｔｗｏｒｋ）［１４，４０］上．该网络包含５６２７６
个点和３１５８１０条加权边，代表了５６２７６位物理学
家在预印本网站ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ共同署名发表论文的合
作关系．我们根据算法的划分结果，输出转换后的邻
接矩阵（相同社团内的节点被整合在一起，呈现出层
次结构）进行可视化，如图５（ａ）所示．可以看出，和
许多社会网络一样，科学家合作网呈现出较强的社
团特征和层次特征，其中３个最大的社团具有现实
意义，分别代表物理的主要研究领域：核物理、天体
物理和凝聚态物理．

通过算法，我们从网络中共挖掘出６９６个社团．
图５（ｂ）以幂率坐标的形式展示了社团的规模分布
情况，可以看出，这是一种典型的无标度分布，这和
许多社会网络一致．最大社团节点数为２０２，最小社
团节点数为２，平均社团节点数为８１．社团节点分布
呈现不均匀特征，５．９％的大规模社团包含大约
３０．２％的节点，而剩余社团的规模均较小．

进一步，为了验证社团划分的准确性，我们截取
并展示了一个包含８个社团的子图片段，不同的社
团不用的形状表示，如图５（ｃ）所示．可以容易看出，
算法的划分结果非常好，而且该结果与文献［４０４１］ 图５　算法在科学家合作网上的运算结果
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完全相同，因此表明其非常适合在大规模网络上进
行运算，对进一步研究分析大数据问题具有极其重
大的价值．
５３　更多现实网络

最后，为了更加充分地验证我们的算法，我们在
７个著名的现实世界网络上进行试验，结果在表３中
展示．为了方便地和现有方法进行比较，我们展示了
现有方法在这些网络中得到的最高模块度（Ｍｏｄｕ
ｌａｒｉｔｙ）犙值，这些最高值是通过比较大量划分算法
后得到的，相关网络和最高犙值的文献出处也被展
示出来．

表３　在现实网络中算法性能的分析比较
网络 网络参

考文献
现有方法的
最高犙值

最高犙值
参考文献

本文算法的
犙值

Ｅｍａｉｌ ［２０］ ０．５７９ ［５４］ ０．５６８
ＵＳＦｏｏｔｂａｌｌ ［４０］ ０．６０６ ［５４］ ０．６０２
ＺａｃｈａｒｙＫａｒａｔｅ［４６］ ０．４２０ ［５４］ ０．４１６
ＬｅｓＭｉｓｅｒａｂｌｅｓ［５０］ ０．５６１ ［５４］ ０．５５４
Ｄｏｌｐｈｉｎ ［５１］ ０．５３１ ［５４］ ０．５２７
Ｊａｚｚ ［５２］ ０．４４６ ［５４］ ０．４３９

ＰＧＰＫｅｙｓｉｇｎｉｎｇ［５３］ ０．８７８ ［５４］ ０．８８３

从表３中可以看出，本文算法的犙值非常接近
现有方法的最高犙值，而且我们的算法具有一般方
法所不具有的线性时间，其计算复杂性非常小．值得
一提的是，在ＰＧＰＫｅｙｓｉｇｎｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋ上，本文算
法比现有方法的最高值还高，充分展示了本文算法
的高效性．

表４　在大规模网络数据中的算法性能分析
网络 狀 犿 犚犵 犚犿 犖犕犐
Ａｍａｚｏｎ ３３４８６３ ９２５８７２　　７５１４９　　７３９６１０．４０４
Ｄｂｌｐ ３１７０８０ １０４９８６６ １３４７７１４５３１０．４１２
Ｙｏｕｔｕｂｅ１１３４８９０ ２９８７６２４ ８３８５１０１５６０．３３７
Ｌｉｖｅｊｏｕｒｎａｌ３９９７９６２３４６８１１８９２８７５１２１７６３５１０．３０４
Ｏｒｋｕｔ ３０７２４４１１１７１８５０８３６２８８３６３５９６３４５１０．３７６

Ｆｒｉｅｎｄｓｔｅｒ６５６０８３６６１８０６０６７１３５９５７１５４９３７６４００．４２４

为了进一步验证算法应用的广泛性，我们在６
个大规模网络数据上进行实验验证．这６个大规模
网络数据是从ＳｔａｎｆｏｒｄＮｅｔｗｏｒｋＡｎａｌｙｓｉｓＰｌａｔｆｏｒｍ
（ＳＮＡＰ）①下载的，并且提供了真实的网络划分以供
比较验证．其中Ａｍａｚｏｎ网络是一个产品网络，其中
两个产品如果经常被同时购买，那么它们之间就有
一条边；Ｄｂｌｐ网络展示了科学家之间共同发表论文
的关系；Ｙｏｕｔｕｂｅ，Ｌｉｖｅｊｏｕｒｎａｌ，Ｏｒｋｕｔ和Ｆｒｉｅｎｄｓｔｅｒ
网络则是从不同社交网站中提取的社会关系网络．

我们将划分结果和一些网络关键属性在表４中
展示出来，其中狀和犿分别代表网络的点数和边

数，犚犵和犚犿分别代表真实社团数目和划分社团数
目，犖犕犐代表互信息值的值［２３，４２］．通过比较很多现
存的算法［５４５６］，我们发现本文算法具有较高的准确
性，非常适合于在百万节点以上的网络中进行实验
分析．值得一提的是，我们发现划分社团数目犚犿和
真实社团数目犚犵非常接近，从而验证了本算法具有
非常好的模型选择功能．

６　结　论
本文提出了一种高效的动态社团划分算法，通

过引入一种新型的基于离散时间的动态系统，来描
述社团归属的从随机状态到最优划分的动态轨迹，
并利用严格的数学分析找出了社团归属动态收敛到
最优的条件．另外，本文还创新性地提出了一种划分
指标函数的一般化形式，通过选择不同的参数，可以
拓展到很多著名的划分指标函数．本算法非常高效，
计算复杂度分析表明在稀疏网络中，算法需要的时
间与网络节点数目呈线性关系．

此外，我们还可以对算法的应用进行更深入的
探讨，例如：（１）如何进一步加快算法速度，使得其
能够在超大规模的网络上准确划分社团，如包含几
亿到几十亿节点的微博网络和生物网络上；（２）由
于现实世界并不都是双向关系，网络中会出现单向
或者混合方向的边，如何利用算法高效地处理这种
混杂网络，是一个挑战．

致　谢　中国科学院管理学院石勇教授、中央财经
大学刘志东教授对本文提出了很多建设性建议，特
表示感谢．最后，感谢评审老师细致耐心的审查！
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Ｓｙｓｔｅｍｓ．ＢｅｒｌｉｎＨｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００２

［５６］ＹａｎｇＪ，ＬｅｓｋｏｖｅｃＪ．Ｄｅｆｉｎｉｎｇａｎｄｅｖａｌｕａｔｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋ
ｃｏｍｍｕｎｉｔｉｅｓｂａｓｅｄｏｎｇｒｏｕｎｄｔｒｕｔｈ．ＫｎｏｗｌｅｄｇｅａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｓｙｓｔｅｍｓ，２０１５，４２（１）：１８１２１３

犔犐犎狌犻犑犻犪，ｂｏｒｎｉｎ１９８５，Ｐｈ．Ｄ．，
ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅｄａｔａｍｉｎｉｎｇ，ｃｏｍｐｌｅｘｎｅｔｗｏｒｋｓ，
ａｎｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｒｅｔｒｉｅｖａｌ．

犔犐犃犻犎狌犪，ｂｏｒｎｉｎ１９７８，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．
Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｄａｔａｍｉｎｉｎｇａｎｄｍａｎａｇｅｍｅｎｔ
ｄｅｃｉｓｉｏｎｓｃｉｅｎｃｅｓ．

犔犐犎狌犻犢犻狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８３，Ｐｈ．Ｄ．，ｒｅｓｅａｒｃｈａｓｓｉｓｔａｎｔ．
Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｂｉｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｃｓ，ｃｏｍｐｌｅｘ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ，ａｎｄｄａｔａｍｉｎｉｎｇ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　Ｄｅｔｅｃｔｉｎｇｃｏｍｍｕｎｉｔｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉｎｎｅｔｗｏｒｋｓｈａｓｂｒｏａｄ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｓｉｎｃｅｎｏｄｅｓｉｎｔｈｅｓａｍｅｃｏｍｍｕｎｉｔｙｇｅｎｅｒａｌｌｙ
ｐｏｓｓｅｓｓｍｕｔｕａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｎｏｄｅｓ
ｉｎｔｅｒｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｍｍｕｎｉｔｉｅｓ．Ｔｙｐｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓｉｎｃｌｕｄｅ
ａｓｏｃｉａｌｃｉｒｃｌｅｉｎｗｈｉｃｈｍｅｍｂｅｒｓｈａｖｅｃｏｍｍｏｎｉｎｔｅｒｅｓｔｓ，ａ
ｇｒｏｕｐｏｆｐｒｏｔｅｉｎｓｔｈａｔｗｏｒｋｔｏｇｅｔｈｅｒｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｒｅａｌｉｚａ
ｔｉｏｎ，ａｎｄｔｗｅｅｔｓｕｎｄｅｒｔｈｅｓａｍｅｔｏｐｉｃｓｐｒｅａｄｉｎｇｔｈｅｏｐｉｎｉｏｎ．
Ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｔｈｅｃｏｍｍｕｎｉｔｉｅｓｆａｃｉｌｉｔａｔｅｓｔｈｅｏｐｅｒａｔｉｏｎ，

ｃｏｎｔｒｏｌ，ａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｎｅｔｗｏｒｋｅｄｓｙｓｔｅｍｓ，ｓｕｃｈａｓ
ｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇｔｏｏｌｓｆｏｒｐｒｅｃｉｓｉｏｎｍａｒｋｅｔｉｎｇ，ｉｄｅｎｔｉｆｙｉｎｇｔａｒｇｅｔ
ｐｏｉｎｔｓｆｏｒｄｒｕｇｄｉｓｃｏｖｅｒｙ，ｓｅａｒｃｈｉｎｇａｎｄｍｉｎｉｎｇｏｎｌｉｎｅｓｏｃｉａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓｆｏｒｔｒｅｎｄｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓａｎｄｓｏｏｎ．

Ｔｈｅｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｒｈｅｕｒｉｓｔｉｃｍｅｔｈｏｄｓａｒｅ
ｕｓｕａｌｌｙｕｓｅｄｉｎｐｒｅｓｅｎｔｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，ｗｉｔｈｔｈｅｃｏｍｍｏｎｌｏｇｉｃｏｆ
ｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｉｎｔｕｉｔｉｖｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄｅｘｔｅｒｎａｌｂｅｈａｖｉｏｒｓｉｎ
ａｎｄｏｕｔｓｉｄｅｏｆｔｈｅｃｏｍｍｕｎｉｔｉｅｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｏｏｂｔａｉｎａｎ
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ａｃｃｅｐｔａｂｌｅａｃｃｕｒａｃｙ，ｔｈｅｓｅｍｅｔｈｏｄｓｕｓｕａｌｌｙｈａｖｅａｈｉｇｈｌｅｖｅｌ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｎｅｗ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｓｉｎｇｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｔｏｒｅａｌｉｚｅｔｈｅｆａｓｔａｎｄｅｘａｃｔ
ｄｅｔｅｃｔｉｏｎｏｆｃｏｍｍｕｎｉｔｉｅｓｉｎｃｏｍｐｌｅｘｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｆｉｒｓｔ，ａ
ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｔｏｄｅｓｃｒｉｂｅｔｈｅ
ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔｏｆｃｏｍｍｕｎｉｔｙｍｅｍｂｅｒｓｈｉｐｓ，ａｎｄｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｄｒｉｖｉｎｇｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｔｏｔｈｅｏｐｔｉｍａｌ
ｓｉｔｕａｔｉｏｎｉｓｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ．Ｆｕｒｔｈｅｒ，ｗｅｄｅｓｉｇｎａｎｅｗｔｙｐｅｇｒａｐｈ
ｇｅｎｅｒａｔｉｖｅｍｏｄｅｌ，ｗｈｉｃｈｐｅｒｆｏｒｍｓｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｒｅｅｏｆｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．ＢｙａｎａｌｙｚｉｎｇｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｇａｐｏｆｔｈｅＭａｒｋｏｖｉａｎ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｍａｔｒｉｘ，ｗｅｐｒｏｖｉｄｅａｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｔｈｅｏｒｙｔｏ
ｉｄｅｎｔｉｆｙｔｈｅｏｐｔｉｍｕｍｎｕｍｂｅｒｏｆｃｏｍｍｕｎｉｔｉｅｓｉｎａｎｅｔｗｏｒｋ，ａｎｄ
ｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｃｏｍｍｕｎｉｔｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．Ｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎａｌｓｏ
ｂｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｔｏｕｎｉｆｙｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｗｉｄｅｌｙ
ａｐｐｌｉｅｄ．Ｏｕｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｈｉｇｈｌｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔ：ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｑｕｉｒｅｄｔｉｍｅｉｓｌｉｎｅａｒｌｙ

ｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆａｌｌｎｏｄｅｓｉｎａｓｐａｒｓｅｎｅｔｗｏｒｋ．
ＴｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒｅＳｃｉｅｎｃｅ

ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏｓ．９１３２４２０３，１１１３１００９，７１４０１１９４
ａｎｄ７１４０１１８８．Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓａｉｍｔｏｔｈｅｓｔｕｄｙｏｎ
ｃｏｍｐｌｅｘｎｅｔｗｏｒｋｓｆｒｏｍｍａｎｙｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃｆｉｅｌｄｓ．Ｔｈｅｍａｉｎ
ｆｏｃｕｓｉｓｏｎｔｈｒｅｅａｓｐｅｃｔｓ：ｔｈｅｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃｏｍｐｌｅｘ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ，ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｌｅｘｎｅｔｗｏｒｋｓ，
ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｏｆｃｏｍｐｌｅｘｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｃｏｍｍｕｎｉｔｙ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｉｓａｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔａｓｋｏｆｔｈｅｓｅｗｏｒｋｓ．
Ｔｈｅｌａｓｔｔｗｏｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓａｉｍａｔｓｔｕｄｙｉｎｇｃｏｍｍｕｎｉｔｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｉｎｓｏｃｉａｌｎｅｔｗｏｒｋｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ．Ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓ
ｈａｖｅｍａｄｅｓｏｍｅｉｎｄｅｐｔｈｒｅｓｅａｒｃｈｅｓｏｎｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｏｆ
ｃｏｍｍｕｎｉｔｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｔｏｕｎｃｏｖｅｒｔｈｅｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌａｎｄ
ｏｖｅｒｌａｐｐｉｎｇｃｏｍｍｕｎｉｔｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉｎｌａｒｇｅｎｅｔｗｏｒｋｓ，ａｎｄｉｔｓ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｎｆｉｎｄｉｎｇｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃｏｍｍｕｎｉｔｙ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．
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